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A hibaszamitas altalanos elmélete

Legyen x a pontos, a a kozelits érték. Jeldlés: a ~ x.
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Ha a < x, alsé kozelits értékrsl, x < a esetén fels§ kozelits értékrdl
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Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 2/ 187



A hibaszamitas altalanos elmélete

Legyen x a pontos, a a kozelits érték. Jeldlés: a ~ x.
Ha a < x, alsé kozelits értékrsl, x < a esetén fels§ kozelits értékrdl

beszéliink. Példaul 3,141 < 7 < 3,142.

Kozelités abszolat hibaja

A=|x—a

.
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Legyen x a pontos, a a kozelits érték. Jeldlés: a ~ x.
Ha a < x, alsé kozelits értékrsl, x < a esetén fels§ kozelits értékrdl

beszéliink. Példaul 3,141 < 7 < 3,142.

Kozelités abszolat hibaja

Abszolat hibakorlat

Vagyisa— A, < x<a+ A,.
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Taylor-sorok és approximéacio

Fiiggvénysorozat, fliggvénysor, konvergenciatartomany, hatvanysor,
konvergenciasugar.
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Taylor-sorok és approximéacio

Fiiggvénysorozat, fliggvénysor, konvergenciatartomany, hatvanysor,

konvergenciasugar.

Taylor-polinom

3/ 187

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis



Taylor-sorok és approximéacio

Fiiggvénysorozat, fliggvénysor, konvergenciatartomany, hatvanysor,
konvergenciasugar.

Taylor-polinom

To(x,a) =

k=0

Taylor-sor. Maclaurin-polinom, -sor (a = 0).
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Taylor-sorok és approximéacio

Fiiggvénysorozat, fliggvénysor, konvergenciatartomany, hatvanysor,

konvergenciasugar.

Taylor-polinom

)n+1

min(a, x) < £ < max(a, x)

(x—a

bl
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Taylor-sorok és approximéacio

Fiiggvénysorozat, fliggvénysor, konvergenciatartomany, hatvanysor,
konvergenciasugar.

Taylor-polinom

Taylor-sor. Maclaurin-polinom, -sor (a = 0).

Lagrange-féle maradéktag

f(x) — Ta(x,a) = Lp(x,a) =

_ ()

= m(x — )™ min(a,x) < € < max(a, x)

Polinomok, trigonometrikus, exponencialis és logaritmikus fliggvények
kozelitése.
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Taylor-sorok és approximéacio

A szinusz és Maclaurin-polinomjai:
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Taylor-sorok és approximéacio

A szinusz és Maclaurin-polinomjai:

Sin x

w

wls
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Taylor-sorok és approximéacio

A szinusz és Maclaurin-polinomjai:

WX,

o

Sin x
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Taylor-sorok és approximéacio

A szinusz és Maclaurin-polinomjai:

w
X

\ Sin X
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Mi az interpolaci6?

Az interpolaci6 egy olyan eljaras, melynek soran pontokat kotiink dssze egy
adott fiiggvényosztalybdl szarmazé gorbével.
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Mi az interpolaci6?

Az interpolaci6 egy olyan eljaras, melynek soran pontokat kotiink dssze egy
adott fiiggvényosztalybdl szarmazé gorbével.

VY

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 11 / 187



Mi az interpolaci6?

Gyakran hasznaljak példaul ,szdgletes” grafikonok ,kisimitasara”.

Kép nagyitasa interpolaciéval (balra) és anélkiil
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Altalanos interpolacio

Adottak a ¥1(x),...,¥n(x): [a, b] — R an. alapfiiggvények.
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Altalanos interpolacio

Adottak a ¥1(x),...,¥n(x): [a, b] — R an. alapfiiggvények.

Alapfiiggvények interpolaciés polinomja

Ismerjiik f(x): [a, b] — R értékeit az xq,...,xy € [a, b] kiilénb6z6
helyeken, Ggynevezett alappontokban. Keressiik az ¢y, ..., ¢, konstansokat,
melyek azt az

n
L(x) = cthu(x)
k=1
altalanositott polinomot allitjak els, melyre
L(x))=f(x;), Vie{l,...,N}.

Ekkor L(x) fiiggvényt az alapfiiggvények interpolaciés polinomjanak
nevezziik.
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Altalanos interpolacio

> ai(xi) = f(xi), Yie{1,...,N}

k=1

egyenl6ségeket matrixos alakban is felirhatjuk:

1/)1(X1) N i/Jn(Xl) 1 f(Xl)

O R o A Fm)

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 14 / 187



Altalanos interpolacio

> ai(xi) = f(xi), Yie{1,...,N}

k=1

egyenl6ségeket matrixos alakban is felirhatjuk:
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Altalanos interpolacio

> ai(xi) = f(xi), Yie{1,...,N}

k=1

egyenl6ségeket matrixos alakban is felirhatjuk:

1/)1(X1) N i/Jn(Xl) 1 f(Xl)

T/Jl(XN) e T/Jn(XN) Cn f(XN)
Az n és N viszonya. Mostantdl legyen n = N.
14 / 187
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Altalanos interpolacié megoldhatésaga

Csebisev-féle alapfiiggvény-rendszer

Akkor mondjuk, hogy egy ©1(x),...,¥n(x) alapfiiggvény-rendszer
Csebisev-féle, ha a beléle szdrmazé tetszéleges, de nem azonosan nulla
L(x) altalanositott polinomnak legfeljebb n — 1 kiilonb6z8 zérushelye van

az [a, b] intervallumon.
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Csebisev-féle alapfiiggvény-rendszer

Akkor mondjuk, hogy egy ©1(x),...,¥n(x) alapfiiggvény-rendszer
Csebisev-féle, ha a beléle szdrmazé tetszéleges, de nem azonosan nulla
L(x) altalanositott polinomnak legfeljebb n — 1 kiilonb6z8 zérushelye van
az [a, b] intervallumon.

Csebisev-rendszer sziikséges feltétele

Ahhoz, hogy egy alapfiiggvény-rendszer Csebisev-féle legyen, sziikséges
feltétel annak linearis fiiggetlensége.
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Altalanos interpolacié megoldhatésaga

Interpolaciés polinom létezése és egyértelmiisége

Ahhoz, hogy az f(x): [a, b] — R fiiggvény és az xq,...,x, € [a, b]
alappontok tetsz8leges valasztasa esetén |étezzen altalanositott
interpolacios polinom, sziikséges és elegendd, hogy a ¥1,...,v,
alapfiiggvény-rendszer Csebisev-féle legyen [a, b]-n. Ha ez a feltétel teljesiil,
az interpolaciés polinom egyértelmi.
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Példa altalanos interpolaciora

™

Ya(x) = 1, wha(x) = x, valx) = 2% ¢a(x) =sin (5)
f(-1)=1, f(0)=-1, f(1)=1, f(2)=2

N

[HEY

=
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Példa altalanos interpolaciora

N

[HEY

—1\ 0 1 2
1
X

21 L 9.
L(X)——9—7X+82 +§S|n<7)
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Polinom interpolacié

Polinom interpolacié alapfiiggvényei

Yi(x) =x"1 ie{1,...,n} (most 0° = 1)
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Polinom interpolacié

Polinom interpolacié alapfiiggvényei

Yi(x) =x"1 ie{1,...,n} (most 0° = 1) )
1 xg xln_1
V =
1 xp x,’,’._1
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Polinom interpolacié

A Vandermonde-matrix determinansa

Vi= J] i—x)

1<j<i<n
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A Vandermonde-matrix determinansa
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1<j<i<n

Igy alappontokhoz tartozé Vandermonde-determinans nullatél kiilsnb6zs.
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Polinom interpolacié

A Vandermonde-matrix determinansa

Vi= J] i—x)

1<j<i<n

Igy alappontokhoz tartozé Vandermonde-determinans nullatél kiilsnb6zs.

Unicitas és egzisztencia

Polinom interpolacié esetén — n alappontot véve — mindig létezik legfeljebb
n — 1l-edfokl interpolaciés polinom, és az egyértelmdi.

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 20 / 187



Polinom interpolacié

A Vandermonde-matrix determinansa

Vi= J] i—x)

1<j<i<n

Igy alappontokhoz tartozé Vandermonde-determinans nullatél kiilsnb6zs.

Unicitas és egzisztencia

Polinom interpolacié esetén — n alappontot véve — mindig létezik legfeljebb
n — 1l-edfokl interpolaciés polinom, és az egyértelmdi.

Az alaprendszer Csebisev-féle.
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Példa polinom interpolaciéra

Y1(x) =1, ¥a(x) = x, ¥3(x) = x2, Pa(x) = x3
fF(-1)=1, f0)=—1, f(1)=1, f(2) =2

N

[HEY

[uy
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Példa polinom interpolaciéra

Y1(x) =1, ¥a(x) = x, ¥3(x) = x2, Pa(x) = x3
fF(-1)=1, f0)=—1, f(1)=1, f(2) =2

N

[HEY

1 \0 1 2
1

) 5
L(x)=-1+ 5 +2x2 — 6X3
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Polinom interpolacié megoldésa

Egyik megoldasi lehet8ség: klasszikus médszer.
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Polinom interpolacié megoldésa

Egyik megoldasi lehet8ség: klasszikus médszer.
Konstruktiv médszer: el8allitjuk azon /;(x) figgvényeket, melyekre

1 hak=i
”'(Xk)_{ 0 hak#i.
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Polinom interpolacié megoldésa

Egyik megoldasi lehet8ség: klasszikus médszer.
Konstruktiv médszer: el8allitjuk azon /;(x) figgvényeket, melyekre

1 hak=i
”'(Xk)_{ 0 hak#i.

llyen, n — 1-edfoki polinomot kapunk igy:

) — (x —x1) ... (x = xi—1)(x = Xit1) ... (x — Xn)
h(x) (i —x1) - (x5 — xi—1)(%i — Xig1) -+ - (x5 — Xn)
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Polinom interpolacié megoldésa

Egyik megoldasi lehet8ség: klasszikus médszer.
Konstruktiv médszer: el8allitjuk azon /;(x) figgvényeket, melyekre

1 hak=i
”'(Xk)_{ 0 hak#i.

llyen, n — 1-edfoki polinomot kapunk igy:

) — (x —x1) ... (x = xi—1)(x = Xit1) ... (x — Xn)
h(x) (i —x1) - (x5 — xi—1)(%i — Xig1) -+ - (x5 — Xn)

A Lagrange-interpolaciés polinom
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Polinom interpolacié megoldésa

Jeldlje Lk . n)(x) az xk, ..., %, 1 < k < n alappontok altal generalt
Lagrange-interpolaciés polinomot (L(jy(x) = f(x;), k <j < n).
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Polinom interpolacié megoldésa

Jeldlje Lk . n)(x) az xk, ..., %, 1 < k < n alappontok altal generalt
Lagrange-interpolaciés polinomot (L(jy(x) = f(x;), k <j < n).

Neville-féle iteralt interpolacié tétele

Ha 1 < k < n, akkor

1| Ly _
L(k,...,n)(X): (k;--., 1)(X) Xk — X

Xp — Xk L(k—l—l,...,n)(X) Xp — X
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Polinom interpolacié megoldésa

Jeldlje Lik,....m(x) az Xk, ..., Xn, 1 < k < n alappontok altal generalt

Lagrange-interpolaciés polinomot (Lj)(x ) =f(x;), k<j<n).

Neville-féle iteralt interpolacié tétele
Ha 1 < k < n, akkor

1

Xn — Xk

Lik,...n—1)(x) xk —x
L(k—l—l,...,n)(X) Xp — X

X1 X1 — X L(l)

x2 x2—x Loy Luo

x3 x3—x Ly L3y La2s)

X4 X4 — X L(4) L(3,4) L(2,3,4) L(1,2,3,4)

.
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Példa Neville-iteraciéra

No

=

[REY

L(l)(X) =1
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Példa Neville-iteraciéra
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Hibabecslés

Tekintsiik az xq, ..., x, alappontokat. Jel6lés:

n

w(x) = H(X — Xk)-

k=1
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Hibabecslés

Tekintsiik az xq, ..., x, alappontokat. Jel6lés:

n

w(x) = H(X — Xk)-

k=1

A polinom interpolacié hibabecslése |.

Legyen az f fliggvény n-szer differencialhaté az [a, b] intervallumon. Ekkor
Vx € [a, b]-hez 3¢ € [a, b], hogy

()
F(x) — L(x) = - n!(@w(x).
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Konvergencia

Tekintsiik az xl(”), ..., x™ alappontsorozatot. Jelslés:

wn(x) = [T0x = ™).

k=1

Egyenletes konvergencia

Legyen Ln(x) az a < xl("), .. ,x,g") < b alappontrendszerre illeszkedd

polinom interpolaciés fiiggvénysorozat. Ha létezik olyan M > 0, hogy
minden n € N és minden x € [a, b] esetén |F(")(x)| < M", akkor

lim max_ |f(x) — Ln(x)| = 0.

n—00 x€la,b]
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Hibabecslés

Legyen

h= ma - )
k:LM’;_l(XkJrl Xk)
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Hibabecslés

Legyen

h= ma - )
kzl,...?f,_l(XkJrl Xk)

A polinom interpolacié hibabecslése 1.

Ha |£(")(t)| < M, teljesiil minden t € [a, b] esetén, akkor minden
x € [a, b]-re

£0) = L()| < 22
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Csebisev-polinomok

n-ed foki Csebisev-polinom

Th(x) = cos(narccosx), x € [-1,1], ne N
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Csebisev-polinomok

n-ed foki Csebisev-polinom

Th(x) = cos(narccosx), x € [-1,1], ne N

A T,(x) fuggvény n-ed fokd polinom [—1, 1]-en, melynek f8egyiitthatdja
n € P esetén 271,
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Csebisev-polinomok

n-ed foki Csebisev-polinom

Th(x) = cos(narccosx), x € [-1,1], ne N

A T,(x) fuggvény n-ed fokd polinom [—1, 1]-en, melynek f8egyiitthatdja
n € P esetén 271,

1-re normalt n-ed foki Csebisev-polinom

Ta(x) =21""Ty(x), neP, To(x) =1, x € [-1,1]

.
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Csebisev-polinomok

n-ed foki Csebisev-polinom

Th(x) = cos(narccosx), x € [-1,1], ne N

A T,(x) fuggvény n-ed fokd polinom [—1, 1]-en, melynek f8egyiitthatdja
n € P esetén 271,

1-re normalt n-ed foki Csebisev-polinom

Ta(x) =21""Ty(x), neP, To(x) =1, x € [-1,1]

Csebisev-polinom kiilonlegessége

Az 1 f&egyiitthatés n-ed fokd polinomok koziil az 1-re normalt n-ed foka
Csebisev-polinom lesz az, amelynek abszolut értéke a legkisebb maximalis
értéket veszi fel a [—1,1] intervallumon.

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 32 /187



Hibabecslés Csebisev-alappontokkal

Csebisev-polinom gydkei: Csebisev-alappontok (a [—1, 1]-en)

xk:cos((zkz;l)w), k=1,...,n.

n
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Hibabecslés Csebisev-alappontokkal

Csebisev-polinom gydkei: Csebisev-alappontok (a [—1, 1]-en)

xk:cos((zkz;l)w), k=1,...,n.

n

Hibabecslés Csebisev-alappontokkal [—1,1]-en

Tegyiik fel, hogy |f("(x)| < M, teljesiil Vx € [—1,1] esetén. Ha az
interpolacié alappontjai Csebisev-félék [—1, 1]-en, akkor Vx € [—1,1]-ra

n

= 2n=1pl”

[f(x) = L(x)
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Hibabecslés Csebisev-alappontokkal

Ha a [—1,1] intervallum helyett tetszéleges [a, b] intervallumot vesziink, a
Csebisev-alappontok [a, b]-n

. atb b-a 2k = V)m B
M= —5 + 5 cos< o ),k—l,...,n.
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Hibabecslés Csebisev-alappontokkal

Ha a [—1,1] intervallum helyett tetszéleges [a, b] intervallumot vesziink, a
Csebisev-alappontok [a, b]-n

. atb b-a 2k = V)m B
M= —5 + 5 cos< o ),k—l,...,n.

Hibabecslés Csebisev-alappontokkal [a, b]-n

Tegyiik fel, hogy |f(")(x)| < M, teljesiil Vx € [a, b] esetén. Ha az
interpolacié alappontjai Csebisev-félék [a, b]-n, akkor Vx € [a, b]-re

M,(b — a)"
22n—1p|

1) = L(¥)| <
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

[y

F(x) = % + cos(3x)
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

7

[y

F(x) = % + cos(3x)
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

-\

[y

F(x) = % + cos(3x)
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

SV

[y

F(x) = % + cos(3x)
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

/N

[y

!
Il
>

F(x) = % + cos(3x)
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Interpolacié Csebisev-alappontokkal

/N

[y

F(x) = % + cos(3x)
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Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kdzt
polinomokkal interpolalunk.
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Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kdzt
polinomokkal interpolalunk.

A kdbos spline egyenlete

s1(x), ha a=x1 <x<x

5(x), ha x < x < x3

\ Sn—l(x)7 ha x,o1 <x<x,=05b

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 42 / 187



Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kdzt
polinomokkal interpolalunk.

A kdbos spline egyenlete

s1(x), ha a=x1 <x<x
5(x), ha x < x < x3
S(x) =
\ Sn—l(x)7 ha x,o1 <x<x,=05b
ahol

si(x) = ai(x — Xi)3 + bi(x — Xi)2 + ci(x — xi) + dj
Vie{l,2,...,n—1}.
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
1. S(X,'):y,' Vi€{1,2,...,n},
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
1. S(X,'):y,' Vi€{1,2,...,n},
2. S,'(X,') = S,'_1(X,') Vi e {2, 3,...,n— 1} (S(X) € C[a, b]),
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
1. S(X,'):y,' Vi€{1,2,...,n},
2. S,'(X,') = S,'_1(X,') Vi e {2, 3,...,n— 1} (S(X) € C[a, b]),
3. si(xi) =sl_1(x;) Vie{2,3,...,n—1} (S'(x) e Cla,b]),
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga

S(X,'):y,' Vi€{1,2,...,n},

S,'(X,') = S,'_1(X,') Vi e {2, 3,...,n— 1} (S(X) € C[a, b]),
si(xi) =sl_;(x;) Vie{2,3,...,n—1} (§'(x) e Cla,b]),
s'(xi) =s" 1(x;) Vie{2,3,....,n—1} (§"(x) € Cla, b]).

= @ =
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Kobos spline interpolacio

Az egyszer(iség kedvéért mostantdl tételezziink fel ekvidisztans
alappontvalasztast, tehat h = xj11 — x;, Vi € {1,2,..,n — 1} esetén.
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Kobos spline interpolacio

Az egyszer(iség kedvéért mostantdl tételezziink fel ekvidisztans

alappontvalasztast, tehat h = xj11 — x;, Vi € {1,2,..,n — 1} esetén.

si(x)-ek egyiitthatéi Vi € {1,2,...,n— 1} esetén

Mg — M
T T 6h
Mi
bl —_— 7
o = YL TYi pMiv1 +2M;
h 6
di = i

Yi — 2¥ity1 + Yit2

ahol M; + 4M,'+1 + M,'+2 =6

k2
és M; = Sll(X,') Vie{1,2,...,n}.

Vie{l,2,...,n—

2}7
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Kobos spline interpolacio

Utébbi Osszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 0 0 0 0 o M> y1 —2y2 +y3
0o 1 4 1 0 0 0 o M3 y2 —2y3 +ya
0o 0 1 4 0 0 0 o Mg y3 —2ya+ys
. . . . . 6 .
: T h?
0o 0o o0 o 4 1 0 0 M, _3 Yn—4 —2Yn—3 + Yn—2
0 0 0 o0 1 4 1 0 Mp_2 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn—1
0o o0 o0 O 0 1 4 1 Mp_1 Yn—2 —2Yn—1+ Yn
M’l
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Kobos spline interpolacio

Utébbi Osszefiiggést matrixos alakba irva:

My

1 4 1 0 0 0 0 o M> y1—2y2+y3

0 1 4 1 0O 0 0 O M3 Y2 —2y3 +ya

0o 0 1 4 0 0 0 o Mg y3 —2ya+ys

. . =3

0 0 0 0 4 1 0 0 M,_3 Yn—4 — 2Yn—3 + Yn—2

0 0 0 0 1 4 1 0 Mp_2 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn-1

0 0 0 0 0o 1 4 1 Mp_1 Yn—2 = 2¥n—1+¥Yn
M’l

A linearis egyenletrendszer alul determinalt: a bal oldali matrixnak n
oszlopa és n — 2 sora van.
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Kobos spline interpolacio

Utébbi Osszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 0 0 0 0 0 M>
0 1 4 1 0 0 0 0 M3
0 0 1 4 0 0 0 0 Mg
0 0 0 0 4 1 0 0 Mp_3
0 0 0 0 1 4 1 o M,_»
0 0 0 0 0 1 4 1 M,_1

Mp

y1 —2y2 +y3
y2 —2y3 +ya
¥3 —2ya+ys

Yn—4 — 2Yn—3 + Yn—2
Yn—3 —2¥n—2 + Yn—1
Yn—2 — 2Yn—1 + ¥n

A linearis egyenletrendszer alul determinalt: a bal oldali matrixnak n

oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kobos spline tipus

1. Természetes spline
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Kobos spline interpolacio

Utébbi Osszefiiggést matrixos alakba irva:
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0 0 0 0 4 1 0 0 Mp_3
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A linearis egyenletrendszer alul determinalt: a bal oldali matrixnak n

oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kobos spline tipus

1. Természetes spline

2. Parabolikus lefutasa spline
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Kobos spline interpolacio

Utébbi Osszefiiggést matrixos alakba irva:

My

1 4 1 0 0 0 0 o M> y1—2y2+y3

0 1 4 1 0O 0 0 O M3 Y2 —2y3 +ya

0o 0 1 4 0 0 0 o Mg y3 —2ya+ys

. . =3

0 0 0 0 4 1 0 0 M,_3 Yn—4 — 2Yn—3 + Yn—2

0 0 0 0 1 4 1 0 Mp_2 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn-1

0 0 0 0 0o 1 4 1 Mp_1 Yn—2 = 2¥n—1+¥Yn
M’l

A linearis egyenletrendszer alul determinalt: a bal oldali matrixnak n
oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kobos spline tipus

1. Természetes spline
2. Parabolikus lefutasa spline

3. Kdbos lefutasi spline
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline

My =M,=0

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

10...000 Mo
141 ...000 Ms
14 ...000 Ma
000 10 My_3
000 1 4 1 Mn_»
000 1 Mp_1
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Kobos spline interpolacio

Parabolikus lefutasi spline

Ml = M2 és Mn—l = Mn
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Kobos spline interpolacio

Parabolikus lefutasi spline

Ml = M2 és Mn—l = Mn

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

10 . . .000 My
141 .. .000 Ms

14 .. .000 My
0 0O 1 Mp_
000 1 1 Mp_o
0 0O 1 Mp_1
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Kobos spline interpolacio

Kobos lefutasi spline

/\//1 = 2/\//2 — M3 és 2Mn_1 — M,,_z = Mn
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Kobos spline interpolacio

Kobos lefutasi spline

/\//1 = 2/\//2 — M3 és 2Mn_1 — M,,_z = Mn

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

00 ...000O0 My
141 .. .000 Ms

14 .. .000 My
0 0O 1 Mp_
000 1 1 Mp_o
0 0O 0 Mp_1
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Kobos spline interpolacio
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline

Y '
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Kobos spline interpolacio

Parabolikus lefutasa spline

e
[
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Kobos spline interpolacio

Ko6bos lefutasi spline

N |
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Kobos spline interpolacio

Természetes, parabolikus lefutasi és kobos lefutasa spline

\
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Rogzitsiik a ¥1(x), ..., ¥a(x) alapfiggvényeket. Tekintsiik az x1, ..., xy

nem feltétleniil kiilonb6z6 alappontokat és a hozzajuk tartozé yi,...,yn
értékeket. A legkisebb négyzetek moédszerének hasznalata soran keressiik
azokat az ¢, ..., ¢, egylitthatdkat, melyekre

N n 2

> (Yk -3 Ci¢i(xk)>

k=1 i=1
minimalis.
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Rogzitsiik a ¥1(x), ..., ¥a(x) alapfiggvényeket. Tekintsiik az x1, ..., xy

nem feltétleniil kiilonb6z6 alappontokat és a hozzajuk tartozé yi,...,yn
értékeket. A legkisebb négyzetek moédszerének hasznalata soran keressiik
azokat az ¢, ..., ¢, egylitthatdkat, melyekre
N n 2
> (Yk -3 Ci¢i(xk)>
k=1 i=1
minimalis.

Az interpolaciéval 8sszehasonlitva fontos kiilonbség, hogy nem varjuk el a
kozelits fliggvénytdl, hogy atmenjen a megadott pontokon.
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Legkisebb négyzetek mdédszere

(X47.}/4)

(x3 ,.ys) (X5,.y5)

(X6, ¥6)®
(X1,=Y1)

o (x2,y2)
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Legkisebb négyzetek mdédszere

(X47.}/4)

(X37.y3) X57.y5)
[ J

(xa, 1) >y civi(x)

o (x2,y2)
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Legkisebb négyzetek mdédszere

(X47.}/4)

(X37.y3) X57.y5)
o

(xa, 1) >y civi(x)

o (x2,y2)
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Legkisebb négyzetek mdédszere

A megoldas:

n N
> a (Zw i )i (xk ) Zyk% x) (L<j<n)
= \k=1
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Legkisebb négyzetek mdédszere

A megoldas:

Zc, (Z (XK ) Xk) Z)/k% xk) (1<j<n)

k=1

Ha 1;(x) = x'~1, i € {1,..., n}, polinommal kozelitiink:
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Legkisebb négyzetek mdédszere

A megoldas:

Zc, (Z (XK ) Xk) Z)/k% xk) (1<j<n)

k=1

Ha 1;(x) = x'~1, i € {1,..., n}, polinommal kozelitiink:

Normal egyenletrendszer

Zc, <Zx’+f 2) => vl (1<j<n
i=1
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Legkisebb négyzetek mdédszere

A megoldas:

Zc, (Z (XK ) Xk) Z)/k% xk) (1<j<n)

k=1

Ha 1;(x) = x'~1, i € {1,..., n}, polinommal kozelitiink:

Normal egyenletrendszer

Zc, <Zx’+f 2) => vl (1<j<n
i=1

Az n és N viszonya.
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Legkisebb négyzetek mdédszere

A megoldas:

Zc, (Z (XK ) Xk) Z)/k% xk) (1<j<n)

k=1

Ha 1;(x) = x'~1, i € {1,..., n}, polinommal kozelitiink:

Normal egyenletrendszer

Zc, <Zx’+f 2) => vl (1<j<n
i=1

Az n és N viszonya. Tegyiik fel, hogy n < N.
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Matrixos alakban felirva:

N 0 N a1 N 0
Z Xk . Z Xk c Z Yk Xy
k=1 k=1 1 k=1
N a1 N ono Cn N n—1
S PN P > yixp
k=1 k=1 k=1
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Matrixos alakban felirva:

N 0 N a1 N 0
Z Xk . Z Xk c Z Yk Xy
k=1 k=1 1 k=1
N a1 N ono Cn N n—1
S PN P > yixp
k=1 k=1 k=1

Linearis, polinomialis regresszié.
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Exponencialis regresszié (visszavezetése lineéris regresszidra)
y=a-m*
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Exponencialis regresszié (visszavezetése lineéris regresszidra)
y=a m‘=Iny=Ilna+x-Inm=A+xM
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Exponencialis regresszié (visszavezetése lineéris regresszidra)
y=a m‘=Iny=Ilna+x-Inm=A+xM
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Exponencialis regresszi6 (visszavezetése lineéris regresszmra
y=a-m*=Iny=Inat+x-Inm=A+xM=y=¢e" (eM)*=a.m¥
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Legkisebb négyzetek mdédszere

Exponencialis regresszié (visszavezetése lineéris regresszidra)
y=a-m*=Iny=Inat+x-Inm=A+xM=y=¢e" (eM)*=a.m¥

y

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 64 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az [a, b] intervallumon folytonos és szigortian
monoton, valamint elGjelet valté f(x) fliggvény értékeit az

a<x <---<x,< b pontokban. Az f(x) gyokét az f1(x) fiiggvény
kozelitésének 0 helyen vett értékével becsiiljiik.
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

f(x)
(xn, f(xn))
(%2, f(x2))
/Al ,f(x1))
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

(f

(X2)7
(f(Xl)axl)/
7
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

(f

(f(xl)v

(F(xn), %0) F()

1X2)

/ (xn, f(xn))

(%2, f(x2))
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

(f

(f(xl)v

(F(xn), %0) F()

1X2)

/ (xn, f(xn))

(%2, f(x2))
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(x2)
Xl)/
/

/{q, f(x1))
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

(F(xn), %0) F()

(f ,X2)

(x2)
/ (xn, f(xn))
(f(Xl)axl)/ \ (%2, f(x2))
7
//{qa f(x1))
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

Lagrange-interpolaciét hasznalva

n n n f- x
10) =Y 50 =3 | 511 e e
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Egyenletek kozelité megoldasai

Inverz interpolacid

Lagrange-interpolaciét hasznalva

n n n f- x
L(0) = iz_;x,-/,-(O) => | x]] f(Xk)(_k;(X)

i=1 k=1

Ha sziikséges, L(0)-val kicseréljik a gykhoz legtavolabbi alappontot és
ajra kezdjiik az eljarast.
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Egyenletek kozelité megoldasai

Intervallumfelezés
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Egyenletek kozelité megoldasai

Intervallumfelezés

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis

73 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

Intervallumfelezés

- — —

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 74 / 187
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Egyenletek kozelité megoldasai

Intervallumfelezés
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Egyenletek kozelité megoldasai

A intervallumfelezéssel keletkezd sorozat konvergenciaja, hibabecslése

Tekintsiik az [a, b] intervallumot, amin az f(x) folytonos fiiggvény
pontosan egyszer elGjelet valt. Legyen x; = a és x, = b, valamint jeldljik
x*-gal f(x) zérushelyét [a, b]-ben. Ha x, az intervallumfelezési médszerrel
keletkezett sorozat, akkor x, — x*, valamint

b—a
|xn — x*| < 2
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Egyenletek kozelité megoldasai

Harmédszer

Tekintsiik az [a, b] intervallumot, amin az f(x) folytonos fliggvény egyszer
elgjelet valt. Legyen x; = a és xp = b, valamint x3 az a pont, mely az
[x1, x2] intervallumot végpontjaiban felvett fiiggvényértékei abszolat
értékének aranyaban osztja. Ekkor

_,_ b2
BT b)) —f(a)
f(x)
I (x2)|
X1 .
|f(xnu%xs X
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Egyenletek kozelité megoldasai

Harmédszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Harmédszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Harmédszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Harmédszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hiurmédszer altalanos képlete:

f (xn—1) (Xn—1 — xk)
f(xp—1) — f(xk)

Xp = Xpn—1 —

A sorozat konvergenciaja

Legyen f(x): [a, b] — R folytonos fiiggvény, amely [a, b]-n pontosan
egyszer el6jelet valt. Ekkor ha x, a hirmédszerrel keletkezd sorozat, akkor
X, — x*.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.
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Egyenletek kozelité megoldasai
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.

a = X1 X3

S
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.

=X x3 % % b =x

L
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.

=X x3 % % b =x

v
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hurmédszer konvergenciaja nem mindig gyors.

a=

XL x3 %4 %5 b =x

ATAYAAT
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Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6médszer

Legyen x; = a és xp = b, valamint

f(Xn—l)(Xn—l - Xn—2)
f(xn—1) — f(xn—2)

Xp = Xp—1 —
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Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6méddszer

a=Xxi

N
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Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6méddszer

a=Xxi
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Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6méddszer

/ i
a=x3 X3 i

N

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 94 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6méddszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Szelé6méddszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szel8mddszer és a hirmddszer eltérése.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szelémddszer sorozata nem mindig jon létre!
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Egyenletek kozelité megoldasai

Newton (Newton-Raphson) médszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Newton (Newton-Raphson) médszer

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 103 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

Newton (Newton-Raphson) médszer

A sorozat képlete

Xn = Xp—1 — —f(anl)

f'(xp—1)
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Egyenletek kozelité megoldasai

Mdédositott Newton médszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Mdédositott Newton médszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Médositott Newton médszer, Newton médszer
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Egyenletek kozelité megoldasai

Mdédositott Newton médszer

A sorozat képlete

2= xpq — [O01)

f'(x1)
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hir, szel6 és Newton mddszer hibaja
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Egyenletek kozelité megoldasai

A hir, szel6 és Newton mddszer hibaja

dn == 24 |x, — x*|, ahol x € [a, b]-ra |f"(x)| < M, 0 < m < |f'(x)|. Har
vagy szel6 médszer esetén ha d := max{d;, d>} < 1, Newton médszer
esetén ha d := di < 1, akkor limp_oo xp = x* (f(x*) = 0) és

d™t (har), d (szeld), g2 (Newton)

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 109 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

A hir, szel6 és Newton mddszer hibaja

dn == 24 |x, — x*|, ahol x € [a, b]-ra |f"(x)| < M, 0 < m < |f'(x)|. Har
vagy szel6 médszer esetén ha d := max{d;, d>} < 1, Newton médszer
esetén ha d := di < 1, akkor limp_oo xp = x* (f(x*) = 0) és

d™t (har), d (szeld), g2 (Newton)

ahol 74 =0, 72 =1 é&s v, = Yp—1 + Yn—2, ha n > 2 (Fibonacci-sorozat).
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Egyenletek kozelité megoldasai

A Banach-féle (Banach—Cacciopoli-Tyihonov-féle) fixponttétel

Teljes metrikus tér 6nmagaba valé kontrahalé leképezésének pontosan egy
fixpontja van.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A Banach-féle (Banach—Cacciopoli-Tyihonov-féle) fixponttétel

Teljes metrikus tér 6nmagaba valé kontrahalé leképezésének pontosan egy
fixpontja van.

A fixpont meghatarozasara a szukcessziv approximacié médszerét
hasznaljuk.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A Banach-féle (Banach—Cacciopoli-Tyihonov-féle) fixponttétel

Teljes metrikus tér 6nmagaba valé kontrahalé leképezésének pontosan egy
fixpontja van.

A fixpont meghatarozasara a szukcessziv approximacié médszerét
hasznaljuk.

Szukcessziv approximacié (fokozatos kozelités)

A fenti feltételek teljesiilése esetén tetszéleges x; metrikus térbeli pontbdl

kiindulva az x, = F(x,—1) sorozat konvergens lesz és hatarértéke c, ahol
F(c)=c.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A fokozatos kozelités médszere

Legyen F(x): [a, b] — [a, b] differencialhaté fiiggvény, x; € [a, b]
tetsz6leges, valamint x, = F(xn,—1), ha 1 < n € P. Ha 3¢ < 1, melyre
|[F'(x)| < q teljesiil Vx € [a, b] esetén, akkor x, — ¢, ahol F(c) =c. A
keletkezett c egyértelm(, tovabba teljesiilnek az alabbi egyenlStlenségek:

xp—c| <
o=l <

n—1

’Xn — Xp—1 |7

xp —c| <

|x2 — x1].
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Egyenletek kozelité megoldasai

Az F(c) = c egyenlGségben szerepl§ c-t az F(x) fiiggvény fixpontjanak
szokas nevezni. Meghatarozasara hasznaljuk a fentiekben ismertetett
fokozatos kozelités (mas néven szukcessziv approximacié) médszerét.
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Egyenletek kozelité megoldasai

Az F(c) = c egyenlGségben szerepl§ c-t az F(x) fiiggvény fixpontjanak
szokas nevezni. Meghatarozasara hasznaljuk a fentiekben ismertetett
fokozatos kozelités (mas néven szukcessziv approximacié) médszerét.

Az f(x) = 0 egyenlet megoldasa egyenrangl az x + yf(x) = F(x) figgvény
fixpontjanak megkeresésével, ahol y € R\{0} tetszéleges konstans.
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Egyenletek kozelité megoldasai

Az F(c) = c egyenlGségben szerepl§ c-t az F(x) fiiggvény fixpontjanak
szokas nevezni. Meghatarozasara hasznaljuk a fentiekben ismertetett
fokozatos kozelités (mas néven szukcessziv approximacié) médszerét.

Az f(x) = 0 egyenlet megoldasa egyenrangl az x + yf(x) = F(x) figgvény
fixpontjanak megkeresésével, ahol y € R\{0} tetszéleges konstans.

Ha F’ nem a kivant tulajdonsaga de F invertalhat6, meg lehet prébalni az
eredeti helyett az F~1(x) = x egyenlet megoldasat.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié konvergencidja, 0 < F'(x) < 1.

- — — — — — — — — — _ _

RSt
>
X
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié konvergencidja, 0 < F'(x) < 1.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié konvergencidja, —1 < F’(x) < 0.

] S N
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié konvergencidja, —1 < F’(x) < 0.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié konvergencidja, —1 < F’(x) < 0.

3 S N

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 117 / 187



Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergenciaja, F'(x) < —1.

F(x)
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergenciaja, F'(x) < —1.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergenciaja, F'(x) < —1.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergenciaja, F'(x) < —1.
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergencigja, 1 < F'(x).
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Egyenletek kozelité megoldasai

A szukcessziv approximacié divergencigja, 1 < F'(x).

F(x) = X
|
|

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

|

| | |
| | |
| |

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
o |
| | |
- s -

X1 X2 X3
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Differencialegyenletek kozelité megoldasa

Kezdeti érték probléma

y'(t) =f(t,y(t), y(to) =y, t€to—a,to+a]
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Differencialegyenletek kozelité megoldasa

Kezdeti érték probléma

y'(t) =f(t,y(t), y(to) =y, t€to—a,to+a]

Ekvivalens integral-egyenlet

ym=m+/3@mm¢

to
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Differencialegyenletek kozelité megoldasa

Picard-Lindelof-féle egzisztencia és unicitas tétel

Ha f egy (to, o) koriili tartoméanyon folytonos t-ben és Lipschitz-folytonos
y-ban, akkor a kezdeti érték problémanak valamely € > 0-ra egyértelmiien
letezik y(t) megoldasa a [to — €, to + €] intervallumon.
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Differencialegyenletek kozelité megoldasa

Picard-Lindelof-féle egzisztencia és unicitas tétel

Ha f egy (to, o) koriili tartoméanyon folytonos t-ben és Lipschitz-folytonos
y-ban, akkor a kezdeti érték problémanak valamely € > 0-ra egyértelmiien
letezik y(t) megoldasa a [to — €, to + €] intervallumon.

Picard-iteracié

Yo(t) = yo, ¥a(t) =0 +/tt f(s,n_1(s))ds, ne{1,2,...}
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Kozelits integralas

Monte Carlo-médszer

X2
1 - .
E

1
/ x2dx =7
0
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Kozelits integralas

Monte Carlo-médszer

X2
1 — .
1
1
18
2
dx == ~ 1 0,36
/OX XT3 18132
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Kozelits integralas

Alsé integralkdzelité dsszeg

[
]
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Kozelits integralas

Alsé integralkdzelité dsszeg

f(x)
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Kozelits integralas

Alsé integralkdzelité dsszeg

-
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Kozelits integralas

Alsé integralkdzelité dsszeg

f(x)
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Kozelits integralas

Fels6 integralkozelitd Gsszeg
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Kozelits integralas

Fels6 integralkozelitd Gsszeg
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Kozelits integralas

Fels6 integralkozelitd Gsszeg
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Kozelits integralas

Fels6 integralkozelitd Gsszeg
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Kozelits integralas

Mostantdl csak az ekvidisztans alappontok esetével foglalkozunk, vagyis

b—a
n—1

h =

=X2— X1 == Xp— Xp-1

ekkor x¢ = x1 + (k—1)h, ke {1,...n}.
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Kozelits integralas

Mostantdl csak az ekvidisztans alappontok esetével foglalkozunk, vagyis

b—a
n—1

h =

=X2— X1 == Xp— Xp-1

ekkor x¢ = x1 + (k—1)h, ke {1,...n}.

Alsé integralkozelits 6sszeg képlete

b n—1
/f(x)dmhz ot ()
a k=1

X€ Xk Xk 11
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Kozelits integralas

Mostantdl csak az ekvidisztans alappontok esetével foglalkozunk, vagyis

b—a
n—1

h =

=X2— X1 == Xp— Xp-1

ekkor x¢ = x1 + (k—1)h, ke {1,...n}.

Alsé integralkozelits 6sszeg képlete

b n—1
/f(x)dmhz ot ()
a k=1

X€ Xk Xk 11

Felss integralkdzelité dsszeg képlete

b n—1
/a f(x)dx~h>_  max f(x)

— X€[Xp,Xp41]
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly
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Kozelits integralas
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly

ahol zj = XXkt
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly

ahol zj = XXkt

Abszolit hiba
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Kozelits integralas

Erint6 szabaly

ahol zj = XXkt

Abszolit hiba

ahol £ € (a, b)
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Kozelits integralas

Trapéz szabaly

1

)
x
Ko
o~
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Kozelits integralas

Trapéz szabaly

1
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Kozelits integralas

Trapéz szabaly
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Kozelits integralas

Trapéz szabaly
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Kozelits integralas

Trapéz szabaly

Abszolit hiba

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 145 / 187



Kozelits integralas

Trapéz szabaly

Abszolit hiba

ahol £ € (a, b)
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Kozelits integralas

Simpson-szabaly
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Kozelits integralas

Simpson-szabaly
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Kozelits integralas

Simpson-szabaly

/ f(x (f(x1) + 4f(x2) + 2f (x3) + 4f (xa) + 2f (x5)+

(.\)IZ‘

o+ 2f (xp—2) + 4f (Xp—1) + (xn)),
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Kozelits integralas

Simpson-szabaly
/ F(x

és itt n paratlan.

|
N

(.\)IZ‘

(f(x1) + 4f(x2) + 2f (x3) + 4f (xa) + 2f (x5)+

o+ 2f (xp—2) + 4f (Xp—1) + (xn)),
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Kozelits integralas
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Kozelits integralas

Simpson-szabaly
/ F(x

és itt n paratlan.

|
N

(f(x1) + 4f(x2) + 2f (x3) + 4f (xa) + 2f (x5)+

(.\)IZ‘

o+ 2f (xp—2) + 4f (Xp—1) + (xn)),

Abszolat hiba

ahol ¢ € (a, b)
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Fourier-sorok

Skalaris szorzat

Ha egy X komplex szamtest folotti vektortér barmely x, y eleméhez hozza
van rendelve egy (x,y) skalar agy, hogy

(x1 +x2,y) (x1,y) + (x2,¥)
Axy) = Mxy)
() = (¥,x)
(x,x) > 0

teljesiil barmely xq, x2, x,y € X és X\ skalar esetén, tovabba (x, x) = 0 csak
x = 0 esetén all fenn, akkor (x,y)-t az x és y elemek skalaris (bels6)
szorzatanak nevezziik.
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Fourier-sorok

A Hilbert-tér

Az X vektorteret Hilbert-térnek nevezziik, ha skalaris szorzat van rajta
értelmezve és teljes a o(x,y) = \/(x — y,x — y) metrikaban.
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Fourier-sorok

A Hilbert-tér

Az X vektorteret Hilbert-térnek nevezziik, ha skalaris szorzat van rajta
értelmezve és teljes a o(x,y) = \/(x — y,x — y) metrikaban.

Az x € X elem normajan az ||x|| = o(x,0) szamot értjiik.
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Fourier-sorok

A Hilbert-tér

Az X vektorteret Hilbert-térnek nevezziik, ha skalaris szorzat van rajta
értelmezve és teljes a o(x,y) = \/(x — y,x — y) metrikaban.

Az x € X elem normajan az ||x|| = o(x,0) szamot értjiik.

Ortogonalis, ortonormalt elemek

A Hilbert-tér x, y elemeit ortogonélisnak (mer6legesnek) nevezziik, ha
(x,y) =0. Ha még (x,x) = (y,y) = 1 is teljesiil, az elemeket
ortonormaltnak nevezziik.
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Fourier-sorok

Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,
ha koziilik barmely két kiilonb6zé elem ortogonélis. Ortonormalt
rendszernek nevezziik az olyan ortogonalis rendszert, amelynek minden
eleme egységnormaji.

A
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Fourier-sorok
Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,
ha koziilik barmely két kiilonb6zé elem ortogonélis. Ortonormalt
rendszernek nevezziik az olyan ortogonalis rendszert, amelynek minden

eleme egységnormaji.

Ortogonalis sor

Ha v, egy ortonormalt elemekbdl all6 (véges, vagy megszamlalhaté
végtelen) sorozat egy Hilbert-térben (réviden: ortonormalt sorozat), a,
skalarok sorozata, akkor a }° ; ant, sort ortogonélis sornak nevezziik,
ahol / C N.
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Fourier-sorok

Legyen 1, egy ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben. Legyen x € H.
Az %, = (x,1p) szamokat az x elem Fourier-egyiitthatéinak nevezziik a ¢,
ortonormalt sorozatra nézve. Az ezen egyiitthatokbol képzett 3, X4ty
ortogonalis sort pedig x Fourier-soranak nevezziik 1),-re nézve.

.
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Fourier-sorok

Legyen 1, egy ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben. Legyen x € H.
Az %, = (x,1p) szamokat az x elem Fourier-egyiitthatéinak nevezziik a ¢,
ortonormalt sorozatra nézve. Az ezen egyiitthatokbol képzett 3, X4ty
ortogonalis sort pedig x Fourier-soranak nevezziik 1),-re nézve.

.

n-edik részletosszeg, Fejér-kdzép

n 1 n
Spx = E Xk, Opx = — E Skx
n
k=1 k=1

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 152 / 187



Fourier-sorok

V2

()
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Fourier-sorok

<X71/)2> Gl

V2

1/11 <X7 1/}1>
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Fourier-sorok

<X71/)2> Gl

V2
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Fourier-sorok

n
b = Saxl® = I1xI? = I3

k=1

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 155 / 187



Fourier-sorok

n
2 2 s 12
I = Sax |1 = Ix[1* = D 1]

k=1

Parseval-egyenlet
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Fourier-sorok

n
2 2 s 12
I = Sax |1 = Ix[1* = D 1]

k=1

Parseval-egyenlet

Bessel-egyenl6tlenség
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Fourier-sorok

n
b = Saxl® = I1xI? = I3
k=1

Parseval-egyenlet

Bessel-egyenl6tlenség

A Parseval-egyenlet pontosan akkor teljesiil minden x € X elemre, ha az
ortonormalt sorozat teljes, vagyis

(Vnel-re X, =0)=x=0.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen X = L[?(—m, ), vagyis f : (—m,7) — R eleme a térnek, ha
J7_f(x)?dx < co. Legyen

(Fg) = / F(x)g(x)dx.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen X = L[?(—m, ), vagyis f : (—m,7) — R eleme a térnek, ha
J7_f(x)?dx < co. Legyen

™
(f.) = [ F(g(x)dx.
—T
Ebben a Hilbert-térben teljes ortonormalt sorozat a kdvetkezd:

x) cos(2x) sin(2x)

—

1  cos(x) sin

Vor' T

S
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Trigonometrikus Fourier-sor

Trigonometrikus Fourier-egyiitthaték

= %/f(t) cos(kt)dt, by — % / F(t)sin(ke)dt (k=0,1,...)
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Trigonometrikus Fourier-sor

Trigonometrikus Fourier-egyiitthaték

= %/f(t) cos(kt)dt, by — % / F(t)sin(ke)dt (k=0,1,...)

y

n-edik részletdsszeg

Saf(x) = (%0 + Z(ak cos(kx) + by sin(kx)))

k=1
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Trigonometrikus Fourier-sor

[2(—m,)-beli f(x) trigonometrikus Fourier-soranak konvergenciaja

lim [|f(x) — Saf(x)| = 0.

n—o0
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Trigonometrikus Fourier-sor

[2(—m,)-beli f(x) trigonometrikus Fourier-soranak konvergenciaja

lim [|f(x) — Saf(x)| = 0.

n—o0

Péeldak tovabbi konvergencia tételekre

1. Ha f differencidlhaté (—m, m)-en, akkor Ii_)m Saf(x) = f(x)
Vx € (—m,m)-re.
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Trigonometrikus Fourier-sor

[2(—m,)-beli f(x) trigonometrikus Fourier-soranak konvergenciaja

lim [|f(x) — Saf(x)| = 0.

n—o0

Péeldak tovabbi konvergencia tételekre

1. Ha f differencidlhaté (—m, m)-en, akkor nIl_)n;o Saf(x) = f(x)
Vx € (—m,m)-re.

2. (Fejér tétele) Ha f folytonos [—m, 7]-n, akkor nIl_)ngo onf(x) = f(x)
Vx € (—m, m)-re (ha f(—m) = f(m), akkor a konvergencia egyenletes)

4
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Trigonometrikus Fourier-sor

X Z - - . 7 ’ ) .
Az £ és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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X Z - - . 7 ’ ) .
Az £ és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

X Z - - . 7 ’ ) .
Az £ és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

X Z - - . 7 ’ ) .
Az £ és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

A i ., . k F . . k L I - .
z § és trigonometrikus Fourier-soranak részletosszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

A i ., . k F . . k L I - .
z § és trigonometrikus Fourier-soranak részletosszegei:
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Walsh—Fourier-sorok

Legyen X = L2[0,1), vagyis f : [0,1) — R eleme a térnek, ha
fol f(x)%dx < oc. Legyen

(Fg) = / F(x)g (x)dx.
0
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Walsh—Fourier-sorok

Legyen X = L2[0,1), vagyis f : [0,1) — R eleme a térnek, ha
fol f(x)%dx < oc. Legyen

1
(f.8) = [ Fgtx)ax.
0
Irjuk fel n € N-et és x € [0,1)-et kettes szamrendszerben:

o]
n:an2k, ng € {0,1}, ke N
k=0

o0
X = Zxk27k71, xx € {0,1}, ke N
k=0
Diadikus racionalisoknal a véges, nullakkal folytatott binaris alakot

valasztjuk.
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Walsh—Fourier-sorok

Az L2[0,1) Hilbert-térben teljes ortonormalt rendszer a kdvetkezs:

Walsh—Paley-rendszer

>0 Xic g

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 166 / 187



Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

N
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

A=
N
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

=
Blw
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

o=
=
oW
N
ool
Blw
0|~
—_
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

o=
A=
oo|w

N
ool
Blw
ool~

—
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Walsh—Fourier-sorok

Az L2-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.
g g
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Walsh—Fourier-sorok

Az L°-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

1. Ha f folytonos és korlatos valtozast [0, 1)-en, akkor
Ii_)m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.
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Példak tovabbi konvergencia tételekre

1. Ha f folytonos és korlatos valtozast [0, 1)-en, akkor
Ii_)m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.

2. Ha f € L']0,1), akkor Ii_)m Sonf(x) = f(x) mm. x € [0,1)-re.

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 175 / 187



Walsh—Fourier-sorok

Az L°-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

1. Ha f folytonos és korlatos valtozast [0, 1)-en, akkor
Ii_)m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.

2. Ha f € L']0,1), akkor Ii_)m Sonf(x) = f(x) mm. x € [0,1)-re.
n—oo

3. Ha f € L']0,1), akkor Ii)m onf(x) = f(x) m.m. x € [0,1)-re.
n—o0
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (ﬁ) + 0,1 és Walsh—Fourier-soranak részletdsszegei:

SN

/ 1’-

[y

Dr. Blahota Istvan Numerikus analizis 176 / 187



Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin ( 1
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (ﬁ) + 0,1 és Walsh—Fourier-soranak részletdsszegei:

N

Saf
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin ( 1 ) + 0,1 és Walsh—Fourier-soranak részletdsszegei:

x240,3
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin ( 1 ) + 0,1 és Walsh—Fourier-soranak részletdsszegei:
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin ( 1 ) + 0,1 és Walsh—Fourier-soranak részletdsszegei:
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) = sin (
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Utdszé
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Késziilt IATEXBeamer, TikZ, PDFIATEX, Maxima és Gnuplot segitségével.

Ha barmilyen hibat talal a prezentaciéban, kérem jelezze a blahota.istvan@nye.hu cimen! K&sz6nom!
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