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1. Metrikus terek, metrika tulajdonsagai

1.1. A valés, komplex, racionéalis, természetes és egész szamok halmazat R,
C, Q, N és Z moédon jeldljiik.

1.2. Definicié. Legyen M # () egy adott halmaz és o : M x M — R olyan
fiiggvény, amelyre teljestil

oz, y) >0  és  o(r,y)=0&z =y, (i)
Q((II, y) = Q(y> l‘), (ii>
o(z,y) < o(z,2) + o(z,y), (iif)

minden x,y,z € M esetén. Ekkor az (M, o) metrikus térnek nevezziik. Ugyan-
akkor azt mondjuk, hogy o egy metrika vagy tavolsagfiiggvény M-en.

1.3. Tétel. Legyen (M, o) egy metrikus tér, My C M és 01 : M1 x M1 — R a
0 My x Mj-re valo lesziikitése. Ekkor (M, 1) egy metrikus tér.

1.4. A fenti tételben szereplé (M, 01) egy metrikus teret az (M, o) metri-
kus tér alterének, o;-t pedig relativ metrikanak nevezziik. Altalaban (M, 0;)
helyett (M7, o)-t frunk.

1.5. Tétel. Legyen n € N és M = R", valamint

S (on — )?

k=1

o(z,y) :

minden x = (x1,22,...,2,) € R™ ésy = (y1,¥2,...,yn) € R™ esetén. Ekkor
(M, o) metrikus tér és a o fiiggvényt természetes metrikianak nevezziik.

Feladatok
1.1. Bizonyitsuk be, hogy a

o(z,y) =lz—yl (z,y€R)

metrika a valos szdmok halmazan. (természetes metrika)



1.2. Legyen M # (). Bizonyitsuk be, hogy a

0 haax=y,
YY) = Yye M
o(z,y) {1 ha x £y (z,y € M)

metrika M-en. (diszkrét metrika)

1.3. Dontsiik el a kovetkezs fliggvényekrsl, hogy metrikiak-e a valos szamok
halmazan.

oi(z,y) = (z—y)?  oz,y) =V]z—yl, os(z,y):=2*—y

1 1 |z —yl
z,y)=|———|, T,y) = |2z — y|, T,Yy) = ———,
04(2,y) = |~ " os(x,y) =2z — y| 06(2,y) R P—

w—y  haz<y, :

T,Y) = , r,y) = e’ —e”|.

o7(z,y) {1+m—y ha > y 0s(w,y) | |

1.4. Igaz-e, hogy minden nemiires halmaz metrizalhato, azaz minden nemiires
halmazon lehet metrikat értelmezni? Valaszat indokolja!

1.5. Igaz-e, hogy minden nemiires halmazon lehet végtelen sok metrikat értel-
mezni? Valaszat indokolja!

1.6. Legyen M := {¢,M % }. Dontsiik el a kovetkezs fliggvényekrsl, hogy
metrikédk-e M-en.

(o [[¢ (M *]| [o[¢[M[X] [os][¢[M]*]
¢[01]2 ¢f0]1]2 ¢0]1]2
W10 1 W10 3 105
*x[2/1]0 * 230 * 250

1.7. Legyen M egy haromelemii halmaz. Adjuk meg a sziikséges és elégséges
feltételeket ahhoz, hogy a o fiiggvény metrika legyen M-en.

1.8. Legyen M := {{$, 0, &%, #}. Adjon a diszkrét metrikatol eltéré metrikat
M-en.

1.9. Legyen M # () és f : M — R egy kolcsonosen egyértelmi fiiggvény.
Bizonyitsuk be, hogy

o(z,y) == If(x) = fy)l  (z,y €M)

metrika M-en.



1.10. Legyen (M, p) egy metrikus tér és f : [0, 00[— R egy valos fliggvény. Az
f fiiggvény milyen feltételei mellett lesz a

o1(z,y) .= flo(z,y))  (z,y € M)

fliggvény metrika M-en.

1.11. Legyen M := N, valamint

|z —y| halz—1y| <10
o(z,y) = L :
10 egyébként

Bizonyitsuk be, hogy (M, ¢) metrikus tér.

1.12. Legyen M := R, valamint

0 haz=y

o(z,y):=q1 haz—yeQ\{0}.
3 egyébként

Bizonyitsuk be, hogy (M, o) metrikus tér.

1.13. Legyen M := R2, valamint

01(z,y) == V(21 —y1)2 + (22 — y2)2,
02(z,y) == |z — y1| + w2 — 2l
03(z,y) = max{|z1 — y1|, |r2 — y2l},

minden z = (x1,72) € R% és y = (y1,y2) € R? esetén. Bizonyitsuk be, hogy
01, 02 és o3 metrika M-en.

1.14. Altalanositsa az 1.13. feladatot M := R™ (n € N, n > 2) és sorozatok
esetére is.

1.15. Legyen M := C(][a,?]) [a,b] — R : f folytonos}, valamint
\(29) \/ / (2))? d,
w(ra) = [ @)~ o]

0s(f.9) = gggb{w 7) - g(@)l}

minden f, g € C([a,b]) esetén. Bizonyitsuk be, hogy o1, 02 és o3 metrika M-en.



1.16. Legyen (M, o) egy metrikus tér, C egy pozitiv szam, valamint

Ql(xay) = Cg(x,y), QQ(xay) = %7 Qd(xay) = Q($7y)7

minden z,y € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy 01, 02 és p3 metrika M-en.

1.17. Legyen M # (), valamint g, és g, metrika M-en. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor o1 1= \/02 + 07, 02 := 0a+0p €8 03 := max{p,, 0y} szintén metrika M-en.

1.18. Bizonyitsuk be, hogy a metrikus tér definici6jaban szereplé harom tu-
lajdonsag egymastol fliggetlenek, vagyis adjunk példat olyan o : M x M — R
fliggvényekre, amelyekre teljesiil a metrika két tulajdonsaga de a harmadik nem.

1.19. Legyen M # () egy adott halmaz és o : M x M — R olyan fiiggvény,
amelyre teljesiil

g(m,y)zO@x:y, (1)
o(z,y) < o(z,2) + o(y, 2), (i)

minden z,y, 2 € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy (M, o) metrikus tér.

1.20. Legyen (M, o) egy metrikus tér és x,y, z,u,v € M. Bizonyitsuk be, hogy

Q(CU, y) < Q(mvu) + Q(uav) +o(v,y), (1>
|Q(x7y _Q(uvv)‘ < Q(xau)+g(yvv)a (2)
lo(z,y) — oz, 2)| < oly, 2). (3)

2. Kornyezet, bels6-, kiils6-, hatarpontok. Torlé6-
dasi pontok

2.1. Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér, x € M ésr > 0. Az
G(z,r):={yeM: o(z,y) <r}

halmazt az x kozépponti r sugara nyilt gdmbnek vagy kornyezetnek nevezziik.

2.2. Tétel. Legyen (M, o) altere az (M, o) metrikus térnek, x € My ésr > 0.
Tovabba jelolje G(x,r) és G1(x,r) az x kdzéppontt r sugaru kornyezet az M és
M, metrikus térben. Ekkor

Gi(z,r) = G(z,r) N M.

2.3. Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A € M.



(1) x € M bels6 pontja A-nak, ha 3r > 0 ugy, hogy G(z,r) C A. Az A halmaz
Osszes belsé pontjainak halmazat a halmaz belsejének nevezziik és int A-val
jeloljiik.

(2) x € M Xkiilsé pontja A-nak, ha 3r > 0 tigy, hogy G(x,r) C A. Az A halmaz
Osszes kiilsG pontjainak halmazat a halmaz kiilsejének nevezziik és ext A-val
jeloljiik.

(3) * € M hatarpontja A-nak, ha minden r > 0 esetén G(z,r) tartalmaz A-
beli és nem A-beli elemet. Az A halmaz Gsszes hatarpontjainak halmazat a
halmaz hataranak nevezziik és mar A-val jel6ljiik.

(4) x € M torlodasi pontja A-nak, ha minden r > 0 esetén G(x,r) tartalmaz
x-t6l kiilonboz6 A-beli elemet. Az A halmaz sszes torlédési pontjainak
halmazat A’-gal jeléljiik.

(5) = € A izolalt pontja A-nak, ha nem torlédési pontja A-nak.
(6) Az A halmaz lezartja: A:=AUA.

Feladatok
2.1. Legyen M = R, valamint

|z -y
o1(x,y) =z —yl, o2z, y):=]x -yl 03(x,y) ==

T4z —yl’
1 x
oa(x,y) =" —eY|, os(x,y) :=|f(x) — f(y)|, ahol f(x):= {S }}12 " : 87 )

minden z,y € R esetén. Tovabba, legyen gg a diszkrét metrika. Adjuk meg

1
minden esetben a G(0, 5) halmazt.

2.2. Legyen M :=R™ és o(z,y) := |f(z) — f(y)], ahol

l—z halO<z<l,
f(x)_{ac ha x > 1. '

1
Adjuk meg az 1 koézépponta 3 sugari kornyezetet ebben a metrikus térben.

2.3. Legyen M # (), f : M — R egy kolcsonosen egyértelmii fiiggvény és
o(z,y) = |f(z) — f(y)| minden z,y € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy

G(z,r) = [T (f(@) —r fl@) +7)  (z€M, r>0).

2.4. Adjuk meg a 3 kiézéppontu 4 sugart kornyezetet az 1.11. feladatban
megadott metrikus térben.



2.5. A 1.12 feladatban megadott metrikus térben adjuk meg a kévetkezs hal-
mazokat.
a) G(2003,2), b) G(m,2), ¢) G(0,4).

2.6. Bizonyitsuk be, hogy diszkrét metrikus térben a kornyezetek az egyelemi
halmazok és maga az egész tér.

2.7. A 1.13. feladatban megadott metrikus terek esetén adjuk meg az origod
kozépponta 1 sugara kornyezetet és abrazoljuk a koordinatarendszerben.

2.8. Legyen M := C([a,b]), valamint o(f, g) := max,<z<p{|f(z) — g(x)|} min-
den f,g € C([a,b]) esetén. Mit jelent ebben a metrikus térben a G(f,r) kérnye-
zetet?

2.9. Legyen M := [0,1]U]2,4] és o(z,y) := |z — y| minden z,y € R esetén.
Adjuk meg a kovetkezs halmazokat:

a) G(0,1), b) G(1,2), ¢) G(1,4), d)G(4,2), e) G4,3), f)G4,4).
2.10. Bizonyitsuk be, hogy a kornyezetek eleget tesznek a Hausdorfl-féle tulaj-
donsagokra, azaz:
(1) Minden kornyezet tartalmazza sajat kozéppontjat.
(2) Minden kornyezet tartalmazza barmely pontjanak egy kornyezete.

(3) A tér barmely két kiilonb6z6 pontjanak van diszjunkt kornyezetei.

2.11. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges metrikus térben barmely pont egyenls
kornyezeteinek metszetével.

2.12. Adjuk meg olyan metrikus teret, ahol egy 3 sugaru kérnyezet valodi része
lehet egy 2 sugaru kérnyezetnek.

2.13. Bizonyitsuk be, hogy barmely metrikus térben egy 2r vagy annal nagyobb
sugara kornyezet nem lehet valodi része egy r sugari kornyezetnek.

2.14. Bizonyitsuk be, hogy barmely metrikus térben egy elem torl6dasi pontja
egy halmaznak, ha barmely kérnyezete tartalmaz végtelen sok halmazbeli ele-
met.

2.15. A 2.1. feladatban és az 1.11. feladatban megadott metrikus terek ese-
tén adjuk meg a kovetkezS halmazok belss, kiils6 és hatarpontjait, valamint



torlodési és izolalt pontjait.
1
a) 10,1, b)[0,1], ¢)]—o0,1], d)Z, €)Q, d) {n NS N+},

2.16. A 1.13. feladatban megadott metrikus terek esetén adjuk meg a

halmaz belsd, kiilsé és hatarpontjait, valamint torlodasi és izolalt pontjait.

2.17. Bizonyitsuk be, hogy diszkrét metrikus térben egyetlen halmaznak sincs
hatarpontja.

2.18. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen metrikus térben, egyetlen halmaz hatara-
nak sincs bels pontja.

2.19. Bizonyitsuk be, hogy ha M := R és p a természetes metrika, akkor minden
A C M esetén int A C A’.

2.20. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A C M. Bizonyitsuk be, hogy

(a) int A, ext A és mar A paronként diszjunkt halmazok, és egyesitésiik M.
(b) mar A = mar A.

(¢) A=AUmarA és intA= A\ mar A.

_ —
= —_ —

(d) (A) = int(A) és mtA = (A)

(e) mar A= A\ int A

2.21. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A, B C M. Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha AC B, akkor int ACint B és AC B.

—
-~

(b) int(int A) =int A és (A) = A.

o —

(C)AUBZA\UE és  int(ANB)=int ANint B.

2.22. Igaz-e, hogy barmely metrikus térben egy halmaz lezartja egyenl6 a hal-
maz belsejének lezartjaval? Valaszat indokolja!

2.23. Legyen (M, o) egy metrikus tér, x € M ésr > 0. Az F(x,r) := {y €
M : o(z,y) < r} halmaz az x kdzépponti r sugari zdrt gémbnek nevezzik.

Bizonyitsuk be, hogy F(z,r) = (%,\r)



2.24. Legyen (Mj,p) altere az (M, o) metrikus térnek és A C M;. Milyen
kapcsolata van az A (M7, g)-beli és (M, p)-beli belseje, lezartja, hatara kozott?

2.25. Legyen M egy végtelen halmaz. Adjuk meg olyan metrikat A -en, hogy
az M halmaznak legyen torldédési pontja.

~

2.26. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A C M. Igaz-e, hogy A és A, illetve A
és A’ torlodasi pontjainak halmaza egyenls? Valaszat indokolja!

3. Nyilt, zart halmazok

3.1. Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A € M. Az A halmazt
nyiltnak nevezziik, ha minden eleme bels6 pontja a halmaznak. Egy halmazt
zartnak nevezziik, ha komplementere nyilt halmaz.

3.2. Tétel. Legyen (M, o) egy metrikus tér. Ekkor
(1) az M és az iires halmaz nyilt halmaz.
(2) nyilt halmazok egyesitése nyilt.

(3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.

3.3. Tétel. Legyen (M, o) egy metrikus tér. Ekkor
(1) az M és az iires halmaz zart halmaz.
(2) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

(3) zart halmazok metszete zért.

3.4. Tétel. Metrikus térben egy halmaz akkor és csak akkor zart ha tartal-
mazza az 6sszes torlédasi pontjait.

3.5. Tétel. Legyen (M, o) altere az (M, o) metrikus térnek és A; C M;. Az
Ay halmaz nyilt (zart) az (M, o) metrikus térben, ha van olyan A C M nyilt
(zart) halmaz agy, hogy A1 = AN M.

Feladatok

3.1. Bizonyitsuk be, hogy barmely metrikus térben egy halmaz nyilt akkor és
csak akkor, ha komplementere zart.

3.2. Allapitsuk meg hogy a 2.15. feladatban megadott halmazok a feladathoz
kapcsol6dd metrikus terekben nyilt, zart halmazok, vagy egyik sem.



3.3. Allapitsuk meg hogy a 2.16. feladatban megadott halmaz a feladathoz
kapcsol6dd metrikus térben nyilt, zart halmaz, vagy egyik sem.

3.4. Bizonyitsuk be, hogy a 1.11. és a 1.12. feladatban megadott metrikus
térben minden halmaz nyilt és zart egyszerre.

3.5. Bizonyitsuk be, hogy diszkrét metrikus térben minden halmaz nyilt és
zart egyszerre.

3.6. Bizonyitsuk be, hogy egy metrikus térben akkor és csak akkor nyilt min-
den halmaz, ha benne az egyelemt halmazok kérnyezetek.

3.7. Legyen M :=]—3,0]U][1,2]U]3, 5[ és g a termeészetes metrikabol szarmazo
relativ metrika M-en. Bizonyitsuk be, hogy ebben a metrikus térben a | — 3, 0],
[1,2] és |3, 5] halmaz nyilt és zart egyszerre.

3.8. Bizonyitsuk be, hogy a 2.2. feladatban megadott metrikus térben a |0, 2]

1
halmaz nyilt, de a ]5, 2[ halmaz nem nyilt.

3.9. Bizonyitsuk be, hogy a 2.1. feladatban megadott els6 négy metrikus tér-
ben ugyanazok a nyilt halmazok.

3.10. Legyen M egy intervallum (akar nem korlatos is) és f : M — R egy
kolesonosen egyértelmi folytonos fiiggvény. Tovabba, legyen o(z,y) := |f(x) —
f(y)| minden z,y € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy ebben a metrikus térben
az f fuggvénytdl fliggetleniil ugyanazok a nyilt halmazok.

3.11. Bizonyitsuk be, hogy metrikus térben minden nyilt gémb nyilt halmaz és
minden zart gémb zart halmaz.

3.12. Bizonyitsuk be, hogy barmely metrikus térben minden véges elemt hal-
maz és minden halmaz hatara zart halmaz.

3.13. Bizonyitsuk be, hogy barmely metrikus térben egy halmaz akkor és csak
akkor nyilt, ha elgall az altala tartalmazott nyilt halmazok egyesitéseként. Ha-
sonloképpen, egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha el6all az 6t tartalmazo
zart halmazok metszeteként.

3.14. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A, B C M. Bizonyitsuk be, hogy
(a) int A és ext A nyilt halmaz.

(b) A akkor és csak akkor nyilt halmaz, ha A = int A.



(¢) ha A C B és A nyilt, akkor A C int B.

(d) ha A nyilt és B zart, akkor A\ B nyilt halmaz.
(e) ha A zart és B nyilt, akkor A\ B zart halmaz.
(f) A’ és A zart halmaz.

(g) A akkor és csak akkor zart halmaz, ha A = A,
)

(h) ha A C B és B zart, akkor A C B.

3.15. Legyen (C([a,b]), 0) a 2.8. feladatban megadott metrikus tér, valamint

Alzz{fee([a,b]): agfgb{f(x)}>0}, Ay i ={f €€([a,0]) : f(a) =0},
Az:={f €Cab]): fla)+f(b) =1}, As:={feC([a,0]): f(a)=[f(b)}.

Bizonyitsuk be, hogy A; nyilt halmaz és Ay, Az, A4 zart halmaz.

4. Korlatos, kompakt halmazok

4.1. Definicié. Legyen (M, p) egy metrikus tér és A € M. Az A halmazt
korlatosnak nevezziik, ha van a térnek olyan kérnyezete, ami tartalmazza az A
halmazt, azaz 3z € M,r > 0 ugy, hogy A C G(x,r).

4.2. Definicié. Legyen (M, ) egy metrikus tér és A € M. Az A halmazt
kompaktnak nevezziik, ha minden olyan {G. : v € I'} nyilt halmazrendszer-
bél, amely lefedi az A halmazt (A C U,erG,), kivalaszthaté véges sok olyan
{Gi,, Gi,,...G;, } halmazt, amely lefedi az A halmazt (A C U;_,G;,).

4.3. Tétel. Egy metrikus térben minden kompakt halmaz korlatos és zart.

4.4. Tétel. Egy metrikus térben a kompakt halmazok zart részhalmazai is
kompaktak.

4.5. Tétel. Egy metrikus térben egy kompakt halmaz minden végtelen rész-
halmazéanak van torlédasi pontja.

4.6. Tétel. (Heine-Borel) Legyen n € N és M = R", valamint ¢ a termé-
szetes metrika R"-en. Ebben a metrikus térben egy halmaz akkor és csak akkor
kompakt, ha korlatos és zart.

10



Feladatok

4.1. A 2.1. feladatban megadott metrikus terek esetén dontsiik el, hogy a
kovetkez6 halmazok korlatosak-e és ha igen, akkor kompakt halmazok-e.

a) ] —o0,0], b) [0,1].

4.2. Legyen (M, o) egy metrikus tér és o € M a térnek egy fix pontja. Bizo-
nyitsuk be, hogy egy A C M halmaz akkor és csak akkor korlatos, ha van olyan
r > 0 szam, hogy A C G(zg,T).

4.3. Bizonyitsuk be, hogy diszkrét metrikus térben minden halmaz korlatos.

4.4. Legyen M # (), f : M — R egy kolcsonosen egyértelmi fliggvény és
o(z,y) :=|f(z) — f(y)| minden z,y € M esetén. Tovabba A C M. Bizonyitsuk
be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor korlatos ebben a metrikus térben, ha
az f(A) halmaz korlatos a természetes metrika szerint.

4.5. Bizonyitsuk be, hogy metrikus térben minden véges halmaz korlatos, s6t
kompakt is.

4.6. Igaz-e a 4.3. tétel megforditasa? Valaszat indokolja!

4.7. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A, B C M. Bizonyitsuk be, hogy ha
A kompakt és B zart, akkor A N B kompakt halmaz.

4.8. Bizonyitsuk be, hogy metrikus térben véges sok korlatos halmaz egyesitése
is korlatos.

4.9. Bizonyitsuk be, hogy metrikus térben véges sok kompakt halmaz egyesi-
tése is kompakt.

4.10. Bizonyitsuk be, hogy metrikus térben kompakt halmazok metszete is kom-
pakt.

4.11. Adjunk meg olyan metrikus teret, ahol talalhaté olyan H,, (n € N) zart és
egymast tartalmazo (H,y1 C H, (n € N)) halmazokbol 4ll6 sorozatot, amely
tagjainak metszete ires (N2, H, = (). Bizonyitsuk be, hogy kompakt halmazok
ilyen sorozata nem létezik.

4.12. Igaz-e a 4.5. tétel, ha kompakt halmaz helyett korlatos halmazt tételezziik
fel? Valaszat indokolja!

11



4.13. Legyen M := R, f : M — R egy szigortian monoton folytonos fiiggvény és

o(z,y) == |f(z) — f(y)| minden z,y € M esetén. Tovabba A C M. Bizonyitsuk
be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor kompakt ebben a metrikus térben,
ha az f(A) halmaz korlatos és zart a természetes metrika szerint.

4.14. Legyen (M, o) altere az (M, o) metrikus térnek és A C M;. Bizonyit-
suk be, hogy az A halmaz kompakt az (M, 0) metrikus térben, ha az (M, p)
metrikus térben is az.

5. Sorozatok metrikus terekben

5.1. Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér. Az a : N — M fliggvényt
sorozatnak nevezziik. Jelblése: (ay,).

5.2. Definicié. Legyen (M, o) egy metrikus tér és {a,) egy sorozat.

(1) Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens a ¢ metrika szerint és hatér-
értéke az a € M (a-hoz tart), ha barmely ¢ > 0 valés szamhoz van olyan
ng € N kiiszobindex, hogy minden n > ng index esetén o(an,a) < . Je-

I6lés: a, 2 a. (Ha o a természetes metrika akkor csak a a, — a jelolést
alkalmazzuk.

(2) Az (a,) sorozat divergens ha nem konvergens, vagyis nincs hatéarértéke.
(3) Az {a,) sorozat korlatos ha értékkészlete korlatos halmaz a metrikus térben.

(4) Azt mondjuk, hogy az {a,) sorozat Cauchy-sorozat, ha barmely & > 0 valds
szdmhoz van olyan ng € N kiisz6bindex, hogy minden n, m > ng index
esetén o(an, am) < €.

(5) Az xg € M torlodasi pontja az (a,) sorozatnak, ha az xo minden kornyezete
végtelen sok sorozatbeli elemet tartalmaz

5.3. Tétel. Legyen (M, o) egy metrikus tér és (a,) egy sorozat.

(1) Ha az (ay,) sorozat konvergens, akkor Cauchy-sorozat.

(2) Ha az (ay) Cauchy-sorozat, akkor korlatos.

(3) ha az {(a,) korlatos sorozat és értékkészlete egy kompakt halmaz részhal-

maza, akkor a sorozatnak van torlédasi pontja.

5.4. Definicié. Egy metrikus teret teljes metrikus térnek neveziink ha benne
minden Cauchy-sorozat konvergens.

5.5. Definicié. Az M halmazon értelmezett két metrikat ekvivalensnek neve-
zlink, ha minden sorozat, amely konvergens az egyik metrika szerint, konvergens
a masik metrika szerint is.

12



Feladatok
5.1. Bizonyitsuk be, hogy a, — a akkor és csak akkor ha o(a,,a) — 0.

5.2. Legyen (M, o) egy metrikus tér és a, LN a, by, > b a tér két konvergens
sorozata. Bizonyitsuk be, hogy o(an,b,) — o(a,b).

5.3. Legyen (M, o) egy metrikus tér és (a,), (b,) a tér két Cauchy-sorozata.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor a {o(ay,by,)) sorozat konvergens a természetes met-
rika szerint.

5.4. Bizonyitsuk be, hogy a, 2 a akkor és csak akkor, ha az a minden kor-
nyezetébdl legfeljebb véges sok sorozatbeli elem marad ki.

5.5. Bizonyitsuk be, hogy egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke lehet ugyan-
abban a metrikaban.

5.6. Legyen (M, o) egy metrikus tér. Bizonyitsuk be, hogy ha az M halmaznak
van legaldbb két eleme, akkor van a térnek korlatos és divergens sorozata.

5.7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor egyetlen torlodéasi
pontja van.

5.8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sorozatnak van két torlodasi pontja, akkor
nem konvergens. Igaz-e, hogy ha pontosan egy torlédasi pontja van, akkor
konvergensnek kell lennie? Valaszat indokolja!

5.9. Bizonyitsuk be, hogy ha egy sorozat értékkészletének van torlodési pontja,
akkor ez egyben a sorozat torlédasi pontja is. Igaz-e az el6z6 allitds megfordi-
tasa? Valaszat indokoljal

5.10. Legyen (M, p) egy metrikus tér és A C M. Bizonyitsuk be, hogy z( akkor
és csak akkor torlodasi pontja az A halmaznak, ha van olyan az A\ {z(} halmaz
elemeibdl 4all6 sorozat, amely xg-hoz tart.

5.11. Igazoljuk a 5.3. tételt.
5.12. Adjuk példat teljes és nem teljes metrikus terekre.

5.13. Bizonyitsuk be, hogy diszkrét metrikus térben egy sorozat akkor és csak
akkor konvergens, ha véges sok elemétdl eltekintve allando sorozat. Bizonyitsuk
be, hogy minden diszkrét metrikus tér teljes.
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5.14. Bizonyitsuk be, hogy minden kompakt metrikus tér teljes.

5.15. Legyen (M, ) egy metrikus tér és A C M. Bizonyitsuk be, hogy az
A halmaz akkor és csak akkor zart, ha minden az A halmaz elemeibdl 4ll6
konvergens sorozat hatarértéke az A halmaz eleme.

5.16. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A C M. Bizonyitsuk be, hogy az A
halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha minden az A halmaz elemeibdl allo
Cauchy-sorozat konvergens és hatarértéke az A halmaz eleme.

5.17. Legyen (M, o) egy metrikus tér és A, B C M. Bizonyitsuk be, hogy ha
A és B diszjunkt halmazok, az A kompakt és a B zart halmaz, akkor

inf{o(a,b) :a € A, b€ B} > 0.

Igaz-e a fenti allitas két zart halmaz esetében? Valaszat indokoljal

5.18. Legyen M :=]0,1] és ¢ a természetes metrika. Bizonyitsuk be, hogy az

a, := — sorozat divergens, de Cauchy-sorozat.
n

5.19. Bizonyitsuk be, hogy az 1.12. feladatban megadott metrikus tér teljes.

5.20. Dontsiik el, hogy a 2.2. feladatban megadott metrikus térben a kévetkezd
sorozatok konvergensek-e és ha igen, akkor mi a hatarértékiik.

1 1 1
an = —, bp=1— ——, cpn=1+—.
n n+1 n

5.21. Dontsiik el, hogy a 2.1. feladatban megadott metrikék szerint a kovetkezd
sorozatok konvergensek-e és ha igen, akkor mi a hatarértékiik.

an = —, b, = —n, Cp = M.

1
n
5.22. Legyen M # 0, f : M — R egy kolcsondsen egyértelmi fiiggvény és
o(z,y) == |f(z) — f(y)| minden x,y € M esetén. Tovabba (a,) egy sorozat.
Bizonyitsuk be, hogy a, > a akkor és csak akkor f(a,) — f(a). Bizonyitsuk

be, hogy (a,) Cauchy-sorozat, ha az (f(a,)) sorozat konvergens a természetes
metrika szerint.

5.23. Legyen M C R, f: M — R egy kolcsonosen egyértelmd fliggvény és
o(z,y) = |f(z) — f(y)| minden x,y € M esetén. Tovabba legyen a € M a

fliggvény egy folytonossagi pontja. Bizonyitsuk be, hogy a, 2 4 akkor és csak
akkor, ha a, — a.
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5.24. Legyen M # 0, f : M — R egy kolcsondsen egyértelmi fiiggvény és
o(z,y) == |f(x) — f(y)| minden z,y € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy (M, o)
akkor és csak akkor teljes metrikus tér, ha az f(M) halmaz zart a természetes
metrikdban.

5.25. Dontsiik el, hogy a 2.1. feladatban megadott metrikak koziil melyek ek-
vivalensek.

5.26. Bizonyitsuk be, hogy az 1.13. feladatban megadott harom metrika ekvi-
valens.

5.27. Legyen (M, o) egy metrikus tér, ahol az M halmaz nem korlatos. Adjunk
meg olyan metrikdt M-en, amiben az M halmaz korlatos lesz.

5.28. Legyen M egy halmaz és g1, 02 két metrika M-en. Bizonyitsuk be, hogy
ha léteznek olyan « és (§ pozitiv szamok, hogy

ap1(z,y) < 02z, y) < Bor(z,y) (r,y € M),

akkor a g7 és g metrikék ekvivalensek. Igaz-e az allitds megforditdsa? Vélaszat
indokolja!

5.29. Legyen M egy halmaz és 01, 02 két ekvivalens metrika M-en. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor egy adott halmaz belsé-, kiils6-, hatarpontjai és torlodasi pontjai
egybeesnek a két (M, o1) és (M, g2) metrikus térben.

5.30. Legyen M C R, f : M — R egy kolcsonosen egyértelmi fliggvény és
o(z,y) :=|f(x) — f(y)| minden z,y € M esetén. Bizonyitsuk be, hogy ha az f
fliggvény folytonos, akkor a ¢ metrika és a természet metrika ekvivalensek.
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