ANALIZIS 11.

Eloadast koveto vazlatok



Differencialszamitas
A derivalt (differencialhanyados)

Definicio:

f: <a,b> —>R és x, € <a,b>. Az f figgvény derivalhaté (differencialhatd) az x, pontban, ha

létezik a
(1) lim S0 flx) £'(x,)-lal jeldlt véges hatarérték.
XX X — xo

Ezt az f '(xo)-al jelolt hatarétéket az f x, pontbeli derivaltjanak (differencialhdnyadosanak)

nevezzik.

Hasznalatosak még az

;i/x:x d];(x)

. Ay
dx 0’

/x=xy;y'(x, =/ x=x, jelolések.
dx

/(%)
Ha (1)-ben féloldali hatarértéket tekintiink, akkor a féloldali derivalt fogalmahoz jutunk.
Jelolése f'(x,),ill. f!(x,)(baloldali, ill. jobboldali derivalt)

T: f < derivalhatd x,-ban ha ott létezik mindkétoldali féloldali derivalt és ezek
megegyeznek.

Definicio:

Ha f: <a, b> — R fiiggvény az <a, b> minden pontjaban derivalhatd, akkor azt mondjuk, hogy
fderivalhato <a,b> -n.

Ekkor (1) szerint adott

[ <a, b> — R fiiggvény, melyet f derivalt fliggvényének nevezziik.

Geometriai jelentés (dbrat 1asd az el6adason)

M differenciahanyados
X—X,
lim M =tga differencidlhanyados

X—)XO x —_ xo
Mas jeldlés:

yr%f(xo +hh)_f(xo)

: : A o Ay . . .
A differenciahanyadosra gyakran % , 1L Ey jelolést is hasznaljuk.



A derivalhatésag és folytonossag kapcsolata

T: Haaz f :<a,b> — R fliggvény derivalhato az x, <a,b> pontban, akkor f folytonos x,-

ban.

Bizonyitandé: lim f(x)=f(x,) az }i_gl( f(x)- f(x,))=0

lim(f(x)- f(x,))= lim M(x —x,)= lim S)= 1), lim(x - x,)=
X=X, X=X, X — xO X—>X X—X X=X

=/ ’(xo ) 0=0
A tétel megforditdsa nem igaz.

Pl: f(x)= |x| folytonos az x, =0 helyen, de nem derivalhato a x, =0 helyen.

T L
=0t x =0 x-o0"
T S

A derivalhatésag és a miiveletek

T:Ha f,g: <a, b> — R fliggvények derivalhatéak az x, € <a, b> pontban, akkor az

a) F=f+tg
b) F=c-f (ceR)

©) F=f-g

€s

d) g(x,)#0 esetén F = i is derivalhato x,-ban és
g

a) F'(x0)=f'(x0)ig'(xo)
b) F'(xo)zc-f'(xo)
c) F,(xo):f’(xo)'g(xo)_f(xo)'g’(xo)

& Flx)=" W'g(x;ZEfix”'g%xo)




Bizonyitas:

a) hazi feladat

b) hazi feladat

c)

R Fl) el s el) (el (o dee) - £ el _
-t o)) ) B )t o)

Ugyanis x — x, esetén g(x) - g(xo) a g folytonossaga miatt.

fx) flx,)
d) lim M = lim M _
~ lim 1 f(x)glx, )- f (x,)-gx)+ /(x, )g(x, )~ flx,)eg(x,) _
= g(x)-g(x, )
~ I eel,) f(xz :,{(x") glx,)-1(x,) £ (xx: . )|
_ S(x,)g(x, )= S (x, )e'(x,)

2
g’(x,)
ugyanis g folytonossdga miatt x — x, esetén g(x)—) g(xo )

Az osszetett fiiggvény derivaltja

T: ! g<a,b>—><c,d>¢és f:<c,d >—> R (Lanc-szabdly) Ha a g fiiggvény derivalhato
x, €<a,b> -ban és a f fliggvény derivalhatd6 g(x,)e<c,d >-ban, akkora FF=fog is

derivalhaté x_-ban és

=
{
=
oq
—~
|
oq
—~
=
IS)
SN
=
|
=
<

felx)-flglx,) . glx)-glx,)

gl)ely,) g x)— g(xo ) XX, xX—x,

= f(g(x,))-g'(x,)

ugyanis x — x, esetén g folytonossaga miatt g(x) - g( . )



Az inverz fiiggvény derivaltja

T: Ha f:<a,b>—> R szigoran monoton folytonos fliggvény <a,b>-nés x, e<a,b>-ben
f'(x,)#0, akkor " is derivalhato f(x,)-ban és
o 1
S (f(xo ))_ f,(xo)
* Ha az x, pontban f '(xo ) =0, akkor /' nem derivélaté az f (xo )-ban.
B: Mivel f szigorfian monoton és folytonos ezért f~' is szigorian monoton és folytonos.
N A VA €)) N A VAC) B L1
) (- f(x,) = flo)-fx,) f(x,)
X

~—
Il
=

Ugyanis f(x)— f(x,) akkor x=f"'(f(x)—> f"'(f(x,))=x,

* Bizonyitas: Indirekt: Tegyiik fel, hogy 1~ f (xo )-ban derivalhato, akkor

[ ( f (x)) = x derivaltja az x, helyen az dsszetett fliggvény derivaltja szerint.
f(f(x,)) f'(x,)=1, ami ellentmond £’(x,)= 0 -nak.

Megjegyzés: 1) a, kiterjeszthetd tetszOleges n tagot tartalmazd dsszegre.
2) ¢, n tényezds szorzat esetén

i fo 1) = S0 oo+ Lo i foe ot 4y frn S



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Az elemi fiiggvények derivaltjai

faz x pontban

c(ceR)

b

sin x

COS X

tgx
ctgx
arcsin x

arccosS x

arc tgx

arcctg x

X

e

ax(aeﬂiJr,a;tl)

Inx
log, x(a eR,a ;tl)

1n|x|

[’ az x pontban

S

COS x

==

x-lna

==




Bizonyitas:

1) trivialis

2)  lim Yo g,
X‘)XO x —_ xo

3) a, n=1-reigaz

n—1

b, Tételezziik fel, hogy x" =n-x
c, (x"“)z(x-x"):x” +xonx" =x"(n+1)

. X—X X+x
sin x —sin x 2sin—=="cos 2 ;
6, lim —— = lim =
X‘)X() x —_ xo X*)XO x —_ xo
. X—X,
sin
2 xX+x,
= lim cos =cosx,
XX, X—X
4
2

N

7, CoS X = sin(

_ xj
(cosx) = [sin(% - xD - cos(% - xj — _sinx

!

! sin x COS X-COS X -+ Sin x sin x 1
8’ (tg x) = = 3 = 3
COS X cos” x COS~ X
'’ (cosx) —sinxsinx—cosxcosx -1
9’ (Ctg x) = Sin = ) = 2
sin” x sin” x
10, ly =arcsinx
(arcsin x)’ . ! __
sin y)’ cosy cosarcsinx 1—x2
' 1 -1 -1
11, (arccos x) =—=— = -
siny sinarcosx 1—x
' 1 2 2
12, (ar ctg x) =——==C0S" y=cos” arctgx= >
(tg )’) I+ x
' 1 . . -
13, (arctgx) =_—1=—sm2 y(—sin® arc tgleer2
sin® y
X
| 1 In— !
. Inx—Inx ) X ) X |
16, lim 2 = lim ° = lim In| — =
X=X, X— xo XX, X — xo X=X, xo



1
In lim| 1+ ! =—1Ine=
xo X=X, _xo xo X
X=X
o1 1
17,  (log, x) =X
Ina x-Ina
15, y=a"* x=log, y
, 1 1 .
y'= T= =ylna=a"lna
(log, ¥)
vina
14, (e) “.Ine=e"
4’ x :ealnx
xa) — alnx axa—l
X
5, !0{—l
2
18.  1x>0 In]x=Inx
(Inx) =1
X

'x<0 1n|x| =In(-x)

(in(-x)) ==+ (-1)=—

19. (shx)—chx

20.  (chx) —shx
(

21, (thx) =

ch2
22.  (cthx) =




Logaritmikus derivalas

ly = f(x)*")

Iny = g(x)In f(x)

J = ettt

Y= eg(X)ln./'(X)|:g'(x)]n f(x)+ g(x) f%x) f’(x)}

Magasabbrendii derivaltak

D:!f:<a,b>—> R és x, e<a,b>, és tekintsik az f fliggvény f' derivaltfiiggényét. Ha 1"

derivalhatd x, -ban azaz létezik a
lim M = f"(x,) véges hatarérték akkor ezt az f x,-beli masodik
X=X, x—xo

derivaltjanak nevezziik.

d’f(x,) d’f
Jelolje: , °-, "
elolje: f(x, ) = = y'(x,)

Hasonloan lehet definialni a k-adik derivaltat is

(k-1) k-1
lim £ (x)_f{x()s:f(g‘:)

XXy, X—X

_ 3
X=X,

Derivalhato fiiggvények tulajdonsagai

A szélséértékszamités alaptétele
T(Fermat): !/ <a,b>—>R és x, €(a,b). Ha f derivalhaté x, -ban és x, az f lokalis
szélséértékhelye, akkor f'(x,)=0.
B: !x, lokalis max. hely, azaz 3V (x, ) gy, hogy Vxe 3V (x, ) esetén f(x,)> f(x)
llm f(X)_f(XO)sz:(xo) MlVel f(x)_f(xo)
ox X —X, xX—x,
f X _f X, ’ f X)— f X,
S-S0y S0 s)
X=X, X=X, X=X,
Mivel f derivalhato x, -banezérta f!(x, )= f!(x,)=f"(x,)
fl(xo ) = 0
Megjegyzés: 1) Geometriailag azt jelenti, hogy a szélséérték helyen a fiiggvény gorbéhez
hazhat6 érinté parhuzamos az x tengellyel.
2) Ha x, az intervallum végpontja, akkor ott is lehet szélséérték ha a derivalt

<0 ezért f/(x,)<0

lim >0 ezért f'(x,)>0

# 0.
A tétel megforditdsa nem igaz.

Pl: f(x)=x’ derivaltia x, =0 helyen 0, de f —nek 7 szélséértéke x, = 0—ban.



Intervallumon monoton fiiggvény

T: ! f<a,b>>R ¢és fderivilhatdo <a,b>-n. Ha f monoton novekvd (csokkend)
<a,b>, akkor f'(x)>0 (f'(x)<0)<a,b>-n.
Bizonyitas: ! f monoton novekvd és x, e<a,b > tetszdleges.
a) ha x<x, :>f(x)<f(xn)
F6-16) g g iy
X—x,
f_((x() ) — llm f(x)_f(xn )
x—)xo x — xo
b) ha x, <x:>f(x0)<f(x)
X— XO
f_,,'(xo): hm f(x)_f(xo)

X=X, xX—Xx,

>0

>0

c) aderivalhatosdga miatt

0< f(x,)=f(x,)=1"(x,)

A differencidlszamitas kozépértéktételei

T: (Rolle-tétel) ! 1 :[a,b] > R. Ha
1) f folytonos [a,b]-n
2) f derivalhato (a,b)-n és
3) fla)=1(p). akkor 3¢ < (a,b), hogy f'(£)=0.

B: f folytonos [a,b]-n = felveszi maximumat, minimumat [a, b]-ben. Ha
a) a maximumat vagy a minimumat az intervallum egy belsd pontjaban & veszi fel,
= ['(¢)=0.
b) a maximumot és minimumot a végpontokban veszi fel akkor f (a): f (b) miatt f
konstans [a, b]-n. Konstans fliggvény derivaltja pedig barmely pontban 0.

Geometriai jelentése: Van legalabb egy olyan hely az (a,b)-ben ahol a fliggvényhez htizhato
érintd parhuzamos az x tengellyel. (A tétel legalabb egy ilyen ¢ hely 1étezését mondja ki, de
lehet végtelen sok is.)

T: (Lagrange-tétel) ! f: [a,b]—) R.Ha
1) f folytonos [a,b]-n
2) f derivélhato (a,b)-n akkor 3¢ € (a,b), hogy
71)= f(bz—f(a)
—a



Bizonyitas:
)= 1) PO (e 0y 10
F teljesiti a Rolle-tétel feltételeit 1, 2, trividlis F(a)=F(b) =0,
ezért 3 Eela,b), F(&)=0.
Fo)=r)-LO g g L0 M)

Geometriai jelentés: 3 legalabb egy olyan & hely, ahol a fiiggvény gorbéhez mutato érintd
parhuzamos a hurral.

Cauchy-tétel: Ha az [a, b]-n értelmezett f és g fliggvények teljesitik a Lagrauge-tétel feltételeit
és g(b)# g(a) és Vxe(a,b)-re g(x)=0, akkor 3 € (a,b), amelyre

f'§) _ f(b)-fla)

g'¢)  glb)-gla)

Bizonyitas: !F(x):f(x)—{w-(f(b)—f(a))+f(a)]

Megismételhetd a Lagrauge tételnél mondottak.
Megjegyzés: lathato, hogy g(x) = x esetén a Lagrauge-tételt kapjuk.

Darboux-tétel: Ha az f :[a,b]— R fiiggvény derivalhaté [a,b]-n és f'(a)# f'(b) tovabba

c e R olyan, hogy f'(a)§c§ £'(b), ekkor 3¢ €(a,b), f'(&)=c.

Bizonyitas: !sgn f'(a)=sgn £'(b) pl. f'(a)0 és f'(bX0. Megmutatjuk, hogy 3¢ €(a,b),
hogy /'(£)=0.

Az ffolytonos [a,b]-n = 3¢ [a,b] ahol ffelveszi a maximumat (ill. minimumét).

Mivel f'(a))0 ezért f'(a))0, azaz ha x)a= f(x)) f(a) hasonléan f'(bX0= f'(aK0 azaz
ha x(b = f(x) /().

Tehat £ a maximumat nem a-ban, ill. b-ben veszi fel, hanem az [a,b] egy belsé & pontjaban.
Ekkor f'(£)=0 (Fermat-tétel).

(
)
F'(a)-F'(0X0= 3¢ e(a,b) F'(§)=f'(¢)-c=0.

lceR f'(a) e f'(b) éstek F(x)= f(x)-cx fiiggvényt.

10



A derivalt fiiggvény szakadasi helyei

Tétel: Ha az f fiiggvénynek az x,, jobboldali kdrnyezetében (x)x,) 3 a derivaltjaés 3 a

limf’(x):aj = az x, helyen 3 fj’(xo) és a; = 1im+f’(x).

X=X XX,
Bizonyités: a Largenge-tétel értelmében

S (x)= f(x,)

= f'(£) ahol & e (x,,x)

0

Mivel lim f'(x)= a; hatarérték 3, ezért

x—xy"
a, = lim f'(x)=lim £'(¢)=f/(x,) uixox, =&ox,
x—>x," x—>x,"

Megjegyzés: hasonldan lehet igazolni a baloldali hatarérték és derivalt esetén is.

Kov.: Ha az f fliggvénynek az (a,b) V helyén 1étezik a derivaltja = a derivalt fliggvénynek

nem lehetnek elséfaju szakadasi végei.

Bizonyitas: lim f '(x)# lim f"(x) azt jelenti, hogy f'(x,)3.

X—>Xg X=X

11



A differencidlszamitas kozépértéktételeinek néhany kovetkezménye

Rolle-tételébdl: [ (a)= f (b)=0 feltétellel, azt kapjuk, hogy a derivalhaté 7 fliggvény két
zérushelye kozott van az f'-nek zérushelye.

Ebbdl kovetkezik, hogy az f' két egymast koveté zérushelye kozott f -nek legfeljebb egy
zérushelye van. (Ha ugyanis ketté lenne, akkor az elébbiek szerint f'-nek ezek k6zott lenne

zérushelye azaz a két zérushely nem egymast koveto.)

(Ez fontos szerepet jatszik az algebrai egyenletek elméletében. Valos gyokok szétvalasztasa.)

Lagrange-tételébol
1. T:Haffolytonos [a,b] és fderivalé (a,b), tovabba f'(x)=0 Vxe(a,b)-re = f(x)

c.
Bizonyitas: ! x,(x, €(a,b) akkor 3 & (x,,x,)
f(xl)_f(xz)

Xy — X,

:f'(f):O azaz f(xl)zf(xz)

2. T: Ha f,g:[a,b] >R folytonosak [a,b]-n és derivalhatok (a,b), tovabba
f'(x)=g'(x) Vxe(a,b)-re, akkor f(x)=g(x)+c.
Bizonyitas: . h=f —g B(x)=f'(x)-g'(x)=0= h(x)=C

3. T:! f:[a,b] >R ffolytonos [a,b]-n és f derivalhatd (a,b)-n, f <> monoton névekvd
(csokkend) [a,b]-n,ha f'(x)>0 f'(x)<0 xe(a,b).
Sziikségesség.

Bizonyitas: Ha f monoton névekvo

Le(x, = X f(x,) lim M >0 azaz f'(x,)>0
X%, X=X,
xgx = fx, X f(x) lim f(x)—f(x0)>0 azaz f!(x,)>0

X*)XO x _— xO
A derivélhatosag miatt 0< £'(x, )= f!(x,)= f"(x,)-
< ha f'(x)>0.

I x,(x,

12



T: L’ Hospital szabély: ! 1, g:[a,b] >R és x, € (a,b), f(x,)=g(x,)=0.
Ha 3 V(xo,é) ugyhogy fés g derivalhaté ¥ (x,,5)-banés g'(x)=0 (x eV (x,,0)\{x,}), akkor
f’

amennyiben -—-nek 3 hatarértek x, ban, akkor A is 3 hatarérték x,-ban és
g g

Wl )
el T )

Bizonyitis: Tegyiik fel, hogy a tétel feltételei az x, valamely baloldali (x, —&;x, ]
kérnyezetében teljesiilnek.

Mivel g'(x)#0 Vxe(x, -5, x,)-ra, Ax e(x, - J; x, ), hogy az f és g fiiggvényekre az
[x, x, ]-on teljesiilnek a Cauchy-féle kdzépérték tétel feltételei, igy 3& € (x, x, ) amelyre

S1E) _flx)=fx) _0-7(x) _ /x)

g'(¢) alx)-glx) 0-glx) glx)

akkorha x > x, = & —>x,

tim L8 iy L), S0

X=Xy~ g’(x) $oxg g'(f) %o g(X) '

Jobb oldali kérnyezetre hasonloan lehet igazolni.

Megjegyzés:

1. Féloldali hatarérték esetén x, féloldali kornyezetében kell teljesiilni a feltételeknek.
2. L’ Hospital szabalyt tobbszor egymasutan lehet alkalmazni.

3. A tétel allitasa akkor is igaz marad, ha f (x0 ) = g(xo ) =0 helyett.

lim|f(x)=c0 ill.  lim/g(x)=o00 ill.  lim|f(x)=o0 lim|g(x) = oo
teljesiil.
Megjegyzés:
1. Ha L,-nek A hatarérték ;bi-nek sincs.
g g
. 1 .
x? sin 2xsin——x” cos—-— xsin -
lim—— =1lim a X X _50-%, helyesen lim X -0
x>0 Sin x x—0 CcOS X x>0 §in X
X

13



2. A L’Hospitéal-szabaly 0=+ oo, oo —o0,17,0° 00" alaki hatirérték esetén is alkalmazhat6

példaul lim " f(x)=x""  Inf(x)=sinxInx

1

. . . Inx X
lim In f(x) = lim sinx In x = lim = lim X =
x—>0" x—>0" x—>0" x=0" —1sin -2 X-COSX

sin x
. —sinx sinx . 0
= lim : =0= lim f(x)=¢’ =
x—0" X COS X x—0"

Definicio: Az f fliggvény az x, pontban novekvden halad 4t (n6vekvd) ha I v (xo) ugy, hogy
xev(x,)ésV v{(x, esetén f(xXf(x,) és Vx)x, esetén f(x)>f(x,). Hasonléan Ichet
definialni csokkendre.

T:Ha f(x) x,-ban derivalhato és f'(x,))0 akkor f x,-ban novekvo.

Bizonyitas: Mivel f derivalhat6 x,-ban és f(x, )0, ezért v (x, 5),

16)- (s,

X —X,
ha  x)x, = f(x)f(x,)

x(x, = f(xKf(x,)
T: Haf x,-ban derivalhat6 és novekvéen halad at, akkor f'(x, ))0.

Bizonyitas: Indirekt f'(x, 0= f csokkenden halad at.

A szélsoérték 1étezésének elégséges feltétele

T:! f: V(x0,§ )—) R legalabb n-szer derivalhat6 fiiggvény.
Ha f'(x0)=f"(xo):...:f(g’;;l) =0, de f(i’(’])) #0. Ekkor ha n paros fnek x,-ban 3
sz€lséérteke, mégpedig, ha f(f:)))<0 = max, ha f((x’;))>0 = min . Ha pedig » paratlan, akkor 7

széls6érték.

Bizonyitds: | x ev(x,,5) azfés g(x)=(x—x,)" teljesiti a Cauchy-tétel feltételeit az [x, x, ] -

ban. xev(x,,d) az f'(x) és g'(x)=n(x—x,)"" teljesitik a Cauchy-tétel feltételeit, a

14



[£,,x,]-ban, az f"(x) és g(x)=n(n—1)x—x,)"" tétel a Cauchy-tételt feltételeit a [£,,x, |-

ban
f(x)=f(x,) _ f&) _ f1&)=1"(x) _ /(&) _
(=, ) = (g =% )" (& =x)™ (g —x) = nlxg —x, )" n(n=10E, - %)
fE)
n! (é:n—l — X )
(1)
sgnﬁ:? Mivel f,#0, legyen f))0= f(i'gfl) X,-ban szigorlan monoton

novekvden x,-ban. Az f((YZSI) =0 miatt

1. ha x{(&,_ (x, = f((fnyf

2.ha )¢, ,)x, = f,

J(x)-
(x—xo)

_1)

)

(i =0
n-1 n—
=0

A fliggvénynek minimuma van.

f(x)= £, )0 ha x)x,
f(x)= f(x X0 ha x(x,

Ha n pérataln

(n—l
f(f,,l)

)
} n!ifl’—xo i>0

. )>o ha n péros f(x)= /(x, )0 = f(x)f(x,)

azaz A szélsOérték.

Hasonloan lehet igazolni f((x';))<0 -ra is.

Konvexitas

Definicié: ! f :[a,b]— R és fderivalhatd (a,b)-n. Az ffiiggvény gorbéjének az ive [a,b]-on

alulrél konvex (konkav), ha ez az iv barmely pontjdban huzott érintéje folott (alatt)

helyezkedik el.

f(x)Zf'(xo)(x—x0)+f(x0) (f(x)Sf’(xO)(x—xo)+f(xo)) VX # X, X, X, E[a,b]

esetén.

Az [a,b] helyett lehet <a,b>.

T: Ha az f :<a,b> —> R fliggvény legalabb kétszer derivalhatd <a,b> -n, akkor f <a,b> -hez

tartozé ive alulrol konvex (dombort), ha f"(x)>0, Vxe <a,b> ¢és az egyenldség egyetlen

részintervallumon sem 4ll fenn.

15



(Hasonldan lehet a tételt megfogalmazni konkév (homoru) esetre f ”(x) <0 esetén.)
Bizonyités: ha f ”(x)z 0 Vxe <a,b> -re = f konvex.
Ha f"(x)>0= f'(x) szigortan monoton névekvs. = f(x) konvex.

1) 16) _

Ui.: — EXf(x,) ha &x, Eelx,x,)
)= 1 Geg DS (o Jor = x,)
Mf() = £ (x,) ha &)x, & (xp,x)

f(x)zf'(xo) (x_xo)"'f(xo)
ha f konvex (dombort) = f"(x)>0.

Ha fkonvex = f' monoton névekvo.
Ui: ! xy(x,

f(x)>f’(xo )(x —x0)+ f(xo) es
f(xl )>f’(xo )(xl —x0)+ f(xo)-

SODS (e Jox = x, )+ £ (x,)
f(xo )>f,(x1 )(xo _x1)+ f(xl)

£(x, XM( £'(x,) azaz f'(x) monoton novekvé = f"(x)>0

1~ Xo

Megjegyzés: A tételt ugy is megfogalmazhattuk volna, hogy f < konvex (konkav) <a, b> -n

f" monoton ndvekvo (csokkend).

Inflexidés pont

Definicio: Az! f:D—>R (D cRés <a,b> CD) az x, e<a,b> -t az f fiiggvény inflexios
helyének nevezziik, ha 3¥(x,), hogy x(x, esetén f(x) alulrél konvex (konkav) és x)x,
esetén f(x) alulrol konkav (konvex).

Az (x,; f(x,)) pontot inflexids pontnak nevezziik.

T.: Ha x, az ffiiggvény inflexios helye és f' folytonos x, egy V(xo) kornyezetében, akkor
x, az f" helyi szélséérték helye, azaz f"(x,)=0.

Biz.: ! x,, f olyan inflexids helye, ahol f konvexbdl konkavba megy at.

Ha x(x, f"(x)>0 = f'(x) mon. névekvé

Ha x,(x £"(x)<0 = f'(x) mon. csokkend
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Tehat f'(x,)=0 hisz /" folytonos V(x,)-ban.

Megjegyzés: A tétel megforditdsa nem igaz. Pl. f (x) =x*
Tehat f"(x,)=0 csak sziikséges feltétel.
Az elégséges, hogy f "’(xo ) # 0 (4ltalaban az elsd el nem tlind derivalt rendje paratlan legyen.)

T: <a, b> >R, x, € <a, b> és faz x,-ban legalabb haromszor derivalhat6. Annak, hogy x,, -

ban f~nek inflexios helye legyen
a) sziikséges feltétele, hogy f"(x,)=0

b) elégséges feltétele, ha f"(x,)#0.
Asszimptotak

1.) Fiiggdleges
Definicio: Az x =x, egyenes az f fliggvény grafikonjanak fiiggdleges asszimptotdja, ha az f
fiiggvénynek az x,, helyen legalabb az egyik féloldali hatarértéke végtelen.

lim f(x)=zo0 (+ vagylagos)

x—>xot

Megjegyzés:
x, @ D, -nek torlodasi pontja.

x, az f-nek masodfaji szakadasi helye.

2.) Vizszintes
Definicio: Az y =y, egyenes az f fliggvény grafikonjanak vizszintes asszimptotaja, ha

lim f (x) =Y, (+ vagylagos)

x—>to0

Ha f-nek van vizszintes asszimptatoja, akkor az értelmezési tartomany alulrél vagy feliilrdl
nem korlatos.

3.) Ferde
Definicio: Az y =mx + b egyenes az f fliggvény grafikonjanak ferde asszimptdtdja, ha

lirP [ f (x) —mx — b] =0 (£ vagylagos)

Ha gg[ f(x)=-mx-b]=0 = lim(f(x)—mx)=b

X—>0

lim{x(ﬂ - mﬂ _b, ahonan timZ )y

X—>0 X X—>0 X
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Fiiggvény vizsgdlat:

Ertelmezési tartomany
Paritas
Periddicitas
Tengelymetszetek
Pozitivitasi intervallumok
Asszimptotak
Novekedési viszonyok
Staciomarius helyek
Szélséértek helyek

. Szélséértékek

. Inflexids pont

. Gorbiileti viszonyok

. Abrazolas

. Ertékkészlet

ORI B LD —

—_ = = =
W= O

Taylor-formula

! P(x)= Za X" ezt a polinomot akarjuk (x —x,) polinomjaként eléallitani. Tételezziik fel,
k=0

hogy P(x) atrendezheté P(x)= Zn: C,(x—x,)" alakba
k=0

P(x)=C, +C,(x—x,)+ C,(x —x,)’ +...+C,(x—x,)"
P'(x)=C, +2C,(x —x, )+ ...+ C, -n(x —x,)""
P"(x)=2C, +3-2(x —x,)+..+C, -n(n—1)x—x,)""

P(”)(x):n! C,
lx=x, = P(x,)=C,, P'(x,)=C,, P"(x,)=2-C,, P"(x,)=3!C,
P(”)(xo): n!C,

Tehat P(x)= Px,) + Plx,) (x—x,)+

PG0) () o 20
0! 1! o

2! n!

(¥ =x,)".

Mas fliggvényeknél az ilyen atrendezésnek nincs értelme, de ha f'legaldbb n-szer derivalhato
k

. B n f(k)(xo)
x, -ban akkor képezhetd a Z e (x—x,) .
k=0 :
Definicié: : D — R(D c R és x, € D) és flegalabb n-szer derivalhato x,-ban.
Az f figgvény x, ponthoz tartoz6 n-ed fokii Taylor polinomjanak a
n_ £ (k)
T (x)= sz('xO)(x —x, )" polinomot nevezziik.
k=0 :
Az egyenl6sag éltalaban nem &ll fenn az f(x) és a T,(x) kozott egy x,-tol kiilonbozd

pontban, de elképzelhetd, hogy minél nagyobb n-értéke, annal kisebb az eltérés.
Jeloljiik R, (x)-elaz f(x) ésa T,(x) eltérését.
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R, (x)=f(x)=T, (x) azaz
S(x)=T,(x)+ R, (x).

Ezt a formulat nevezziik Taylor-formulanak.
T: Ha az f fiiggvény az x, pont egy V(x,)-ban legalabb (n+1)-szer derivalhato, akkor

VxeV (x,)-hoz 3 §[x§ & ; X, J , amelyre fennall az

~ n f(k)(xo) f(n+1)(§) B .
f(x)_,;; k! (n+1) rma I

Mivel R, (x) az f(x) ésa T,(x) eltérését méri, ezért keressiik R, (x)-et valamilyen becslésre
alkalmas alakban.

A, -et akarjuk alkalmasan megvaltoztatni.

F(O)= 10| 70+ ;gt)(x—t)Jr%gt)(x—t)Z +...+$(x_t)” . (n‘i«l)! (e )

A F(x)=0 és F(x,)=0. igy Rolle-tétel értelmében 3¢ € (x,x, ), hogy F'(£)=0.
F'(t):{ff(m L0y L0, L0y _%(’)(x_t)hﬁw(x_zy _
”f(n)(t) (x 3 t)n—l 3 (n+ I)An (x : t)n:l A, (x 3 t)n B f(m)(f)(x B t)n

n! (n+1) n! n!

FlO)= (- enie)=o

An — f(n+1) (é:)
(n+1)

R =L
n+1)

Megjegyzés:

1. Ha x, =0 akkor Mac-Laurin formulat kapjuk.

(x - X, )"+1 A maradék tag Lagnauge-féle alakja.

2. Ha n=0 akkor a Taylor-formula a Lagrange-tételbe megy at.

A fiiggvény kozelitése Taylor polinomjaval

Sziikséglink van az f (x): e’ figgvény [0,1] kozé esd értékeire. Hanyadfoku Taylor-
polinomjaval kdzelitsiik, hogy a hiba kisebb legyen 107 ?

flx)=e" x,=0

f(”)(x) =e" f(”)(x0 )=1 n=123..

2 3 n
T (x)=1+>+2 42 4+ 42
o2t 3 n!
e -T (x)((lO’3 azaz |R (x] = i)c”+1 (107
" ! (n+1)
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az [0,1]-on ‘e‘f‘(ex <e(3

n+l
EXS P 107 3000((n+1)=7"  tehdt n=6

((n+1)] " (n+1)

ez1+1+i+l+l+l+l=2£=2,718
20 30 4 5 6 720

Gorbék paraméteres egyenlete

x=x(t) i<
y=y(t)}a_t_ﬂ

Ha x-nek 3 az x™' inverze t=x"(x), akkor egy y = y()f1 (x)): f(x) fiiggvényhez jutunk,
amelynek értelmezési tartomanya az x értékkészlete. (Paraméter kikiiszobolése)

Barmely fliggvény eldallithaté paraméteresen (st végtelen sokféle modon).

)

Ui

Paraméteresen adott fiiggvények derivalasa

Tegylik az y= f (x) fliggvényt, amely az [a, b]-on paraméteres alakban van adva, a megfeleld
[a, ﬁ']-n ért x = x(t) és y= y(t) folytonos fiiggvények altal.

T.: Ha az x(t) és y(t) fiiggvények derivalhatok a ¢, €[, ] helyen és x°(¢,)# 0, akkor az f
i,

i)

N—

fiiggvény is derivalhat6 az x, = x(¢, ) helyen és f'(x,)=

Bizonyitas:

!XZX(t)} t=x"(x)  fx)=plx"(x)

y=y(t)

e

X =rCcost
PL: . te{O,Z} t, =2
y=rsint 2 4
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Integralszamitas
Hatarozatlan integral
Primitiv fliggvény (kezdeti jelentésii).
Definicio: f :<a,b> ->NR. A F :<a,b> — R fliggvényt, amelynek derivaltja <a,b> -n

mindeniitt egyenld f (x) -el,az f <a, b> feletti primitiv fliggvényének nevezziik.

(F'(x)=f(x) Vxe<a,b> -re)
Pl: f(x)=sinx = F(x)=—cosx

T: !f,F:<a,b>—>iR, ha F'=f ugy G:<a,b>—>iR<:> primitiv fiiggvénye f-nek, ha
dceR,G=F +c.

Bizonyitas: Nyilvanvalo ha F primitiv fliggvénye f-nek, akkor G = F + ¢ is az.
Ha G'=f=F" =

0=G'-F'=(G-F') >G-F=c.

G(x)=F(x)+c

Definicio: Egy f fiiggvény <a,b> -hoz tartozd primitiv fliggvényeinek a halmazat az f
hatarozatban integraljanak nevezziik és
[rG)ax v [ f = F-fel jeloljik.

f (x) az integrandus, J....dx az integral jele.

Megjegyzés: Nem minden fliggvénynek van primitiv fliggvénye.

1 hax)0
Példaul: sgnx=40 hax=0
—1ha x{0

sgnx-nek 7 promitiv fliggvénye. Nincs olyan F (x), hogy F ’(x): f (x), mert minden derivalt
fiiggvény Darbaux tulajdonsagu. (A derivalt fliggvénynek nem lehet elsddleges szakadasi
helye.)

T: Minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.
B: kés6bb

T: A hatarozatlan integral derivalhat6 és derivaltja az integrendus.

(| ) =(F )+ ) = F'(2)= 1)
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Alapintegralok

1. dexzc mert ¢’ =0
2. jdxzx mert x'=1
a+l
a _x _
3. J-x dx—a+1+c (aeiR\{ 1})
4. J.ldlenx+c
X
5. jax dx = a +c
Ina

6. J.ex dx=e" +c

~

Isinxdx:—cosx+c

*®

jcosxdc=sinx+c

1
J- —dx=tgx+c
cos” x

b

10. J. -1 dx=ctgx+c
sin® x

11. j ! dx =arcsinx + ¢
1-x?

1
12. j1+ = dx =arctg x+c

A hatarozatlan integral és a mitveletek, egyszerii integralasi szabalyok

—
—_—
9}
=

=
~
&
I
9}
—
\
—_
=
~
&
9}
H
(e)

/(%)
4 jf’(x)~f“(x)=f;+(f)+c (e ax-1)
5. Ha F'=f,  akkor jf(ax+b)dx=F(“x+b)+c
a
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Parcialis integralas
T: 1 f, g:<a,b> — R, ha f és g derivalhatok <a,b> -n és f-g’'-nek 3 primitiv fiiggvénye,

akkora f'-g-nekis 3 és
[r(x)g(x)dx=f(x)- glx)- [ f(x)-g'x)dx  xe(ab)

B: (1(x)- ¢x) [ 1) g/ s) = £/(5)- gx)+ () '(6) - /() &x) = /() )
Helyettesitéses integral

T: !f:<a,b>—>91’, g:<c,d>—><a,b>. Ha g derivalhato <c,d>—n ¢s fnek 3 a F primitiv
fiiggvénye, akkor 3 az (fog)- g’ -nek is és

jf(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) +C X€ <c, d>

B: F és g derivalhat6saga miatt Fog derivalhato és

(F(g(x)+C) = F(g(x)- g'(x)= (gx))- ¢'(x)

Riemann-integral
Hatarozott integral

A Riemann integral fogalma

1. Definicié: la,p]cR. A B= { X, | a=x,(x{.{x,=b } halmazt az [a,b] egy
beosztasanak (felosztasanak) nevezziik.
Az x, szamok a beosztis osztopontjai az [x, ,—, x,] (i =1,2,...n) a beosztas részintervallumai.

Ha B egy beosztas, akkor a ||B|| = supﬂxl. - xl._l||i = 1,2,...n} szamot a beosztas finomsaganak

nevezzik.
A Bbeosztas & beosztas (5()0)e R) ha ||B||(5

2. Definicié: | B, B, két beosztasa [a,b]-nek.
A B, beosztas finomitdsa a B, beosztasnak, ha B, c B,
A B, és B, egyesitésén a B, U B, halmazt értjiik.

3. Definicio: Az [a,b] egy <Bk> beosztassorozatat minden hataron tal finomodoénak
(normalis beosztassorozatnak) nevezzik, ha %im”B f || =0

4. Definicio: | f : [a,b]—) R korlatos és B egy beosztasa [a,b]—nek és jelolje

M. =

' .sup /(x) xelx, ,x,] tovabba & elx, ,,x,] (i=12,.n)

m, =inf f(x)
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AZSfB zm X =X (f’B)ziMi(xi_xi—l)

i=1
o(f,B)= Z(M ,—m, )x, —x,_,) szamokat az f fiiggvénynek az [a,b] B beosztashoz tartozo
i=1
alsé (Darboux) felso ( Darbaux) ill. osszcillacios 0sszegének, mig a

Z f X; 11 szdmot az f fiiggvénynek az [a,b] B beosztasdhoz ¢és a

¢, (1,2,...n) hez pontokhoz tartozo integralkozelitd vagy Riemann 0sszegének nevezziik.

Geometriai jelentés: lasd eléadason.
Tétel: | f :[a,b] - R korlatos fiiggvény és B, B,, B, beosztasa [a,b]-nek, ekkor
1. VI(f,B)re s(f,B)<I(f.B)<S(f.B)
2. Ha B,c B,,ekkor s(f,B)<s(f.B,) é  S(f.B,)<S(f.B,)
3. s(f,B,)<S(f,B,)

Bizonyitas:
1. Tek.az [x,_,x,]-t. m, < f(&)<M,
D<M

m(x, —x,)< £(& Nx, —x,. (x—x,) Vi=12..n-re

imi(‘xi _xi—l)S Zi:f(é:z)(xz _xi—l)szn:Mi(xi _xi—l)

i=1

2. !B, c B, ={ |a %0 € (o € A, :b}

= {x,]a = x (%, (- (K0 v, = B

m, =inf f(x) xelx, ,x]
m! =inf f(x) xelx,x] m!=inf f(x)xe[x,x,]
m; <m, és m; <m]

_ W o ' ! n(.r
mi(xi _xi—l ) - mi (X xi)+ mi (xi xi—l ) < mi (xi xi)+ mi (xi xi—l)

i

Hasonldan lehet fels6 0sszegekre is igazolni.

3. 1B, és B, két tetszéleges beosztisa [a,b]-nek. Ekkor B, U B, finomitisa B,-nek és
B,-nek is.
S(fﬂBl)SS(f7Bl UBz)S S(f’Bl UBz)S S(f’Bz)
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Definici6:

'f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Az

1=[ 7 =supls(s.5)

b
I = I f= 1}} £{S(f,B)} szamokat (ahol az infimumot és suprémumot az Osszes lehetséges

beosztasra nézzik). Az f fiiggvény [a,b] feletti also, ill. felsd Darboux-integraljanak

nevezzik.

1=ff(x)dx=j / -

Q '—.\@

flekie= 7

T:Ha f :[a,b] > R korlatos, akkor I < I.
Biz.: VB és B, beosztasra

s(f,B)<S(f,B) =13I és

I~
IA
~

s(f,B)<1=131I és

Kovetkezmény:

VB beosztasra

s(f,B)<I<I<S(f.B)=0<I-I<ao(f,B)

Definici6: az f: [a,b] — R korlatos fiiggvény Riemann-integralhato [a,b]—n, ha I = I.Ezta
b b

kozos értéket az [a,b] feletti Riemann-integralnak nevezziik ¢és 1, J. f vagy I f (x) dx -el

jeloljik.

T: Az [a,b] intervallumon f < Riemann integralhato, ha Ve&)0—hoz 35)0 és B beosztas

||B||<5, akkor o(f,B)s .
Bizonyitas: :>s(f,B)S£ <S(f,B) VB beosztasta [ -1 <S(f,B)-s(f,BXe azaz

I=1.

<! f eR & &)0 tetszdleges, akkor 3 B, és B,, amelyre S(f, BJ—I(% és ]—s(f, B, )(%
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|B=B,UB,

S(B,, f)< S(Bl,f)<l+§(s(f,82)+g <s(f,B)+e

A kovetkezokben egy elméletileg igen fontos és sz€p allitast igazolunk, amely azt mondja ki,

hogy ha f'korlatos, akkor 3 a felsé Darboux 6sszegek hatarérétke és ez I.
Tétel: (Darboux): !f: [a,b] — R korlatos. Ekkor Ve&)0-hoz 36)0, hogy V olyan B

beosztasra, amelyre ||B||(5 .

S(f,B)-1(s és I-s(f,BXe
Biz.: (fels6 0sszegre) ! fkorlatos = 3K )0 |f(x] <K. Vxe [a,b]-re.
Jelolje Ax; =x, —x,,

)0 Mivel I =inf{S(f,B)} ezért 3B, = {xi |i =0,1,2..7 +1} beosztisa [a,b]-nek, hogy (B

bels6 osztopontjainak szdma r) S ( f,B, )<7 + %
- &
S(f:B,)-16-

'B = {yl.|j =0,1... n} olyan beosztasa [a,b]-nek. ||B||<§ =inf {i, Axli=12..r +1}.
' r

Megmutatjuk, hogy erre a beosztasra igaz a tétel allitasa.

Ha B, = B,UB={z,[k=0l.. m}= B,, Bc B,

S(f.B)-1=S(f.B)-S(f.B,)+S(f.B,)-1<5(f.B)-S(f.B,)+S(f.B,)- [{S(f.B)-
_S(f’Bl)""%

Elegendé tehat (*) S(f,B)-S(f,B, x% beldtni ha ||B(5 .
Jelolje M), M, ,M! az f suprémuméit a B,,B,B, i-edik részintervalluman. Ekkor (*) a

kovetkezd alakban irhaté (*') "M Ay, = > M, Az, <§ :
k=1

j=1
B, =B, UB miatt Begy [y(l,_l , Y jJ intervallumara.
vagy «) 3k, [y‘H, ij= z,.,.2, ] intervallum B, -ben
vagy IB) Elxio’ [yj—l’yj]: [y‘/—laxio]u [xl_o,yj]z [Zkl—l’zkl ]U [Zkl ’Zk,+1]

két B, -beli intervallumra bomlik x!,x,, & [y 15 yj] mert Ay, < Ax;)
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fgy  a) esetben (*’)-ben M Ay, - M Az, =0

B) esetben M Ay, ~M; Az, =M, Az,

Ay, =Az, +Az, ., miatt (*) a kovetkez6 alaka

(*”) Z[(M/ +M111 )Azkl +(Mj _M/ilu )Azk1+l]<§

(A Z legfeljebb r tagot tartalmaz!)

Z[(Mj _Mlil )Azkl +(Mj _M;’I‘FI)AZ]Q‘FI]S ZzK(AZkl +AZk1+l):
- 2K2Ay_,<21<-r-5321<r-£=§

A Darboux-tétel kovetkezményei

Tétel: ! f :[a,b] > R korlatos [a,b]-n, ekkor V(Bk> normalis beosztassorozatra létezik a
lim S(f,B,), }ims( f.,B,) és

]yms(f,Bk)zi lims(f,B,)=1

Bizonyitas: (felsé Ssszegre) 16)0 tetszéleges a Darboux-tétel szerint £)0-hez. 350, V||B|(S .

s(7,B)- 1.

(B, ) egy normélis beosztassorozat, azaz lim|B, | =0 ekkor 5)0-hoz 3k, €N, hogy Vk)k,

I3, o

Tehat az adott £)0-hoz 3k, €N, hogy Vk)k, akkor B, (5 = [S(1, B, ) I(¢].

Kov.: (o(f,B, ) >1-1

Tétel: !f :[a,b] >R korlatos [a,b]-n, ekkor V(B,) normilis beosztassorozathoz létezik

<f (f,B, )> és <I: (f,B, )> integralkozelitd dsszeg-sorozat, hogy

limi(f,B,)=1 limI(f.8,)=1

k—o0

Bizonyités: (csak als6 6sszegre!) !<Bk> = <{xlk |i =0,1..n, }> normalis felosztassorozat
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m¥ =inf f(x) xe[xik_l,x.k] (i=012,..n,)

l

Ekkor az inf. definiciéja miatt 3&* (k € N)
&l e [xik—laxlk]

R

kaAxk <Zf( )Ax (Z(m +;chka

s(f.B,)<1(7.B, Xs(r.B, )+ "ZkAx’f B+

Ahonnan a renddr-tétel alapjan kovetkezik a tétel allitasa.
A Riemann-integralhatosag kritériumai

Tétel: Az f: [a,b] — R korlatos fliggvény <> Riemann integralhatlhato, ha 37 € R, hogy

V&)0-hoz 365)0, VB beosztasara [a,b]-nek melyre ||B||(5 |](f,B)—I|(g teljestl.

VI(f,B)-re. (Ekkor I = j 1)

Bizonyitas: = ! f integralhatd azaz I=1=1= j f . Ekkor a Darboux-t miatt V&)0-hoz

36)0 hogy, VB-ra, amelyre ||B||<§ fenn  all j(_f;ff),_B;f} =1 = I=1 ¢és

s(f.B)<I(f,B)<S(f,B) miatt [I(f,B)-Ie.

<3 eR Ve)0 35)0 VB-re, amelyre B[S  |I(f,B)-1I[e VI(f,B)re = f
integralhato.

(f.B)-L(, ¢s I-s(f.BXe,.

11(f,B)-I|e, .

A Dorboux-tétel miatt Ve,

A feltétel miatt Ve,

Az m, M, definicioja miatt Ve,)0 3 &7, €[x,,x,]
f(&)-m(z, (Ax, és Y -uk)

M, — f(n,Xe;

1(f,B)=s(f, Bz (b-a) S(f.B)-1(f, B, (b -a)

28



16 =inf{5,,5, }
\1-1|<|s(f,B)-1|+|I = I(f(B)+|I(f.B)-s(f.B)&, +¢&, +&(b—a)=¢
1= 1| <|S(£,B)=1|+|1 = 1(f.B) +|S(f, B)-1(f, Bz, + &, + &,(b—a) = &

ha ¢, =¢, =L ¢ &, =t = I=1 azaz f Riemann-integralhato.
3 3(b-a)
Tétel: Az f: [a,b] — R korlatos fiiggvény <> Riemann-integralhatd [a,b]-n, ha V<Bk>

normalis beosztassorozathoz tartozé V<I ( f.B, )> integralkozelit6-0sszeg-sorozat konvergens.

Bizonyités:

=!f integralhaté I= I=12¢s <Bk> egy normadlis beosztassorozat, ekkor
s(f,B,)<I(f,B,)<S(f,B,) ahonnan a Darboux-tétel 2. kovetkezménye és a rendér-tétel
adjaa / ( 1, Bk) konvergencidjat I-hez

=3 <Bk> egy normalis beosztdssorozat  és V{[ ( f,B, )> konvergens, ekkor

AeR, I(f,B,)—>1.

Ekkor a Darboux-tétel 2. kovetkezménye miatt 1étezd {f (f.B, )}és {f (f.B, )} sorozatok

I(f,B,) hak pd _
£:8.) hak piros I(£,B,) konv.=> 1 =1

](faBk)_{

i(£.B,) hak paratlan
Tétel: (Riemann-kritérium): Az f: [a,b]—) R korlatos fiiggvény <> Riemann-integralhato
[a,b]- ha V&)0-hoz 3 B beosztasra [a,b]-nek, amelyre w(f,B)Xe

Bizonyités:

= olf,BKs

s(f.B)<I1<I1<S(f,B) igy 0<I<I<S(f,B)-s(f,Bs f integralhato

= f integralhatdt =  w(f,BKe

fintegralhat6 I =1 = I = Dorbaux v§>o 35,0 és 5,0 IB,|(5, |B,|(5, Darbaux-

tétel.

& &
S(faBl)_1<5 I_S(faBzxa
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!B =B, uB, ekkor ||B|| < min{51,52|

S(f,B)< S(f,Bl)<I+§(s(f,Bz)+g <s(f,B)+e

o(f,BXe
Tétel: Az f: [a,b]—)SR korlatos fiiggvény <> Riemann-integralhatd, ha V(Bk) normalis

beosztassorozat esetén <a)( f.B, )> nullsorozat.

Riemann-integralhato fiiggvényosztilyok

Tétel: f :[a,b]— R . Ha ffolytonos [a,b]-n, akkor f Riemann-integralhat6 [a,b]-n.

B||(5 , akkor a)( f ,B)(g. Mivel f folytonos

E-nlo [f(&)-fn e

Bizonyitas: Megmutatja, hogy V&)0-hoz 36)0,

[a,b]-n, ezért egyenletesen folytonos, azaz Ve, -hez 36)0,

n

Legyen [B(& , ekkor o{f.B)= (M, —m,)av, = ¥ (£()~ /(0 )ax. (s
i B)(g

—=olf,

iAxi=gl(b—a) ha & =
i=1

Megjegyzés: Az f: [a,b]—) R véges sok pont kivételével folytonos és korlatos fiiggvény
Riemann-integralhato [a,b]-n.

Tétel: f:[a,b]— R. Ha fmonoton [a,b]-n, akkor f Riemann-integralhaté [a,b]-n.

Bizonyitas: mon. ndvekvd esetben !&)0 tetszbleges és O = ¢s B [a,b]—nek olyan

10)-/(@)
beosztasa, hogy ||B||(5 = m.
o(£,8)=3 (M, —m)Av, = 3 (1)~ £ (x, A, ( 5§(f<xi>—f<xil )=8(1(6)- £(a))

i=1 i=1

Mivel f m.ndv. M, = f(x,) és m, = f(x,,)

ha & = ——~—— akkor &(f,B)s

/)~ 1(a)
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A Riemann-integralhatosag és a miiveletek

Tétel: Ha f,g: [a,b] — R Riemann-integralhatok, «, f € R, ekkor az af + fg is Riemann-

integralhato és

? —

(of + fe)=a|f+B|zg.

Bizonyitas: !<Bk> tetszéleges normalis beosztassorozata [a,b]-nek.

‘v’](af + ,Bg,Bk)-ra I(Off +ﬂg9Bk): al(fsBk)""ﬂI(gaBk)'
Mivel a jobboldalnak 3 hatarértéke, ezért a baloldalnak is és ez a hatarérték az integral.
Megjegyzés:

1. A tétel megforditdsa nem igaz.

1 ha x rac. 0 ha x rac.
2(x)= . x(x)= .
0 ha xirrac. 1 ha x irrac.

2. Teljes indukcioval tetszdleges n-tagra kiterjeszthetd.

T:Ha f,g: [a,b] — R Riemann-integralhat6, akkor f-g, Riemann -integralhato [a,b]-n és

ha 3CeR” |g(x)| > ¢ Vx € [a,b]-re, akkor / is integralhato.
g

Biz.: ! f(x)>0 és g(x)>0 Vxe[a,b]-re.

Jeldlie m, m! m?

1

az f-g, f, g fiiggvénynek infinumat [ X ]
M, M/ M¢ az f-g, f,g figgvénynek suprémumat [x, ,x, |-n.
M M’ M* f-g, f,g figgvények suprémumat [a,b]-n

Ekkor fennallnak
M, <M/M? m, >m/m¢.
M, —m, <M/M? —m/mé =M/ME —M]m? —M/mé +M/m¢ —m/m¢ =
=M,f(Mf —m? )+ m; (M,f —m/ )< M/ (M —m§)+Mg(M,f —m )

az (g, AX——

2M/

a)(f'g’B):i(Mi _mi)Axi SM/.Zn:(Mig _mfg)AXt +Mgi:(Mif _mif)A'xi
i=1

i=l i=1
ahonnan o(f - g,Be.

Ezek utan megmutatjuk, hogy a tétel igaz két tetszéleges integralhaté fiiggvény szorzatéra is.
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m’ Sf(x) m# Sg(x) f(x)—mf >0 és g(x)—mg >0
Fz(f—meg—mg):fg—mg g-m’g-m®-f+m’ -m®
Megjegyzés:

1) A tétel kiterjeszthetd tetszOleges n-tényezore.

x ha x rac.
2) Nem megfordithaté f(x)= {

—x ha x irrac.

Egyenlétlenségek, kozépértéktételek

Riemann-integralra

Tétel: Ha f,g: [a,b] — R, Riemann-integralhato fiiggvények és [ (x) < g(x) Vx e [a,b]-re,
b b
akkor J- f(x)dx < I g(x)d.

Bizonyitas: !<Bk> tetszoleges normalis Beosztassorozat <Bk> = <xlk |1' =0,1,..n k>

& e[xi":l,xi"] tetsz6leges :f(éik)é g(f;.k) miatt I(f,B,)<1(g,B,)= a sorozatok és

egyenl6tlenségekre vonatkoz6 tételbdl jon az allitas.

b

[r

a

b
Tétel: Ha f : [a,b]—> R integralhatd [a,b]-n akkor | f | ¢s integralhat6 ¢€s J.| f | >

Bizonyitas: Az integralhatosag
QMi|—|mi|)Axi < |Mi _mi|Axi<5
Az egyenldtlenség

sl

~[lA<]r<]lA = [r1<]IA

Tétel: (Kozépérték-tétel) !f,g: [a,b] — R Riemann-integralhaté fliggvények, tovabba
b b b
m< f(x)<M Vxela,b]-reés g(x)>0 Vxel[a,b]-re, akkor m'[g < Jf-g SMJ.g .

a a

Bizonyitas: m-g, f - g, M - g integralhatok igy az els6 tételbdl adodik az allitas.
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Kovetkezmény:
1. 1f:[a,b]—> R Riemann-integralhat6 és m < f(x)< M Vx €[a,b]-n ekkor

b
B: a fenti tételb6l g(x)=1 vélasztassal. m(b —a)< j f<M(b-a)

a

2. 1f :[a,b] > R folytonos, akkor 3 & e[a,b] (&)= [r.

B: Az 1. kovetkezményben m =inf f(x) M =sup f(x) x €[a,b] és

b b
! .ff € [m,M]: a Bolzano-tétel miatt 3 & € [a,b], f(f): ! .ff.
b-a - b-a -

Az integral mint additiv intervallum-fiiggvény

Tétel: Ha f :[a,b] - R R-integralhat6 [a,b]-n és ¢ € (a,b), akkor f R-integralhat6 [a,c]-n és
b c b
[e.b]nes [f=[r+]rs.
Bizonyitas: Elészor megmutatjuk, hogy f R-integralhatd [a,c] -n ([c,b]— n) ! <Bk> olyan
normalis beosztassorozata [a,b]-nek, ahol ¢ osztopont marad. Ekkor
0<alf.B ) <alf.B )" = limalr,B,")=0.
Ezutan igazoljuk, hogy fennall az egyenldség.
!<B,£“"’]> és <B,£C’b]> az [a,c] és [b,c] egy-egy normalis beosztassorozata I(f, B,E“’C])I(f,B,EC’b])
a hozzéjuk tartozé integralkozelité dsszeg !Bl = Bl U Bl«?) ekkor
b c b
1(7.8")=1(f, Bl*))+ 1(s, BI*)) > [r=[r+frs
Tétel: | f :[a,b] > R és ¢ €(a,b). Ha f R-integralhaté [a,c]-n és [c,h]-n = f R-integralhat6
b c b
la.b]neés [F=[r+[r.
Bizonyitas: Az, hogy az egyenlOség igaz az kdvetkezik az el6zd tételbdl. Ve)0-hoz 3B, ill.
B, olyan beosztasa [a,c]-nek, ill. [c,b]-nek, hogy o(f, B, )<§ és o(f,B, )(% = B=B UB,

a)(f,B): a)(f,Bl)+a)(f,Bz)<8.
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Newton-Leibniz formula

Tétel: ! f,F :[a,b] > R. Ha f R-integralhato [a,b]-n. F folytonos [a,b]-n és differencialhato
(a,b)-n, tgy F'(x)= f(x)Vx e (a,b)-re), akkor

[ 76)de = F(3)- Fla)

Bizonyitas: ! (B, )= {xlk |i =0,1,..n k} egy normalis beosztassorozat.

F teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit az [xl."_1 ,x) ]—on azaz 3 ke (xl.k_l ,xl.k), hogy

Fct )= F(xt)= Fr(et Yk —xb)= £(e St =)
F(b)-F(a)= Y (Fle! - FxL, )= gf(sf Yook = x4, )=1(7,B,)

i=1

ahonnan = j). f (x)dx = [f (X)]Z

A N-L szabdly jelentdsége igen nagy, mert a derivalas és integralas kapcsolatat mutatja meg.
Sok esetben igen egyszerl lehetdséget ad az integral kiszamitasara.

Az integral mint a felsé hatar fiiggvénye
Definicio: ! f :[a,b] > R fiiggvény R- integralhato [a,b]-n, ekkor az F :[a,b]— R

Flx)= [ ek

fliggvényt az f integralfliggvényének nevezziik.

Tétel: !f: [a,b] — R R -integralhato [a,b]— on, akkor f integral fiiggvénye folytonos [a,b]-
on.

Bizonyitéas: Ha f'integralhatd = korlatos azaz 3K > 0 € R, hogy Vx € [a,b]— re | f (x)| <K

Ix,x, € [a,b] tetszbleges, akkor V&) 0-hoz 36, >0, |x —x,| <6, akkor

F(x)- F(x,) = | £leke [ £(hix= [ £lekde < Klx—x,|< K3,

Ha ¢, = %akkor |F(X)—F(xO] <é.
Tétel: Ha f:[a,b]—> RR- integralhaté [a,b] és folytonos x, €[a,b]-ben, akkor

F(x) = [ f(e)dt derivalhat6 x,-ban és

Bizonyités:
[ ey x
F(x —F(xo)_x _ 1 jf(f)dt:f(g) x<§<x0
X — XO X = xo X = xo X
fim £ =) _ lim /(&)= /(x,)
X=X, X—X §x,
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Megjegyzés: ! f :[a,b]—)R folytonos [a,b]—n, ekkor 3 primitiv fiiggvénye ¢és az
F:[a,b]> R

V0%

Megjegyzés: [ folytonossaga nem sziikséges feltétele annak, hogy integralfiiggvénye
derivalhato legyen.

1 1
2xsin——cos— hax#0
PI: f: [0,1] = X x
0 ha x=0
akkor integralfiiggvénye

1

2 .

F:[O,l]: X ~sm; hax#0
0 ha x=0

mindeniitt derivalhato.
Parcialis és helyettesitéses R-integral
Tétel: Ha f,g: [ ]—) R folytonosan derivalhatok akkor

I f(x)g'(x)dx = f(b)g(b)~ fla)g(a)- If (e hg (e

Bizonyitis: !F:[a,b]—> R
= [0 Gk [ 0+ ate) (el
F derivélhato és F'(x ) 0 = F(x ):c F( )—0:>c:0:F(b):O
j S (x)g(x)ex + j f'(xeg(c)x — f(a)gla)- £ (b)g(b)

Tétel: !g: [a,b] - [c,d ] folytonosan derivalhato fiiggvény
f :[e.d]— R folytonos, akkor

b g(b)=d

[1(g@)-g'(e)de =" [ flxpix

a g(a):c
Bizonyités: B.sz.

Tétel: (C B - S) Ha f,g: [ ]—)‘.R R-integralhato fiiggvények

somfs{Jrom{fee]

J.f X)dx
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Az integralszamitas néhany alkalmazasa

Teriiletszamitas
Tétel: !f,g:[a,b]— R folytonosak [a,b]—n és f(x)> g(x)x [a,b].
Ekkor a két fiiggvény az x = a, x = b gérbéje altal hatarolt sikidom teriilete

= [(7(x)- gl

Bizonyitas: A tétel nyilvanvalo a hatarozott integral geometriai jelentése alapjan.
2 2

Pl: Az ellipszis tertiilete: x_2 +2 =1

a b?
a a %
T:4jQWf—x%u=44]h—ik=4dﬁam%m=
a a

X .
—=sint dx=acostdt
a

a

_4ab t+s1n2t " = 2ab Z-l'O—(OJFO) =abrx
2 2, 2

Paraméteresen adott gorbe esetén

x=x<r>} “SUSP Tk,

y=y()] t=x"(x)

7= [yt = [yl () = [ (0)x()

A gorbe ivhosszanak kiszamitasa

| f :[a,b]—> R folytonos [a,b]-n. Tekintsiik az [a,b] egy normalis

B, = {xj;‘a =x, <x',<..<x, = b} beosztas sorozatat!

P ) (=00,

A P/P"P}...P' toréttvonalat a gérbe beirt poligonjanak nevezziik.

A > P! P" abeirt poligon hossza.
i=1
Definicio: A gorbét rektifikalhatonak nevezziik, ha a beirhatd poligonok hosszanak a halmaza
korlatos.
Definicio: A beirt poligonok hossza halmazanak fels6 hatarat a goérbe ivhosszanak nevezziik.

(Azt a hatarértéket, amelyhez a gorbére irt poligonok hosszanak sorozata tart V normalis {Bn}

esetén.)
Tétel: ! f|a,b]— R folytonosan derivalhato [a,b]—n, ekkor f[a,b]-hez tartozé grafikonjanak
ive

b

L =I\/1+f'ix2 idx.

a
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Bizonyitas:
k rogzitett
!B, = {x,k }a = Xf <xf<..< x:k = b} egy beosztasa

i

L, =3 B =3l F ()= /G )

i=1 i=1
Az ffiiggvény az [x['i1 ,x) ]— n teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit ezért

3" e (xt,. x| hogy
FE Nk =i )= )= )

s
L, :Z,/1+f'2i§i"i (xlk —xl.’il) és ez a 1+ f'° Riemann-dsszege és mivel ez
i=1

folytonos ezért integralhato.

b
L, —)J. 1+ £ (x) dx

B[ :
Paraméteresen L= J.\/xz(t)+ yz(t) dt

Forgastest térfogata

Tétel: !f :[a,b]—> R folytonos [a,b]-n, f (x)>0vxe [a,b]-re ekkor f [a,b]-hez tartozd
ivének megforgatasaval 1étrejott forgéstest térfogata.

V= ﬂ.lifz(x)dx

Bizonyitas: !B, = {x," a=x'<xf <xf.< x:fk = b} (i=12,...n,) egy beosztassorozat [a,b]-

nek.
m! =inf f(x)
xe [xf_l,xl.k] ¢ € [xik—l’ xzk]

M =sup f(x)

Vﬁzl‘fmnf‘zAxf vy ﬁiﬂMf‘zAXf Vzi”fz(fik)mf

Vv,V <V,
!

b

7Z'J- £ (o )x

Altalanosan: Ha T (x)jelé')li egy test x tengelyre merdleges sikmetszetének a teriiletét
a<x<b,ekkor

V= j‘T(x}z’x.

Paraméteresen:
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x2 y2 x2
PI: ?+b—2:1 y:b l—a—2
2
f x? 1 x? 4
V=rl|llbl-2= | dc=b7||1-=ldx =—rmb*
!U } g =

Forgastest palastjanak felszine

Ha az f: [a,b]—) R folytonos fiiggvény [a,b]-hez tartoz6 ivét az xtengely koriil
megforgatjuk akkor az iv egy forgastest palastjat irja le.

Ha a gorbébe egy tordttvonalat is irunk és azt is vele forgatjuk, akkor a torGttvonal egy
csonkakuppalastokbol 6sszetett feliiletet fog leirni.

Definicio: A forgastest paldstjanak a felszinén azt a hatarértéket értjiik, amelyhez a gérbébe irt
torottvonal forgatdsanak eldallo forgasfeliilet tart, ha a gorbébe irt tordttvonal egy olyan
tordttvonal sorozatot fut be, amelynél a leghosszabb oldal hossza is a 0-hoz tart.

Tétel: | f,g = Rés B, egy normdlis beosztassorozata [a,b]-nek

k ok k k
gi 57 5 € [xi—l’xi ]

ny

108.8)= 2 rlel ) sl

b
Ha f és g folytonosak, akkor f(f -g,B, ) - J.f - g.

Bizonyités: B.sz.
Tétel: Ha f:[a,b]— R folytonosan derivalhato [a,b]-n, akkor f[a,b]-hez tartozo ivének
forgatasaval el6allo forgéstest felszine

F=27zj‘f(x 1+ £ (x)dx .

Bizonyitas: ! B egy beosztasa [a,b]-nek. P.(x,, f(x,))
A P_,,P egy csonkakupfeliiletet ir le

T zzﬂf(xm);f(xi)h

i

Mivel f folytonos ezért 3£ e (XH ,x,)f (& ) = M

= Zd(éi)\/(xi — X )2 +(f(xi)_f(xi—l ))2 = 27.17r(xi) 1+f12( i) Ax,
(n, € (xi,xl._l) Lagrange-tétel.)

F, :iTl —)27z'jif(x)\/l+f'2(x)dx
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B
Paraméteresen F = 27Z'I y(eWx2(t)+ 2 (¢ )de

a

Numerikus integralok

Téglanyformula
'f: [a,b] — R folytonos fliggvény
b n
Def. szerint J. 1o )dx = limz 7(&)Ax, (*)
n—>0 ol

Kozelitdleg ugy tekinthetjiik, hogy
specialisan Z M Ax,

!:f(xyx ~ ;f(fz )Axi ,i‘f(x)dx ~ zm A

7 & &, gyanant az [xH,xi] kezd6 vagy végpontjat valasztjuk, akkor

I Ax, =

J ke =2 e st} v rt, )

b

jf(x)dx~ a[f(x1)+f(x2)+...+f(b)].
Az integralnak -e keplet szerint valo kiszamitasanal elkovetett hiba nem nagyobb mint
Z(M i —m; )A‘xi .
Ha f'(x) korlatos akkor 3 K € R* f'lx)<K.

Ekkor Lagrange tétel szerint
M, —m, = f(&)-f(n)=f"(r ) —n| <K Ax,

Z": (M, —m, Ax, < KeAx,

i=1

: b-
Ha [a,b]-t n egyenld részre osztjuk Ax, =

[ r(ehte— 3 rle e | < o oa _KO=a)

n n

Trapéz formula: a (*) spec. esete

j[f()c)dx _ g f(xi—l )2"' f(xi )Ax[

Ui Bolzano-tétel szerint 3¢, € (x,,,x,) f(&)= PASTEYA (. )2+ f(x)
MM trapéz teriilete
.[f(x)dx — b;a|:f(a);—f(x)+ f(xl);f(x2)+...+ f(xn—1;+f(b):|
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2 hiba: :b-a[f<a>+f(b>+f<xl>+f<x2>+...+f<xl_l>}

n 2
b-a) b—a)K ,
(12naz) ‘K <e. n> % |f (x)SK|

Simpson modszer:
A trapéz-szabalyhoz hasonloan egyszerii, de pontosabb lényege, hogy a gorbét nem hurral
b-a

2n

hanem parabola ivvel helyettesitjiik. Osszuk az [a,b]—ot 2n egyenld részre. |h =

b

J 1O (ro + 2y 4400+ 33+t 2 ) 4200 + 00 4t 02,)

(b-a
2880n*

>

a
5

N—

a hiba

K(e Ifx) <k

Fiiggvénysorok
Definicio: Legyenek f,, f5,.... f,»...: D — R fliggvények. A
i £, (x) sort fiiggvénysornak nevezik.
n=l
Definicio: A Z £, (x) fiiggvénysor konvergens az x, € D pontban, ha a

o0
z £, (x,) numerikus sor konvergens.
n=1

Az x_ pontot a Z £, (x) figgvénysor konvergenciapontjanak nevezziik. A
n=1
konvergenciapontok Gsszességét a Z £, (x) konvergenciatartomanyanak nevezziik.

Definicio: ! D a i £, (x) fiiggvénysor konvergencia tartoméanya, akkor az s, (x) = Zn: £ (x)-
k=1

n=1

el értelmezett (n =1,2,...) <sn (x)> sorozatot a fliiggvénysor részletosszeg sorozatanak nevezziik.

Definicio: A Z £, (x) fliggvénysor Osszegfiiggvényén a

n=1

lims, (x) = s(x) (x € D) fiiggvényt értjiik.

Pl: 1) ix” s,(X)=l+x+x"+..+x" = (ez konvergens|x| <1)
n=0

lims, (x)= L s(x).

n—>0 1—x
Megjegyzés: A numerikus sorokkal kapcsolatban megvizsgaltuk, hogy érvényben maradnak-e
a véges Osszegekre megismert altalanos szabdlyok. Lattuk, hogy nem, s alkottunk egy
specialis  konvergenciafogalmat. Ugyanugy meriil fel a kérdés a fliggvénysorokkal
kapcsolatban is: a) A folytonos fiiggvényekbdl alkotott fliggvények 0Osszegfliggvénye

folytonos-e? b) Az integralhato fiiggvényekbdl alkotott fliggvények végtelen soranak
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tagonkénti integraldsa ugyanazt adja-e mint az Osszegfiiggvény integralja? c) Ervényes-e a
tagonkénti derivalas szabalya. A valasz altalaban nem.

Pl: i(x”—x”*l):(x—l)+(x2—x)+(x3—x2)+...+ fiiggvénysor tagjai a  (0;l]-en

n=1

folytonosak. Osszegfiiggvénye s(x)= lim s, (x) = lim(x —1) ol {_ 1 T N (?’1)
ax=1.

m-—0

n—»o0 X — 1

nem folytonos a (0,1]-on.

A z £, (x) fiiggvénysor konvergencidjanak vizsgalatanal ugyanahhoz az ¢ > 0-hoz més n,

n=1

tartozik, ha x, mas. Ha dn,amely csak &-t6l fiigg, akkor a Z fn(x) egyenletesen

n=1

konvergens.

Definicio: Az Z /. (x) figgvénysor egyenletesen konvergdl a D halmazon az s(x)

n=1
fiiggvényhez, ha Ve >0-hoz 3n, € N, hogy ha n>n, , akkor |sn (x)—s(x)| <¢, VxeD
esetén.

Az Osszegfiiggvény nélkiil is meg lehet fogalmaznia az egyenletes konvergenciat a Cauchy
féle konvergencia kritérium alapjan.

Tétel: (Cauchy-féle konvergencia kritérium) A z £, (x) fliggvénysor < egyenletesen

n=1

konvergens D-n, ha Ve&>0-hoz 3In,eN,haVn,m>n, é xeD  esetén

5, ()= 5, (x) < &.
Bizonyitas: A Cauchy féle konvergencia kritériumbol jon.
Tétel: (Egyenletes konvergencia és folytonossag)

Ha az f,f,,...f,,... fliggvények folytonosak x, -ban(x, € D ¢és z fn(x) egyenletesen

n=1

kovergal D —n s(x)-hez, akkor s(x) folytonos x, -ban.

Bizonyitas: !x, e D és & > o tetszdleges.
i £, (x) egyenletes konvergencidja miatt ¢, = ?-hez dn, e N, hogy ha n>n, és
n=1

VxeD-re |sn(x)—s(x)| <&,

s, (x)folytonos x, ban, igy &, >0 3 &, >o, |x —x0| <o, = |Sn (x)-s,(x, )|81

|S(x) - s(xn )| < |s(x) -5, (xl +|s, (x) -5, (xn )| +

. & .
Tehat ha ¢, =3 és o =0, akkor |x—x0| < J esetén

s,(x,)-s(x, ) <& +e +6 =¢

|s(x)— s(xo)| < ¢, azaz s folytonos x, -ban.

Tétel: (Weierstrass) Ha a Z f (x) fiiggvénysorhoz 3 Zan konvergens numerikus sor, hogy

n=1 n=1

S (xl <a, Vxe D-reés (ne N)-re ekkor i £, (x) egyenletesen konvergens D-n.

n=1

41



Bizonyitas: Sorokra vonatkozd majorans kritérium és a Cuchy féle konvergencia kritériumbol
kovetkezik.

Zan konvergens = V&)03n, € N, ha n,m >n, akkor Zak <¢&,ekkor Vx e D -re.

k=m+1
|sm(x)—sn(x] = ka(x)1 < Z|fk(x)| < Zak <&
Definicio: A Z £, (x) fliggvénysor abszolut konvergens D-n, ha Vxe D -re z

k=m+1 k=m+1
konvergens.

[, (x)

Hatvanysorok

Definicio: A i C,(x-x,) (C

n=0

X, X, eR) fiiggvénysort x, koriili hatvanysornak

no

nevezzik.
Mivel az x koriili hatvanysor, az x —x, =z eltoldssal origd koriili hatvanysorba megy 4at,

ezért a tovabbiakban csak a

Z C, x" hatvanysort vizsgaljuk.

n=o

Tétel: (Abel): Ha a ZCnx” hatvanysor konvergens egy x, # o pontban , akkor abszolut
)-ban.

Bizonyitas: Mivel a ZCWxO" konvergens, ezért altalanos tagja tart a 0-hoz, azaz

konvergens a (—

xO xO

b

Cx, >0=3K>0 [ox/|<k.

> Cx" = ZCnxO"[i] és tekintsiik a

X

o

n

Z‘Cn -x"‘ = z C,x," [iJ < ZK ez utdbbi egy konvergens geometriai sor

x()

x
x()
|x| < |x0| esetén.

esetén.

X

o

Tehat a Z C x" sor abszolut konvergens |x| <

3

A hatvénysor a (— ) minden [a,b] intervallumaban egyenletesen konvergens.

xO xO

Kovetkeztetés: Ha a ZCnx’" hatvanysor divergens az x, pontban, akkor divergens minden
x pontban amelyre |x| > |x0|.
Ha wugyanis a hatvanysor konvergens lenne egyetlen olyan x, pontban amelyre

|x1| > |x0| = Abel tétele értelmében x, -ban is konvergensnek kellene lenni.

2, Egy ZCnx” hatvanysor konvergenciatartomanya csak a 0 pontbol vagy a szamegyenes

minden pontjabdl, vagy egy az origoéra szimmetrikus (— R, R) intervallumbdl all.

Ez utobbi esetben a hatvanysor az intervallum végpontjaiban kiillonbozoképpen viselkedhet.
Lehet mindkét végpontban konvergens és divergens illetve egyikben konvergens a masikban
divergens.
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Tétel: (Cauchy-Hadamard)

Legyen adott ZCnx” htvanysor és

n=c

R=—— R=—1

1
=1
fim.y|C, lim|

n+l
C,

n—>0

1, ha / =0 akkor Vx € R pontban abszolut konvergens R = .
2,ha [ = akkorcsakaz x=o0-ban R=o0

3,ha 0 </ <o akkor (- R, R)-ben abszolit konvergens |x|>R esetén divergens, a
hatvanysor x = o -ban abszolutkonvergens.
Bizonyitas: B.sz.
Definicio: Az R szdmot a hatvanysor konvergenciasugaranak nevezzik.

A (— R, R)-ot a hatvanysor konvergencia intervallumanak nevezziik.
2

PIL: a)1+zﬁzl+x+%+....

n=1 n
R= L__ 1.
limi/T
n—0 n
az x =—1 helyen konvergens
az x =1 helyen divergens
0 n 2 3
x
b) x + =l+x+—+—+
) ; nn 22 3
R= : =00

) Donlx" =1+x+2x> +3Ix" +...

n=o

1

R: =
) in+1i! 0
lim

n—>0 n!

Tétel: (Hatvanysorok tagonkénti derivalasa)

Ha a (1) chx” hatvanysor konvergencia-sugara R # 0, akkor a hatvanysor
n=0

f (x) Osszegfliggvénye minden olyan x pontban derivalhatd, amelyre — R < x < R ¢€s
f'(x)=Yne,xm (¥)
n=1
Bizonyitas: El8szor megmutatjuk, hogy a (*) sor is konvergens.

Ixe (— R,R) €s r>o olyan |x| <r<R. Az (1) sor x=r esetén konvergens ezért

C,r" — 0 azaz Cnr”‘ <K(K >0).
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n—1
X

-1
Cr'(xY K
=n——-7 | — Sn_
r r r\r

konvergens, ugyanis D’ Alembert-féle kritériumot alkalmazva.

Vizsgiliuk (¥) 4ltaldnos tagjat [nC,x"

(**)ez utobbi

K |x|"
(n+l)——
pil _ rir :n+1£ £<1
a, Klx|"™ no|r r
rr

Tehat (**) sor majoralja (*) és ezért (*) sor abszolut és egyenletesen konvergens (-R,R)-ben.
Megmutatja, hogy (1)-nek és (*)-nek ugyanaz a konvergense.
R 1 1

R = = =
lim "1/n|cn| limy/lc,
n—>x0 n—®0

Tétel: Ha a chx" hatvanysor konvergencia sugara R#0 és f (x) az Osszegfiiggvénye,
n=0

akkor minden olyan [a,b] c (— R, R) fennall

Jtie= S ae= 3 Sl ]

n=0 4 n=0 1 +

Bizonyitas: B.sz.
A Taylor-sor

'f:D — Rx, € D és faz x, pontban akarhanyszor derivalhato.
w 1)

Definicio: Az ffiiggvény x, ponthoz tartozé Taylor-sordn az Zf(—v;’)(x - X, )" hatvanysort
n=0 n.

értjiik.

Tétel: Az f fliggvénynek az x, ponthoz tartozé Taylor-sora < konvergal az f~hez valamely

intervallumon, ha a Taylor-formula maradéktagjainak sorozata nulldhoz konvergal ugyanezen
az intervallumon.

Megjegyzés: x, =0, akkor a Taylor-sort Mac Laurin sornak nevezziik.
'f:D—>NRé x, €D

Definicio: Az f fliggvény analitikus az x, pontban, ha 3 5)0(5 € SR), hogy 1 x,-hoz tartozo

Taylor-sora konvergens a V(x,,8) D halmazon és

Sl oy
f(x):Z%(x—xo) VxeV(x,,8)ND.
n=0 :

Improprius integral
1. Nem korlatos fiiggvény improprius integral integralja

D:(a,b] >R az (a,b] minden pontjaban értelmezve, de az a pont kdrnyezetében nem
korlatos.
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Haaz f(x) barmely [a + &,b] intervallumon Riemann-integralhaté és a (0(&(b - a)

b
ling I f (x) dx hatarérték 3 akkor az f fliggvény az [a,b]-on impropriusan integralhatonak

nevezzik és az fintegraljan a hatarértéket értjiik.

ff(x) dx = lim j £(x)dx

a+e

Ha az [a,b]—ban véges sok olyan pont van, amelyek kornyezetében a fliggvény nem korlatos,

akkor ezen pontok segitségével feldaraboljuk az intervallumot részintervallumnak ¢és ezeken a
részintervallumokon kiilon-kiilon megnézziik, hogy léteznek-e a impropius integralok, ha
igen, akkor ezek 0sszegeként definidluk az [a, b] -n az impropius integralt.

Hapl. az a = ¢,{c¢,{c..{c, = b azok a pontok, ahol a fnem korlatos akkor ha 3-nek a
hrr(} .[ £(x) dx , akkor

ci+e

i f(x)dx = Zhgol Tf(x) dx. (0(2&(min(c, ¢, ,))

¢ tE

2. Végtelen intervallumon vett improprius integralok

b
Definicié:! f Vx > a helyen értelmezett és V[a,b]-n (a(b) integralhat6, ha lim j £(x) dx
hatarérték létezik, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény (a,oo)-on vett improprius

integraljanak nevezziik, azaz j flx)dx = lim £(x) ax.

a

Az x~" improprius inegralja (r>0)

1 1 —r+l 1 1-r 1-r 1

— ha 041
jl dx = lim dezlim{x }zlim(l _¢ j: [, ha 0
0

X 620 7 X e 1=r | o0 1=r 1-r w ha M1
2 b 1-r 1-r 1-r 0 ha 0<l"<1
j-l dx =lim ! dx:hmx =1i b —1 =<1
1xr bowd " boo| 1 =7 boo| |—p 1—7r . ha V>1

l/'_
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