148 feladat

a Kalmar Laszl6 Matematikaversenyrol

L(F+5+ +1)+(gmt+ms++)+(H+a+ +D+(+5++3)=7?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1985., 7. osztdlyosok versenye

2. Bizonyitsd be, hogy 1or + 163 + 1a5 +** + 505 > 3-

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1991., 6. osztalyosok versenye

3. Igazold, hogy az 1 + % + % + % + % 4+ 4 ﬁ ﬁ Osszeg nagyobb 5-nél, de kisebb 10-nél!

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1997., 7. osztalyosok versenye

4. Igazoljuk, hogy a 2 felirhaté 1998 darab kiillonb6z6 pozitiv egész szam reciprokdnak Osszegeként!

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1998., 8. osztalyosok versenye

5. Igazoljuk minél révidebben, hogy a kovetkezd egyenlGség helyes:

1 1 + 1 1 4t 1 1 1 + 1 4t 1
2 3 4 99 100 51 52 100°
Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1994., 8. osztalyosok versenye
6. (1—55) - (1—3) - (1—75) .- (1= ggz) - (1 = 1552) =7

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé 1981., 8. osztalyosok versenye

7. A kovetkez6 szorzasban a x-ok helyén 4116 szdmjegyek elmosédtak: x2 x -13 = 2 x x1. Hatdrozd meg
a hidnyzé szamjegyeket!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny, 1987., 5. osztalyosok versenye, megyei fordulé

8. A kdvetkezd osztasban a x-ok helyén all6 szamjegyek elmosddtak: 20 x x : 13 = % x 7. Hatdrozd meg
a hidnyzé szédmjegyeket!

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny, 1998., 5. osztédlyosok versenye, orszagos donté

9. Milyen szdmjegyeket kell {rni a, b és ¢ helyére, hogy a (tizes szdmrendszerben felirt) 2abc6 alaku
szam maradék nélkiil oszthato legyen 1986-tal?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1986., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

10. Egy hdromjegyli szam szamjegyeit Osszeszorozzuk, majd a kapott szam szdmjegyeit szorozzuk
Gssze. A kiindul6 szadmot és a két szorzatot a kovetkezé médon dbrézolhatjuk: (azonos alaki jelek azonos
szdmjegyeket jelolnek). A O O; AL O

Mi volt a kiindul6 szdm? Indokold meg valaszodat!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1980., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

11. A kovetkezd szorzasban azonos betiik azonos szamjegyeket, kiilonb6z6 betiik kiilonb6z6 szamje-
gyeket jelolnek:

BIT - BIT = SOKBIT.

Mi lehet a szorzat értéke?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1996., 8. osztalyosok versenye

12. Hany olyan n természetes szam van, amelyre igaz, hogy
1l _n 1
1< n+iz <3
(A)0 (B)1 (€) 2 (D) 3 (E) 4
Zrinyi Ilona Matematikaverseny, orszdgos dontd, 1992., 7. osztdlyosok versenye
Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1983., 8. osztalyosok versenye

13. Oldjuk meg a pozitiv egész szdmok halmazin az % + % = % egyenletet!

Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 2001., 8. osztdlyosok versenye



14. Melyik nagyobb:
3 3000001 ,

1 VY 1000001

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1983., 5. osztdlyosok versenye

15. Melyik szam a nagyobb és miért:
222221 333331,
222923 & 333334

Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1986., 7. osztdlyosok versenye

16. A 2, 3, 6 szamok érdekes tulajdonsaga, hogy Osszegilik 11 és reciprokaik Osszege: % + % + % =1.
Allitsuk el8 a 24-et és a 31-et is olyan pozitiv egészek Osszegeként, amelyeknek reciprokait osszeadva 1-et
kapunk!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1995., 6. osztalyosok versenye

17. Az orszagos dont6é masodik forduldjdba kilenc 6tddikes keriilt be, lanyok és fiik vegyesen. Itt a
lanyok hat tized része legaldbb két feladatot oldott meg hibatlanul. Hany 6todikes fit és hany 6todikes
lany keriilt az orszdgos donté masodik forduléjaba?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1987., 5. osztdlyosok versenye

18. Hogyan lehet 7 egyforma kenyeret igazsagosan elosztani 12 éhes vandor ko6zott gy, hogy egyik
kenyeret se kelljen 12 részre vagni? Probald meg minél kevesebb vagassal megoldani!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1985., 5. osztalyosok versenye

19. Bence 6sszeadta 1-t6] 20-ig a pozitiv egész szamok reciprokat. A kapott tortet egyszeriisitette, és
azt allitja, hogy az egyszertisités utan kapott tort szamlaldja oszthatd 5-tel. Igaza van-e?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1999., 5. osztalyosok versenye

20. Hany olyan négyjegyli szdm van, amelyben van ismétlddd szamjegy (pl. 2213, 4142, 1100)?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny 7. osztalyosok versenye, 1996, megyei forduld

21. Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben csak két kiilénb6z6 szamjegy fordul el6?
Kalmér Liszlé Matematikaverseny 6. osztalyosok versenye, 1998, orszigos dontd

22. A haromjegyli szdmok kozott melyikbél van tobb, amelyiknek minden szdmjegye péaros, vagy
amelyiknek minden szamjegye paratlan? Miért?
Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduld, 1996, 5. osztalyosok versenye

23. Hany olyan haromjegyli szdm van, amelyben a paratlan szamjegyek szdma paratlan? Allftésodat
indokold!

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1993, 5. osztalyosok versenye

24. Hany olyan Otjegyl szam van, amelyet ha ,jhatulrél” elore olvasunk, ugyanazt a szamot kapjuk
(példdul ilyen szédm: 12321)7

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1994, 5. osztalyosok versenye

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1999, 5. osztalyosok versenye

25. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 1 és 20 kozott 2 egész szamot ugy, hogy Osszegiik péaros legyen?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontd, 1994, 6. osztalyosok versenye

26. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki harom kiilonb6z6, 30-nal nem nagyobb pozitiv egész szamot gy,
hogy Osszegiik paros legyen?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orszagos dontd, 1994, 8. osztalyosok versenye

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszigos dontd, 1998, 6. osztdlyosok versenye

27. Adott a sikon két parhuzamos egyenes, az egyiken 10, a mdasikon 20 pont. Hany olyan hiromszog

van, amelynek csucsai az adott pontok koziil keriilnek ki?
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orsziagos dontd, 1995, 7. osztdlyosok versenye

28. Egy négyzet mindegyik oldalat 7 egyenld részre osztottuk. Hany olyan haromszog van, amelynek

cstcsal a négyzet oldalain megjelolt (csicsoktdl kiilonbozé) osztépontokbdl keriilnek ki?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1995, 8. osztalyosok versenye

29. Mennyi azoknak a csupa kiilonb6zé szamjegyekbol all6 4-jegyii szamoknak az Osszege, amelyeknek

szamjegyei kozt csak az 1, 2, 3, 4 szerepelnek?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1995, 7. osztalyosok versenye



30. Képzeletben irjuk fel az Gsszes olyan négyjegyil szamot, amelynek jegyei csak az 1, 2, 3, 4 szamok
koziil kertilhetnek ki (egy jegy tObbszor is eléfordulhat egy ilyen négyjegyli szdmban). Szdmitsd ki az
ilyen négyjegyii szamok Osszegét!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1987, 8. osztdlyosok versenye

31. Egy kormérkézéses versenyen (mindenki mindenkivel jatszik) eddig 65 mérkézést jatszottak le és
még mindenkinek 2 mérkozése van hatra. Hanyan indultak a versenyen?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1992, 7. osztalyosok versenye
32. Van-e olyan egész szam, amelynek négyzete igy frhaté: 19992000 4 17
Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 2000. 7. osztalyosok versenye
33. Lehet-e egy pozitiv egész szam négyzete a kovetkezd szam: 1998'° + 27 Allftasodat indokold!

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1998. 7. osztalyosok versenye

34. Lehet-e 1721996 4 7 egy egész szam négyzete?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1996. 7. osztalyosok versenye

35. Valaki azt allitotta, hogy egy pozitiv egész szam négyzetének a szdmjegyeit Osszeadta és 1995-6t
kapott. Igaza van-e?
Zrinyi Ilona Matematikaverseny 1995. 7. osztdlyosok versenye, orszagos donté

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 1996. 8. osztalyosok versenye

36. Van-e olyan pozitiv egész szam, amelyet négyzetre emelve és a kapott szam szamjegyeit Gsszeadva
a) 2001-et kapunk?
b) 2002-t kapunk?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 2000. 8. osztilyosok versenye

37. Az A pozitiv egész szam tizes szamrendszerbeli alakja 1999 darab 2-es és néhdny 0 szamjegyet
tartalmaz. Lehet-e ez a szam négyzetszam?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1999. 7. osztdlyosok versenye

38. Osszeadtuk az egész szdmokat 1-t8] 1999-ig. A kapott szdm egész szam négyzete-e vagy nem?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1999. 6. osztdlyosok versenye

39. Leirtuk sorban egymas mellé a pozitiv egész szamokat 1-t6l 1999-ig. Az igy kapott tizes szdmrend-
szerbeli szdm négyzetszam, vagy nem?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1999. 8. osztalyosok versenye

40. Vannak-e négyzetszamok a kovetkez6 sorozatban: 11, 111, 1111, 11111, ... 7

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1997. 7. osztalyosok versenye,

1998. 6. osztalyosok versenye

41. Adjuk meg az 6sszes olyan kétjegyli szamot, amelyeknek a négyzete harom azonos, 0-t6l kiillonbozé
szamjegyre végzodik!

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1999. 7. osztilyosok versenye

42. Bizonyitsd be, hogy négy egymast kovetd pozitiv egész szam Osszege nem lehet négyzetszam!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1992. 8. osztalyosok versenye

43. Lehet-e két paratlan szam négyzetének Osszege is egy egész szdm négyzete?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1994. 5. osztdlyosok versenye

44. Tgazoljuk, hogy 6t egymast kovetd pozitiv egész szam négyzetének Osszege nem lehet egy egész

szadm négyzete!
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1995. 8. osztalyosok versenye
Kalmar Laszl6 Matematikaverseny orszidgos dontGje, 2001. 7. osztalyosok versenye

45. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek fele egy egész szam négyzete, 6tdde pedig egy
egész szadm kobe (harmadik hatvanya)?
Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1998. 6. osztilyosok versenye
46. Keress olyan pozitiv egész szamot, amelyet 2-vel szorozva négyzetszamot, 3-mal szorozva kobsza-
mot, 5-tel szorozva teljes 6t6dik hatvanyt kapunk!

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1989. 8. osztalyosok versenye



47. Dontsd el, hogy a kovetkez6 13-jegyil szam négyzetszam vagy sem: 1020304030201.

Kalmér Lészlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1993. 8. osztalyosok versenye

48. Igaz-e, hogy a kovetkez6 alakt, tizes szamrendszerben felirt szamok mind négyzetszamok: 49, 4489,
444889, 44448889, ...

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1993. 7. osztdlyosok versenye

49. Négyzetszdm-e a kovetkezd kivonas eredményeként kapott szdm: 11111112222222 — 33333337

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszdgos dontdje, 2000. 8. osztdlyosok versenye

50. Van-e olyan négyzetszam, amely 1988-cal kezd6dik? Ha talaltal ilyet, ird le azt is, milyen modszert
hasznéltal, hogyan gondolkodtal!

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduldja, 1988. 8. osztalyosok versenye

51. Melyik az a négyjegyli szam, mely egy egész szam négyzete és az els6 két jegye is egyenld, meg az
utolso két jegye is egyenl6?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 1992. 6. osztalyosok versenye

52. Melyik az a négyjegytli szam, amely teljes négyzet és a szam elsé két jegyébol meg az utolsd két
jegyébol 4ll6 szam is teljes négyzet?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduldja, 1991. 8. osztalyosok versenye

53. Legyen a és b olyan pozitiv egész, amelyre b% = a — b. Bizonyitsd be, hogy a + b + 1 négyzetszam.

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1995. 8. osztdlyosok versenye

54. Az n pozitiv egész szam mely értékeire igaz, hogy az n? + 4n — 5 egy egész szam négyzete?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny megyei forduldja, 2000. 8. osztalyosok versenye

55. Szamold 6ssze, hany pozitiv osztdja van 16 200-nak!

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1991., 5. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

56. Hény kiilonboz6 alaku téglalapot lehet 6sszedllitani 72 darab egyforma (egybevagd) négyzetlapbdl,
ha egy-egy téglalaphoz mindegyik négyzetlapot fel kell hasznalni?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 2001., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

” 7

57. Melyek azok a paros szamok, amelyek eléallithatok két négyzetszam kiilonbségeként?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1988. 7. osztalyosok versenye

58. Megoldhaté-e az egész szamok korében az 22 + y? = 2001 egyenlet?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 2001. 7. osztdlyosok versenye

59. Egy nagy csalddban a gyerekek atlagos életkora 11 év. A legidésebb gyerek 17 éves, a tobbiek
atlagos életkora 10 év. Hany gyerek van a csalddban? (A gyerekek életkorat egész évnek vessziik.)

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1983., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

60. Ha négyszer annyi pénzem lenne, mint amennyi van, akkor vagyonom annyival lenne tobb ezer
forintnél, mint amennyi most hidnyzik beléle. Hany forintom van?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1992., 5. osztalyosok versenye, megyei fordulé

61. Andris azt mondta Béldnak: az én pénzem 3/5-éhez még 70 forintot kell adni, és akkor annyi
forintot kapunk, mint ahdny van neked. Béla igy valaszolt: neked csak 30 forinttal van tobb pénzed, mint
nekem. Mennyi pénziik van kiilén-kiilén?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdagos dond, 1994., 5. osztdlyosok versenye

62. Egy apa most hétszer annyi id0s, mint a fia. Tiz év mulva az apa haromszor olyan id6s lesz, mint
a fia. Hany éves most az apa és a fia?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdagos dond, 1997., 5. osztdlyosok versenye

63. Bontsd fel a 60-at két szdm Osszegére gy, hogy az egyik szam hetede egyenld legyen a masik szam
nyolcadéval!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny orszagos dond, 1991., 5. osztdlyosok versenye



64. 18 pénzdarab van a zsebemben, csupa 2 és 5 forintos. Ha annyi 6t6s6m lenne, mint ahany kettesem
van, és annyi kettesem, mint ahany 6t6som, akkor kétszer annyi pénzem lenne, mint amennyi van.
Mennyi pénzem van?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1985., 5. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

65. Osszuk fel a 45-6t 4 részre gy, hogy ha az els6 részhez 2-t adunk, a masodikat 2-vel csokkentjiik,
a harmadikat 2-vel szorozzuk, a negyediket 2-vel osztjuk, akkor egyenl6 szamokat kapunk!

Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dond, 1995., 5. osztalyosok versenye

66. Egy klub tagjai Osszejoveteliikre egy termet bérelnek. Osszesen tizen vettek részt az iilésen. A
bérleti dijat a résztvevok fizetik ki, mindenki ugyanannyit. Ha 5-tel t6bben lettek volna, akkor fejenként
1000 Ft-tal kevesebbet kellett volna fizetni a teremért. Mennyi terembért fizettek Osszesen?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1997., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

67. Melyik az a négy pozitiv egész szam, amelyeket paronként osszeadva a kovetkezd szamokat kapjuk:
4’ 5’ 7’ 8’ 10’ 117 Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1992., 5. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

68. Fél 6t és ot ora kozott Jancsi megnézi a kardérajat, a mutatok éppen egy egyenesbe esnek. Hany
perc milva lesznek legkozelebb merdlegesek egymasra a mutatok?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny 1982., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

69. Az 6ra kis- és nagymutatdja pontosan 12 drakor egybeesik. Legkozelebb mikor esnek idjra egy

‘7

egyeneSbe' Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1990., 5. osztdlyosok versenye, megyei forduld

70. Az éra és a percmutatd déli 12 érakor fedik egymast. Legkozelebb hany érakor fogjak ismét fedni

S

egymabt ' Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdagos dond, 1994., 5. osztdlyosok versenye

71. A két unoka életkora a nagymama életkoranak két szamjegyével egyenld. Harmuk életkoranak
Osszege 72 év. Hany évesek kiilon-kiilon?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 2000., 6. osztdlyosok versenye, megyei forduld

72. Melyek azok a tizes szdamrendszerben felirt haromjegyt szdmok, amelyekre igaz, hogy egyenl6k
szamjegyeik Osszegének 12-szeresével?

Kalméar Lészlé6 Matematikaverseny 1998., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté, ill. 1987., 7. osztalyosok versenye, megyei forduld

73. Egy haromjegyi tizes szamrendszerbeli szam egyenlo a szamjegyei 0sszegének 15-szorosével. Melyik
lehet ez a szam?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 2000., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

74. Keresd meg mindazokat a tizes szamrendszerben felirt szamokat, amelyek szamjegyeik sszegének
13-szorosai!

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1985., 8. osztalyosok versenye, megyei fordulé

75. Egy tizes szamrendszerben felirt szdm egyenl6 szamjegyei Osszegének 17-szeresével. Melyik lehet
sm?
€z a Szam.: Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1995., 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd
76. Melyek azok a tizes szamrendszerbeli haromjegy(i szamok, amelyek egyenléek szamjegyeik Gssze-
. ) I

: almér Laszlé Matematikaverseny 1992., 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd
gének 19-szeresével Kalmér Lésslé M K . vosok (o dBnts
77. Melyek azok a haromjegyti tizes szamrendszerbeli szamok, amelyek egyenlék szamjegyeik 0sszegé-
- Svel?
nek 34-szeresével Kalmér Laszlé Matematikaverseny 2001., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé
78. Van 48 darab egyforma (egybevégd) kockank. Hényféle kiilonbozé alaku téglatestet lehet ezekbdl

Osszerakni, ha egy-egy téglatestnél mindet fel kell hasznalni?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja 1997., 5. osztdlyosok versenye

79. Egy kocka 6 lapja koziil 2-t pirosra, 2-t kékre, 2-t sargara akarunk festeni. Hanyféleképpen tehetjiik
ezt meg, ha az elmozgatassal fedésbe viheté kockakat azonosnak tekintjik?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1998., 5. osztdlyosok versenye



80. Egy kocka minden lapjat pirosra vagy kékre festhetjiilk. Hany kiilonb6zé kockat tudunk igy ké-
sziteni, ha csak azokat a kockdkat tekintjik kiillonbozének, amelyeket elmozgatassal nem lehet fedésbe
hozni?

Kalmér Lészl6 Matematikaverseny megyei forduléja 1999., 5. osztdlyosok versenye

81. Andi és Bea a kovetkezo jatékot jatsszak. Nyolc szines gyurmagolyot, amelyek koziil 2 piros, 2 kék,
2 z61d és 2 sarga, felvaltva egy kocka csiicsaiba nyomnak. Andi kezd, barmelyik golyét barmelyik csticsba
teheti. Ezutan Bea kovetkezik, a megmaradt golyékbol barmelyiket egy még szabad kockacsicsba teheti.
Ezutdn djra Andi jon, majd Bea mindaddig, amig van goly6 (és igy szabad kockacstcs is). Andi nyer,
ha a végén van olyan éle a kockanak, amelynek két végén azonos szinl golyé van, ellenkezé esetben Bea
nyer. Ki tud gy6zni ebben a jatékban?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orsziagos dontdje 1999., 5. osztilyosok versenye

82. Hény egybevdgd kockdt ragasszunk Ossze oszloppd, ha az eredeti kocka felszinénél haromszor
nagyobb felszinii testet szeretnénk kapni?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1985., 6. osztalyosok versenye

83. Egy kockat két szemkozti lapjaval parhuzamos sikokkal tgy ,szeleteliink fel”, hogy a keletkezett
testek felszinének Osszege haromszorosa legyen a kocka felszinének. Hény sikkal szeleteltiik fel a kockdt?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja 1993., 6. osztalyosok versenye

84. Egy adott kockat mindegyik lapjdra tikroziink. Az {gy kapott test (az eredeti kockédval egytitt)
térfogata hanyszorosa a kocka térfogatanak? Es a felszine hanyszorosa a kocka felszinének?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dontGje 1992., 5. osztalyosok versenye

85. Egy kockat tetraéderekre darabolunk. Legalabb hany tetraédert kapunk?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orsziagos dontdje 1995., 8. osztilyosok versenye

86. Egy kocka minden lapjara egy sikot fektetiink rd. Hany részre osztjdk ezek a sikok a teret? Alli-
tdsodat indokold!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1991., 5. osztalyosok versenye
Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1993., 5. osztilyosok versenye

87. Mekkora szoget zar be a kocka egyik csticsabdl kiindulé két lapatloja?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny orszagos dontdje 1997., 5. osztalyosok versenye

88. Egy sorozatot a kovetkez6 mddon képeziink. A sorozat elsé tagja 1997. Minden kovetkez6 tagot
ugy kapunk, hogy az el6z8 tagbdl kivonjuk a szdmjegyeinek Osszegét (pl. 1997, 1997 — 26 = 1971, ... )
Mi lesz a sorozat els6 olyan tagja, amelyik egyjegyli szam?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1997., 7. osztalyosok versenye
Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1993., 7. osztalyosok versenye

89. Pisti azt tapasztalta, hogy ha egy négyjegyli szdmhoz hozzdadja a forditottjét (azt a szdmot,
amelyet az eredeti szdm jegyeinek forditott sorrendbe {résdval kaptunk), akkor az 6sszeg mindig oszthatd
11-gyel. A két szam kiilonbségérdl azt taldlta, hogy mindig oszthaté 9-cel. Igaza van-e? Magyardzd meg
a tapasztalatot! Mit tapasztalsz, ha 6tjegyli szdmokkal is prébalkozol?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1980., 8. osztilyosok versenye

90. Kiviélasztunk egy tetszéleges haromjegyi szamot és négyzetreemeljiik. Ezutan a kivélasztott szam
szamjegyeit forditott sorrendben leirjuk, és a kapott szdmot emeljiik négyzetre. A két négyzet koziil a
nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbiket. Igaz-e, hogy az eredmény mindig oszthatd 99-cel?

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1993., 8. osztalyosok versenye

91. frj fel egy tetszOleges hdromjegy(i szdmot (példdul: 235), majd készitsd el azt a 6-jegyli szdmot,
ami ennek a szdmnak a kétszeri egymads utan irasdval keletkezik (235235). A kapott szdm mindig oszthaté
13-mal! Magyardzd meg, miért igaz ez mindig!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny megyei dontéje, 1993., 6. osztalyosok versenye



92. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetszdleges kétjegyli szamot haromszor egymds utan irsz, az igy kapott
hatjegy(i szdm oszthaté lesz 13-mal!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei dontdéje, 1982., 8. osztalyosok versenye

93. Egy tetszbleges kétjegyll szam utan irjunk egy nullat, majd Gjra a kétjegyi szamot. Mutasd meg,
hogy az igy kapott 6tjegyil szam mindig oszthaté 11-gyel és 13-mal is!

Kalmér Lészl6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1991., 6. osztalyosok versenye

94. Béla azt allitja, hogy a hatjegyl szamokra ismer egy 37-tel vald oszthatdsigi szabalyt. Példaul:
413364 oszthaté 37-tel, mert 413 4 364 = 777 oszthaté 37-tel. Ugyanakkor 113231 nem oszthato 37-tel,
mert 113 4 231 = 344 nem oszthaté 37-tel.

Fogalmazd meg a szabalyt és bizonyitsd be, hogy a szabaly helyes!

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei dontéje, 1994., 6. osztalyosok versenye, 1995., 7. osztalyosok versenye

95. Igazoljuk, hogy ha az abcabc hatjegyli szdm oszthaté 37-tel, akkor a bcabca hatjegyli szam is
oszthaté 37-tel! Kalmér Lészl6 Matematikaverseny megyei dontje, 1996., 8. osztalyosok versenye
96. Tudjuk, hogy p és g olyan pozitiv egész szamok, amelyekre 3p + 4¢q oszthaté 11-gyel. Igaz-e, hogy
ekkor p + 5¢q is oszthatd 11-gyel?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1991., 7. osztdlyosok versenye
n2+2
n+1

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny megyei dontéje, 1991., 8. osztalyosok versenye

97. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n egész szamot, amelyre az

tort értéke egész szam!

98. Elsallithaté-e 220 néhany (legaldbb kettd) egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegeként?

Kalmér Lészl6 Matematikaverseny megyei dontéje, 1990., 7. osztalyosok versenye

99. Allitsd els 1996-ot egynél tobb, egyméast kdvetd pozitiv egész szdm Osszegeként!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1996., 8. osztilyosok versenye

100. Hanyféleképpen lehet 1989-et el6éllitani egymast kovetd pozitiv egészek Osszegeként?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1989., 8. osztalyosok versenye

101. Melyek azok a p és g primszamok, amelyekre p + ¢ is és p — ¢ is primszam?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny orszagos dond, 1997., 6. osztdlyosok versenye

102. Van-e 7, 13, 19, 25, ... sorozat (minden tag 6-tal nagyobb, mint az el6z6) tagjai kozott olyan
szam, amely el6allithaté két primszam kiilonbségeként?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1994., 7. osztédlyosok versenye

103. Van-e olyan pozitiv egész k szam, amelyre igaz, hogy k+5, k+7 és k+ 15 egyszerre primszamok?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos donts, 1993., 6. osztalyosok versenye

104. Milyen p primszamra lesz 2p + 1, 3p + 2, 4p + 3 és 6p + 1 mindegyike prim?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1992.; 7. osztdlyosok versenye

105. Oldjuk meg a primszamok kérében a kovetkezd egyenletet: 22 — 1 = 2y2.

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1999., 8. osztdlyosok versenye

106. Egy haromjegyii paratlan szamrdél meg kell dllapitani, hogy primszam-e vagy Osszetett. Okos
Berci 3-t6l 31-ig nem talédlt osztét. Ezek utan azt mondta, hogy a szdm biztosan primszam. Igaza volt?
Miért?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1985., 7. osztdlyosok versenye

107. Adott egy 3-nédl nagyobb p primszam és tudjuk, hogy p-nek egy hatvanya 20 jegyi szam. Igazoljuk,
hogy a 20 szamjegy kozott van legalabb 3 azonos!

Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orszagos dontd, 1996., 7. osztilyosok versenye

108. Az 1'2‘3'4'5'2&338'99'100 tortet egyszeriisitjik, amig lehet. Mi lesz a végeredményként kapott tort
nevezéje? (2190 azt a 100 tényezds szorzatot roviditi, amelynek minden tényezdje 2; a szamlals is 100
tényezls szorzat.)

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1987., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

109. Mi lesz az 1'2'3'4'255;'0'_‘:'3%%99'100 tort nevezdje, ha az Osszes lehetséges egyszertisitéseket elvégezziik?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1993., 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd



110. Osszeszoroztuk az elsd szdz pozitiv egész szamot. Mi lesz a szorzat tizes szdmrendszerben felirt
alakjaban a jobbrdl szamitott 24. szamjegy?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1986., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

111. A kovetkez6 szorzat eredményét primszamok hatvanyanak szorzata alakjaban irjuk fel. Mennyi
lesz ebben a 2 kitevéje?
31-32-33-...-59-60

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 1995., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté

112. Bizonyitsd be, hogy 20 egész szam koziil mindig kivalaszthaté kettd, melyek kiilonbsége oszthato
19-cel!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 8. osztédlyosok versenye, 1991., orszagos donts

113. A 2, 22, 23 24 25 ... sorozatban taldlhaté-e két olyan kiilonboz6 szam, amelyek kiilonbsége
oszthaté 100-zal?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1995., megyei fordulé

114. Igaz-e, hogy barmely 0t egész szam kozott van harom olyan szdm, amelyek Osszege oszthatd
3-mal?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 5. osztdlyosok versenye, 1992., orszagos dontd

115. Az 1, 2, 3, ..., 20 szamok koziil kivdlasztottunk 11-et. Mutasd meg, hogy a kivalasztott szdmok
ko6zott mindig van kett6 olyan, amely koziil egyik osztéja a masiknak!

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1990., megyei fordulé

116. Tetszolegesen megadunk 10 darab pozitiv egész szamot, amelyek koziil egyik sem oszthaté 10-zel.
Igaz-e, hogy ekkor van koztiik néhdny olyan (esetleg az sszes), amelyeknek Gsszege oszthatd 10-zel?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 7. osztdlyosok versenye, 1994., orszagos dontd

117. Egy 3 x 3-as négyzet alaku tdblazat minden mez6jébe beirjuk az 1 és —1 szdmok valamelyikét.
Ezutan 6sszeadjuk a sorokba irt szamokat, majd az egyes oszlopokba irt szdmokat is. Igazoljuk, hogy az
igy kapott 6 szam ko6zott mindig van legalabb kett6 egyenld!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 5. osztdlyosok versenye, 1996., orszagos donté

118. A kilenctagu (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) szdmsorozatot &llitsuk el minél kevesebb olyan 9 tagu
szémsorozat ,6sszegeként”, amelyek mindegyikében csak kétféle szdm szerepel [példaul: (0, 2, 2, 0, 0, 2,
2, 0, 0) egy ilyen sorozat]. A 9 tagui sorozatok ,Osszegét” tgy értelmezziik, hogy az azonos helyen 4llé
szamokat adjuk &ssze [példaul: (1,1,0,0,1,0,0,0,1) + (0,2,2,0,0,2,2,0,0) = (1,3,2,0,1,2,2,0,1)].

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1994., megyei fordulé

119. Egy téglalap oldalai 5 és 9 egység. A téglalapot felbontottuk 10 darab egész oldalhosszisagu
téglalapra. Igazoljuk, hogy ezek kozott van két egyenld teriiletli téglalap!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 8. osztédlyosok versenye, 1994., orszagos donté

120. Adott egy 3-nél nagyobb p primszam és tudjuk, hogy p-nek egy hatvanya 20 jegyi szam. Igazoljuk,
hogy a 20 szdmjegy kozott van legaldbb 3 azonos!

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny 7. osztdlyosok versenye, 1996., orszagos donté

121. Egy teremben 30 ember gytilt 6ssze. Vannak kozottiik olyanok, akik ismerik egymast, és olyanok
is, akik nem (az ismeretség kolcsonos). Mutassuk meg, hogy a 30 ember kozott van 2 olyan, akiknek a
teremben azonos szamu ismerdse van!

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 5. osztélyosok versenye, 1998., orszagos donts

122. Milyen szdamjegyeket kell irni a x-ok helyére, hogy a tizes szdmrendszerben felirt 32+ 35717 szdm
oszthatd legyen 72-vel?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny, 2000., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté

123. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 3-mal osztva 1-et, 4-gyel osztva 2-t, 5-tel osztva
3-at és 6-tal osztva 4-et ad maradékul?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1995., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

124. Melyik az a legkisebb, 1-nél nagyobb egész szam, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel, 7-tel és 11-gyel osztva
is 1 maradékot ad?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 2001., 5. osztdlyosok versenye, orsziagos dontd



125. Egy A pozitiv egész szam 3-mal osztva 1 maradékot, 37-tel osztva 33 maradékot ad. Mennyi
maradékot ad A, ha 111-gyel osztjuk?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny, 1993., 7. osztalyosok versenye, orszagos dontd

126. Van-e olyan egész szam, amely 16-tal osztva 4-et, 20-szal osztva 5-6t ad maradékul?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny, 1997., 7. osztédlyosok versenye, orszagos donté

127. Melyik lehet az a két pozitiv egész szam, amelyek Gsszege 168 és legnagyobb ko6zos osztdja 247

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1997., 6. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

128. Két paratlan szam, a és b kiillonbsége 64. Mennyi lehet legfeljebb a és b legnagyobb ko6zos osztdja?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1994., 8. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

129. Igazoljuk, hogy barmely n > 1 egész szamra 21n + 4 és 14n + 3 legnagyobb kozos osztéja 1.

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 1992., 8. osztédlyosok versenye, orszagos donté

130. Az aq, ag, as, ..., aq9 pozitiv egész szamok Osszege 999. Legfeljebb mennyi lehet ennek a 49
szamnak a legnagyobb ko6zos osztoja?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 2001., 8. osztédlyosok versenye, orszagos donté

131. Milyen szémjegyre végzddik 219867 Allitasodat indokold meg]

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1986., 7. osztdlyosok versenye, megyei forduld

132. Milyen szadmjegyre végzédik 199219912

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 1991., 5. osztédlyosok versenye, orszagos donté

133. Milyen szamjegyre végz6dik a kovetkezd szorzat: 24616 - 31518 . 417207

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1997., 6. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

134. Lehet-e 1721996 1 7 egy egész szdm négyzete?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 1996., 7. osztédlyosok versenye, orszagos donté

135. Felbonthaté-e két egymdst kovetd pozitiv egész szam szorzatara 3% + 17

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 1997., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté

136. Igazoljuk, hogy harom egymast kovetd egész szorzata, ha a kozéps6 négyzetszam, mindig oszthato
10-zel!

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny 1988., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

137. Oszthaté-e 10-zel a 737 + 3737 szdm?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny 1981., 7. osztdlyosok versenye, megyei forduld

138. Bizonyitsd be, hogy a 7+ 7% + 72 + 74 + - -+ + 7' 4+ 719 1 720 Ggszeg oszthaté 100-zal!

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1985., 8. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

139. Legfeljebb hany nullara végzédik egy 9™ 4 1 alakd szam, ahol n pozitiv egész?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1992.; 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

140. Két egész szamot nevezziink egymas tiikkorképének, ha ugyanazokbdl a szamjegyekbol all, csak
forditott sorrendben (példdul 246 és 642 egymads tiikorképei). Két tiikorkép szdm szorzata 92 565. Melyik
ez a két szdm? Kalmér Laszlé Matematikaverseny, 1988., 5. osztalyosok versenye, megyei fordulé

142. Harom egymast kovetd paratlan szamot 6sszeszoroztunk, majd a kapott eredményt megszoroztuk
5-tel. Igy egy kovetkez6 alakid hatjegyli szamot kaptunk: ABABAB, ahol A és B széamjegyek. Mi volt az

eredeti harom pél“atlan szam? Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny, 1993., 6. osztalyosok versenye, orszagos dontd
Varga Tamas Matematikaverseny, 1996., 8. osztalyosok versenye, orsziagos dontd

141. Az a, b, c szdmjegyekre igaz, hogy a kévetkezd tizes szdmrendszerben felirt szdmok mind négy-

zetszamok: a, ab, cb, cach. Melyek ezek a szdmjegyek?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1985., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

143. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek utolsé szamjegye 6, és ha az utolsé helyrol a
6-0s szamjegyet az els6 helyre tessziik (a tobbi szdmjegy véltozatlan marad), akkor a négyszeresét kapjuk?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny, 1991., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé



144. Melyik az a tizes szamrendszerben felirt legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy 2-esre
végzodik, és ha ezt a 2-est a szam végérdl athelyezziik a szam elejére, akkor éppen a szam kétszeresét
kaijk? Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1993., 5. osztdlyosok versenye, orsziagos dontd

145. Egy 6tjegytl szam elejére 1-est irunk. A kapott hatjegyli szdmot 3-mal megszorozva azt a hatjegyti
szamot kapjuk, amely az el6bbi 6tjegyt szambdl ugy is eldallithatd, hogy az 1-est a végére irjuk. Melyik

€7 az ijtjegyt'i szédm? Kalmér Laszlé Matematikaverseny, 1992.; 6. osztalyosok versenye, megyei fordulé
Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1995., 7. osztdlyosok versenye, orsziagos dontd

146. Van-e olyan haromjegyl pozitiv egész szam, amelynek minden pozitiv egész kitevgji hatvanya
ugyanarra a harom szdmjegyre végzodik?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 1993., 8. osztédlyosok versenye, orszagos donté

147. Elééllithaté-e 2001 két egész szam négyzetének Osszegeként?

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 2001., 7. osztaly

148. Két padon 6-6 gyerek iilt. Valamennyien kiilonb6z6 életkoriak (az életkorok egész szdmok), és az
egyik padon 1l gyerekek életkoranak 6sszege és szorzata is megegyezik a masik padon iil6k életkoranak
Osszegével és szorzataval. A legidésebb gyerek 16 éves. Hany évesek azok a gyerekek, akik vele egy padon
iilnek?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 1993., 6. osztalyosok versenye, orszigos donté
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MEGOLDASOK

1'(T12)+T29+"'+%S)+(20+20+ +%)+(21+21+ +20)+(22+22+ +%>:?
Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1985., 7. osztdlyosok versenye

Megoldas. Az els6 zaréjelben lev6 18 szamot parba allitjuk, mindegyik parban 1 a két tort értéke:
% +i5=1 75+ % =1 sth. fgy 9 szampart képeztink, az osszeg 9.

A miésodik zaréjelben levo 19 szamot itt is parba allitjuk: 9 szdémpédrban 1 az dsszeg, és a %-nak nincs
parja. A 19 szdm Gsszege 9,5.

A harmadik zaréjelben 10, a negyedikben 10,5 a szamok Gsszege.

Az 6sszeg értéke: 949,54+ 10+ 10,5 = 39.

2. Bizonyitsd be, hogy ﬁ + 102 + ﬁ + 4t ﬁ > %
Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 1991., 6. osztalyosok versenye
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Megoldas. 157 + 153 + 105 + "+ 305 > 706 + 300 + 30 T+ 300 = 100 35 = 3-
3. Igazold, hogy az 1 + % + % + i + % 4+ 4 ﬁ + ﬁ Osszeg nagyobb 5-nél, de kisebb 10-nél!
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1997., 7. osztalyosok versenye
Megoldas. 1+ 3+ 2+ 32+ 14+ 4 o4 Lo =
=1+3+G+HDFGE+ A +GE+ A1) HE+ )+ e g+ o) H st T as)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+(ﬁ+~~~+5@)+(m+m+ﬁ) > 1+7+2.7+4~—+8-1—6+16.§+32o@+64~@+128~%+

+256- 25 +512- iy =1+ i+ i+ i+ i+ i+ i+ i+t + i+ =1410-F=1+5=6>5.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+3+s+i+i+ +tomtus=1+tG+3)+G+- ~~+7)+(§ ) (gt 3+
( 5iT)

1 1 1 1 1 1 1
ezt gg) (Gt 1) (s T+ 2ms) + (5

1 _
512 L = 10.

_|_
+ (513 + + 1033) <
<142-3+4-74+8- £ +16-15+32- 55 +64- 5 +128- 128+256 555 +

4. Igazoljuk, hogy a 2 felirhaté 1998 darab kiillonb6z6 pozitiv egész szam reciprokdnak Osszegeként!

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1998., 8. osztdlyosok versenye
- 1,1,1 1,1, 1 4,1, 1
*2+3+ (Jr +) 2+3+12+18+367
Iy 1,1, 1, 1,1, 1 , 1
6)72+3+12+18+72+108+216'
i _1,1,1, 1,1 (1 1,1y _1,1,1, 1, 1, 1, 1
ﬁ_2+4+8+16+16 (2+3+6)_2+4+8+16+32+48+96'

Ujabb megoldés: <5 + 55 + 55+ + Tose0097 = 1 — 109

% +15t+ts55+ ﬁ 4+ 4 m + ﬁ =2 Az 1998-tagi Osszeg tagjal mind kiillonbozéek.

Lassunk egy negyedik megoldést!
sttt at - +omm =1— 5.
sttt t+omem +amm =1
1+ 5+ 455+ a1+ + g5 + g5 = 2.
Az 6sszegben 1997 szam reciprokanak Gsszege 2, &m az Osszeg utolsd két tagja egyenls. Ezen valtoz-
tatunk.

11,1 " 1 L1
Az 5=3135 egyenlséget megszorozzuk smoz-nel: sroos = T 21994 + 21994

14+ 5+ +5+ 30+ + 59 + 531007 + gaioer = 2.

Felirtuk a 2-t 1998 darab kiillénb6z6 pozitiv egész szam reciprokdanak Osszegeként.
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5. Igazoljuk minél révidebben, hogy a kovetkezo egyenléség helyes:
1 1 N 1 1 T 1 11 n 1 R 1
2 3 4 99 100 51 52 100°

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1994., 8. osztalyosok versenye
< 1,1 1 L1, 4 L
Megoldas. 1 + 5+ 5+ -+ 5 =1+35+35+ "+ 155>
141 1 _9.1 L1 ST L
Itg+gttg=23+23+2- 5+ +2 5
A két egyenl6ség kiilonbsége adja a kivant Osszefiiggést:

1 1 i _4q_ 1,1 _ 1,1 _ ., 1 _ 1
ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ_1 stz —31t3 + 59 ~ 100

6. (1—5) (1—g) - (1—5) . (1= gh2) - (1= go52) =7

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé 1981., 8. osztalyosok versenye

Megoldas. (1— ) (1= %) (1= %) .- (1= k) - (1 = ) =
=[1-3) -0+ [A=5) -0+ (1= 55) - 1+ 155)] =
=[(3)- G- [E)- GG - RN 1G)- B - [(555) - (356)) =
=3 GG D GG (58 ) o =
=4-1-1-1-1-...-1- 155 = 355

7. A kovetkezd szorzdsban a %-ok helyén allé szdmjegyek elmosddtak: 2 % -13 = 2 x x1. Hatdrozd meg
a hidnyzé szamjegyeket!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1987., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A szorzandé utolsé szamjegye 7-es, csak igy végzddhet a szorzat 1-re: x27 - 13 = 2 x %1.
127 - 13 = 1651 (ez még kevés), 227 - 13 = 2951, 327 - 13 = 4251 (ez mér sok). Az egyetlen megoldés:
227 - 13 = 2951.

8. A kovetkez6 osztasban a x-ok helyén all6 szdmjegyek elmosddtak: 20 x x : 13 = x % 7. Hatdrozd meg
a hidnyzé szamjegyeket!

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 1998., 5. osztdlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. 2000 : 13 = 153 és van maradék. 2100 : 13 = 161 és van maradék. A hanyados 7-re
végzodik és nagyobb 153-nal, kisebb 161-nél, emiatt csak 157 lehet. 2041 : 13 = 157.

9. Milyen szdmjegyeket kell {rni a, b és ¢ helyére, hogy a (tizes szdmrendszerben felirt) 2abc6 alaki
szam maradék nélkiil oszthato legyen 1986-tal?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny, 1986., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. 10 - 1986 = 19860 < 2abc6 < 20 - 1986 = 39720. Tehdt a 2abc6 szdm az 1986-nak a
11-szerese, 12-szerese, ..., 19-szerese lehet. Ezekbdl kell kivélasztani a helyes vélaszt.

1986 olyan tobbszorosét keressiik, amely 6-ra végzodik. Ezért a szorzd 11 vagy 16 lehet.

111986 = 21846, tehit a = 1, b = 8, ¢ = 4 egy megoldas.

16 - 1986 = 31776 > 2abc6, emiatt itt nem taldlunk megoldést.

10. Egy haromjegyli szam szamjegyeit Osszeszorozzuk, majd a kapott szdm szdmjegyeit szorozzuk
6ssze. A kiindul6 szdmot és a két szorzatot a kovetkezé médon dbrézolhatjuk: (azonos alaki jelek azonos
szémjegyeket jelolnek).

AOO; A0

Mi volt a kiindul6 szdm? Indokold meg valaszodat!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1980., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé
Megoldas. Mivel A -0 = 0O, ezért A = 1. Ezért a hdromjegy(i szdm jegyeinek szorzata 1- () - O

négyzetszam, amely 10 és 20 kozé esik.
A =16, O = 4. A kiindul6 szdm: 144.
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11. A kovetkezd szorzasban azonos betiik azonos szamjegyeket, kiilonb6z6 betiik kiilonb6z6 szamje-
gyeket jelolnek:

BIT - BIT = SOKBIT.

Mi lehet a szorzat értéke?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1996., 8. osztalyosok versenye

Megoldas. a = BIT. a? utolsé hirom jegyébdl allé szdm megegyezik a-val. Ez azt jelenti, hogy
1000 | a? — a, tehat 8-125 | a(a — 1). a és a — 1 relativ primek, igy az oszthatésag akkor teljesiil, ha 8 | a
és 125 |a—1, vagy 125 |a és 8 | a — 1.

Vizsgéljuk a 125 | a — 1, ill. a 125 | a oszthatdsdgokat.

Els6 esetben a értéke 126, 251, 376, 501, 626, 751, 876 lehet, koziilitk csak 376 esetén teljesiil a 8 | a
oszthatdsig.

Miésodik esetben a értéke 125, 250, 375, 500, 625, 750, 875 lehet, itt csak 625 esetén teljestil a 8 | a — 1
oszthatdség.

Két megfelel6 szam van: 376 és 625.

3762 = 141376, ez nem megolddsa a feladatnak, hiszen a SOKBIT szim els6 harom szdmjegye
kiilonbozs. 6252 = 390 625.

A keresett szorzat: 390 625.

12. Hény olyan n természetes szdm van, amelyre igaz, hogy
1 n 1
1<nr1z <3
(A)0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4
Zrinyi Ilona Matematikaverseny, orszagos dont8, 1992., 7. osztilyosok versenye
Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1983., 8. osztilyosok versenye

Megoldss. (B) 1.

Hai<ﬁ,akkorn+12<4n, 12 < 3n,4 <n.
Ha

$<%,akkor3n<n+127 2n < 12, n < 6.
Mivel 4 < n < 6, ezért n = 5.

13. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazain az % + i = % egyenletet!
Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 2001., 8. osztalyosok versenye
1

Megoldas. Ha % + % = %, akkor x is, y is nagyobb 1-nél. Feltehetjiik, hogy = < y (azaz % > Q)'

Hax:Q,akkoraz%Jr%:%egyenléségb()'l%:gf%*%f%:%,tehétyzﬁ.
Ha z =3, akkoraz%—I—%z%egyenl(')’ségb(')'liz%—%:%,tehé‘cy:&

1,1 1,1 _1,1_2_2 [ . . 1,1 _ 2
Hax:4,akkor;—l—§§;+;:Z—I—Z:Z<g.Tehat:c:4,5,...eseten(m1vel:c§y);—|—§<§,

azaz itt mar nem talalunk megoldast.

Az egyenletnek két megolddsa van: % + % = % és % + % = %
14. Melyik nagyobb:
3 3000001 ,

1 7Y 1000001

Kalmér Léiszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1983., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. Ha a, b, ¢, d pozitiv szdmok, akkor § < ¢ pontosan akkor, ha a-d <b-c.
Ez alapjén 3350051 > 3 mert 3000001 - 4 = 12000004 > 12000003 = 4000001 - 3.

(o ‘.. 3000001 _ 1 _ 1000000 1000000 _ 1 1 _ 3
Mas indoklas: 3556001 = 1 — Zo00001 > 1 — 4000000 = 1 — 1 = 1

15. Melyik szam a nagyobb és miért:

222221 333331
vagy ?

222223 333334
Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1986., 7. osztdlyosok versenye
c. 222221 _ 444442 _ 4 _ 222222 222222 _ 444443
Megoldas. 33355 = Ge6661 — 666664 < 666665 — 666665
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16. A 2, 3, 6 szamok érdekes tulajdonsaga, hogy Osszegilik 11 és reciprokaik Osszege: % + % + % =1.
Allitsuk el8 a 24-et és a 31-et is olyan pozitiv egészek Osszegeként, amelyeknek reciprokait osszeadva 1-et
kapunk!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1995., 6. osztalyosok versenye

Megoldas. Tudjuk, hogy 2+ 346 =11 és é +3 Ly é =1. Szorozzuk meg 2-vel az els6 egyenlGséget:
4464 12 = 22. Ekkor tudhatjuk, hogy % 1 +1 +ﬁ = 1 , innen 3 + + +— =1,6s2+4+6+12=24.

7”7

Ezzel eloallitottuk a 24-et olyan pozitiv egészek osbzegekent amelyeknek reciprokait Osszeadva 1-et
kapunk.

Most induljunk az el6bbi é + i + % + 1—12 = 1 egyenléséghdl, és hasznaljuk fel, hogy % = % + %.

Ezekbdl (3 +§)+ 1+ ¢+ =1 Itt 3+6+4+6+12=31.

Ezzel eldallitottuk a 31-et olyan pozitiv egészek Osszegeként, amelyeknek reciprokait osszeadva 1-et
kapunk.

17. Az orszagos donté mésodik forduldjaba kilenc 6todikes keriilt be, ldnyok és fitik vegyesen. Itt a
lanyok hat tized része legaldbb két feladatot oldott meg hibatlanul. Hany 6tédikes fiti és hany 6todikes
ldny keriilt az orszdgos donté masodik forduléjaba?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1987., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. Ha a lanyok hat tized része legalabb két feladatot oldott meg hibatlanul, akkor a lanyok
szdma 5, 10, 15, ... lehet (hiszen ekkor lesz a hat tized rész egész szédm).
Ekkor a 9 6todikes kozott 5 1lany és 4 fit van.

18. Hogyan lehet 7 egyforma kenyeret igazsigosan elosztani 12 éhes vandor kozott gy, hogy egyik
kenyeret se kelljen 12 részre vagni? Probdld meg minél kevesebb vigassal megoldani!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1985., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. 4 kenyér mindegyikét osszuk 3—-3 egyenls részre, a tobbi 3 kenyér mindegyikét pedig vagjuk
szét 4-4 egyenlo részre. Igy kapunk 12 db %, és 12 db % kenyeret, ezekb6l adunk mindegyik vandornak
egy negyed és egy harmad darab kenyeret.

19. Bence 6sszeadta 1-t6] 20-ig a pozitiv egész szamok reciprokat. A kapott tortet egyszeriisitette, és
azt allitja, hogy az egyszertisités utan kapott tort szamlaldja oszthatd 5-tel. Igaza van-e?

Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1999., 5. osztdlyosok versenye

Megoldés.1+%+%+i+%+%+-~-+%8+$+%:

6
)=

1-19 218 317 4-16 6-14 7-13 812 911
1 1 1 1 _
+G+wtstwm=

__ 1941 4 1842 4 1743 4 1644 + 1446 + 1347 + 1248 4 11+9+

_ 20 20 20 20 20 , 5
= 119+218+317+416+614+713+812+911+12'
Ha képzeletben ezt az utébbi 6sszeget kozos nevezore hozzuk, a szamlalok Osszege tObbszorose 5-nek, a

nevezo pedig nem oszthato 5-tel. Ha a kapott végeredményben a lehetséges egyszeriisitéseket elvégezziik,
a szamlalo tovabbra is 5-tel oszthaté marad.

20. Hény olyan négyjegyli szdm van, amelyben van ismétlddé szamjegy (pl. 2213, 4142, 1100)?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny 7. osztdlyosok versenye, 1996, megyei forduld

Megoldas. Dobjuk ki a feleslegest! A négyjegyli szémok szama 9000. Azoknak a négyjegyi szamoknak
a szama, melyekben nincs két egyforma szamjegy 9 -9 -8 - 7 = 4536. Emiatt az olyan négyjegyli szdmok
szama, amelyben van ismétléd6 szamjegy 9000 — 4536 = 4464.
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21. Hany olyan négyjegyi szam van, amelyben csak két kiillonb6z6 szamjegy fordul el6?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny 6. osztalyosok versenye, 1998, orszigos dontd

Megoldas. Szamoljuk el6bb azokat a szamokat, amelyben nincs 0 szamjegy.

Két szamjegyet az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 jegyek kozil 92%8 = 36-féleképp valaszthatunk. (Az els6
szamjegyet 9-féleképp, hozza a mésodikat 8-féleképp, ez 9 - 8 lehetéség. Azonban minden esetet kétszer
szdmoltunk: az (a,b) és a (b,a) part is szdmoltuk, de a sorrend itt nem szamfit, tehdt el kell felezniink a
kapott eredményt.)

Ha van két (nem 0) szdmjegylink, azokbdl 2-2-2-2 = 16 kiillonb6z6 négyjegyli szdm képezhetd. Hiszen
az elsé helyre is, a masodik, a harmadik, a negyedik helyre is a kétféle jegyet irhatunk. A 16 szam kozott
van kettd, amely csak egyféle szamjegybdl all (aaaa, bbbb). Ezért 16 — 2 = 14 négyjegyti szdm képezhetd
két (nem 0) szdmjegybdl gy, hogy mindkét szdmjegy szerepeljen a szdmban.

Osszegezve: két nem nulla szamjegyet 36-féleképp valaszthatunk, két ilyen szamjegybél 14 négyjegyti
szam képezhetd Ugy, hogy mindkét szamjegy szerepeljen a szamban. Ez Gsszesen 36 - 14 = 504 szam.

Még megszamoljuk azokat a szamokat, melyekben szerepel a 0 szdmjegy. Legyen példaul a masik
szamjegy a 3. Az els§ szdmjegy csak a 3 lehet, a masodik, harmadik, negyedik helyekre kétféle jegyet
irhatunk (0 vagy 3). Ezek szdma: 1-2-2-2 = 8. Azonban a 8 eset egyike a 3333 szdm, ebben nincs kétféle
szamjegy, tehat valéjaban csak 7-féle eset van. A 0 mellé a masik szdmjegyet 9-féleképp vélaszthatjuk,
minden ilyen kivélasztésbol 7-féle négyjegyli szdm szarmazik. Osszesen 9 - 7 = 63 szdmot talaltunk.

Mindent Gsszevetve: azon négyjegyl szamok szama, amelyben csak két kiilonb6z6 szamjegy fordul el
504 + 63 = 567.

22. A haromjegytu szamok kozott melyikbél van tobb, amelyiknek minden szamjegye péaros, vagy
amelyiknek minden szamjegye paratlan? Miért?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1996, 5. osztalyosok versenye

Megoldas. Azoknak a haromjegyii szamoknak a szdma, amelyeknek minden jegye pédros: 4-5-5 = 100,
mert az els6 szadmjegy 0 nem lehet.

Azoknak a haromjegyii szamoknak a szdma, amelyeknek minden jegye paratlan: 5-5 -5 = 125. Tehdt
ezekbol van t6bb.

23. Hany olyan hdromjegyti szém van, amelyben a paratlan szémjegyek szama paratlan? Allitasodat
indokold!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1993, 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. A keresett szamokat leszamolhatjuk aszerint, hogy hany olyan szam van, amelyben 1 p&-
ratlan szamjegy van, illetve 3 paratlan szdmjegy van.

Ha 1 paratlan szdmjegyet tartalmaz a haromjegyt szdm, az a szamjegy &allhat az els6, a masodik vagy
a harmadik helyen.

Ha az els6 szdmjegy péaratlan és a mésik kettd péros, akkor az els§ helyre 5-féle jegyet irhatunk (1, 3,
5, 7 vagy 9), a masodik helyre is 5-féle jegyet irhatunk (0, 2, 4, 6 vagy 8) és a harmadik helyre is 5-féle
jegyet frhatunk (0, 2, 4, 6 vagy 8). Ez Gsszesen 5 - 5 - 5 = 125-féleképpen lehetséges.

Ha a masodik szamjegy pératlan és a masik két szamjegy péaros, akkor az els6é helyre 4-féle jegyet
frhatunk (2, 4, 6 vagy 8 lehet, de a 0 nem), a mdsodik helyre 5-féle jegy keriilhet (1, 3, 5, 7 vagy 9)
és a harmadik helyre is 5-féle jegyet irhatunk (0, 2, 4, 6 vagy 8). Ez Gsszesen 4 - 5 - 5 = 100-féleképpen
lehetséges.

Ha a harmadik szdamjegy paratlan és az elsé két szamjegy paros, akkor az elsé helyre 4-féle jegyet
irhatunk (2, 4, 6 vagy 8 lehet, de a 0 nem), a mésodik helyre 5-féle jegy keriilhet (0, 2, 4, 6 vagy 8)
és a harmadik helyre is 5-féle jegyet frhatunk (1, 3, 5, 7 vagy 9). Ez Gsszesen 4 - 5 - 5 = 100-féleképpen
lehetséges.

Még vizsgalnunk kell azt a lehetoséget, ha 3 paratlan szdmjegybdl all a szadm. Itt az elso, a masodik és
a harmadik szdmjegy is 5-féle lehet (1, 3, 5, 7 vagy 9). Ez Osszesen 5 -5 - 5 = 125-féle szdmot jelent.

Osszesen 125 + 100 + 100 4 125 = 450 szémot szamlaltunk meg.

Masodik megoldds. Egyszertibb eljaras, ha azt nézziik, hogy egy-egy tizes intervallumban a tiz szdm
fele olyan, hogy abban a paratlan szamjegyek szama paratlan, ugyanis az egymaéast koveté szdmokban
valtakozva paros ill. paratlan a paratlan szamjegyek szama. Ez azért van igy, mert ebben a tiz szamban
az utolsé jegyek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, és ezek valtakozva parosak, paratlanok, emiatt mindig 1-gyel
valtozik a kovetkezd szamban a paratlan szamjegyek szama.
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24. Hany olyan Otjegyl szam van, amelyet ha ,jhatulrél” elore olvasunk, ugyanazt a szamot kapjuk
(példdul ilyen szém: 12321)7

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1994, 5. osztdlyosok versenye

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1999, 5. osztalyosok versenye

Megoldas. A keresett Gtjegyli szamok szdma pontosan annyi, ahdny haromjegyt szam van, hiszen pl.
a 230 és a 23032 szamok kolcsondsen meghatarozzak egymast. Igy a vizsgélt o6tjegyi szamok szama: 900.

25. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki 1 és 20 k6zott 2 egész szamot gy, hogy Osszegiik paros legyen?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszagos dontd, 1994, 6. osztalyosok versenye

Megoldas. A két szdm mindegyike lehet paros, vagy lehet mindketté pératlan.

Tiz péaros szambdl kettot % = 45-féleképpen vélaszthatunk. Tiz paratlan szambodl kett6t %’9 = 45-
féleképpen valaszthatunk.

Ez Gsszesen 45 4 45 = 90 lehetség.

26. Hanyféleképpen vélaszthatunk ki harom kiilonb6zé, 30-nal nem nagyobb pozitiv egész szamot gy,
hogy Osszegiik paros legyen?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny orszdagos dontd, 1994, 8. osztalyosok versenye
Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orsziagos dontd, 1998, 6. osztalyosok versenye

Megoldas. Harom egész szam Osszege akkor paros, ha mindharom paros, vagy kettd paratlan és egy
paros.

A 15 paros szambdl harom szamot kell kivalasztanunk. Az elsé szamot 15-féleképpen, a maéasodikat
14-féleképpen, a harmadikat 13-féleképpen valaszthatjuk. Ez 15 - 14 - 13 - 12 lehet&ség. De ekkor minden
kivalasztott szamharmast 6-szor szdmoltunk, hiszen pl. az a, b és ¢ szamok kivalasztasat megszamoltuk
az abc, acb, bac, bea, cab és cba hizési sorrendekben. Tehat 15 szambdl harmat w = 455-féleképp
valaszthatunk.

Még megszamoljuk, hogy két paratlan és egy paros szamot hanyféleképpen valaszthatunk. A 15 parat-
lan szambdl két paratlant % = 105-féleképpen vélaszthatunk, és hozza egy péaros szamot 15-féleképp.
15- 105 = 1575 moédon tudjuk ebben az esetben a szdmharmasokat kivélasztani.

Az 1 és 30 kozotti szdmokbol 455 4+ 1575 = 2030-féleképp valaszthatunk ki hdrom szamot gy, hogy
azok Osszege paros legyen.

27. Adott a sikon két parhuzamos egyenes, az egyiken 10, a méasikon 20 pont. Hany olyan haromszog

van, amelynek csucsai az adott pontok koziil keriilnek ki?
Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszdgos dontd, 1995, 7. osztalyosok versenye

Megoldas. A megadott médon haromszoget gy tudunk kijeldlni, hogy a 10 pontbdl kettét és a 20
pontbdl egyet, vagy a 20 pontbdl egyet és a 10 pontbdl kettét valasztunk a haromszog csiucsaiként.

10 pontbdl kettét és 20 pontbdl egyet % -20 = 900-féleképpen, 10 pontbdl egyet és 20 pontbdl kettot
10 - @ = 1900-féleképpen valaszthatunk. Ezt 6sszesen 900 + 1900 = 2800-féleképpen tehetjiik meg.

28. Egy négyzet mindegyik oldalat 7 egyenl6 részre osztottuk. Hany olyan haromszog van, amelynek

cstcsai a négyzet oldalain megjelolt (cstcsoktol kiilonb6z6) osztépontokbdl keriilnek ki?
Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1995, 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Ha egy négyzet egy oldalat 7 egyenld részre osztjuk, akkor azt az oldalt 6 ponttal osztottuk
részekre.

Héromszoget ugy tudunk kijeldlni az osztépontokbdl, hogy vagy a négyzet harom oldalardl vesziink
egy-egy pontot, vagy valamelyik oldalrél két pontot valasztunk, és egy masik oldalrdl valasztunk harmadik
pontot.

A négyzet hdrom oldalardl egy-egy pontot 4-6-6-6 = 864-féleképpen valaszthatunk. Kivalasztjuk, hogy
a 4 oldal melyikér6l nem vesziink pontot, ez 4-féle lehet6ség, majd a tobbi harom oldal mindegyikérdl
egy-egy pontot vesziink. Egy-egy oldalon 6-6 pont kéziil tudunk valasztani.

Valamelyik oldalrél két pontot valasztunk, és egy mésik oldalrdl valasztunk harmadik pontot — ezt
1080-féleképpen tehetjiik. Kivalasztjuk, hogy a 4 oldal melyikérél vesziink két pontot, ez 4 - %5 = 60-
féle lehetoség. Majd ehhez a két ponthoz valasztunk egyet a maradék 3 -6 = 18 pontbdl. Ami Gsszesen
60 - 18 = 1080 lehetdséget biztosit.

Osszesen 864 + 1080 = 1944 héromszog jelolheté ki a megadott pontokbdl.
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29. Mennyi azoknak a csupa kiilonb6zé szamjegyekbol allé 4-jegyii szamoknak az Osszege, amelyeknek
szamjegyei kozt csak az 1, 2, 3, 4 szerepelnek?
Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1995, 7. osztdlyosok versenye
Megoldas. A négyjegyii szam négy helyiértékére sorra 4, 3, 2 és végil 1 szamjegy keriilhet, tehat
Osszesen 4 -3 -2 -1 = 24 ilyen szam van.
Minden helyiértéken minden szdmjegy 6-szor fordul eld, igy az egyes helyiértékeken a szamjegyek
osszege: 6(1 + 2 + 3+ 4) = 60, tehdt a 24 szdm osszege: 60 + 600 + 6000 + 60000 = 66660.

30. Képzeletben irjuk fel az 6sszes olyan négyjegyii szamot, amelynek jegyei csak az 1, 2, 3, 4 szdmok
koziil keriilhetnek ki (egy jegy tObbszor is el6fordulhat egy ilyen négyjegyli szdmban). Szdmitsd ki az
ilyen négyjegyi szamok Osszegét!

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1987, 8. osztalyosok versenye

Megoldas. A négyjegyli szam négy helyiértékére sorra 4, 4, 4 és végiil 4 szdmjegy keriilhet (hiszen
egy szamjegy egy szamban tobszor is szerepelhet), tehdt Osszesen 4 -4 -4 -4 = 256 ilyen szdm van.

Minden helyiértéken minden szamjegy 64-szer fordul eld, igy az egyes helyiértékeken a szamjegyek
Osszege: 64(1 4+ 2+ 3+ 4) = 640, tehdt a 256 szdm Osszege: 640 + 6400 + 64000 + 640000 = 711 040.

31. Egy kormérkézéses versenyen (mindenki mindenkivel jatszik) eddig 65 mérkézést jatszottak le és
még mindenkinek 2 mérkézése van hatra. Hanyan indultak a versenyen?
Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduld, 1992, 7. osztalyosok versenye
Megoldas. Ha a versenyzok szama n, akkor mindenki n — 1 mérkézést fog jatszani. Mivel még min-
denkinek 2 mérkbzése van hdtra, ezért eddig mindnydjan (n — 1) — 2 = n — 3 mérkdzést jatszottak. Az
eddig lejatszott mérkdzések szédma: w

n(n—3
(n=3) — 65,

n(n — 3) = 130.
n = 13 megoldéds. Ha n > 13, akkor n(n — 3) > 130, ha 0 < n < 13, akkor n(n — 3) < 130. Tehdt mds
megoldas nincs a pozitiv egészek korében.
A versenyen 13 indulé volt.

32. Van-e olyan egész szam, amelynek négyzete igy irhaté: 19992900 4 17
Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 2000. 7. osztalyosok versenye

Megoldas. Az 19992990 szam utolsé szdmjegye megegyezik 92000

hatvanyait!

9! =9, 9% =81, 93 = 729, 9* = 6561, ... A hatvanyok utolsé szdmjegye valtakozva 9 és 1. A 92000
szam utolsé szédmjegye 1, igy 19992°%0 utolsé jegye is 1. Ezért 19992990 4 1 utolsé szdmjegye 2, emiatt ez
a szam nem lehet négyzetszam.

utolsé szdmjegyével. Vizsgaljuk 9

33. Lehet-e egy pozitiv egész szam négyzete a kovetkezd szam: 19981° + 27 Allitasodat indokold!

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1998. 7. osztalyosok versenye

Megoldas. 1998 + 2 oszthaté 2-vel, de nem oszthaté 4-gyel (vagyis: 4-gyel osztva 2 maradékot ad),
emiatt nem lehet négyzetszam.

34. Lehet-e 1721996 4 7 egy egész szam négyzete?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1996. 7. osztilyosok versenye

Megoldas. 172199 oszthat6 4-gyel, ezért a 1721996 + 7 szdmot 4-gyel osztva 3-at kapunk maradékul,
igy ez a szam nem lehet négyzetszam.

Maésodik megoldds. 1721996 sz4m utolsé szamjegye ugyanaz, mint a 21996

2 hatvényait!

szam utolsd jegye. Vizsgaljuk

2 32 512 8192
4 64 1024 ..o 4
8 128 2048 ... 8
16 256 4096 ... 6

Azaz a 2-hatvinyok utolsé jegye: 2, 4, 8, 6 — és ez tjra ismétlédik. 2'9%¢ szdm utolsé jegye 6, ezért
1721996 utolsé jegye is 6, emiatt a 1721996 4 7 szdm 3-ra végzddik, igy nem lehet négyzetszam.

Harmadik megoldds. (17299%)2 < 1721996 4+ 7 < (17299 4+ 1)2. Tehdt 172199 4+ 7 két szomszédos
négyzetszam kozott van, igy nem lehet négyzetszam.
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35. Valaki azt allitotta, hogy egy pozitiv egész szam négyzetének a szamjegyeit Osszeadta és 1995-6t
kapott. Igaza van-e?
Zrinyi Ilona Matematikaverseny 1995. 7. osztdlyosok versenye, orszdgos dontd

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszdagos dontdje, 1996. 8. osztdlyosok versenye

Megoldas. Ha egy szam szamjegyeinek Osszege 1995, akkor az a szdm oszthaté 3-mal (hiszen 1995
oszthaté 3-mal), de nem oszthaté 9-cel (mivel 1995 nem oszthaté 9-cel), ezért ez a szdm nem lehet
négyzetszam.

36. Van-e olyan pozitiv egész szam, amelyet négyzetre emelve és a kapott szam szamjegyeit Gsszeadva
a) 2001-et kapunk?
b) 2002-t kapunk?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orsziagos dontdje, 2000. 8. osztilyosok versenye

Megoldas. a) Ha egy szdm szédmjegyeinek Osszege 2001, akkor az a szdm oszthaté 3-mal (hiszen
2001 oszthaté 3-mal), de nem oszthatd 9-cel (mivel 2001 nem oszthaté 9-cel), ezért ez a szdm nem lehet
négyzetszam.

b) Vannak olyan négyzetszdmok, amelyekben a szdmjegyek osszege 2002. Ilyet taldlunk a 2.4. ¢) pél-
déban levo szamok kozott:
111 ... 122 ... 225 (665 db 1-es, 666 db 2-es).

Egy mésik szdmot a 72 = 49, 972 = 9409, 9972 = 994009, 99972 = 99940009, ... sorozatban
talalunk. 999...997% (221 db 9-es) szdm jegyeinek Ssszege 2002.

37. Az A pozitiv egész szam tizes szamrendszerbeli alakja 1999 darab 2-es és néhdny 0 szamjegyet
tartalmaz. Lehet-e ez a szdm négyzetszam?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1999. 7. osztalyosok versenye

Megoldas. Az A szam szamjegyeinek Osszege 2 - 1999 = 3998. Emiatt az A szdm 3-mal osztva 2-t ad
maradékul, ezért A nem lehet négyzetszam.

38. Osszeadtuk az egész szamokat 1-t6] 1999-ig. A kapott szdm egész szdm négyzete-e vagy nem?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1999. 6. osztalyosok versenye

Megoldas. 1+2+3+---+1997+1998 +1999 = 19992000 — 1999000. Az 1999 000 sz4m primtényezds
alakjaban a 2 kitevéje 3 (azaz nem péros szam), ezért ez a szdm nem lehet négyzetszam.

39. Leirtuk sorban egymas mellé a pozitiv egész szamokat 1-t6l 1999-ig. Az igy kapott tizes szdmrend-
szerbeli szam négyzetszam, vagy nem?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1999. 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Az 123456789101112...19981999 szdm 4-gyel osztva 3-at ad maradékul, ezért ez a szam
nem lehet négyzetszam.

40. Vannak-e négyzetszamok a koévetkezo sorozatban: 11, 111, 1111, 11111, ... 7

Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1997. 7. osztdlyosok versenye,

1998. 6. osztdlyosok versenye

Megoldas. A 111...1111 = 111...1108 + 3 szam 4-gyel osztva 3-at ad maradékul, ezért nem lehet
négyzetszam. Tehat a 11, 111, 1111, 11111, ... szdmok kozott nincs négyzetszam.

41. Adjuk meg az Gsszes olyan kétjegyl szamot, amelyeknek a négyzete harom azonos, 0-t6l kiilonbozé
szamjegyre végzddik!

Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1999. 7. osztilyosok versenye

Megoldas. Egy négyzetszam utolsé szamjegye 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 lehet. Ezért ha van olyan négyzet-
szam, mely 3 egyforma szamjegyre végzddik, akkor ez a szamjegy ezek koziil valo.

Négyzetszam 111, 555, 666, 999 jegyekre nem végziédhet, mert az ilyen szamok 4-gyel osztva 3, 3, 2, 3
maradékot adnak, s négyzetszam 4-gyel osztva ilyen maradékokat nem adhat.

Az n? szdm csak 444 jegyekre végzédhet. Tehat a keresett kétjegy(i szdm négyzete lehet 1444, 2444,
3444, 4444, 5444, 6444, 7444, 8444, 9444. Ezek kozott csak 1444 = 382 négyzetszim.
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42. Bizonyitsd be, hogy négy egymast kovetd pozitiv egész szam Osszege nem lehet négyzetszam!
Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1992. 8. osztédlyosok versenye
Megoldas. (a — 1) +a+ (a+ 1)+ (a+2) = 4a + 2. Ez a szdm 4-gyel osztva 2 maradékot ad, ezért
nem lehet négyzetszam.

43. Lehet-e két paratlan szam négyzetének Osszege is egy egész szdm négyzete?

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1994. 5. osztalyosok versenye

Megoldas. Két paratlan négyzetszam Osszege 4-gyel osztva 1 + 1 = 2-t ad maradékul, am egy négy-
zetszam 4-gyel osztva 2-t nem adhat maradékul, ezért az 0sszeg nem lehet négyzetszam.

44. Tgazoljuk, hogy 6t egymast kovetd pozitiv egész szam négyzetének Osszege nem lehet egy egész

szam négyzete!
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1995. 8. osztilyosok versenye

Kalmér Léiszlé Matematikaverseny orszigos dontdje, 2001. 7. osztdlyosok versenye

Megoldas. Az egymast kovetd négyzetszdmok 4-gyel osztva véltakozva 0 és 1 maradékot adnak. Ezért
Ot egymast kovetd pozitiv egész szam négyzetének Osszege 4-gyel osztva 2 vagy 3 maradékot ad, emiatt
nem lehet egy egész szam négyzete.

Midsképp. (a — 2)? + (a — 1)2 + a® + (a + 1)? + (a + 2)? = 5(a® + 2), ha ez az 5-tel oszthaté szdm
négyzetszam, akkor oszthaté 25-tel is. Ezért a? 4 2 oszthaté kell legyen 5-tel, ami csak akkor teljesiilhet,
ha a® utolsé jegye 3 vagy 8. Négyzetszam igy nem végzédhet, ezért 5(a’ + 2) nem lehet négyzetszam.

45. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek fele egy egész szam négyzete, 6tode pedig egy

egész szdm kobe (harmadik hatvanya)?
Kalméar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1998. 6. osztalyosok versenye

Megoldas. Legyen a keresett szam x, mivel ennek a fele négyzetszam, ezért x oszthatd 2-vel. Tovabba
x Otode is egész szam, x oszthatd 5H-tel is.

Keressiik z-et & = 2 - 57 alakban. M4s primosztéja nincs z-nek, hiszen akkor nem lenne a legkisebb.
= 207150 = 42, ezért 2 és 5 kitevbje paros szam: 2 | a — 1 és 2| 3.
=0, azaz £ = 2% .5071 = b3, ezért 2 és 5 kitevdje 3-mal oszthaté szdm: 3 | és 3| 5 — 1.
Tehédt 2 | a — 1 és 3 | a. A legkisebb pozitiv egész «, amire ez teljesiil o = 3.
2| B és 3|5 —1. A legkisebb pozitiv egész (3, amire ez teljesiil § = 4.
A megoldés: z = 22 - 5* = 5000.

= a?, azaz

(SN
a8 ol

46. Keress olyan pozitiv egész szamot, amelyet 2-vel szorozva négyzetszamot, 3-mal szorozva kobsza-
mot, 5-tel szorozva teljes 6t6dik hatvanyt kapunk!

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1989. 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Legyen a keresett szam x.

2z = a?, a? oszthaté 2-vel, akkor oszthaté 4-gyel is. Ez csak gy lehet, ha 2 | z.

3z = b, b® oszthat6 3-mal, akkor oszthaté 3% = 27-tel is. Ez csak tigy lehet, ha 3 | x.

5z = ¢°, ¢® oszthat6 5-tel, akkor oszthaté 5°-nel is. Ez csak tigy lehet, ha 5 | z.

Ezért keressiik x-et x = 2% - 37 - 57 alakban. Mds primosztéja nincs z-nek, hiszen akkor nem lenne a
legkisebb.

22 = a?, azaz 2x = 2011 . 38 . 57 = a2, ezért 2, 3 és 5 kitevbje paros szdm: 2 | a +1,2 | B és 2| 7.

3z = b3, azaz 3x = 2% - 3+1 . 57 = b3 ezért 2, 3 és 5 kitevdje 3-mal oszthatd szam: 3 | o, 3| B+ 1 és
3.

Sr = %, azaz bx = 2% - 30 . 57l = 5 ezért 2, 3 és 5 kitevSje 5-tel oszthaté szam: 5 | o, 5 | 3 és
5]y+1.

Tehdt 2 | a+ 1, 3| a és 5| . A legkisebb pozitiv egész o, amire ez teljesiil a = 15.

28,3 8+1és5] 3. A legkisebb pozitiv egész [, amire ez teljesiil 5 = 20.

2]7,3]|vés5]|v+1. A legkisebb pozitiv egész v, amire ez teljesiil v = 24.

A megoldés: z = 215 . 320. 524,
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47. Dontsd el, hogy a kovetkez6 13-jegyil szam négyzetszam vagy sem: 1020304030201.

Kalmér Lészlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1993. 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Vizsgaljunk egyszeriibb eseteket! 10201 = 1012, s valéban:

101 - 101
101

101
10201

102030201 = 101012, hiszen:

10101 - 10101
10101
10101
10101
102030201

Viarhaté, 1athaté a vilasz a feladat kérdésére:
1020304030201 = 10101012, ugyanis

1010101 - 1010101
1010101
1010101
1010101
1010101
1020304030201

48. Igaz-e, hogy a kovetkez6 alakd, tizes szamrendszerben felirt szamok mind négyzetszamok: 49, 4489,
444889, 44448889, . ..

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1993. 7. osztalyosok versenye

Megoldas. 49 = 72, 4489 = 672, 444889 = 6672, ... alapjan kialakul a sejtésiink, hogy ezen a szdmok
mindegyike egy 666 ...667 alaki szam négyzete.
Emeljink négyzetre egy ilyen szamot!

6666667 - 6666667
40000002
40000002
40000002
40000002
40000002
40000002
46666669
44444448888889

Ez a példa meggyézéen mutatja, hogy a szorzds (négyzetreemelés) eredménye tobbjegyll szdmok esetén

is ilyen alak.

Maés megoldas. Legyen a vizsgalt szam: 444 444 888 889. A megoldédsbdl kovetkezik az allitas az altaldnos
esetre is.
444444 =4-111111 =4 - é -999999 = % - (105 — 1), tovabba
88888 =8-11111 =8 - % -99999 = % -(10° — 1). Ezek alapjan
444 444 888 889 = 444 444 000 000 + 888 880 + 9 =

2
= 3 (10° = 1) 1054 § - (10° — 1) - 10 + 9 = 4102501001 (2001)7,

. 6 .. 7’ re 7’ I’
A 2 1% +l — 200g001 tort értéke egész szam: 66667.
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49. Négyzetszdm-e a kovetkez6 kivonas eredményeként kapott szdam: 11111112222222 — 33333337

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszdgos dontdje, 2000. 8. osztdlyosok versenye

Megoldas. Vizsgdljunk egyszeriibb eseteket!
12—-3=9=3%
1122 — 33 = 1089 = 332,
111222 — 333 = 110889 = 3332
Ezek alapjan azt varjuk, hogy
11111112222222 — 3333333 = 33333332.
Rendezziik at az egyenl6séget!
11111112222222 = 33333332 + 3333333 = 3333333 - (3333333 + 1) = 3333333 - 3333334.
Végezziik el a szorzést!

3333334 - 3333333
10000002
10000002
10000002
10000002
10000002
10000002
10000002
11111112222222

Szdmoldsaink azt mutatjak, hogy 11111112222222 — 3333333 értéke valéban négyzetszdm = 33333332.

Mdsképp. 1111111 = $-9999999 = £ - (107 — 1),

11111112222222 — 3333333 = 11111110000000 + 2222222 — 3333333 =

= 11111110000000 — 1111111 = L - (107 — 1) - 107 — } - (107 — 1) =

2
= £ (10M =107~ 107 4+ 1) = £+ (101 = 2107 + 1) = (15=1)

A % = % tort értéke egész szam: 3333333.

50. Van-e olyan négyzetszam, amely 1988-cal kezd6dik? Ha talaltal ilyet, ird le azt is, milyen moédszert
hasznaltal, hogyan gondolkodtal!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1988. 8. osztilyosok versenye

Megoldas. /1988 = 44,5869 . .., 4452 = 198025, 4462 = 198 916; 44592 = 19882 681.
/19880 = 140, 9964 . .., 1402 = 19600, 1412 = 19 881.

51. Melyik az a négyjegyli szam, mely egy egész szam négyzete és az els6 két jegye is egyenld, meg az
utolso két jegye is egyenl6?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orszigos dontdje, 1992. 6. osztilyosok versenye

Megoldés. Az aabb = 11 - (100a + b) szadm oszthaté 11-gyel, igy ha négyzetszdm, akkor az 11 tSbb-
szorosének négyzete.

A négyzetszdm utols6 két szamjegye lehetne: 11, 44, 55, 66, 99, azonban az ilyen szdmok 4-gyel osztva
2 vagy 3 maradékot adnak (ezért nem lehetnek négyzetszdm utolsé szdmjegyei), kivéve a 44 végzédésii
szamokat.

11 tobbszorosei, melyeknek négyzete négyjegyti: 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99. Ezek koziil csak 88 négyzete
végz6dik 4-re. 882 = 7744, s ez a keresett szam.

Attekintve a lehetéségeket, megtalaljuk a megolddst: 882 = 7744.
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52. Melyik az a négyjegyl szam, amely teljes négyzet és a szadm els6 két jegyébdl meg az utolsd két
jegyébol &ll6 szam is teljes négyzet?

Kalmér Lészl6 Matematikaverseny megyei forduléja, 1991. 8. osztilyosok versenye

Megoldas. A kétjegyli négyzetszamok 16, 25, 36, 49, 64, 81. Ezért a keresett négyjegyli négyzetszam
lehet 1600 és 1699 kozott, 2500 és 2599 kozott, 3600 és 3699 kozott, ..., 8100 és 8199 kozott.

1600 = 402, 412 = (40 +1)? = 40> +2-40 + 1 = 1681. A 81 = 92 négyzetszam, ezért 412 = 1681
megoldasa a feladatnak.

Meg kell még vizsgalni a tobbi lehetOséget is.
2500 = 502, 512 = (50 + 1)% = 50% +2- 50 + 1 > 2600.
3600 = 60%, 612 = (60 + 1)% = 602 + 2 - 60 + 1 > 3700.

8100 = 902, 912 = (90 + 1) = 90% +2- 90 + 1 > 8100.
Tehat a tobbi intervallumban nincs négyzetszam, ezért ott megoldds sem lehet.

[A megoldas sordn az (a + b)? = a? + 2ab + b? azonossagot tobbszor is alkalmaztuk.)

53. Legyen a és b olyan pozitiv egész, amelyre b?> = a — b. Bizonyitsd be, hogy a + b + 1 négyzetszam.

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orszigos dontdje, 1995. 8. osztdlyosok versenye

Megoldas. b? = a — b miatt b2 + b = a.
Ezért a+b+1= (> +b)+b+1=0>+2b+1=(b+1)2

54. Az n pozitiv egész szdm mely értékeire igaz, hogy az n? + 4n — 5 egy egész szdm négyzete?
Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 2000. 8. osztédlyosok versenye
Megoldas. Ha n = 1, akkor n? 4+ 4n — 5 = 0 = 02, ezért n = 1 megoldés.

Han > 1, akkor n?+4n—>5 > n?, és (n+2)? = n?+4n+4 > n?+4n—>5, tehat (n+2)? > n?+4n—5 > n?
azaz ha n? + 4n — 5 értéke négyzetszam, akkor n? +4n — 5 = (n + 1)2.

n?+4n —5=(n+1)% vagyisn>+4n—-5=n?+2n+1,4n—-5=2n+1,2n =6, n = 3.
Ha n = 3, akkor n? + 4n — 5 értéke 16.

Osszegezve n=14és n = 3 esetén lesz n? + 4n — 5 értéke egy egész szam négyzete.

55. Szamold 6ssze, hany pozitiv osztdja van 16 200-nak!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1991., 5. osztdlyosok versenye, orszagos donté

Megoldds. A 16200 = 23 - 3* - 52 szdm osztéinak szdma (az ismert szamoldsi eljaras szerint):

(3+1)-(4+1)-(2+1) = 60.

56. Hény kiilonboz6 alaku téglalapot lehet Osszeallitani 72 darab egyforma (egybevagd) négyzetlapbdl,
ha egy-egy téglalaphoz mindegyik négyzetlapot fel kell hasznalni?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny, 2001., 5. osztalyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Az elkészithets téglalapok: 1 x 72, 2 x 36, 3 x 24, 4 x 18, 6 x 12, 8 x 9. Osszesen 6 téglalap.

Mésképp megoldva. 72 = a x b, az a szam osztéja 72-nek, b az a szam tarsosztédja. 72 = 23-32, a 72-nek
4 -3 = 12 osztdja van, tehat 12-féle a x b felbontas 1étezik. Mivel a 6 x 12-es téglalap ugyanaz, mint a
12 x 6-o0s téglalap. Tehat 12/2 = 6-féle téglalap készitheté.
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57. Melyek azok a paros szamok, amelyek eléallithatok két négyzetszam kiilonbségeként?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1988. 7. osztdlyosok versenye
Megoldas. Az 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, ... sorozatban fellép6 kiilonbségeket figyeljiik:
2= ... (7
4=4-0=22-0%(=4-1)
6=...(7)
8=9-1=32-12(=4-2)

10=...(7)
12=16—4=14%-2%(=4.3)
14=...(7)
16=25—-9=5%-3%=4-4)
18=...(7)
20 =36 — 16 = 62 — 42(=4-5)
22 =...(7)
24 =49 —25 =72 —5%(=4-6)
26 =...(7)

Azt figyelhetjiik meg, hogy a 4-gyel oszthaté szamokat fel tudjuk irni két négyzetszam kiilonbségeként.
Sét jobban megfigyelve azt 1dtjuk, hogy 4n = (n + 1)? — (n — 1)2. S valéban, ha elvégezziik a négyzetre
emeléseket latjuk, hogy helyes a felirt Osszefliggés:

m+1)2—-(n-12=mn>+2n+1)— (n?>-2n+1) = 4n.

A feladat kérdésére a vélaszt részben megtaldltuk: a 4-gyel oszthaté szamok eléallnak két négyzetszam

kiilonbségeként.

Léssuk be, hogy a 4-gyel nem oszthaté paros szdmok (ezek 4-gyel osztva 2 maradékot adnak) nem
allnak el6 két négyzetszam kiilonbségeként.

Egy négyzetszam 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, ezért két négyzetszam kiillonbsége 4-gyel osztva
adhat 1 -1=0,1-0=1,0—-1= 3, 0 — 0 = 0 maradékot. Azaz két négyzetszam kiilonbsége 4-gyel
osztva 2 maradékot nem ad, két négyzetszam kiilonbsége nem lehet olyan paros szam, amely 4-gyel nem
oszthatd.

58. Megoldhaté-e az egész szamok korében az x? + 32 = 2001 egyenlet?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 2001. 7. osztilyosok versenye

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az egyenlet megoldhato, és egy megoldasa = = a és y = b. Mivel 2001
oszthaté 3-mal, igy a? + b? is. Tekintettel arra, hogy egy 3-mal nem oszthaté négyzetszam 3-mal osztva
mindig 1 maradékot ad, ez csak tigy lehet, ha a és b is oszthaté 3-mal. Ekkor 9 | a® + b2, de 9 nem osztéja
2001-nek, ezzel ellentmondasra jutottunk. Tehat az egyenlet nem oldhaté meg.

59. Egy nagy csaladban a gyerekek atlagos életkora 11 év. A legidésebb gyerek 17 éves, a tobbiek
atlagos életkora 10 év. Hany gyerek van a csalddban? (A gyerekek életkordt egész évnek vessziik.)

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1983., 6. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Ha a csaladban levd gyerekek szama x, akkor a gyerekek életkoranak Osszege 11z. 11z =
17+ 10(x — 1).

11z =17 4 10z — 10,

11z = 7+ 10x,

z="T.

A csaladban 7 gyerek van.

60. Ha négyszer annyi pénzem lenne, mint amennyi van, akkor vagyonom annyival lenne tobb ezer
forintnal, mint amennyi most hidnyzik bel6le. Hany forintom van?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1992., 5. osztalyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Ha most  Ft-om van, akkor 4z — 1000 = 1000 — z. Innen 5z = 2000, = = 400.
400 forintom van.
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61. Andris azt mondta Béldnak: az én pénzem 3/5-éhez még 70 forintot kell adni, és akkor annyi
forintot kapunk, mint ahany van neked. Béla igy vélaszolt: neked csak 30 forinttal van tobb pénzed, mint
nekem. Mennyi pénziik van kiilon-kiilén?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdagos dond, 1994., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. %x +70 =y, y=x— 30, azaz %x 4+ 70 =z — 30.
100 = 2,

x = 250.

Andrisnak 250 Ft-ja, Bélanak 220 Ft-ja van.

62. Egy apa most hétszer annyi id0s, mint a fia. Tiz év miilva az apa haromszor olyan idGs lesz, mint
a fia. Hany éves most az apa és a fia?

Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orszagos dond, 1997., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. Az fit életkora most x év, az apaé pedig 7x.

Tiz év milva az apa 7z + 10, a fia x + 10 éves, és ekkor az apa haromszor olyan idés, mint a fia:
Tz + 10 = 3(z + 10).

7z + 10 = 3z + 30,

Tr = 3x + 20,
4x = 20,
x =5.

Az apa most 35 éves, a fia pedig 5 éves.

63. Bontsd fel a 60-at két szam Osszegére gy, hogy az egyik szadm hetede egyenld legyen a masik szam
nyolcadaval!

Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dond, 1991.,; 5. osztalyosok versenye

Megoldas. Ha az egyik szdm hetede x, akkor ez a szadm 7x, a masik szdm pedig 8x. A két szdm Gsszege
60: 7x 4+ 8z = 60, 15z = 60, x = 4.

A keresett két szam: 7x = 28 és 8x = 32.

64. 18 pénzdarab van a zsebemben, csupa 2 és 5 forintos. Ha annyi 6t6s6m lenne, mint ahany kettesem
van, és annyi kettesem, mint ahany 6t6som, akkor kétszer annyi pénzem lenne, mint amennyi van.

Mennyi pénzem van?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1985., 5. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A 2 Ft-osok szama legyen x, ekkor az 5 Ft-osok szama 18 — x. A zsebemben lev6 Gsszeg
2x 4+ 5(18 — x) = 22 + 90 — 52 = 90 — 3.

Ha annyi 6t6s6m lenne, mint ahdny kettesem van, és annyi kettesem, mint ahdny 6t0som, azaz b5x +
2(18 —x) = 5z + 36 — 2z = 3z + 36 forintom lenne, akkor kétszer annyi pénzem volna, mint amennyi van.

Tehét 3z + 36 = 2(90 — 3z). Azaz 3z + 36 = 180 — 6, 9z + 36 = 180, 9z = 144, = = 16.
A zsebemben 16 db 2 Ft-os és 2 db 5 Ft-os van, igy 42 Ft-om van.
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65. Osszuk fel a 45-6t 4 részre ugy, hogy ha az els6 részhez 2-t adunk, a masodikat 2-vel csokkentjiik,
a harmadikat 2-vel szorozzuk, a negyediket 2-vel osztjuk, akkor egyenld szdmokat kapunk!
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orsziagos dond, 1995., 5. osztalyosok versenye
Megoldas. Legyen a négy szdm a, b, ¢ és d.
Tudjuk, hogy a +2=b—-2=2c= g. Legyen ez az érték x.
Ekkora=2—-2,b=2+2,c=3,d=2z.
A négy szam Osszege 45, (v —2) + (v +2) + 5 + 2z = 45.
Odjuk meg ezt az egyenletet!

(r—2)+ (z+2) + 5 + 2z = 45,

dr + § = 45,
8x + x = 90,
9z = 90,
z = 10.

Ekkora:10—2:8,b:10+2:12,c:12—0:5,d:2'1():20, azaz a négy szam 8, 12, 5, 20.

66. Egy klub tagjai Gsszejovetelitkre egy termet bérelnek. Osszesen tizen vettek részt az iilésen. A
bérleti dijat a résztvevdk fizetik ki, mindenki ugyanannyit. Ha 5-tel tébben lettek volna, akkor fejenként
1000 Ft-tal kevesebbet kellett volna fizetni a teremért. Mennyi terembért fizettek Osszesen?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1997., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Ha eredetileg személyenként x F't bérleti dijat fizettek, akkor a terem bérleti dija 10z Ft.

Ha 5-tel tobben lettek volna, akkor fejenként 1000 Ft-tal kevesebbet kellett volna fizetni. Ekkor 15(x —
1000) Ft-ot fizetnének.

10z = 15(x — 1000), azaz 10z = 15z — 15000, 15000 = 5z, igy = = 3000.

A terembér 10z = 10 - 3000 = 30000 Ft.

67. Melyik az a négy pozitiv egész szam, amelyeket paronként osszeadva a kovetkezd szamokat kapjuk:
4,5,7, 8,10, 117

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny 1992., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A két legkisebb szdm 1, 3; vagy 2, 2 (mivel Gsszegiik 4). Utébbi nem lehet, mert akkor a
péronkénti osszegek kozott lennének egyenlék. Emiatt a tovabbi két szdm 4 (14+4 =5) és 7 (447 = 11).
Az 1, 3, 4, 7 szdmokra teljesiilnek a feltételek.

68. Fél 6t és 6t ora kozott Jancsi megnézi a kardrajat, a mutatdok éppen egy egyenesbe esnek. Hany
perc milva lesznek legkozelebb merdlegesek egymasra a mutatdk?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1982., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. 60 perc alatt a nagymutaté 360°-os szoget tesz meg, x perc alatt x - 6°-ot. Az éramutatd
60 perc alatt 30°-ot tesz meg, x perc alatt x - 0,5°-ot. Ha a mutatok legkozelebb = perc mulva lesznek
merdlegesek, akkor a mutatdk dltal megtett utak (szogek) kiilonbsége 90°, azaz x - 6° — x - 0,5° = 90°.

Ebbdl x = 1614—1 perc.

69. Az ¢6ra kis- és nagymutatéja pontosan 12 drakor egybeesik. Legkozelebb mikor esnek djra egy

2
egyeneSbe' Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1990., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. 60 perc alatt a nagymutat6 360°-os szoget tesz meg, x perc alatt x - 6°-ot. Az éramutatd
60 perc alatt 30°-ot tesz meg, x perc alatt x - 0,5°-ot.

Legkozelebb akkor esnek egy egyenesbe, amikor a két mutaté 180°-os szoget zar be. Ha kozben = perc
telik el, akkor a mutatdk altal megtett utak (szogek) kiilonbsége 180°, azaz 2 -6° —x-0,5° = 180°. Ebbél
T = 32% perc.

Legkozelebb 12 6ra 32% perckor esnek egy egyenesbe a mutatok.

70. Az 6ra és a percmutaté déli 12 rakor fedik egymadst. Legkozelebb hany érakor fogjak ismét fedni

ist?
egymaSt' Kalmér Laszl6 Matematikaverseny orszdgos dond, 1994., 5. osztalyosok versenye

Megoldas. 60 perc alatt a nagymutat6 360°-os szoget tesz meg, x perc alatt x - 6°-ot. Az éramutatd
60 perc alatt 30°-ot tesz meg, x perc alatt x - 0,5°-ot.

Legkozelebb akkor fedik egymast, amikor a nagymutaté egy korrel megel6zi kismutatdt, azaz 360°-kal
tobbet tesz meg. Ha kozben x perc telik el, akkor a mutatdk altal megtett utak (szogek) kiilonbsége 360°,
azaz x -6° — x - 0,5° = 360°. Ebbdl x = 6515—1 perc.

Legkozelebb 13 o6ra 515—1 perckor fedik egymést a mutatok.
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71. A két unoka életkora a nagymama életkordanak két szamjegyével egyenld. Harmuk életkoranak

Osszege 72 év. Hany évesek kiilon-kiilon?
Kalmér Laszlé Matematikaverseny 2000., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A nagymama életkora egy kétjegyi szdm: Ty. Az unokédk életkora = és y. Az életkorok
Osszege 72 év.

Ty +x+y="72,

(10z+y)+z+y =72,

11z + 2y = 72.

Mivel 0 < y <9, ezért 0 < 2y < 18 és 54 < 1lx < 72. Tehat 11x = 55 vagy 1lx = 66, x = 5 vagy
z = 6.

Ha z =5, akkor 2y = 17, y értéke nem egész szdm, nincs megoldas.

Ha z = 6, akkor y = 3. Ekkor a nagymama 63 éves, az unokék pedig 6 és 3 évesek.

72. Melyek azok a tizes szamrendszerben felirt haromjegyt szdamok, amelyekre igaz, hogy egyenlok
szamjegyeik Osszegének 12-szeresével?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1998., 6. osztdlyosok versenye, orszagos dontd, ill. 1987., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Legyen a hdromjegyfi szdm: Tyz. A feladat szerint Tyz = 12(z +y + 2), 100z + 10y + z =
12(x +y + 2).

100z + 10y + z = 12(z + y + 2),

100x 4+ 10y + z = 12z + 12y + 12z,

88z =2y + 11z.
88z = 2y + 11z, azaz 2y = 88x — 11z. A jobb oldal oszthaté 11-gyel, ezért a bal oldal is. Az y =0, 1,
2, ..., 9 értékek koziil csak y = 0 esetén teljesiil ez az oszthatosag.

Ha y = 0, akkor 88z = 11z, 8x = z.

8z értéke csak x = 0 és x = 1 esetén egyjegyli. Ha x = 0, akkor a keresett szdm nem lesz haromjegyti,
tehat x =1, z = 8.

A keresett szam: 108.

73. Egy haromjegy tizes szamrendszerbeli szam egyenlo a szamjegyei 6sszegének 15-szorosével. Melyik
lehet ez a szam?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 2000., 7. osztdlyosok versenye, megyei forduld

Megoldas. Legyen a hidromjegyii szdm: Tyz. A feladat szerint Tgz = 15(x + y + z), 100z + 10y + z =
15(x +y + 2).

100z + 10y + z = 15(x + y + 2),

100z 4+ 10y 4+ z = 15x + 15y + 15z,

85z = 5y + 14z.

85z = by + 14z, 14z = 85x — 5y. A jobb oldal oszthatd 5-tel, ezért a bal oldal is. Emiatt z = 0 vagy
z =05.

Ha z = 0, akkor 85x = by, 17z = y. Mivel x és y szamjegyek, igy 17z = y csak ugy teljesiil, ha
x =y = 0. Ez nem jelent megoldést.

Ha z =5, akkor 70 = 85z — 5y, 14 = 17Tx — y, 172 = 14+ y. Mivel 14 +y < 14 + 9 = 23, igy x értéke
csak 1 lehet, ekkor y = 3.

A keresett szam: 135.

74. Keresd meg mindazokat a tizes szamrendszerben felirt szamokat, amelyek szamjegyeik 0sszegének
13-szorosai!

Kalmér Laszlé Matematikaverseny 1985., 8. osztédlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Elébb éllapitsuk meg, hogy hany jegyt lehet a keresett szam.

Egy négyjegyil szdm szamjegyei dsszegének 13-szorosa legfeljebb (9+9+9+9) - 13 = 468, s ez kisebb
az adott négyjegy(l szdmnal. Otjegyti, ill. enndl t6bb jegy(i szémoknal sem éri el a szémjegyek osszegének
13-szorosa az adott szam nagysagrendjét.

A keresett szam tehdt legfeljebb haromjegy(i szam, legyen ez a szdm: Tyz (x értéke lehet 0 is). A feladat
szerint Tgz = 13(x + y + z), 100z + 10y + z = 13(z + y + 2).

100z + 10y + z = 13(x + y + 2), 100z + 10y + z = 13z + 13y + 132, 87z = 3y + 122, 29z = y + 4=.

y+4z <9436 = 45, tehat 29z < 45, x = 1 vagy = 0. Ha © = 0, akkor y = 0 és z = 0. Ez nem
jelent megoldast.
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Ha x =1, akkor y + 4z = 29, 42 = 29 — y, azaz 29 — y oszthatd 4-gyel. Emiatt y értéke 1, 5 és 9 lehet.
Az ehhez tartoz6 z értékek 7, 6 és 5.

Tehat a megoldasok:

z=1,y=1, z=7, ez a hdromjegyl szam: 117;

x=1,y=>5, z=06, ez a hdromjegyli szam: 156;

z=1,y=9, z=2>5, ez a hdromjegyli szam: 195.

A keresett szamok: 117, 156 és 195.

75. Egy tizes szamrendszerben felirt szam egyenl6 szamjegyei 0sszegének 17-szeresével. Melyik lehet

am?
€z a szam.: Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny 1995., 7. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. El6bb allapitsuk meg, hogy hany jegyfi lehet a keresett szam.

Egy négyjegy(i szam szdmjegyei Osszegének 17-szerese legfeljebb (9+9+949) - 17 = 612, s ez kisebb
az adott négyjegy(l szdmndl. Otjegyti, ill. ennél t5bb jegy(i szdmoknal sem éri el a szémjegyek dsszegének
17-szerese az adott szam nagysdgrendjét.

A keresett szam tehét legfeljebb hdromjegy(i szdm, legyen ez a szdm: Tgyz (x értéke lehet 0 is). A feladat
szerint Tyz = 17(x + y + 2), 100 + 10y + 2 = 17(x + y + 2).

100z + 10y + z = 17(z + y + 2),

100z 4+ 10y 4+ 2z = 17x + 17y + 17z,

83x = Ty + 16z.

Ty +162 <7-9416-9 = 207, tehat 83x < 207,z =2, x =1 vagy x = 0. Ha = = 0, akkor y = 0 és
z = 0. Ez nem jelent megoldast.

Ha z =1, akkor Ty + 162 =83. A 2 =0, 1, 2, 3, 4, 5 értékeket végigprébalva egy megoldast talalunk:
y =5, z = 3. A hiromjegyli szam: 153.

Ha xz = 2, akkor 7y + 16z = 166. Itt végigprébalva pl. az y = 0, 1, 2, ..., 9 értékeket, nem taldlunk
megoldast.

Egyetlen megoldas van, a 153.

76. Melyek azok a tizes szamrendszerbeli haromjegy(i szamok, amelyek egyenléek szamjegyeik Gssze-

. 5 , 2
genek 19-szeresével’ Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1992., 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

Megoldas. Legyen a hdromjegyi szdm: Tgz. A feladat szerint Tgz = 19(x + y + z), 100z + 10y + z =
19(z +y + 2).

100z + 10y + z = 19(x + y + 2),

100z 4+ 10y 4+ z = 192 + 19y + 19z,

8lx =9y + 18z,

9 =y + 2z.

y+22<94+2-9=27, tehdt 9z < 27, azaz xt =3, x =2 vagy x = 1.

Ha x = 3, akkor 27 = y + 2z. Ennek az egyenletnek egy megoldasa van: y = z = 9. A haromjegyi
szam: 399.

Ha x = 2, akkor 18 = y + 2z, y = 18 — 2z. Innen latjuk, hogy y értéke péaros szam. Az y = 0, 2, 4, 6,
8 szamokhoz tartoz6 z értékek rendre: 9, 8, 7, 6, 5. A megfelel6 haromjegyii szamok: 209, 228, 247, 266,
285.

Ha x = 1, akkor 9 = y + 22. Az egyenlet megolddsai: y =1ész2=4,y=3és2=3,y=>5és z =2,
y=T7ész=1,y=9és z=0. A megfelel6 haromjegyii szamok: 114, 133, 152, 171, 190.

A keresett szamok: 114, 133, 152, 171, 190, 209, 228, 247, 266, 285, 399. Osszesen 11 szam.

77. Melyek azok a haromjegy tizes szamrendszerbeli szamok, amelyek egyenlok szamjegyeik Osszegé-

- A ?
nek 34-szeresével Kalmar Laszlé Matematikaverseny 2001., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Legyen a héromjegyi szdm: Tgz. A feladat szerint Tgz = 34(x + y + z), 100z + 10y + z =
34(x +y + 2).

100z + 10y + z = 34(x + y + 2),

100z 4+ 10y + z = 34x + 34y + 34z,

66z = 24y 4 33z.

66x = 24y + 33z, 24y = 66x — 33z. A jobb oldal oszthaté 33-mal, ezért a bal oldal is. Emiatt y = 0.

Ha y = 0, akkor 66x = 33z, 2z = 2.

A keresett szamok: 102, 204, 306, 408.
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78. Van 48 darab egyforma (egybevégd) kockdnk. Hényféle kiilonbozé alaku téglatestet lehet ezekbdl
Osszerakni, ha egy-egy téglatestnél mindet fel kell hasznalni?

Kalmér Lészl6 Matematikaverseny megyei forduléja 1997., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. A lehetséges téglatestek méretei:
1 x 1 x 48,

1x2x24,

1 x 3 x 16,

1x4x12,

1x6x8,

2 x2x12,

2 x 3 x8,

2 x4 %6,

3x4x4.

Osszesen 9-féle téglatest készitheto.

79. Egy kocka 6 lapja koziil 2-t pirosra, 2-t kékre, 2-t sdrgdra akarunk festeni. Hanyféleképpen tehetjiik
ezt meg, ha az elmozgatassal fedésbe vihet6 kockakat azonosnak tekintjik?

Kalmér Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1998., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. Vizsgéljuk az eseteket aszerint, hogy a két piros lap hogyan helyezkedik el.

Ha a két piros lap szemkozti, akkor a két kék (és ekkor a két sdrga is) vagy két szemkozti lap, vagy
két szomszédos. Ekkor 2-féle szinezés van.

Ha a két piros lap szomszédos, akkor a két kék lap lehet szomszédos, és a két sarga lap vagy szemkozti,
vagy szomszédos. Ez 2-féle szinezést jelent.

Ha a két piros lap szomszédos, akkor a két kék lap lehet szemkozti is, és a két sarga szomszédos. Ez
egy ujabb lehetOség.

Osszesen 5-féleképp lehet a kockat az elvardsok szerint kiszinezni.

80. Egy kocka minden lapjat pirosra vagy kékre festhetjiilk. Hany kiilonb6zé kockat tudunk igy ké-
sziteni, ha csak azokat a kockdkat tekintjik kiilonbozének, amelyeket elmozgatdssal nem lehet fedésbe
hozni?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja 1999., 5. osztédlyosok versenye

Megoldas. Szamoljuk meg a kiillonboz6 szinezéseket aszerint, hogy hany lap piros.

Amikor a piros lapok szdma 0, 1, 5 vagy 6, akkor egy-egy szinezés lehetséges (Osszesen 4 lehetdség).

Ugyanannyi médon lehet szinezni 2 lapot pirosra és 4-et kékre, mint 2 lapot kékre és 4-et pirosra. A
2 piros lap vagy élben lesz szomszédos, vagy pedig két szemkozti lap.

Tehat, amikor a piros lapok szama 2 vagy 4, akkor 2-2 szinezés lehetséges.

Hérom lapot 2-féle médon festhetiink pirosra: két szemkozti lap és valamelyik oldalsé lap piros, vagy
hérom olyan lap, melyeknek van egy koz0s csicsa.

Osszegezve: 10 kiilonbozé médon lehet a kocka lapjait két szinnel szinezni.

81. Andi és Bea a kovetkezo jatékot jatsszak. Nyolc szines gyurmagolyot, amelyek koziil 2 piros, 2 kék,
2 z0ld és 2 sérga, felvaltva egy kocka csiicsaiba nyomnak. Andi kezd, barmelyik goly6t barmelyik csticsba
teheti. Ezutan Bea kovetkezik, a megmaradt golyékbol barmelyiket egy még szabad kockacsicsba teheti.
Ezutédn djra Andi jon, majd Bea mindaddig, amig van goly6 (és igy szabad kockacstcs is). Andi nyer,
ha a végén van olyan éle a kockanak, amelynek két végén azonos szinti golyd van, ellenkezo esetben Bea
nyer. Ki tud gy6zni ebben a jatékban?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1999., 5. osztalyosok versenye

Megoldas. Ha Bea tigyesen jatszik, akkor nyer. Bea nyerd stratégidja a kovetkezé: mindig Andi 1épé-
sének a kocka kozéppontjara tiikrozésével kapott csticsba helyezi az ugyanolyan szinti golyét. Ily médon
a kockanak nem lesz olyan éle, amelynek két végén azonos szinii golyd van.
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82. Héany egybevagd kockdat ragasszunk Ossze oszloppa, ha az eredeti kocka felszinénél haromszor
nagyobb felszini testet szeretnénk kapni?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1985., 6. osztalyosok versenye

Megoldas. Egy kockanak 6 lapja van, igy a keresett test felszinén 18 oldallapja lesz a kockdknak. Az
oszlop alap- és feddlapjan kiviil 16 lap lesz az oldalakon. Egy kocka 4 oldallapot ad az oszlopnak, ezért 4
kockéra van sziikség.

83. Egy kockat két szemkozti lapjaval parhuzamos sikokkal tgy ,szeleteltink fel”, hogy a keletkezett
testek felszinének Osszege haromszorosa legyen a kocka felszinének. Hany sikkal szeleteltiik fel a kockat?

Kalmar Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja 1993., 6. osztalyosok versenye

Megoldas. A kocka felszine 6 lapbdl dll. A végasok megorzik a kocka felszinét és minden vagas két 1j
lapot eredményez. 6 vagassal a felszin hdromszorosra né, mert a 6 vigassal 12 1j lapot nyertink, melyek
az eredeti 6 lap felszinével egyiitt kiadjak a sziikséges 18 lapnyi felszint.

84. Egy adott kockdt mindegyik lapjdra tikroziink. Az igy kapott test (az eredeti kockdval egytitt)
térfogata héanyszorosa a kocka térfogatanak? Es a felszine hényszorosa a kocka felszinének?
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1992., 5. osztalyosok versenye
Megoldas. A kapott test (térbeli kereszt) 7 egybevagd kockabdl &ll, kozépen van egy kocka, s annak
mindegyik lapjdhoz csatlakozik egy kocka. A test térfogata hétszerese a kocka térfogatdnak. A kozéps6
kockahoz illeszked6 kockdk mindegyikének 5 lapja van a test felszinén, Osszesen 6 - 5 = 30 lap, ami egy
kocka felszinének Gtszorose.

85. Egy kockat tetraéderekre darabolunk. Legalabb hany tetraédert kapunk?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orsziagos dontdje 1995., 8. osztilyosok versenye

Megoldas. Valasszuk ki a kocka két szemkozti oldallapjat! Egy-egy ilyen lapon legaldbb két tet-
raéder oldallapja nyugszik. Ez mar legalabb négy tetraéder, s ezekbdl egyiket sem szamoltuk kétszer.
A négy tetraéder térfogatanak Osszege legfeljebb %—a a kocka térfogatdnak. (Miért? Igazoljuk!) Tehdt a
feldaraboldsnal legalabb 6t tetraéder keletkezik.

Ot tetraéderre fel lehet darabolni a kockat. Vélasszuk ki a kocka 4 olyan csticsat, amelyek kozott nincs
ketto, melyeket él kotne Ossze. Ez a négy csucs egy szabalyos tetraéder négy csicsa. Ennek a tetraédernek
minden lapjara illeszkedik még egy tetraéder, s ez az 5 tetraéder egyiitt kiadja a kockét.

86. Egy kocka minden lapjira egy sikot fektetiink ra. Hany részre osztjak ezek a sikok a teret? Alli-
tdsodat indokold!
Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1991., 5. osztalyosok versenye
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1993., 5. osztalyosok versenye
Megoldas. Tekintsiik a kocka alap- és fed6lapjat. Ezek sikja a teret harom részre osztja. Mindegyik
részben 9 térrész keletkezik, a sikok Osszesen 3 x 9 = 27 részre osztjak a teret.

Mads megoldas. A keletkezd térrészeket megszamolhatjuk dgy is, hogy azok a kocka mely részéhez
illeszkednek. Minden laphoz tartozik egy , kéményszeri” térrész, ezek szdma 6; minden csticshoz illeszkedik
egy ,,sarokszoglet”, ezekbol 8 van; minden élhez egy ,hajlat” simul, szamuk 12; tovabba a kocka belseje.
Minden térrészt megszamoltunk, mindegyiket egyszer szamoltuk. A részek szama: 6 +8 4+ 12 + 1 = 27.

87. Mekkora szoget zar be a kocka egyik csticsabdl kiindulé két lapatloja?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny orszigos dontdje 1997., 5. osztdlyosok versenye

Megoldas. A kocka valamelyik csiuicsabdl indulé két lapéatléjanak végpontjait kossiik Gssze. fgy egy
egyenld oldali haromszoget kapunk, hiszen a hiaromszog mindegyik oldala egy-egy lapatlé. A kérdezett
szog: 60°.

88. Egy sorozatot a kivetkez6 mdédon képeziink. A sorozat elsé tagja 1997. Minden kovetkez6 tagot
ugy kapunk, hogy az el6z6 tagbdl kivonjuk a szdmjegyeinek Gsszegét (pl. 1997, 1997 — 26 = 1971, ... )
Mi lesz a sorozat els6 olyan tagja, amelyik egyjegyli szam?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1997., 7. osztalyosok versenye
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos dontSje, 1993., 7. osztalyosok versenye

Megoldas. Egy szam és a szam szamjegyeinek Osszege azonos maradékot adnak, tehat a kiilonbsé-
glik oszthaté 9-cel. Emiatt a sorozat tagjai, a masodikkal kezd6dden oszthatdk 9-cel. fgy a sorozat elsé
egyjegyl tagja csak a 9 lehet.
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89. Pisti azt tapasztalta, hogy ha egy négyjegyli szdmhoz hozzdadja a forditottjét (azt a szdmot,
amelyet az eredeti szdm jegyeinek forditott sorrendbe {résdval kaptunk), akkor az 6sszeg mindig oszthatd
11-gyel. A két szam kiilonbségérol azt taldlta, hogy mindig oszthaté 9-cel. Igaza van-e? Magyardzd meg
a tapasztalatot! Mit tapasztalsz, ha 6tjegyli szamokkal is probalkozol?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1980., 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Legyen a négyjegyti szam: abcd.

abed + dcba = (1000a + 1006 + 10¢ + d) + (1000d + 100¢ + 10b + a) = 1001a + 110b + 110c + 1001d =
1001(a + d) + 110(b + ¢).

Mivel 1001 is, 110 is oszthaté 11-gyel, ezért 1001(a + d) + 110(b + ¢), és emiatt az abed + deba Gsszeg
is oszthato 11-gyel.

abed — deba = (1000a + 100b + 10¢ + d) — (1000d + 100¢ + 10b + a) = 999a + 90b — 90c — 999d =
999(a — d) + 90(b — ¢). Mivel 999 is, 90 is oszthaté 9-cel, ezért 999(a — d) + 90(b — ¢), és emiatt az
abed — dcba kiillonbség is oszthato 9-cel.

Tehat amit Pisti tapasztalt négyjegyli szdmok esetén, az minden négyjegyi szamra igaz. Vizsgaljuk
meg Otjegyl szamok esetén az allitasokat.

Legyen az otjegyti szam: abcde.

A szdm és forditottjanak kiilonbsége oszthaté 9-cel, ugyanis:
abcde — edcba =
= (10000a + 1000b + 100c¢ + 10d + €) — (10000e + 1000d + 100¢ + 10b + a) =
= 9999a + 990b — 990d — 9999e = 9999(a — €) + 990(b — d).

Mivel 9999 is, 990 is oszthaté 9-cel, ezért 9999(a —e) +990(b— d), és emiatt az abcde — edcba kiilénbség
is oszthatd 9-cel.

A szédm és forditottjanak Osszege nem oszthaté mindig 11-gyel, példaul a kovetkezd esetben sem:
12345 + 54 321 = 66 666.

90. Kivélasztunk egy tetszéleges haromjegyi szdmot és négyzetreemeljiik. Ezutan a kivélasztott szam
szamjegyeit forditott sorrendben leirjuk, és a kapott szdmot emeljiik négyzetre. A két négyzet koziil a
nagyobbikbdl kivonjuk a kisebbiket. Igaz-e, hogy az eredmény mindig oszthaté 99-cel?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1993., 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Legyen a haromjegy(i szam: abc.

(abc)? — (cba)? = (100a + 10b + )% — (100c + 10b + a)? =
= [(100a+10b+c¢) — (100c+ 10b+a)] - [100a+ 100+ ¢+ 100c + 10b+a] = [99a —99¢| - [101a+ 200+ 101¢] =
99[a — c] - [101a + 20b + 101c], s errdl a kifejezésrdl lathatd, hogy oszthatéd 99-cel.

(Az atalakitas sordn felhasznéltuk az 22 — y? = (z — y)(x + y) azonossagot. Enélkiil is boldogultunk
volna, de {gy hamarabb célhoz jutottunk.)

91. frj fel egy tetszlleges haromjegyli szdmot (példaul: 235), majd készitsd el azt a 6-jegyfl szdmot,
ami ennek a szdmnak a kétszeri egymads utan irasdval keletkezik (235235). A kapott szdm mindig oszthaté
13-mal! Magyardzd meg, miért igaz ez mindig!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny megyei dontéje, 1993., 6. osztalyosok versenye

Megoldas. El6bb a példan mutatjuk meg az oszthatdsdagot: 235235 = 2350004235 = 235-10004-235 =
235-1001 =235-7-11-13.

Az 4ltaldnos eset hasonléan igazolhaté: abcabe = abc000 + abc = abc - 1000 4 abc = abc - 1001 =
abc-7-11-13.

92. Bizonyitsd be, hogy ha egy tetszbleges kétjegyli szamot haromszor egymads utan irsz, az igy kapott
hatjegyii szam oszthatd lesz 13-mal!

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny megyei dontdje, 1982., 8. osztdlyosok versenye

Megoldas. ababab = ab0000 + ab00 + ab = ab - 10000 + ab - 100 + ab = ab- 10101 = ab-3-7- 13- 37.

93. Egy tetszéleges kétjegyll szdm utan irjunk egy nullat, majd Gjra a kétjegyi szamot. Mutasd meg,
hogy az igy kapott 6tjegyli szdm mindig oszthaté 11-gyel és 13-mal is!

Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orszagos dontdje, 1991., 6. osztalyosok versenye

Megoldas. ab0ab = ab000 + ab = ab - 1000 + ab = ab - 1001 = ab-7-11-13.
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94. Béla azt allitja, hogy a hatjegyl szamokra ismer egy 37-tel vald oszthatdsigi szabalyt. Példaul:
413364 oszthaté 37-tel, mert 413 4 364 = 777 oszthaté 37-tel. Ugyanakkor 113231 nem oszthato 37-tel,
mert 113 4 231 = 344 nem oszthaté 37-tel.

Fogalmazd meg a szabalyt és bizonyitsd be, hogy a szabaly helyes!

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny megyei dontéje, 1994., 6. osztalyosok versenye, 1995., 7. osztalyosok versenye

Megoldas. Legyen a két haromjegyii szam A és B. A két szdm egymas utdn irdsaval kapott hatjegyii
szam 1000A + B.

1000A + B = 999A + (A + B). Mivel 999 oszthaté 37-tel, {gy (A + B) pontosan akkor oszthaté 37-tel,
ha 10004 + B oszthaté 37-tel.

Megfogalmazhatjuk a szabalyt: Egy hatjegyt szam akkor és csak akkor oszthato 37-tel, ha annak a
két haromjegyii szamnak az Osszege is oszthaté 37-tel, amely két szam egymas mellé irasaval kaptuk a
hatjegyii szamot.

95. Igazoljuk, hogy ha az abcabc hatjegyli szam oszthatd 37-tel, akkor a bcabca hatjegyli szam is

5 “tel!
oszthat6 37-tel! Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei déntéje, 1996., 8. osztalyosok versenye

Megoldas. Tudjuk, hogy 37 | abcabe. Léssuk be, hogy 37 | beabca.
bcabca = a000000 + beabca — a000000 = abcabcO 4+ a — a000000 =
=10 - abcabc + a — 1000000 - @ = 10 - abcabc — 999999 - a =
=10 - abcabc — 999 - 1001 - @ = 10 - abcabc — 999 - 7- 11 - 13 - a.
Tehat bcabea = 10 - abcabc — 999 - 7 - 11 - 13 - a. Innen mér leolvashaté az oszthatésag.

96. Tudjuk, hogy p és q olyan pozitiv egész szamok, amelyekre 3p + 4q oszthaté 11-gyel. Igaz-e, hogy
ekkor p + 5¢ is oszthat6 11-gyel?

Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1991., 7. osztdlyosok versenye

Megoldas. Az allités igaz, mivel 4(3p+4q) = 11(p+q) + (p+5q), azaz 4(3p+4q) —11(p+q) = p+5q.
Az egyenléség bal oldaldn 4ll6 kifejezés tobbszorose 11-nek, igy a jobb oldalon &ll6 (p + 5q) kifejezés is
oszthato 11-gyel.

, . 7 ’ 2 .. 7 7 7’ 7’
97. Hatérozzuk meg az ésszes olyan n egész szdmot, amelyre az E2 tort értéke egész szdm!
? n+1
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny megyei dontdje, 1991., 8. osztdlyosok versenye
2 2 2
(e n42 _ (n"-1)+3 _ n?-1 3 3 PRI P / 3
Megoldas. .5 =~ 4 — =77 +t g =n—1+ 5 A tort értéke akkor lesz egész, ha a ]

tort értéke egész szam, azaz ha n + 1 osztdja 3-nak.
A keresett n értékek: —4, —2, 0, 2.
98. Eldallithaté-e 220 néhdny (legaldbb ketts) egymést kovetd pozitiv egész szdm Osszegeként?
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny megyei dontdje, 1990., 7. osztdlyosok versenye

Megoldas. Legyen n db egymast kovetd pozitiv egész szam: a+1,a+2, ... ,a+n—1, a+n. frjuk
fel a keresett Gsszeget kétféle médon, majd adjuk Ossze az elsé két sort (ahogyan a kis Gauss csindlta):

(
(a+1)+(a+2)+ -+ (a+n—1)+ (a+n) =22
(a+n)+(a+n—-1)+-+(a+2)+ (a+1) =22

n(2a +n+ 1) =2

Mivel n 1-nél nagyobb és n(2a +mn + 1) = 22!, ezért n paros szdm (hiszen 22'-nek nincs 1-nél nagyobb
paratlan osztéja).

Ha n péros, akkor (2a + n + 1) 1-nél nagyobb paratlan szam lesz, tehat az n(2a + n + 1) szorzat nem
lehet 22!, azaz a kivant el6allitds nem lehetséges.

99. Allitsd elé 1996-ot egynél tobb, egymast kovetd pozitiv egész szam Osszegeként!

Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1996., 8. osztilyosok versenye

Megoldas. Legyen n db egymast kovetd pozitiv egész szam: a+1,a+2, ... ,a+n—1, a+n. frjuk
fel a keresett Osszeget kétféle médon, majd adjuk Gssze az elsd két sort (ahogyan az €l6z6 feladatban):

n(2a+n+1) =2-1996

2-1996 = 22499, mivel a + 1 > 0, {gy 2a +n +1 > n. Ha n paros, akkor (2a +n + 1) paratlan, s ha n
paratlan, akkor (2a+mn-+1) péaros. Csak egy, a feltételeket kielégité megoldas van: n = 8, 2a+n+1 = 499,
azaz a = 245.

246 + 247 4 248 + 249 4 250 + 251 4 252 + 253 = 1996.
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100. Hanyféleképpen lehet 1989-et elééllitani egymast kovetd pozitiv egészek Osszegeként?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1989., 8. osztdlyosok versenye

Megoldas. Legyen n db egymast kovetd pozitiv egész szam: a+1,a+2, ... ,a+n—1, a+n. frjuk
fel a keresett Osszeget kétféle modon, majd adjuk Gssze az elsé két sort:

(a+1)+(@+2)+ -+ (a+n—1)+ (a+n) =1989,
(a+n)+(a+n—-1)+--+(a+2)+ (a+1) =1989,
n(2a +n+1) =2-1989.

2-1989=2-32-13-17, mivel a + 1 > 0, igy 2a +n + 1 > n.

2 - 1989 két pozitiv egész szam szorzataként annyi mdédon allithaté el6, ahany osztdja van a 2 - 1989 =
2-3%.13-17 szdmnak, azaz 2-3-2-2 = 24.

A 24 eléallitasbdl csak azok felelnek meg, melyekben az els6 tényezé kisebb a masodiknél, ez fele a 24
lehetGségnek.

A kivant médon 12-féleképpen lehet el6allitani az 1989-et. Az elballitasokat felsoroljuk, megadva az
egymdst kovetd szdmok szdmat (n) és ezen szdmok koziil az els6t (a+1): 1 és 1989 (ha Osszegként 1-tagi
Osszeget is elfogadunk); 2 és 993; 3 és 661; 6 és 328; 9 és 216; 13 és 146; 17 és 108; 18 és 101; 26 és 63; 34
és 41; 39 és 31; 51 és 13.

101. Melyek azok a p és g primszamok, amelyekre p + ¢ is és p — ¢ is primszam?
Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orszagos dond, 1997., 6. osztdlyosok versenye
Megoldas. p és ¢ mindegyike nem lehet paratlan, ¢ = 2. p — 2, p, p + 2 szamok kozil valamelyik
mindig oszthatd 3-mal, &m mind a harom szam prim, tehat az egyikik 3. Ez csak ugy lehet, ha ez a
hérom szam a 3,5, 7. p = 5.

102. Van-e 7, 13, 19, 25, ... sorozat (minden tag 6-tal nagyobb, mint az €l6z0) tagjai kozott olyan

szam, amely el6allithaté két primszam kiilénbségeként?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1994., 7. osztédlyosok versenye

Megoldas. Két paratlan prim kiilonbsége paros, tehat igy nem lehet megkapni a feladatban felsorolt
szdmokat. Emiatt az egyik prim péros szdm, azaz 2. A megadott sorozatban levé szamokat noveljiik
2-vel, hogy megkapjuk a kisebbitendét: 9, 15, 21, 27, ... (a szdmok 6-osdval nének) Ezek a szdmok 3-mal
oszthatd Gsszetett szamok.

Tehat a megadott sorozatnak nincs olyan tagja, amely elédllna két prim kiilonbségeként.

103. Van-e olyan pozitiv egész k szam, amelyre igaz, hogy k+5, k+7 és k+ 15 egyszerre primszamok?

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny orszagos donts, 1993., 6. osztdlyosok versenye

Megoldas. Ha k = 3m, akkor k+ 15, ha k = 3m + 1, akkor k+ 5, ha k = 3m + 2, akkor k4 7 oszthaté
3-mal, s ezek 3-nal nagyobbak, ezért a kifejezések értéke nem lehet primszam.

104. Milyen p primszamra lesz 2p + 1, 3p + 2, 4p + 3 és 6p + 1 mindegyike prim?
Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1992., 7. osztdlyosok versenye

Megoldas. Megfigyelhetjiik, hogy tetszéleges p egészre a p, 2p+1, 3p+2, 4p+ 3, 6p+ 1 szamok egyike
oszthatd 5-tel. (Ha p 5-tel osztva 0, 1, 2, 3, ill. 4 maradékot ad, akkor rendre 5-tel oszthaté: p, 3p + 2,
2p+1,4p+3,ill. 6p + 1.)

Tehat, ha mindegyik prim, akkor az 5-tel oszthato kifejezés értéke egyenld 5-tel.

Ha p = 5, akkor a tobbi kifejezés értéke 11, 17, 23, 31, ezek mindegyike prim.

Ha 2p +1 =5, akkor p = 2, és ekkor 3p + 2 = 8, mely Osszetett szam.

Ha 3p + 2 = 5, akkor p nem egész szam, s nem is prim. Ugyanez a helyzet akkor is, ha 4p + 3 = 5, ill.
ha 6p+1=>5.

Tehat csak p = 5 esetén lesz a tobbi kifejezés mindegyike is prim.

105. Oldjuk meg a primszamok korében a kovetkezd egyenletet: 22 — 1 = 2y2.

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduld, 1999., 8. osztdlyosok versenye

Megoldaés. 2y? = 22 — 1 = (z — 1)(z + 1). = 2 nem megoldés; ha z paratlan, akkor (z — 1)(x + 1)
oszthaté 4-gyel is, tehat y = 2. Ezért © = 3.
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106. Egy haromjegyti paratlan szamrél meg kell allapitani, hogy primszam-e vagy Osszetett. Okos
Berci 3-t6l 31-ig nem talalt osztot. Ezek utdn azt mondta, hogy a szdm biztosan primszam. Igaza volt?
Miért?

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny megyei fordulé, 1985., 7. osztédlyosok versenye

Megoldas. Ha az n szdm Osszetett, akkor van olyan osztdja, mely y/n-nél nem nagyobb. Hiszen, ha
n=a-b,s ais, bis nagyobb lenne \/n-nél, akkor n = a-b > y/n-y/n = n, ellentmonddsra jutunk, ennek
oka a hibas feltevés, tehdt igaz az allitas.

fgy igaza volt Okos Bercinek. (Ha a hdromjegy(i szdmnak lenne valédi osztéja, az csak 31-nél nagyobb
lehet, am az osztd tarsosztéja is nagyobb lesz 31-nél. 32 - 32 = 1024 > 1000, emiatt az adott szamnak
nem lehet 31-nél nagyobb osztdja, ez a szdm primszam.)

107. Adott egy 3-nédl nagyobb p primszam és tudjuk, hogy p-nek egy hatvanya 20 jegy( szam. Igazoljuk,
hogy a 20 szamjegy kozott van legaldbb 3 azonos!
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny orszdgos donts, 1996., 7. osztalyosok versenye
Megoldas. Tegyiik fel, hogy nincs harom egyforma szamjegy a 20-jegyli szamban. Ekkor a szamban
mind a 10 szamjegy pontosan kétszer szerepel.
Ebben a szdmban a szédmjegyek osszege: 2(0+14---+9) = 90. A szdm oszthaté 3-mal, ami ellentmond
annak, hogy a szdm egy 3-td6l kiilonb6z6 primszamnak a hatvanya.

108. Az 1'2‘3'4'551538'99'100 tortet egyszeriisitjik, amig lehet. Mi lesz a végeredményként kapott tort
nevezéje? (2190 azt a 100 tényezds szorzatot roviditi, amelynek minden tényezdje 2; a szamlals is 100
tényezds szorzat.)

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1987., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. 100! =1-2-3-4-5-...-98-99-100. Azt kell megallapitanunk, hogy 100!-ban hényszor
szerepel a 2 tényezdként.

Az 1,2, 3, ..., 100 szdmok koziil minden masodik péaros, ez 50 db 2-es tényez6t jelent.

A 4-gyel oszthaté szamokban van még egy 2-es, melyet eddig nem szamoltunk, ez 25 db tovabbi 2-es
tényezd.

A 8-cal oszthat6 szdmok hirom 2-es tényez6t tartalmaznak, ez ijabb 12 db 2-es tényezd.

Hasonléan a 16-tal, 32-vel, ill. 64-gyel oszthaté szdmok tovabbi 2-eseket tartalmaznak, ezek szdma
rendre 6, 3, ill. 1.

Az 1, 2,3, ..., 100 szamok 0Osszesen 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 db 2-es tényez6t tartalmaznak,
a nevezoben 100 db 2-es tényez6 van. Egyszertisités utdn a nevezében 3 db 2-es tényez6 marad, tehét a
nevezd 2% = 8 lesz.

Ahogyan szdmoltuk 100! primtényezis alakjiban a 2 kitevéjét, azt az eljardst Legendre tételének

nevezik. A tétel szerint n! primtényezés alakjéban a p prim kitevéje: [2] + [5] + [J5] + ..., ahol [x] a
legnagyobb x-nél nem nagyobb egész szamot jelenti; x egészrészének nevezik.

Feladatunkra alkalmazva ezt a tételt megkapjuk 2 kitevGjét a 100! szam primtényez6s alakjaban:
[199] + [1%2] + [A2] + [AR] + [32] + [42] =50+ 25+ 124+ 6 + 3+ 1 = 97.

109. Mi lesz az 1‘2'3'4'255'5)'_':'395%99'100 tort nevezdje, ha az Osszes lehetséges egyszertisitéseket elvégezziik?
Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1993., 7. osztdlyosok versenye, orszagos dontd
Megoldas. 100! =1-2-3-4-5-...-98-99-100.

100! primtényez8s alakjdban a 3 kitevSje [13°] + [A2] + [22] + [32] =33+ 11+ 3+ 1 =48.

100! primtényezds alakjaban mér kiszamoltuk 2 kitevéjét: 97. Tehat a szamlaléban 2°7 - 348 . A 4ll, ahol
A nem oszthaté 2-vel sem, 3-mal sem. A nevezé: 2°0 - 359,
A tort nevezdje az egyszeriisitések utan 32 = 9.

110. Osszeszoroztuk az elsé széz pozitiv egész szamot. Mi lesz a szorzat tizes szdmrendszerben felirt
alakjaban a jobbrol szamitott 24. szamjegy?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1986., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Szamoljuk ki, hogy hany nulldra végzédik a 100! szdm! Ehhez sziikség lesz a 100! primté-
nyezés alakjaban a 2 és az 5 kitevéjére. 100! = 2% - 5% . A = 107 - B. Nyilvan a > 3, tehdt 8 hatdrozza
meg a 10 kitev6jét, s a nulldk szdma a 100! szdm végén [3.

B=[12)+[2P]=20+4=24.

A 100! szam 24 nullara végzédik, igy a kérdezett szamjegy a 0.
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111. A kovetkez6 szorzat eredményét primszamok hatvanyanak szorzata alakjaban irjuk fel. Mennyi
lesz ebben a 2 kitevéje?
31-32-33-...-59-60

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 1995., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté

Megoldés. 31-32-33-...-59-60 = 53
[

60! primtényezos alakjaban a 2 kitevije:

p[E I8 2

]+ [S9] + [S9] + [S9] + [$9] = 30 + 15 + 7 + 3 + 1 = 56;
]+ 39+ (3] + 3] =154+ 7+3+1=26.
A kérdezett szorzatban a 2 kitevéje: 56 — 26 = 30.

30! primtényezds alakjaban a 2 kitevdje: |

112. Bizonyitsd be, hogy 20 egész szam koziil mindig kivalaszthaté kettd, melyek kiilonbsége oszthato
19-cel!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 8. osztédlyosok versenye, 1991., orszagos donts

Megoldas. Az a megfigyelés, hogy ,.két szam kiilénbsége akkor oszthaté 10-zel, ha ugyanarra a szam-
jegyre végzodnek” masképp is fogalmazhaté. Ha két szam ugyanarra a szamjegyre végzodik, az azt jelenti,
hogy a két szam ugyanazt a maradékot adja 10-zel osztva. Ez a megkozelités hasznalhaté mostani példank
megoldasaban.

Két szam kiilonbsége akkor oszthaté 19-cel, ha ezek a szamok ugyanazt a maradékot adjik 19-cel
osztva.

Egy egész szamot 19-cel osztva maradékul a 0, 1, 2, ..., 18 szdmok valamelyikét kaphatjuk. Ez 19
kiilonb6z6 lehetoség.

Emiatt 20 egész szam kozott biztosan van ketto, melyek 19-cel osztva ugyanazt a maradékot adja, és
igy kiilonbségiik oszthato 19-zel.

113. A 2, 22, 23 24 25 ... sorozatban taldlhaté-e két olyan kiilonboz6 szém, amelyek kiilonbsége
oszthaté 100-zal?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1995., megyei fordulé

Megoldas. Egy szam utols6 szamjegye 100-féle lehet (00, 01, 02, ... 99). fgy ha tetszolegesen vesziink
101 db egész szamot, lesz koztiik ketto, amelyek megegyeznek utolsé két szamjegyiikben. Két ilyen szam
kiilonbsége oszthaté 100-zal.

114. Igaz-e, hogy barmely 0t egész szam kozott van harom olyan szam, amelyek Osszege oszthaté
3-mal?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 5. osztédlyosok versenye, 1992., orszagos donté

Megoldas. Egy szam 3-mal osztva 0, 1 vagy 2 maradékot adhat. Ha az 6t szam kozott van harom,
melyek ugyanazt a maradékot adjak, akkor ezek Gsszege oszthaté 3-mal.

Ellenkez6 esetben az 6t szam kozott mindharom osztdsi maradék el6fordul. Hiszen a 0, 1 és 2 osztasi
maradékok skatulyaiba legfeljebb 2-2 szdm keriilhet. Ezért ha az 6t szamot elhelyezziik ezekbe a skatu-
lydkba, mindegyikbe keriil szdm. Vélasszunk ki harom szdmot, melyek rendre 0, 1 és 2 maradékot adnak
3-mal osztva. Ezek 0sszege oszthaté 3-mal.

115. Az 1, 2, 3, ..., 20 szamok koziil kivalasztottunk 11-et. Mutasd meg, hogy a kivalasztott szamok
koz6tt mindig van ketto olyan, amely koziil egyik osztdja a mésiknak!

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1990., megyei fordulé

Megoldas. Az 1, 2, 3, ..., 20 szamokat beosztjuk 10 olyan csoportba, melyekre igaz az, hogy ha
valamelyik csoportbol két szamot vesziink, akkor koziiliik az egyik osztdja a masiknak. Mivel 10 csoportot
képeziink, s 11 szamot valasztunk, valamelyik csoportbdl két szamot kell venniink.

A 10 csoport: {1,2,4,8,16}, {3,6,12}, {5,10,20}, {7, 14}, {9,18}, {11}, {13}, {15}, {17}, {19}.

Masképp. A 11 szam legyen a1, as, as, ..., a;;. Mindegyik szam felirhaté a; = 2% - b; alakban, ahol
b; paratlan szdm (1 < b; < 20). Ez a pdratlan szdm 10-féle lehet, ezért a 11 db a; kozott van kettd,
melyekhez ugyanaz a paratlan b szam tartozik. Ezen két szam koziil egyik osztdja a mésiknak.
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116. Tetsz6legesen megadunk 10 darab pozitiv egész szamot, amelyek koziil egyik sem oszthaté 10-zel.
Igaz-e, hogy ekkor van koztiik néhdny olyan (esetleg az Osszes), amelyeknek Osszege oszthaté 10-zel?

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 7. osztilyosok versenye, 1994., orszagos dontd

Megoldas. Megmutatjuk, hogy n egész szam kozott mindig van néhany szam, melyek Osszege oszthatd
n-nel.

Készitsiik el a kovetkez6 szamokat: a1, a1 + as, a1 +as +as, ..., a1 +as +az +-- -+ a,. Ha e kozott
az n db szdm kozott nincs n-nel oszthatd, akkor van kettd, melyek n-nel osztva ugyanazt a maradékot
adjak. Ezek kiilonbsége: agxy1 + agy2 + - - - + @y, 0szthatd n-nel.

117. Egy 3 x 3-as négyzet alaki tdblazat minden mez6éjébe beirjuk az 1 és —1 szamok valamelyikét.
Ezutén osszeadjuk a sorokba irt szdmokat, majd az egyes oszlopokba irt szdmokat is. Igazoljuk, hogy az
igy kapott 6 szam kozott mindig van legalabb ketté egyenld!

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 5. osztdlyosok versenye, 1996., orszagos dontd

Megoldas. Az Osszegek lehetséges értékei: 3, 1, —1, —3. Azaz 4-féle Gsszeg lehetséges.
A harom sorban és a hdarom oszlopban 6 Osszeget szamolunk, ezek nem lehetnek mind kiilénbozé
értékek, hiszen csak 4-féle eredményt kaphatunk.

118. A kilenctagu (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) szdmsorozatot &llitsuk el minél kevesebb olyan 9 tagu
szdmsorozat ,6sszegeként”, amelyek mindegyikében csak kétféle szdm szerepel [példaul: (0, 2, 2, 0, 0, 2,
2, 0, 0) egy ilyen sorozat]. A 9 tagui sorozatok ,0sszegét” tgy értelmezziik, hogy az azonos helyen 4llé
szamokat adjuk &ssze [példaul: (1,1,0,0,1,0,0,0,1) + (0,2,2,0,0,2,2,0,0) = (1,3,2,0,1,2,2,0,1)].

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 8. osztdlyosok versenye, 1994., megyei fordulé

Megoldss. (1,0,1,0,1,0,1,0,1)+(0,2,2,0,0,2,2,0,0)+(0,0,0,4,4,4,4,0,0)+(0,0,0,0,0,0,0,8,8) =
=(1,2,3,4,5,6,7,8,9). Tehét 4 sorozattal elvégezhet6 a kivant el6allitas.

Megmutatjuk, hogy 3 sorozattal nem oldhaté meg a feladat. Ebben az esetben az ,6sszeg” elemei csak
8-félék lehetnek, mig a megadott sorozatnak 9 kiillonb6z6 eleme van: 1, 2, ..., 9.

Azért csak 8-féle, mert egy-egy elemet tugy kapunk az Osszegben, hogy az elsé sorozat egyik vagy
masik elemét vesszik, ehhez hozzdadjuk a masodik sorozat egyik vagy masik elemét, majd ehhez adjuk
a harmadik sorozat egyik vagy masik elemét: ez Osszesen 2 - 2 - 2 = 8-féle lehetOség.

119. Egy téglalap oldalai 5 és 9 egység. A téglalapot felbontottuk 10 darab egész oldalhosszisagu
téglalapra. Igazoljuk, hogy ezek kozott van két egyenld teriiletii téglalap!

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 8. osztédlyosok versenye, 1994., orszagos donté

Megoldas. A téglalap teriilete 5-9 = 45 teriiletegység. 1+2+34+4+5+6+7+8+9+10 = 55 > 45,
ezért a téglalapot nem lehet felbontani 10 darab egész oldalhosszusagu téglalapra gy, hogy azok teriilete
péaronként kiilonbozzon, hiszen ekkor teriiletiik Gsszege legaldbb 55 lenne.

120. Adott egy 3-nédl nagyobb p primszam és tudjuk, hogy p-nek egy hatvanya 20 jegy( szam. Igazoljuk,
hogy a 20 szamjegy kozott van legaldbb 3 azonos!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 7. osztédlyosok versenye, 1996., orszagos donts

Megoldas. Tegyiik fel, hogy nincs harom egyforma szamjegy a 20-jegyli szimban. Ekkor a szamban
mind a 10 szdmjegy pontosan kétszer szerepel. Ebben a szdmban a szdmjegyek Gsszege: 2(0+1+---+9) =
90. A szdm oszthaté 3-mal, ami ellentmond annak, hogy a szdm egy 3-tdl kiilonb6zé primszamnak a
hatvanya.

121. Egy teremben 30 ember gytilt 6ssze. Vannak kozottiik olyanok, akik ismerik egymast, és olyanok
is, akik nem (az ismeretség kolesonds). Mutassuk meg, hogy a 30 ember kozott van 2 olyan, akiknek a
teremben azonos szamu ismerdse van!

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 5. osztédlyosok versenye, 1998., orszagos donté

Megoldas. A 30 ember koziil barmelyiknek a teremben levok kozott 0, 1, 2, 3, ... , 29 ismer6se lehet.
fgy elképzelhetd, hogy mindenkinek mas-mas szamu ismerdse legyen, hiszen 30-an vannak, és az ismerdsck
szama is 30-féle lehet.

Azonban ha valakinek 29 ismerdse van a teremben, azaz mindenkit ismer, akkor nincs olyan, akinek 0
szamu ismerdse lenne, vagyis senkit sem ismerne.

Tehat az ismerésok szdma csak 29-féle lehet (mert a 0 és a 30 ismerds koziil egy id6ben csak az egyik
valésulhat meg), ezért a 30 ember koz6tt van 2 olyan, akiknek a teremben azonos szamu ismerdse van.
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122. Milyen szamjegyeket kell irni a x-ok helyére, hogy a tizes szamrendszerben felirt 32+ 35717x szam
oszthaté legyen 72-vel?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny, 2000., 6. osztalyosok versenye, orszagos dontd

Megoldas. Egy szam akkor oszthatd 72-vel, ha oszthaté 8-cal és 9-cel.

Egy szam akkor oszthaté 8-cal, ha a szdm utolsé harom szdmjegyébdl &llé szam 17+ oszthatd 8-cal.
Emiatt az utolsé szamjegy a 2, mert 172 oszthaté 8-cal.

Egy szam akkor oszthatd 9-cel, ha a szam szamjegyeinek Osszege oszthaté 9-cel. A 32 x 357172 szam
hidnyzé szamjegye a 6.

A hidnyzé szdmjegyek a 6 és a 2, a keresett szam 326 357 172.

123. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely 3-mal osztva 1-et, 4-gyel osztva 2-t, 5-tel osztva
3-at és 6-tal osztva 4-et ad maradékul?

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny, 1995., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Ha a keresett szamhoz 2-t adunk, az oszthaté lesz 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal. A legkisebb
ilyen szam: 3 -4 -5 = 60. EbbOl vegyiink el 2-t, s megkapjuk a keresett szamot. 60 — 2 = 58 az a szam,
amely 3-mal osztva 1-et, 4-gyel osztva 2-t, 5-tel osztva 3-at és 6-tal osztva 4-et ad maradékul.

124. Melyik az a legkisebb, 1-nél nagyobb egész szam, amely 2-vel, 3-mal, 5-tel, 7-tel és 11-gyel osztva
is 1 maradékot ad?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny, 2001., 5. osztalyosok versenye, orszagos déntd

Megoldas. Ha a keresett szambdl elvesziink 1-et, az oszthatd lesz 2-vel, 3-mal, 5-tel, 7-tel és 11-gyel,
azaz 2-3-5-7-11 = 2310-zel.
Tehat a keresett szam: 2310 + 1 = 2311.

125. Egy A pozitiv egész szam 3-mal osztva 1 maradékot, 37-tel osztva 33 maradékot ad. Mennyi
maradékot ad A, ha 111-gyel osztjuk?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 1993., 7. osztdlyosok versenye, orszigos dontd
Megoldas. Azok a szamok, amelyek 37-tel osztva 33 maradékot adnak, a kdvetkezok: 33, 70, 107, 144,
181, 218, 255, 292, 329, ...
Ezek koziil kell kivalogatni azokat, amelyek 3-mal osztva 1 maradékot adnak: 70, 181, 292, ...
Tehat a vizsgdlt A szdmok a 70, 181, 292, ... sorozat tagjai. Ezek a szdmok 111-gyel osztva 70
maradékot adnak.

126. Van-e olyan egész szam, amely 16-tal osztva 4-et, 20-szal osztva 5-6t ad maradékul?
Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1997.; 7. osztdlyosok versenye, orsziagos dontd
Megoldas. Ha egy szam 16-tal osztva 4 maradékot ad, akkor az a szdm paros.
Ha egy szam 20-szal osztva 5-6t ad maradékul, akkor az a szam paratlan.
Ugyanaz a szam nem lehet péaros is, paratlan is. Tehdt nincs olyan szam, amely 16-tal osztva 4-et,
20-szal osztva 5-0t ad maradékul.

127. Melyik lehet az a két pozitiv egész szam, amelyek Osszege 168 és legnagyobb koz0s osztdja 247
Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 1997., 6. osztédlyosok versenye, orszagos donté
Megoldas. Legyen a keresett két szam a és b. a = 24k, b = 24n és 24k +24n =168, k+n=T7.
Innen lathatdk a lehetséges szamparok: 24 és 144, 48 és 120, 72 és 96. Mindharom szampar megoldést
jelent.

128. Két paratlan szam, a és b kiillonbsége 64. Mennyi lehet legfeljebb a és b legnagyobb ko6z0s osztdja?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny 1994., 8. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Ha egy szdm osztdja a-nak, osztdja b-nek, akkor osztdja a — b = 64-nek is. A keresett
legnagyobb ko6zos osztd a 64 osztdi kozil kertl ki, tehat értéke 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 lehet. Mivel a is, b is
paratlan, ezek nem oszthaték a 2, 4, ..., 64 szdmokkal. Az a és b legnagyobb ko6z6s osztdja az 1.

129. Igazoljuk, hogy barmely n > 1 egész szamra 21n + 4 és 14n + 3 legnagyobb kozos osztdja 1.

Kalmér Laszlé6 Matematikaverseny 1992.; 8. osztdlyosok versenye, orszagos dontd

Megoldas. Ha (21n+4)-nek és (14n+ 3)-nak van kozos osztdja, akkor az osztdja 3(14n+3) —2(21n+
4) = 1-nek is.
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130. Az ay, ag, as, ..., ag9 pozitiv egész szamok Osszege 999. Legfeljebb mennyi lehet ennek a 49

szamnak a legnagyobb ko6zos osztéja?
Kalmar Léaszlé Matematikaverseny 2001., 8. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. Legyen a keresett kozos osztd d. Ez a szdm mind a 49 szamnak osztéja, igy osztédja
Osszegiiknek 999 = 33 - 37 = 27 - 37-nek. A szamok mindegyike > d, igy 49d < 999, azaz d < % < 21.
A 999 legnagyobb osztéja, mely kisebb 21-nél: 9, azaz a kozos osztd legfeljebb 9 lehet. Van olyan eset,
amikor 9 a legnagyobb koz6s osztd, ha a 49 szam koziil 48 szdm mindegyike 9 és a 49. szam az 567.

A szamok koz0s osztojanak lehetséges legnagyobb értéke: 9.

131. Milyen szédmjegyre végzédik 219867 Allitssodat indokold meg!
Kalmér Lészlé Matematikaverseny 1986., 7. osztalyosok versenye, megyei fordulé
Megoldas. 2 hatvényainak (2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, ... ) utols6 szdmjegye 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6,
., azaz a négy szdmjegy periodikusan ismétlédik. (Miért ismétlédik periodikusan az utolsé szdmjegy?)
1984 oszthaté 4-gyel, tehat 2198 6-ra végzddik, 21985 2-re, s 21986 4-re fog végzédni.

132. Milyen szadmjegyre végzédik 199219912

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 1991., 5. osztédlyosok versenye, orszagos donts

Megoldés. 1992 hatvényai ugyantigy végzédnek, mint a 2 hatvanyai (azaz pl. 19921991 ugyantigy
végz6dik, mint 21991). A 2-hatvanyok utolsé szdmjegye periodikusan ismétlédik: 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8,6, ... .
Ezt felhaszndlva konnyen szdmolhaté 19921991 utolsé szamjegye, amely 8.

133. Milyen szamjegyre végz6dik a kovetkezd szorzat: 2461 - 31518 . 417207

Kalmar Lészl6 Matematikaverseny 1997., 6. osztdlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. Ez a szadm paros és 5-tel oszthatd, ezért 0-ra végzddik.

134. Lehet-e 1721996 + 7 egy egész szam négyzete?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny 1996., 7. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. Vizsgdljuk a szam utolsé szdmjegyét!

Milyen szamjegyekre végzodhetnek a négyzetszamok?

Nyilvén a 43% = 43 - 43 szdm ugyanarra a szamjegyre végzddik, mint pl. a 332 = 33 - 33 szorzat, vagy
a 32 = 3 -3 szdm. Ezért a négyzetszdmok lehetséges végzddése leolvashaté az elsé tiz négyzetszamrol.

A négyzetszamok utolsé szamjegye csak 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 lehet.

172 hatvéanyai ugyantgy végzédnek, mint a 2 hatvanyai (ezért a 1721996 szdm ugyantigy végzdédik, mint
21996) " A 2-hatvanyok utolsé szdmjegye periodikusan ismétlédik: 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, ... . Ezt felhasznalva
lathaté, hogy 1721996 utolsé szamjegye 6.

Ezért a 1721996 47 sz4m 6+ 7 = .3-ra végzddik, emiatt nem lehet négyzetszam, hiszen a négyzetszamok
utolsé szamjegye 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9.

135. Felbonthaté-e két egymadst kovetd pozitiv egész szam szorzatara 3'! + 17
Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny 1997., 6. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. Vizsgdljuk a szam utolsé szdmjegyét!

Milyen szamjegyekre végzddhet két egymast kovetd pozitiv egész szam szorzata?

Mivel a 143 - 144 utolsé szamjegye ugyanaz, mint a 3 - 4 szorzat utolsdé szamjegye, ezért elegendd
megvizsgalniaz 1-2,2-3,3-4,4-5,5-6,6-7,7-8,8-9,9-10 és 10 - 11 szorzatok utolsé szamjegyét.

Két egymast kévets egész szam szorzatanak utolsé szamjegye csak 0, 2 vagy 6 lehet.

A 3-hatvényok utolsé szdmjegye periodikusan ismétlédik: 3, 9, 7, 1, 3,9, 7, 1, ... . A 3! hatvany
utolsé szamjegye 7.

Ezért a 31 + 1 szdm 7 4 1 = 8-ra végzddik, emiatt ez a szdm nem lehet két egymdst kovetd pozitiv
egész szam szorzata, hiszen az ilyen szorzatok utolsé szamjegye 0, 2 vagy 6.

136. Igazoljuk, hogy harom egymast koveto egész szorzata, ha a k6zépso négyzetszam, mindig oszthato
10-zel!

Kalmér Léaszlé Matematikaverseny 1988., 7. osztalyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A szorzat péaros, hiszen két egymast kovet6 egész koziil az egyik paros szam, a szorzatnak
van paros tényezdje.

A négyzetszamok utolsé szamjegye csak 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 lehet. Ezért vagy a négyzetszam, vagy az
annal 1-gyel nagyobb, vagy az anndl 1-gyel kisebb szdm 5-tel oszthaté.

Tehat a hdrom szam szorzata oszthatd 2-vel és 5-tel, ezért 10-zel is.
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137. Oszthaté-e 10-zel a 7372 + 3737 szdm?

Kalméar Léaszlé Matematikaverseny 1981., 7. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. Az elézé feladatok megoldasdhoz hasonléan kapjuk, hogy 7373 3-ra végzédik, 37%7 7-re
végzodik, Osszegiik 0-ra végzodik, tehat oszthatd 10-zel.

138. Bizonyitsd be, hogy a 7+ 7% + 72 + 74 + - -+ + 71 4+ 719 1 720 Ggszeg oszthaté 100-zal!
Kalmér Lészlé Matematikaverseny 1985., 8. osztdlyosok versenye, megyei forduld
Megoldas. Vizsgaljuk a 7 hatvanyainak utolsé két szamjegyét! 7! = 7, 72 = 49, 73 = 43, 7* = .01,
7° = .07, ... A hatvanyok utolsé két jegye periodikusan ismétlddik: 07, 49, 43, 01, 07, 49, ... A
20-tagu Osszegben az utolsé két helyiértéken elvégezve az Gsszeadast:
5- (07 +49 + 43 + 01) = 500, {gy az Osszeg utolsé két szamjegye: 00.

139. Legfeljebb hany nullara végzédik egy 9™ 4 1 alakd szam, ahol n pozitiv egész?

Kalmar Laszlé6 Matematikaverseny 1992., 7. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. 9+ 1 = 10, 93 + 1 = 730 szamok nulldra végzédnek. Beldtjuk, hogy egy 9" + 1 alaki szam,
ahol n pozitiv egész két 0-ra nem végzodhet. 9" + 1 két 0-ra dgy végzddhetne, ha 9™ 99-re végzddne.
Azonban 9 hatvanyainak utolsé elétti szamjegye mindig paros.

Ez adédik a szorzés algoritmusabdl. 9, 92, 93 szdmban a tizesek helyén paros szdmjegy &ll, és ebbdl
kovetkezik, hogy a 9% szdmban is paros jegy 4ll a tizesek helyén, amely a 9* = 939 szorzdsbdl kovetkezik.
Ugyanigy 6roklodik ez a tovabbi hatvanyokra is.

140. Két egész szamot nevezziink egymas tiikkorképének, ha ugyanazokbdl a szamjegyekbol all, csak
forditott sorrendben (példdul 246 és 642 egymads tiikorképei). Két tiikorkép szdm szorzata 92 565. Melyik
ez a két szam? Kalmér Laszlé Matematikaverseny, 1988., 5. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Megoldas. A szorzat 5-re végzodik, oszthato 5-tel, &m 2-vel nem. Tehat az egyik tényezd 5-re végzodik,
a masik pedig paratlan szamjegyre.

A szorzat nem oszthat6 25-tel, ezért mindkét tényez6 nem lehet 5-tel oszthaté.

A szorzatban a szdmjegyek Gsszege 27, a szorzat oszthatd 3-mal. Emiatt legaldbb az egyik tényezo-
je oszthaté 3-mal. Abban a tényezében a szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal, persze ekkor a tiikorkép
szamban is ugyanez teljesiil.

100 - 100 = 10000 < 92565 < 1000 - 1000 = 1000 000, tehat a szorzat két haromjegyt szdm szorzata.

Az eddigiek alapjén olyan haromjegyti szdmot keresiink, amely 5-re végzddik, els6 szdmjegye paratlan
és 5-t0l kiillonboz6 szamjegy, a szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal.

A vizsgaland6 szamok: 105, 135, 165, 195, 315, 345, 375 (ill. ezek tiikorképei).

105 - 501 = 52605,

135-531 = 71685,

165 - 561 = 92 565,

195 - 591 = 115245,

315513 = 161 595,

345 - 543 = 214 875.

Innen kivalaszthaté a megoldds: 165.

142. Harom egymast kovetd paratlan szamot 6sszeszoroztunk, majd a kapott eredményt megszoroztuk
5-tel. fgy egy kovetkezd alaki hatjegyili szamot kaptunk: ABABAB, ahol A és B szamjegyek. Mi volt az
eredeti harom p&iratlan szam? Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1993., 6. osztdlyosok versenye, orsziagos dontd

Varga Tamdas Matematikaverseny, 1996., 8. osztdlyosok versenye, orszagos déntd

Megoldas. Mivel ABABAB 5-tel oszthaté és péaratlan, ezért B = 5.

ABABAB = AB-10101 = AB-3-7-13-37. Ez a szorzat hdrom egyma4s uténi paratlan szdm szorzatdnak
5-szO0rose.

A harom szam egyike a 37, vagy ennek alkalmas tObbszordse. Fz a t&bbszoros csak pédratlan lehet.
3-37 = 111, &m harom 100-nal nagyobb szadm szorzata nagyobb 1000 000-nal, 7-jegyli szdm, amelynek
5-sz0rose nagyobb az ABABAB szamnal.

A keresett harom szam egyike a 37. Az AB -3 -7 - 13 szorzat vagy 5 - 33 - 35, vagy 5 - 35 - 39, vagy
5-39-41. A szorzat oszthaté 13-mal, ezért a harom lehet6séghdl az elsé kiesik.

Ha5-39-41 = AB-3-7-13, akkor 5-41 = AB -7, 4&m a jobb oldal oszthat6 7-tel, a bal oldal pedig
nem, ezért itt nincs megoldas.

Ha5-35-39=AB-3-7-13, akkor 5-35 = AB-7,5-5=AB, AB = 25.

A harom egymast kdveto paratlan szam: 35, 37, 39, mely szamok szorzata 50505 = 5 - 10101.
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141. Az a, b, c szdmjegyekre igaz, hogy a kovetkez0 tizes szamrendszerben felirt szamok mind négy-

zetszamok: a, ab, cb, cach. Melyek ezek a szamjegyek?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1985., 6. osztalyosok versenye, megyei forduld
Megoldas. Mivel ab és cb négyzetszamok, nézziik meg a kétjegyti négyzetszamokat: 16, 25, 36, 49, 64,
81. Ezek kozott csak a 16 és a 36 végzodik ugyanarra a szamjegyre. Tehat b = 6.
a értéke 1 vagy 3, de csak az 1 lesz négyzetszam. a = 1. Ekkor ¢ = 3.
cach = 3136 = 562,

143. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amelynek utolsé szamjegye 6, és ha az utolsd helyrol a
6-0s szdmjegyet az els6 helyre tessziik (a tobbi szamjegy véltozatlan marad), akkor a négyszeresét kapjuk?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny, 1991., 5. osztdlyosok versenye, megyei forduld

Megoldas. 4 - ab...pgr6 = 6ab...pgr szorzasbdl a szamjegyek sorra megfejthetok: r = 4, azaz 4 -
ab...pqd6 = 6ab...pgd; majd ¢ =8, 4-ab...p846 = 6ab...p84, ..., 4-153846 = 615384.

144. Melyik az a tizes szamrendszerben felirt legkisebb pozitiv egész szam, amelyre igaz, hogy 2-esre
végzodik, és ha ezt a 2-est a szam végérol athelyezziik a szam elejére, akkor éppen a szam kétszeresét
kapjuk? Kalméar Laszlé Matematikaverseny, 1993., 5. osztdlyosok versenye, orsziagos déntd

Megoldas. A keresett szdm szamjegyeit a szdm végérél indulva sorra meghatarozzuk.

2-ab...pqr2 = 2ab...pgr miatt r = 4.

A kovetkez6 szamjegy a 2 - ab...pqd2 = 2ab. . .pq4 szorzasbdl: g =8, 2-ab...p842 = 6ab...p84, ...

A keresett szam: 105263 157 894 736 842.

(Ez a legkisebb ilyen szdm, ha ezeket a szdmjegyeket még egyszer — vagy tobbszér — megismételve a
szam utan irjuk, az igy kapott 105263 157894 736 842 105 263 157 894 736 842 szamra is teljesiil, hogy 2-
esre végzodik, és ha ezt a 2-est a szam végérdl athelyezziik a szam elejére, akkor éppen a szdm kétszeresét
kapjuk.)

145. Egy 6tjegytl szam elejére 1-est irunk. A kapott hatjegy(i szdmot 3-mal megszorozva azt a hatjegyti
szamot kapjuk, amely az el6bbi 6tjegyll szdmbdl ugy is eldallithatd, hogy az 1-est a végére irjuk. Melyik
€z az otjegyﬁ szam? Kalmér Lészlé Matematikaverseny, 1992., 6. osztdlyosok versenye, megyei fordulé

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 1995., 7. osztdlyosok versenye, orszigos dontd

Megoldas. abcdel = 3 - labede szorzasbdl a szamjegyek sorra megfejthetok: e = 7, azaz abed71 =
3 - labed?, majd d = 5, abeb71 = 3 - 1abch7, ¢ = 8, ab8571 = 3 - 1ab857, b = 2, a28571 = 3 - 1a2857, a = 4,
azaz 428571 = 3 - 142857. A keresett szam: 42 857.

146. Van-e olyan haromjegyli pozitiv egész szam, amelynek minden pozitiv egész kitevgji hatvanya
ugyanarra a harom szamjegyre végzodik?

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny 1993., 8. osztédlyosok versenye, orszagos donté

Megoldas. A keresett szam legyen a. Ha a? utolsé harom jegyébdl 4llé szam a kivant médon végzédik,
akkor ez a tobbi hatvényra is teljesiil. (Gondoljunk a szorzas algoritmuséra, s vegyiik figyelembe, hogy
pl.a®*=a?-a,a*=a®-a,...)

Elegendé tehat, hogy a? utolsé harom jegyébdl &ll6 szdm megegyezzen a-val. Ez azt jelenti, hogy
1000 | a® — a, tehat 8125 | a(a — 1). a és a — 1 relativ primek, igy az oszthatésag akkor teljesiil, ha 8 | a
és 125 |a—1, vagy 125 |a és 8 | a — 1.

Vizsgaljuk a 125 | a — 1, ill. a 125 | a oszthatdsdgokat. Elsé esetben a értéke 126, 251, 376, 501, 626,
751, 876 lehet, kozilitk csak 376 esetén teljesiil a 8 | a oszthatdsdg.

Maésodik esetben a értéke 125, 250, 375, 500, 625, 750, 875 lehet, koziiliik csak 625 esetén teljesiil a
8| a — 1 oszthatdsag.

Két megfelel6 szam van: 376 és 625.

147. Elééllithaté-e 2001 két egész szam négyzetének Osszegeként?
Kalmar Lészlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 2001., 7. osztaly
Megoldas. Tegyiik fel, hogy az 22 + 3% = 2001 egyenlet megoldhatd, és egy megolddsa x = a és y = b.
Mivel 2001 oszthaté 3-mal, igy a? + b? is. Tekintettel arra, hogy egy 3-mal nem oszthaté négyzetszam
3-mal osztva mindig 1 maradékot ad, ez csak gy lehet, ha a és b is oszthaté 3-mal. Ekkor 9 | a? + b2, de
9 nem osztéja 2001-nek, ezzel ellentmondésra jutottunk. Tehat az egyenlet nem oldhaté meg.

39



148. Két padon 6-6 gyerek iilt. Valamennyien kiilonbozg életkoriak (az életkorok egész szdmok), és az
egyik padon iil6 gyerekek életkoranak Gsszege és szorzata is megegyezik a mésik padon iilék életkoranak
Osszegével és szorzatdval. A legidésebb gyerek 16 éves. Hany évesek azok a gyerekek, akik vele egy padon
iilnek?

Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, 1993., 6. osztalyosok versenye, orszagos déntd

Megoldas. Eszreveheté, hogy a gyerekek kozott nem lehet 13 éves, hiszen akkor az egyik padon az
életkorok szorzata 13-mal oszthatd, &m a masik padon szamolt szorzat nem lesz oszthaté 13-mal, ezért a
két szorzat nem lehet egyenlé. Ugyanezért 11 éves gyerek sem lehet kozottiik.

Jé volna megtaldlni a masik két kimaradé életkort, s akkor tudhatnank mind a tizenkét gyerek életko-
rat.

Vizsgédljuk meg a tobbi primszamot! Lehet-e 7 éves kozottiik? Lehet. Az egyik padra 7, a mésikra 14
éves gyerek iil, és ekkor mindegyik szorzat oszthato lesz 7-tel.

Lehet-e 5 éves kozottiik? Itt mar felmeriilnek problémak. Az 5, 10 és 15 szdmokat nem lehet a két
csoportba megfeleléen szétosztani, ugyanis az egyik szorzatban két 5-0s tényez6 lesz, a masikban csak
egy. Tehat az egyik szorzat oszthatd lenne 25-tel, mig a mésik nem, az csak 5-tel oszthaté. Hianyozni fog
az életkorok koziil az 5, 10, 15 szamok egyike.

Szamoljuk meg a 3-as tényezbk szamat! A 3, 6, 9, 12, 15 szdmokban 1, 1, 2, 1, 1 db 3-as szorzé van,
Osszesen hat, ezeket szét lehet osztani egyenlGen.

Szamoljuk meg a 2-es tényezOk szamat! A 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 szdmokban lev6 2-es tényezdk szdama
rendre: 1, 2, 1, 3, 1, 2, 1, 4. Osszesen 15 db 2-es. Ezért az életkorok koziil hidnyozni fog paros szam is.

Meg tudjuk-e mondani, melyik a hidnyzo négy életkor? Az eddig megallapitott feltételeket — a meg-
maradoé 12 szamban péaros legyen a 2-es, 3-as, 5-0s, 7-es primtényezék szdma — tObb lehetOség is kielégiti:
(1, 10, 11, 13), (4, 10, 11, 13), (9, 10, 11, 13), (2, 5, 11, 13), (8, 5, 11, 13), (6, 11, 13, 15).

Férasztd lenne ezen lehetoségek mindegyikét megvizsgalni, hogy a megmaradoé 12 szam szétoszthato-e
a kivant médon. Mit tehetlink? Még nem vettiik figyelembe az 6sszegek egyenléségét. Ez azt jelenti, hogy
a 12 szdm Osszege paros. Szerencsénk van: a felsorolt lehetéségekbdl csak egy teljesiti ezt. A megoldas
egy fontos allomdasdhoz értiink, tudjuk melyik a négy hidnyzo életkor: 4, 10, 11 és 13.

Az1,2,3,5,6,7,8,9,12, 14, 15, 16 szamokat kell a kivant médon két csoportba osztani. Ezen szamok
Osszege 98, tehat egy-egy padon a hat életkor Gsszege 49. Fzen szamokban a 2-es tényezok szama 12, ezért
a 16 mellé ugy kell szamokat vélasztani, hogy azokban 2 db 2-es tényez6 legyen, hiszen a 16-ban 4 db
2-es tényezd van. Ha figyelembe vessziik azt is, hogy a hat szdm Osszege paratlan, akkor a 16 mellé két
paros szamot kell valasztanunk, és ez a két szam csak a 2, 6, 14 szdmok koziil keriilhet ki. Ez a valasztas
3-féle médon teheté meg. Vegyiik sorra a lehetoségeket!

Egy csoportba keriilt a 16, 14, 6. A hat szdm Osszege 49, ezért a hidnyz6 harom pératlan szadm Osszege
13. Lesz a csoportban 5-tel oszthatd szam is, a 15 nem lehet, mert nagyobb 13-ndl, tehat az 5-6t valasztjuk.
Mar csak a 3-as tényezok szamat kell kiegésziteni 3-ra, 2 db 3-as tényez6 hidnyzik. Ez megteheto az 1 és
a 9 véalasztasaval, de ezek Osszege 10, noha most az Gsszeg hidnyzé része 8. A vizsgalt lehet6ség nem ad
megoldast.

Legyen egy csoportban a 16, 14, 2. A hidnyz6 szdmok Osszege 17 lesz. A 15-6t nagysdga miatt nem
valasztjuk, tehat a csoport 5-tel oszthaté szama az 5 lesz. 3-mal oszthato szdm még nincs a kivélasztottak
kozott, a hidnyzé két szamnak 3 db 3-as tényezot kell ,,behozni”. Ez egyféleképpen megtehetd, a 3 és a
9 vélasztasaval. Taldltunk egy megoldast: egy padon iilnek a 2, 3, 5, 9, 14 és 16 éves gyerekek.

Még egy lehet6séget meg kell vizsgalnunk, amikor egy csoportban van a 16, 6, 2. A hidnyz6 szamok
Osszege 25. 7-tel oszthaté paratlan szamot véalasztani kell, tehat a 7-et valasztjuk. Sziikség van 1 db 5-6s
és 2 db 3-as tényezore. Ez a 15 és a 3 valasztasaval megolddodik. Taldltunk egy mésik megoldast: egy
padon iilhetnek a 2, 3, 6, 7, 15, 16 éves gyerekek.
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