LOGIKA

e hétkoznapi jelentése: a rendszeresség, kovetkezetesség
szinonimaja
— Ez logikus beszéd volt.
— Nincs benne logika.
— Maés logika szerint gondolkodik.
e tudomanyszak elnevezése, melynek 16 feladata
a helyes kovetkeztetés
— fogalmanak szabatos meghatarozasa,

— torvényeinek feltarasa.

Kovetkeztetés
gondolati eljaras
kiindulé informaciok — kinyert informacio
l nyelvi l
megnyilvanulas
allitasok allitas
premisszak konkliuzié

A logika feladata tehat a premisszak és a konklizid
kozotti Osszefliggés tanulmanyozasa.



Egy kijelento mondat allitas, ha egyértelmi informaciot
hordoz és igazsagértékkel bir .

Egy allitas igaz, ha az informaciotartalom a valésagnak
megfelelo, egyébként hamis, figgetlentl tudasunktol.
Arisztotelész alapelvei

e az cllentmondastalansag elve: Egyetlen allitas sem
lehet igaz is és hamis is.

e a kizart harmadik elve: Nincs olyan allitas, amely
sem nem igaz, sem nem hamis.

allitas nem allitas
Most esik az eso Budapesten. Esik.
b <3 r <3

A francia kiraly 1788-ban A francia kiraly ma
Roémaba latogatott. Rémaba latogatott.

[skolank igazgatoja 50 éves. | Iskolank tanara 50 éves.




Helyes a kovetkeztetés (koznapi értelemben!), ha a pre-
misszak igaz volta esetén a konkluzié is igaz.
Koznapi értelemben vett kovetkeztetések:

(premisszék:) Erika Sandornak a felesége.

Katalin Sandornak az é¢desanyja.
(konklizié:) Katalin Erikdnak az anydsa.

A logika nem vizsgalja a (magyar) nyelv szavainak je-
lentését!!

poOtpremissza;

Ha x y-nak a felesége, és z y-nak az édesanyja,

akkor z x-nek az anyosa.

(premissza:) A vizsgélt haromszog egyik oldalhosszanak
négyzete egyenlo a masik két oldalhossz négyzetének
osszegével.

(konkluzio:) A vizsgalt haromszog derékszogi.

A logika nem tartalmaz egyetlen mas szaktudomanyt
sem, igy nem ismerheti ezek eredményeit!!
potpremissza (Pitagorasz tétele):

Ha egy haromszog egyik oldalhosszanak négyzete egyenlo
a masik két oldalhossz négyzetének osszegével, akkor a
haromszog derékszogil.






Pali okoskodésa:

(P1) Ha 10 méasodperc alatt futom a 100 métert, akkor
kikiildenek az olimpiara.

(P2) De nem futom 10 méasodperc alatt a 100 métert.
(K) Tehat nem kiildenek ki az olimpidra.

A KOVETKEZTETES HIBAS!!

Panni okoskodésa:

(P1) Ha a benzin elfogyott, az auté megall.
(P2) Nem fogyott el a benzin.

(K) Az auté nem all meg.

EZ A KOVETKEZTETES IS HIBAS!!

fgy kovetkeztetni, a példak alapjan, nem jo. Mi volt
kozos az okoskodasokban?

Egyiforma jelolés helyére ugyanaz az allitas kerul. —
Hasznaljunk, mint a matematikaban, betiiket!

Ha A, akkor B.

Nem A.

Nem B.



Egy kovetkeztetés logikai vizsgalata soran mit hasznalunk
fel a mondatokbol?

e logikai szavakat:

nem - negacio
és A konjunkcio
vagy V diszjunkcio
ha ...akkor D implikacio
minden V  univerzalis kvantor
van 3 egzisztencialis kvantor

e a mondatrészek, szavak jelentése kozombos, helyettiik

— termek

— atomi formulak

|
LOGIKAI NYELV

Miért van sziiksége a logikanak sajat nyelvre?
e nem tartozhat egyetlen nemzeti nyelvhez sem:;

e a természetes nyelvek nyelvtani rendszerei killonbozoek
és bonyolultak;

e alogika sajat nyelvében minden (abc, nyelvtani szabélyok,
kategdridk) a logika feladatanak ellatasat szolgalhatja.



Logikai szavak

A negacio:

Alfréd didk.

Alfréd nem diak.

DE:

Kékesteton havazik.

Nem Kékesteton havazik.

Nem igaz. hogy Kékesteton havazik.

A konjunkcio:

Amalia és Bella kertészek.

"Lement a nap. De csillagok nem jottenek.” (Petofi)
Juli is, Mari is tancol.

Kevésre vitte, noha becsiiletesen dolgozott.

DE:

Amalia és Bella testvérek.
A diszjunkcio:

Esik az esO, vagy fij a szél.
Vagy busszal jott, vagy taxival.



Az implikacio:

Ha megtanulom a leckét, akkor otosre felelek.
Csak akkor felelek otosre, ha megtanulom a leckét.

Gyakran az egyszert allitasok szerkezetét is fel kell
tarnunk.

Dezso postas.
Amalia és Bella testvérek.
Az Erzsébet hid osszekoti Budat Pesttel.

predikatum + objektumnevek

Az univerzalis kvantor:
Amalia mindegyik testvére lany.
Az egzisztencialis kvantor:

Amalianak van testvére.



Az elsorendii logikai nyelv

Allandé szimbdlumok
e logikai jelek: = AV D V I
o clvélaszto jelek: (),

Definialandé szimbdélumok (négy halmazba sorolva)
=< Srt,Cnst, Fn, Pr >

e Srt, elemei a tipusok. Minden m € Srt tipushoz
tartoznak valtozok: «7, 27, ..

e (nst konstansok halmaza. Minden ¢ € Cnst
valamely m € Srt tipushoz tartozik.

o ['n fliggvényszimbdolumok halmaza. Minden f €
F'n fuggvényszimbdlumot a

(701, T2, « o, T — T)
tn. alakja jellemez. (k> 1)

e Pr = () predikdatumszimbdélumok halmaza. Min-
den P € Pr predikatumszimbdélumhoz egy

(7T1,7T2,...,7Tk)

alakot rendeliink. (k£ > 0)



Példak logikai nyelvekre

1. A Geom nyelv
Srt = {pt (ponttipus), et (egyenestipus), st (siktipus)}
pt tipusu valtozok: A, B,C, ...
et tipusu valtozok: e, f, g, ...
st tipusu valtozok: a, b, c,...
Cnst = ()
Fn=1(
Pr={ p(pt,pt)’ Q(pt,et)’ R(pt,st)}
Megjegyzés: a geometriaban a P, (), R szimbolumok
helyett rendre az =, €, € jeleket szokas inkabb
hasznalni.

2. Az Ar nyelv
Srt = {szt (szamtipus)}
szt tipusu valtozok: x, v, z, ..

Cnst = {nulla}

Fn = {f(szt—wzt)’ g(szt,sztﬁszt)j h(szt,sztﬁszt)}

Pr = {P(szt,szt)}

Megjegyzés: az aritmetikaban a g és h szimbolumok
helyett a + és - jeleket, P helyett pedig az = jelet
szokas hasznalni.

3. nulladrend nyelvek
Q=<0,0,0, Pr >,
ahol minden P € Pr alakja (),
azaz P propozicionalis betii.



logikai kifejezések
m tipusu termek
e c, ha c™ € CUnst;
e x. ha 2™ valtozo;

¢ f(t17t27"°7tk)7 ha f(ﬂ-ljﬂ-%”.’ﬂ-k —>7T) © Fn és
t1h, 52, ..., 1" termek;
e minden term

— vagy a nyelv konstansa, vagy valtozoja,

— vagy az indukcios 1épés véges sokszori alkalmazasaval
beloliik nyerheto.

formulak
o P(ty,ts,...,t;) atomi formula,
ha PUmomem) ¢ Prés t1' 52, ... ;" termek;

e ( ANB), (AVB), (AD B)és A,
ha A és B formulak;

o VA és drA,

ha A formula és x tetszoleges valtozo:
e minden formula

— vagy atomi formula,

—vagy az indukcios lépések véges sokszori alkal-
mazasaval atomi formulakbol megkaphato.



Példak logikai kifejezésekre
1. A Geom nyelv kifejezései:

o termek: A, f, b

e atomi formulak:
a geometriaban szokasosan

P(A, B) (A=B)
Q(B,e) (B € e)
R(A,a) (A € a)

e formula:

JA(Q(A, e)ANQ(A, f)) FA((A € e)N(A € f))
2. Az Ar nyelv kifejezései:

e termek:
az arimetikaban szokasosan

nulla, x, f(nulla)

g(x, f(nulla)) (z + f(nulla))
h(f(f(x)), ) (f(f(z)) - )

e atomi formula:

P(g(x, f(nulla)),nulla)  ((z+f(nulla)) = nulla)
e formula:

JuP(g(z,u),y)  Fu((z +u) =y)



kozvetlen részterm

e valtozonak és konstansnak nincs kozvetlen résztermje;

o az f(ty1, 1o, ..., 1) term kozvetlen résztermjei aty, to, . . ., ty
termek.
Jelolés:
A Q
AV DIV 3

kozvetlen részformula

e atomi formulanak nincs kozvetlen részformuldja;
e a — A kozvetlen részformuldja az A formula;

e az (AAB) formula kozvetlen részformuldi az A és a
B formulak:;

e a QrA formula kozvetlen részformulaja az A for-
mula.

részkifejezés
e maga a kifejezés;

e a kozvetlen részkifejezések;

e részkifejezések részkifejezései.



funkcionalis Gsszetettség (jele: (1))
e hat = ¢ € Cnst, vagy t = x, akkor {(t) < 0;
o I(f(ti,ta, ... tp)) = =i I(t;) + 1.
logikai Osszetettség (jele: [(A))
e ha A atom, [(A) = 0;
o [(mA)=1I(A)+1;
o [(AAB)=I(A)+1(B)+1;
¢ [(QrA)=1I(A) +1.
A formulak lefrasakor szokasos roviditések:

e formula-kombinaciok helyett specialis jelolések:
Példa.

(A=B)=((ADB)AN(BDA))

e kiilso zardjelek elhagyasa;

e logikai jelek prioritasa csokkend sorrendben:

vV Vv 5
4 A
e azonos prioritas esetén a jobbra allo az erdsebb:

e jobbrol allo pont jeloli a zarodjelen beliili leggyengébb
logikai jelet.



Qx| ||A
T 1

kvantoros elotag a kvantor hataskore

Egy valtozo valamely el6fordulésa a formuldban kotott:
e Loy atomi formula egyetlen valtozdja sem kotott.

e A = A-ban x egy adott elofordulasa kotott, ha A-ban
x-nek ez az elofordulasa kotott.

e Az AAB-ben x egy adott elofordulasa kotott, ha ez
az elofordulas vagy A-ban van, és ott kotott, vagy
B-ben van, és ott kotott.

o A QxzA-ban x minden el6fordulasa kotott, és az a-
t0l kulonbozo y egy adott elofordulasa kotott, ha ez
az elofordulas A-ban kotott.

Egy valtozo valamely elofordulasa a formulaban sza-
bad, ha nem kotott.

Ha egy valtozénak egy formuldban van szabad elofor-
dulésa, akkor ez a valtozo a formula paramétere.
Jelolések:

Fu(A): az A formula paramétereinek a halmaza. A(xq, zo, ..., x,):
formula, melyben legfeljebb az xq, z9, ..., x, valtozok
lehetnek paraméterek.



A kotott valtozdok atnevezése

A QzA-ban x-nek a () kvantor altal kotott minden
elofordulasat az z-szel azonos tipusu y valtozora cserélve
kapunk egy QyA; formulat.

Milyen formulat eredményez ez az atalakitas?

Az Ar nyelven a természetes szamok halmazaban a
Jz(u+z=v), Jylut+y=v), Iz(utz="0)

formulak mindegyike a (u < v) relaciét fejezi ki.

Vigyazat!!

A

Ju(u +u = v)

formula viszont v parossagat allitja.

A jelentésvaltozas oka a valtozodiitkozés.
Példa:

Ve(P(z,z) D yR(z,y))

Az x y-ra atnevezésével a

Vy(P(y.z) O JyR(y,y))
formulat kapjuk!!



A kotott valtozdk szabalyosan végrehajtott
atnevezése

Ha a Qx A formulaban
e az y nem paraméter, és

e az x valtozo egyetlen () altal kotott elofordulasa sem
tartozik egyetlen y-t koto kvantor hataskorébe sem,

akkor a QrA-bol a QyAy formulat az x kotott valtozo
szabalyosan végrehajtott atnevezésével kaptuk.

Az A és A’ kongruens formuldk, ha egyméstél csak
kotott valtozok szabalyosan végrehajtott

atnevezésében kiilonboznek.

Jelolése: A ~ A’

A kongruencia egy nyelv formulai halmazaban

reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio.

Osztalyozast generdl: az egy kongruenciaosztalyba tar-
tozo formulak kozott a logikaban nem tesziink kiilonbséget.



Hogyan donthetjik el, hogy két formula kongruens- e?
e o formula oOsszetettsége szerinti indukcioval:

— Egy atomi formula egyetlen mas formulaval sem
kongruens, csak onmagaval.

——A~-A ha A= A

—AANB~A AB' haAx~ A é B~ B

— QrA ~ QuA’.
ha minden z-re, mely kiilonbozik QzA és QyA’
(kotott és szabad) véltozditol, AT = A",

e a formula vazaval

— rajzoljuk be a formuldban a kotési viszonyokat;

— hagyjuk el az osszekotott valtozokat.

Két formula pontosan akkor lesz egymassal
kongruens, ha megegyezo a vazuk.



Egy formula valtozoé-tiszta, ha benne

e a kotott valtozok nevei kulonboznek a szabad valtozok
neveitol:

e barmely két kvantor kiillonbozo nevi valtozokat kot
meg.

Lemma.

Legyen A egy formula és S valtozoknak egy véges hal-
maza. Ekkor konstrualhaté olyan valtozo-tiszta A’ for-
mula, hogy

o Ar A és

o A’ egyetlen kotott valtozojanak neve sem eleme S-
nek.



A szabad valtozdk helyettesitése termekkel

Az Ar nyelvben a természetes szamok halmazaban sze-
retnénk kifejezni az (v < zxz) relaciét. Ha az (v < y)-t
kifejezo

Ju(z +u =y)

formulaban y helyére z x z-t helyettesitink, a kivant
Ju(r 4+ u = 2% 2)
formula megkaphato.
Vigyazat!
Ha az (z < z % u) relaciét akarjuk kifejezni hasonlo
modon eljarva, nem a kivant formulat, hanem az
Ju(r +u =z *xu)

kapjuk.

A probléma oka a valtozoutkozés.

Megoldas:

Nevezziik at a kotott valtozot példaul w-re, és csak
utana hajtsuk végre a termhelyettesitést:

Jw(r +w = 2z *u)



A formalis helyettesités

Egy x valtozonak és egy vele megegyezo tipusu ¢ term-
nek a parosat bindingnek nevezziik.

Jelolése: x/t.

A formalis helyettesités bindingek egy

O = {xl/tla ZCQ/tQ, s ,ZCk/tk}

halmaza, ahol z; # x;, ha i # j
(2,5 =1,2,...,k; k>0).

A helyettesitést megadhatjuk még
e tablazattal:

@:(tll t22 t:)
e amit egy sorba is irhatunk:
© = (r1,29, ..., T||t1, to, . .., T1).
A helyettesités

e értelmezési tartomanya: dom © = {x1,xs, ..., x;}

o értékkészlete: rng © = {t1,t9, ..., 11}



Egy kifejezésbe vald formalis helyettesités
eredménye

Legyen K logikai kifejezés, © = {x1/t1, xo/to, ..., xi/tr}
formalis helyettesités. Az x; valtozok osszes K-beli sza-
bad elofordulasat helyettesitsiik egyidejiileg K-ban a
t; termekkel. Az igy kapott kifejezés a © K-ba vald
formalis helyettesitésének eredménye.

Jelolése:

.....

Egy kifejezésbe valo formalis helyettesités eredményének
meghatarozasa:

x ha x &€ dom ©
O(x) hax € dom ©

o ft1,ta, ... . t)O = f(110,1:0, ..., ,0)
o P(t1,to,...,1,)0 = P(t10,1,0, . ..,1,0)
o (=A)O = =(A6)

e (AAB)O = ABABO

* (QrA)0 = Qz(A(© — x)),

ahol © — x azt a helyettesitést jeloli, melyre
dom (© — z) = (dom ©) \ {z}, és
(© —x)(2z) = O(z) minden z € dom (O — x)-re.

o 10 =



Egy kifejezés szamara megengedett
helyettesités

O megengedett a K kifejezés szamara, ha egyetlen
x; € dom ©-nak egyetlen K-beli szabad elofordulasa
sem esik a O(x;) term valamely valtozdja szerinti kvan-
tor hataskorébe.

Példa.
A Ju(z + u = y) formula szamara

{y/z % z} megengedett, de {y/z * u} nem.

Annak meghatarozasa, hogy egy © helyettesités megengedett-
e egy kifejezés szamara:

e Termek és atomi formuldk szamara minden © meg-
engedett.

e — A szamara © megengedett, ha megengedett A szamara.

o AN B szamara © megengedett, ha megengedett mind
A, mind B szamara.

o (Jr A szamara © megengedett, ha
— O — r megengedett A szamara, és

—egyetlen z € Fu(QxA) N dom O esetén sem
szerepel x a ©(z) termben.



A szabalyos helyettesités

Legyen K egy kifejezés, és © egy helyettesités.

Keressiink K-val kongruens olyan K’ kifejezést, mely
szamara a O helyettesités megengedett. Ekkor a K'©
kifejezés a © szabalyos helyettesitésének eredménye
K-ba.

Jelolése: [KO).

A szabalyos helyettesités eredményének meghatarozasa:

e Ha K term vagy atomi formula,

akkor [K©| = KO.
¢ [(-A)0] = ~[46)
¢ (AAB)O] = [AO]|A|BO]

e — Ha egyetlen z € Fu(QxA) N dom © esetén
sem szerepel x a ©(z) termben, akkor
(QrA)O] = Qz[A(© — z)].
— Ha van olyan z € Fu(QxA) N dom ©, hogy
x paraméter O(z)-ben, akkor valasszunk egy 1j
valtozot, példaul u-t, mely nem szerepel sem Qv A-
ban, sem ©-ban, és

(QzA)O] = Qu[(A})(© — z)].



A logikai nyelv klasszikus szemantikaja

Az Q) =< Srt, Cnst, Fn, Pr > elsorendil logikai nyelv
I interpretaciéja (modellje, algebrai struktiraja)
egy olyan

[ =< Srt,Cnst, Fn, Pr >

fuggvénynégyes, melyben

e dom Srt = Srt, és Srt : m — D,, ahol a D, ob-
jektumtartomany a 7 tipusu objektumok nemtires
halmaza;

o dom Cnst = Cnst, ésa Cnst : ¢ — ¢ fiiggvény
olyan, hogy ha a ¢ 7 tipusu konstans, akkor ¢ € Dy

e dom F'n = Fn, ésaz Fn : f — f fliggvény min-
den f(mm2e =) fiisovényszimbilumhoz olyan f
figevényt rendel, melyben
cl()mf:DW1 X Dyy X ... X Dy, ésrngf:Dﬂ,
azaz

J i Dg X Dry X ... X Dy, — Dy

e dom Pr = Pr, ésa Pr: P — P fliggvény olyan,
hogy a P™:m2mk) (k> 1) predikatumszimbélum
esetén,

P: Dy X Dyyx ... x Dy, — {0,1},
ha pedig P propozicionalis betii,
akkor P vagy 0, vagy 1.



Legyen az €2 nyelv [ interpretaciojaban

D<= U D;\{¢|Cnst(c)=¢, ce€ Cnst}.

TeSrt

Bovitsiik ki a nyelvet az objektumtartomanyok objek-
tumait jelolo 1 konstansokkal:

(D) =< Srt,Cnst(D), F'n, Pr >,
ahol
Cnst(D) = CnstU{ala az a € D-hoz rendelt j szimbélum }.

Az (D) nyelv zart logika kifejezéseit 2 I-beli érté-
kelheto kifejezéseinek nevezzik.

Az Q(D) nyelv © formalis helyettesitését (2 I-beli értékel6
helyettesitésének nevezzik, ha
Fu(rng ©) = 0.

Egy © értékelo helyettesités minden K kifejezés szamara
megengedett.

Ha a O értékeld helyettesités és a K kifejezés olyanok,
hogy Fu(K) C dom ©, akkor KO értékelhetd kife-
jezése (-nak, és ©-at K I-beli értékelésének nevez-
zuk.



Példa.

1. Az Ar nyelv természetes interpretacioja
Srt(szt) = N

Cnst(nulla) = 0

Fn(f)=f, ahol f: N — N, és

fn)=n+1, (haneN)

Fn(g) =g, ahol g : N x N — N, és
gn,m)=n+m, (han,meN)
Fn(h) =h, ahol h: N x N — N, és

;‘z S

(n,m)=n-m, (han,meN)
Pr(P) = P, ahol P: N x N'— {0, 1},
és (ha n,m e N),
~ 1 han=m
Pln,m) =1 cevébkent
2. A Subset nyelv
Srt = {rh (egy alaphalmaz részhalmazai) }
rh tipusu valtozok: x,y, z ...
Cnst=0 Fn=0 Pr=/{pPUhri)}
A Subset nyelv egy interpretacioja
Srt(rh) = { a {piros, kék, zold} alaphalmaz részhalmazai }
Pr(P) = P, ahol, ha S, Z az alaphalmaz két részhalmaza

1 haSC/Z

PS5, 2) = 0 egyébként



Legyen I () egy interpretacioja.
o Az () m tipusu, értékelheto termének értéke [-ben
egy Dy-beli objektum. Jelolése: |t|;
— Ha Cnst(c) = ¢, akkor |c|; = ¢.

—Ha a € Cnst(D) az a € D, objektumhoz ren-
delt 1] a szimbdélum, akkor |a|; = a.

— Ha f(t1,t9, ..., tg) értékelheto term, ahol a t1, to, . ..

termek értékei I-ben regdre
Ll [E2lr, - |telr, és f = Fin(f), akkor

Fti,ta, .t = FUtn talr, - - [t D).

o Az () értékelhetd formuldjanak értéke [-ben vagy
0, vagy 1. Jelolése: ||C||;

— Ha P(ty1,to,...,t;) értékelheté atomi formula,
ahol a 1q,%y, ...t termek értékei I-ben rend-
re [t|7, [talz, - .., [tr]1, és P = Pr(P), akkor

1P(ty, b, . t)l[r = P(ltalr [talr, - [tlr).



— Ha —A értékelheto formula, ahol az A formula
értéke ||Al|r, akkor

1=Allr = 1= [[Allr.

— Ha AAB értékelheto formula, ahol az A és B
formulak értékei rendre ||Al|f, || B||1, akkor

AN B[ <= man{|[Allr, || Bl
1AV Bllr = maz{||Allr, || B}
1A D Bl[r = maz{l = [[All,[|Bl[r}

11

— Ha Vx A értékelheto formula, ahol x « tipusu
valtozo, akkor
~ | 1, haminden a € D, esetén ||AZ||; =1,
[V Allr = { 0 egyébként.
— Ha dz A értékelheto formula, ahol x 7« tipusu
valtozo, akkor
1, ha van olyan a € D, ho Alllr =1,
||E|37AHI#{ Y gYH 7||I

0 egyébkent.

Legyen I () egy interpretacioja és A értékelheto formula.
Az A formula

igaz [-ben (jelolése: [ = A), amikor ||Al||; =1,
egyébként hamis /-ben.



Példa.

1. Az Ar nyelv természetes interpretaciéjaban
nulla| =0

f(nulla)| = f(|nulla) = 1

F1) +3) = 3£, B) = 3 (F(1]),3) =
=g (f(1).3) =3(2,3) =5
| ((f (nulla)

1Fu(3+uw) =4[] =1,

mert az 1 € N olyan, hogy ~
(@4 u) =4 | = |3+ 1=4)]| = P
P(g(]3],11]),4) = P(g(3,1),4) = P(4,4)



2. A Subset nyelv elobbi interpretaciojaban

|| P({piros,zold }, {piros,kék})|| =
P(|{piros,z6ld}|, |{piros kék}|) =
P({piros,zold}, {piros kék}) = 0

||Vy P(y, {piros,kék zold })|| = 1,
mert minden S részhalmazra

| P(S, {piros kék zold})|| = P(|S|, |[{piroskék zold}|) =
P(S, {piros kék zold}) = 1

[IYy Py, {piros kék})|| = 0,
mert példaul az {z6ld} részhalmazra

| P({z0ld}, {piros kek})[| = P(|{z0ld}, |{piros kék}|) =
P({zsld}, {piros kék}) = 0

3. A Subset nyelv egy olyan interpretaciéjaban, ahol
Srt(rh) = {{piros, kék, zold, sdrga} részhalmazai }

||Vy P(y, {piros,kék,zold })|| = 0,
mert példaul a {sarga} részhalmazra
|| P({sarga}, {piros kék,zold })|| =
P(|{sérga}|, |{piros kék zold}|) =
P({sarga}, {piros kék,zold}) = 0




Lemma.
Legyen I az () nyelv egy interpretacioja és r egy olyan
term, melyben legfeljebb egy paraméter, a m tipusi x

szerepel. Legyen a t 7 tipusu értékelhetd term értéke
t|;. Ekkor

iz /t}r = [riz/Itli}lr,
azaz egy értékelheto term értéke csak résztermjei értékeitol
fugg.

Lemma.
Legyen I az ) nyelv egy interpretacidja és A egy olyan
formula, melyben legfeljebb egy paraméter, a 7 tipusu

x szerepel. Legyen a t w tipusu értékelheto term értéke
t|7. Ekkor

I &= [A{z/t}] akkor és csak akkor, ha I = A{x/|t|;}.



Logikai torvény, logikai ellentmondas

Az () nyelv egy A formuldja logikai torvény, ha ()
barmely I interpretacidjaban és A barmely I-beli ©
értékelése esetén I = AO. Jelolése: = A.

Az ) nyelv egy A formuldja logikai ellentmondas,
ha €2 barmely I interpretaciojaban és A barmely I-beli
O értékelése esetén AO hamis. Jelolése: = A.

Lemma.

= A akkor és csak akkor, ha = —A.

Az Q) nyelv egy A formulaja kielégitheto, ha van
()-nak olyan [ interpretacidja és © értékelése, amely-

re [ = AO.

Lemma.
Az A formula pontosan akkor kielégitheto, ha nem igaz,

hogy = —A.

Az A és B formulak logikailag ekvivalensek, ha
= A= B. Jelolése: A ~ B.



A Boole-kombinacio

Legyenek Ay, Ao, ..., A,, n > 1 az ) nyelv formulai.
Ay, Ay, ..., A, Boole-kombinacidja

o A; barmelyik 1 <17 < n-re;
e -B ha B Ay, Ay, ..., A, Boole-kombinacioja;
e BAC hahaBésCis Ay, Ay, ..., A, Boole-kombinacioi.

Példa.
Ve P(z) VvV JyQ(x,y)

a Ve P(z) és a JyQ(x,y) Boole-kombinacioja.
A Quine-tablazat

Legyen B az Aq, Ao, ..., A, Boole-kombinacidja.
Készitsik el a kovetkezo, 2" kiillonbozo sort tartalmazo
tablazatot:

Ay Ay Ll A, o A1 A, B
0 0 ...... 0 0 0
0 0 ...... 0 0 1
0 0 ...... 0 1 0
0 0 ...... 0 1 1
| R 1 1 1




Megjegyzés:

o A sorok az Ai, Ao, ..., A, formulak oOsszes kiilon-
bozo lehetséges értékeit tartalmazzak, fuggetlentl
attél, hogy van-e olyan interpretacié és kozos ér-
tekelés, melyre ilyen értékek adoédnanak.

e Olyan interpretacio és kozos értékelés viszont nincs,
ahol a formulak értékei rendre ne lennének meg-
talalhatok valamely sorban.

Toltsiik ki a B alatti féoszlopot: minden sorban szamoljuk
ki B értékét a kombinaldtényezok sorbeli értékeinek
fuggvényében.

A Boole-kombinacié propozicionalis tautoldégia, ha
a Quine-tablaja fooszlopaban csupa 1 érték van.

Lemma.
Ha egy Boole-kombinacié propozicionalis tautologia, ak-
kor logikai torvény:.

Lemma.

Ha a Boole-kombinalé tényezok propozicionalis betiik,
és a Boole-kombinacio logikai torvény, akkor propozici-
onalis tautologia.



Példa.

1. Vizsgaljuk az (A D B) D —(A A =B) formulat,
mint az A és B formulak Boole-kombinaciojat.

(A D B)

D)

~ (A A - B)

0

_ = O
_— O = O

0

0
1
1

0

1
0
1

(

H»—\OO:B
HOb—kom

D
1
1
0
1

D
1
1
1
1

1
1
0
1

H»—\C)CD:B

O~ O O >

O~ O
»—\O»—xom

A Boole-kombinacié propozicionalis tautologia, tehat
a formula logikai torvény:.

2. Dontstik el, hogy A A = A logikai ellentmondéas-e?

— (A VAN A)
0 0
1 1

-

1
1

(

— o

r—\CD:b

AN
0 1
0 0

)

—(A N —A) propozicionalis tautologia, azaz logikai
torvény, tehat A A = A logikai ellentmondas.



3. Vizsgaljuk a dx(A(x) A B(x)) D JxA(x) NIz B(x)
formulat, mint a Jz(A(x) A B(x)),dJrA(x) és a
Jz B(x) formulak Boole-kombinaci6jét.

Jr(A(x) A B(x))| D|drA(x) A JzB(x)

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1
Jz(A(x) AN B(z)) | D|dzA(xr) N JxB(x)

0 1 0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 1 0 0

0 1 1 1 1

1 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1 0 1 0 0

1 1 1 1 1

A Boole-kombinacié nem propozicionalis tautologia.,
pedig logikai torvény:.



. Lassuk be, hogy
= Jz(A(z) A B(x)) D dxA(x) A JxB(x).

Bizonyitas:

Tekintsunk egy tetszoleges I interpretaciot és © értékelést.
Vizsgalnunk kell a

(Jx(A(x) A B(x)) D dzA(x) A JxB(x)) O||; =
(3x(A(z) A B(x)))© O (3rA(z))OAErB(2))O|1 =
(3z(A(z)(© — 2) A B(z)(© —x)) D

Jz(A(z)(0 — z)) AJz(B(z)(O — 2))||r =

33:}514’(:6) A B'(x)) D dzA'(x) Az B'(z)]|;

értéket.

e Ha ||Fx(A'(z) A B'(x))||; =0,
akkor az implikacio értéke 1;
o Ha ||z (A'(x) A B'(z))||r =1,
akkor van olyan a € D, , hogy
(A'(x) N B'(2)), |1 =
Al(z)y A B'(z)gl[r = 1.
Ekkor viszont
Al(x)E|lp =1¢és ||B' ()Xl =1, azaz
dzA'(x)||; =1 és ||[FxeB'(z)||; =1, igy
dzA'(x) A JxB'(z)||; = 1.
Mivel az implikacio utotagja 1 értéki, az
implikacio értéke most is 1.




5. Lassuk be, hogy
#~ drA(x) A JzB(x) D Jz(A(z) A B(x)).

Bizonyitas:

Tekintsunk egy olyan I interpretaciot, melyben

Srt(my) = {0, {piros}}
Pr(P) = P, ahol, ha S, Z € {0, {piros}}

~ 1 haSCZ
PS5, 2) = 0 egyébként
A(z) = YuP(x,u)
B(x) = YuP(u,x)

Ebben az interpretacioban

JrA(z)||; =1 és ||FxB(x)||; = 1, mert példaul
AD)[[; =1 és [|[B({piros})||; = 1.
Ugyanakkor ||3x(A(z) A B(x))||; = 0, mert
A@) AB@)[|; =0 és

A({piros}) N B({piros})||1 = 0.




6. A dxA(x) A JzB(x) D Jz(A(z) A B(zx)) formula
kiclégftheté.

Bizonyitas:

Legyen most az interpretacionk az el6zohoz hasonlo,

csak

Alz) =

Vu (P(u,x) D (VzP(u, z) V (P(u,z) A P(x,u)))).
Ebben az interpretacioban

|FzA(z)||; = 1, mert [|[A({piros})||; = 1, és||Fx(A(z)A
B(x))||r = 1, mert

|A({piros}) A B({pirosy)|[r = 1.



Néhany fontos logikai torvény
asszociativitas
AN(BANC) ~ (ANB)ANC
Av(Bv(C) ~ (AVvB)VvC
kommutativitas
ANB ~ BNA
AVB ~ BV A
disztributivitas
AN (BVCO)
AV (BANC) ~ (AVB)AN(AVC)

idempotencia

.
£
>
=
<
N
>
8

ANA ~ A
AVA ~ A
eliminacio
AN(BVA) ~ A
AV(BANA) ~ A
De Morgan torvényei

~(AAB) ~ =AV B
~(AV B) ~ ~AA-B



negacié az implikacioban
—|<A D) B) ~ AN-B
AD—-A ~ —A
—_ADA~ A

- (4= -4
logikai jelek kozotti osszefiiggések

ANB —l(—lA\/—lB)
ANDB —(A D —B)
AV B ~ =(=AA-B)
AV B -ADB
ADB —|<A A\ —|B>
ADB -AV B

S ST S SR

kontrapozicié
ADB ~ -BD>-A
kétszeres tagadas
——A ~ A
implikacios elotagok felcserélése
AD(BDC) ~ BD>(ADC(C)
implikacio konjunktiv elotaggal

ANBDC ~ AD(BDC()



kiszamitédsi torvények (T = C VvV -C, L = C A -0
ANT ~ A  AANL

AVT ~ T AV 1 ~ A
ADT ~ T AD 1L ~ —A
TOA ~ A 1 DA~ T

az azonossag torvénye
= ADA
bovités elotaggal
= AD(BDA)
az implikacio ondisztributivitasa
AD(BDC) ~(ADB)D(ADC(C)
esetelemzés
AvVBDOC ~ (ADC)AN(BDCO)
tranzitivitas
= (ADB)A(BDC)D(ADC)
reductio ad absurdum
= (ADB)AN(AD-B)D>-A
az ellentmondasbol barmi kovetkezik

= AD(-ADB)



a kizart harmadik torvénye
= AV -A
az ellentmondads torvénye
L (AN -A)
Pierce-torvény
= (ADB)DA)DA

fiktiv kvantorok
Ha z & Fu(A) , akkor

ViA ~ A dzA ~ A
az egyforma kvantorok helycseréje
VaVyA(z,y) ~ VyVzA(z,y)
JrIyA(z,y) ~ JyIrA(z,y)

kvantor-csere implikacioban
= VrA(zr) D JrA(x)
= JyVaA(z,y) D VzIyA(z,y)

De Morgan kvantoros torvényei
—JrA(x) ~ Ve—A(x)
—VrA(x) ~ Jr—A(x)



kvantor-felcserélés
drA(x) ~ —Ve-A(x)
VeA(x) ~ —Jdz—A(x)

kvantorok egyoldali kiemelése
Ha x ¢ Fu(A) , akkor

VeB(x) DA ~ Jdx
JxB(x) DA ~ Vx
kvantorok kétoldali kiemelése
VrxA(z) AVxB(x) ~ Vr(A(z)
drA(x) VvV dxB(x) ~ Jx(A(x)
= VeA(x)VVeB(x) D Ve(A(z) V B(x))
= Jdz(A(x) A B(x)) D dxA(z) A JzB(x)
kongruens formulak ekvivalencidja

Ha A~ B, akkor A ~ B.



helyettesitéskor fellépo kvantorok
= VA D [A]
= [A/] D dzA

kvantorhataskor-atjelolés
Ha y & Fu(A) , akkor

VeA ~ VylA)]
JrA ~ JylA}]

kvantor-redukcio
Ha x és y azonos tipusu valtozok, akkor

= VaVyA D Vx[AY]
= dz|AY] D dzdyA
helyettesités ekvivalens formuldkba

Ha A ~ B, akkor [AY] ~ [Bj}]



A logikai kovetkezmény

Legyenek Ay, Ag,... A, (n > 1) és B az Q) nyelv
tetszoleges formulai.

A B formula logikai (szemantikai) kovetkezménye
az Ay, Ao, ..., A, formulaknak, ha €2 minden olyan [
interpretaciojaban és az Aq, Ao, ..., A, és B formulak
tetszoleges olyan I-beli © értékelése esetén, amikor

T A0,Tk= A0, ... .TE= A0,

akkor
I & BO.

Jelolése: Ay, Ao, ..., Ay E B.

Lemma.

(a) Ay, Agy ..., A, E B akkor és csak akkor, ha =
AINAIAN...NA, D B.

(b) A1, Ao, ..., A, | B akkor és csak akkor, ha =
A ANAsA ... NA, A—B.

Lemma.
A ~ B pontosan akkor, ha A= Bés B A



Példa.

Bizonyitsuk be, hogy helyesen kovetkeztettink:
P, Néhany republikanus kedvel minden demokratat.

P> Nincs olyan republikanus, aki szeretné a szocialistakat.

K Tehat egyik demokrata sem szocialista.

Keészitsunk alkalmas logikal nyelvet. Legyenek
x,vY, 2, ... embereket jelolo valtozok:

R(x) jelentse, hogy x republikanus;

D(x) jelentse, hogy x demokrata;

S(x) jelentse, hogy x szocialista;

K (x,y) jelentse, hogy x kedveli y-t.

Ezen e nyelven formalizalva az allitasokat:
Py Jz(R(z) ANVy(D(y) D K(z,y)))
Py, —=3z(R(x) AN3z(S(2) AN K(x, 2)))
K =3y(D(y) A S(y))

Rogzitstink tetszolegesen egy olyan I interpretaciot, mely-
ben ||Pi||; =1 és || Bl = 1.

Ekkor || P1||; = 1 miatt van olyan a € D, hogy
|(R(z) AVy(D(y) D K(z,y)))x||r = 1, azaz
|R(a)||; =1 és minden b € D-re

(D(y) D K(a,y))pllr = 1.



| P||; = 1 miatt viszont minden b € D-re, igy éppen
a-ra 1s

[(R(z)AJz(S(2)ANK (z, 2)))al|lr = 0, azaz mivel || R(a)||; =
1, ezért ||3z(S(2) A K(a, 2)))||r = 0.

Ez azt jelenti, hogy minden b € D-re

1(S(2) A K(a, 2)))i||r = 0. Ez a konjunkcié

e vagy azért 0, mert b olyan, hogy ||S(b)||; = 0, de
ekkor [|(D(y) A S(y))pllr = 0,

e vagy azért, mert b olyan, hogy || K (a, b)||; = 0. llyen
b-re viszont, mivel
|(D(y) > K(a,y))pllr =1,
| D(b)||; = 0, tehat ilyenkor is
(D (y) A S )l = 0.

Azaz minden b € D-re [[(D(y) A S(y))illr = 0, tehdt
| Fy(D(y) ASy))||r =0, azaz
[|=3y(D(y) A S(y)|lr =1.



Kvantoros formulak prenex alakja

Egy Q1210015 . . . Qnx, A (n > 0) alaki formulat, ahol
a A kvantormentes formula, prenex alakd formulanak
nevezink.

Lemma.
Az () nyelv tetszoleges formuldjahoz konstrualhato vele
logikailag ekvivalens prenex alaku formula.

A konstrukcio lépései:
1. valtozo-tiszta alakra hozzuk a formulat;

2. alkalmazzuk De Morgan kvantoros ¢és az egyoldali
kvantorkiemelésre vonatkozo logikai torvényeket.

Példa.
VeP(x) D ~JzQ(z)

| valtozo-tiszta alakra hozas

Ve P(xr) D —3yQ(y)

| egyoldali kvantorkiemelés

VSL’P(w) D Vy=Q(y)
Jz(P(x) D Vy—Q(y))
J2Vy(P(x) O =Q(y))



Kvantormentes formulak normalformai

e Egy atomi formulat vagy negaltjat literalnak fog-
juk nevezni.

o Legyenek Ly, Lo, ..., L, (n > 1) literdlok.
LiNLyN ...\ L, elemi konjunkcié
L1V LyV ...V L, elemi diszjunkci6

e Legyenek Dy, Do, ..., D,, elemi diszjunkciok,
Ky, Ko, ..., K, elemi konjunkciok (m > 1).
DiANDy A ...\ D, konjunktiv-.
KiVv KyV...V K, diszjunktiv normalforma.

Lemma.

Az () nyelv minden kvantormentes formulajahoz konstrualhaté
vele logikailag ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv normalforma.
A konstrukeid lépései:

1. a logikai jelek kozotti osszefiiggések alapjan az imp-
likaciokat eltavolitjuk:

2. De Morgan torvényeivel elérjuk, hogy negacio csak
atomokra vonatkozzon;

3. a disztributivitast felhasznalva elérjik, hogy a kon-
junkciok és diszjunkciok megfelel6 sorrendben kovessék
egymast;

4. esetleg egyszertsitiunk.



Példa.
(ADB)V—(—-BD>AV-C)

| implikacio-eltavolitas

(mAV B)V (=B A=AV -(C))

| negacio atomokra vonatkozik

(mAV B)V (-BAN-AANC)

| konjunkciok diszjunkcioja

(mAV BV -B)A(—mAV BV -A)AN(—mAV BV C(C)

| egyszertisités

(wAV B)A(mAV BV ()

| egyszertsités

-AV B



A sequent

Legyenek Ay, Ag, ..., Ay, B1, Ba, ..., By, (n,m > 0)
az {) nyelv formulai. Ekkor a

TANAINAN...NA, DBVBV...VB,V L

formulat sequentnek nevezziik.

Jelolése:

A, Ay, ... A, — By, By, ..., B, vagy rovidebben:
['— A aholl' = {A}, Ay, ..., Ay} ésA = {B1, By, ..., By}

Jelolések.

Legyenek

[' és A formulak tetszoleges, esetleg tires halmazai,
A és B formulék,

x tetszoleges valtozo,

y egy x-szel megegyezo tipusu 1j valtozo,

t pedig egy x-szel megegyezo tipusu term.



A Gentzen-kalkulus axiomasémai

Al - AA
1I'—= A

A Gentzen-kalkulus levezetési szabalyai

ABI' - A I'—- AA; ' - AB

A=) anBroa N TS AanB

v >AF—>A;BF—>A (=) ' — AAB
(AV B)I' = A ['— A(AV B)

I'— AA; BI' - A Al' - AB
(5—) (—2)
(ADB)I'—= A ['— A(A D B)
( > ' — AA ( ) Al' — A
) —Al' — A ) ['— A-A
A(z|[t)Vx Al — A ['— AA(z||y)

(V=)

VoAl — A =Y o Aved

3 ) Alzlly)l — A (-3 ['— AA(z||t)FzA
JzAl' = A ['— AdzA




Egy sequentet a Gentzen-kalkulusban levezethetonek
nevezink, ha

e vagy axioma,

e vagy van olyan levezetési szabaly, melyben ez vonal
alatti sequent és a vonal feletti sequent vagy sequen-
tek pedig levezethetoek.

(a) A Gentzen kalkulus helyes, mert ha az
Ay, As, ... A, — By, By, ..., B, seqvent levezet-
heto a Gentzen-kalkulusban, akkor a
TANAINANAN...NA, DB VByV...VB,V_L
formula logikai torvény.

(b) A Gentzen kalkulus teljes, mert ha az
A formula logikai torvény, akkor a
— A seqvent levezethetd a Gentzen-kalkulusban.
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