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Néhany nevezetes egyenlétlenség

Bernoulli-féle egyenlotlenség

Ha x>0xeR és neN,akkor x" >1+n(x—1).

Az egyenldség akkor és csakis akkor all fenn, ha x =1 vagy n =1.

Bizonyitds:
0l

X == (=1 "+ x" x4+ 1)2 (x—1)-n
ha 0 < x(I

I—x" =(I=xl+x+.+x"")<(1-x)-n

Megjegyzés: A Bernoulli egyenl6tlenséget gyakran a kovetkezd alakban hasznaljuk.
Hah>-1 heRésneX = (1+h) 21+nh.
A fentiekbdl x =1+ & helyettesitéssel kdvetkezik.

Szamtani-, mértani-, harmonikus és négvzetes kozép

Definici6: Az x, (i=1,2,.n) pozitiv szamok A szamtani (aritmetikai) G mértani,

(geometriai), H harmonikus és Q négyzetes (kvadratikus) kdzepén az

1 n 1< )
A==>'x,, G=xlrx, H= " 0= —> x] szamokat értjiik.
n5 =l Zn:i ns

i=1 ‘xj

A ,ko6zép” elnevezést az indokolja, hogy ezek a szamok az x, legkisebbike és legnagyobbika

kozé esnek.

Tétel: Az x, pozitiv szamok (i=1,2,.n) szamok szimtani, mértani és harmonikus és
négyzetes kozepe kozott fennalla H <G< ALQ.

Bizonyitas:

Eldszor G< A4

o s 1<

jelolje A, :szi
i=1

Vk =1,2,...,n-re helyettesitsiink a Bernoulli-féle egyenlétlenség elsd alakjaba az x helyére

A
| -et.
(Anl j




( A, j > 1+n[ A, _lj _ A +nA, —nd, , nA, —(n—l)An_1 _

n—1 An—l An—l An—l
n n-1
An 2 xn An—l
n n—1 n-2
A ' 2x, A z2x, x,_, A5 =2.2x, X, ,.X
A, 24X X, ..x
Az egyenlOség csak akkor all fenn, ha
gy g
A 1 n 1 n—1
1=—= A =—>»x A _, = X
k -1 k
:xn xn :An :An—l = :Al :xl
1

—+..+ Lj mindkét oldal reciprokat véve

Megjegyzes: H < A egyenlOtlenségbdl
n n 1 5
X, ) —2n
2y

A<0

2
A C—-B-S egyenl6tlenségben legyen b, =1 (i = 1,2...n), ekkor (Z aij
1

i=
—)a, < |—) a;
niq nig

Cauchy-Bunvyakovszkij-Schwarz-féle egyenlotlenség

Legyenek a, és b, valos szamok, ekkor

(Seon) <(£)8)

Bizonyitds:

n

>(a,+2b,) =20

i=l1

0< Zn:(ai +lbi)2 = Zn:al.z +2ﬂ,iaibi +2vzzn:bi2
i=1 i=1 i=1
2
4[Zai -bij —4(Zai2)-(2bi2)s 0
i=1

<

i

n

1

2 .
i



Definicio: Adott két halmaz A és B. Az A, B elemeibdl készitett rendezett elemparon olyan
(a,b) szimbolumokat értink, amelyben a e 4,be B, tovibba (a,b)=(c,d)=a=c és
b=d.

Definicio: Az A és B halmazok Descartes-szorzatan az AxB = {(a,b)|a €A be B} halmazt
értjik.

Ax =(B\C) = (4xB)\(4xC)
(A\B)xC = (A4xC)\(BxC)
Bc C= AxB < AxC

T: Ha A,B,C tetszdleges halmazok, akkor
l. AXB=0< A=0, B=0

2. (4UB)}XC =(4xC)u(BxC)

3. Ax(BuC)=(4xB)u(4xC)

4. (AN B)xC =(4xC)(BxC)

5. Ax(BNC)=(4xB)n(4xC)

6.

7.

8.

B.: (x,y)e(AuB)xC:xeAuB ¢s yeC=>xe€A4 vagy xeB ¢ yeC=>xed ¢&s
yeC vagy xeB ¢ ye(C= (x,y)e AxC  vagy (x,y)e BxC = (x,y)e (AxC)u(BxC)
hasonldan bizonyithat6 a tobbi allitas.

A relacio (leképezés)

Definicio: Legyen adott két halmaz A4 ¢és B. Binér relacidnak vagy A-bol B-be valod
leképezésnek nevezziik az f < AxB részhalmazt.

Definicio: Adott az f — AxB relacid. Ha (x, y)e f, akkor azt mondjuk, hogy az x elem f
relacioban all az y elemmel (vagy f x-hez hozzéarendeli y-t) és ezt xfy modon is jeldljiik.

Az frelacio értelmezési tartomanya:
l. D, = {x|xe A és Jy € B, hogy (x,y)ef}
2. Az fértékkészlete
R, = {y|y € Bés dx € 4, hogy (x,y)e f}
3. Azfrelcio inverze f' = {(y,xj(x,y) € f}.

r o1 s . . _1\!
A definciciobodl kovetkezik D‘ = R, R =D, (f 1) =f

Megjegyzés:
Ha D, = 4 ugy A-nak B-be,

Ha R, = B ugy A-bol B-re,
Ha D, = 4, R, = B ugy A-nak B-re valo leképezésérdl besz¢liink.



Pl: 4={23} B={7.89}
AxB ={(2,7),(2,8),(2,9), (3,7), (3.8), (3.9)}
f < AxB és xfy < ha x|y

f={238).(3.9)}

Ekvivalencia relacio

Definicio: Adott az A#0. Az [ < AxA relaciot ekvivalencia relacionak nevezziik, ha
Vx,y,z € A esetén.

(E1) xfx reflexiv

(E2) ha, xfyakkor yfx szimmetrikus

(E3) ha xfy és yfx,akkor xfz  tranzitiv.

Pl.: A sikbeli A-ek halmazan értelmezett hasonlosag. Az ekvivalencia relaciot altalaban ,,~’
jeloljiik és x~y esetén azt mondjuk, hogy x ekvivalens y-nal.

Definicio: Adott az A#0. Az [ c AxA relacidt rendezési relacidnak nevezziik, ha
Vx,y,z € A esetén.

1. xfx reflexiv

2. haxfy és yfx=>x=y antiszimmetrikus
3. ha xfy és yfz = xfy tranzitiv

4. vagy xfy vagy yfx linedris vagy teljes

Ekkor A-t rendezett halmaznak nevezziik, ha csak az els6 harom teljesiil, de a negyedik nem,
akkor f-et parcialis rendezésnek nevezziik.

PL: Q-n értelmezett "<" relacid rendezési relacid. X -n értelmezett osztoja relacid parcialis
rendezés. A rendezési relaciot altaldban a "<"-vel jeldljiik.

Definicio: Legyenek A,B,C,D adott halmazok, fcAxB ¢é gcCxD. A

crer

(szorzatanak) vagy Osszetett relacionak nevezziik.

T: (gof )" =/ og™

T: a relaciok kompozicidja asszociativ ( fog)oh = fo(goh)



A fiiggvény

Definicio: Legyen adott két halmaz 4 és B. Egy f < AxB relaciot fliggvénynek nevezziik, ha
(x,y)e f és (x,z)e f esetén y =z.

Megjegyzés: Ha f < AxB fliggvény ekkor (x, y)e f esetén y=f (x) jeloli az x elem képét,
f:A— B azt, hogy f A-t B-be képezi, mig {(x, f(x))} az f grafjat jelenti.

Definicio: f:4—> B; 4, c A ésB, CB.

Az f(A1 ) = {y|y eBésdxe A4, f(x) = y} Az A, halmaz képe.

A B, halmaz inverz képe.

Az f7'(B,)= {x|xe A és f(x)eBl}

Definicié: Az f: A — B fiiggvény invertalhato, ha az ' relacio is fiiggvény. Ekkor ' -et
az f'inverzének nevezziik.

Definicio: Az f < AxB fiiggvényt invertdlhatonak nevezziik, ha Vy e B pontosan egy

(x; y)e f elemparban szerepel.

Megjegyzés:

1. Az invertdlhatdé fliggvényeket kolcsondsen egyértelmli vagy egy-egyértelmil
hozzarendelésnek is nevezziik.

2. Ha fegy invertalhato fiiggvény, akkor D. = R, és R = D,

3. Ha f:A4— B invertalhato fiiggvény = f ' invertalhat6 és inverze az f fiiggvény.

Tétel: Az f: A — B fliggvény < invertalhatd, ha Vx,y e 4 x # y esetén f(x);t f(y)

Bizonyitds: = finvertalhato

Indirekt: 3x,ye Ax =y, f(x)= f(y), ekkor z= f(x)= f(y)e B(z,x)e f és (z,y)e f".
Ez ellentmond annak, hogy 7' fiiggvény.
(Vx,y € A x# yesetén f(x)= f(v))

(z.x)e M Alzx,)e [ (xn2)alxz)e £ igy 2= /(%) és 2= f(x,), x =x,, tehat /™
fiiggvény, azaz f invertalhato.

Definicio: A+
i,:A—> A4 iA(x):x
Az i, fiiggvényt az A halmaz identikus fiiggvényének nevezziik.

Definicio: Legyenek A,B,C adott nem iires halmazok Ac B; f:B—>C ¢é g:A—>C,
tovabba f (x)z g(x) Vx € A esetén. Ekkor g-t az f" A-ra valo lesziikitésének, f-et a g B-re
valo kiterjesztésének nevezziik.

Definicio:Ha f és g fliggvény a gof kompoziciot Osszetett fliggvénynek nevezzik, és
gof = g(f)
(gof Nx) = g(f(x))-el jelsljiik.

f-et belsd, g-t kiilso fliggvénynek nevezziik.



gof :{(x;z]xeA,zeD/\ElyeB és (x,y)ef/\(y,z)e g}

(x.y)e f=y=flx) (flx)z)e g = z=g(f(x))

Jelolés: Ha az f fiiggvény értelmezési tartoménya az AxB halmaz és (x,y)e AxB,= f((x,))
helyett f|(x,y)-t irunk.

T:Ha f < AxB és g < CxD fliggvények, akkor a gof relacio is fliggvény.

Biz.: (x,z,)A(x,z, )€ gof. Ekkor 3 y,,y, e BNC.
(Xﬂyl)ef} /\(yl’Zl)eg
(xayz)ef /\(y29z2)€g

Sffiuggvény y, =y, =z =z,

Definicio: ! f : A — B fiiggvény, az f fiiggvény
a) injektivha x#y x,y e 4 esetén f(x)= ()
b) sziirjektiv ha f(4)= B
c) bijektiv ha a) és b)

A valos szamok

Valés szamnak nevezziik, annak az ‘R halmaznak az elemeit, amelyre az aldbbi I-1I-III.
axiomacsoport axiomai teljesiilnek.

I. Test-axiomak

Legyen az RxR halmazon két fliggvény értelmezve R -beli értékkészlettel ugy, hogy —
Osszeadasnak, ill. szorzasnak nevezve- ¢és Fl(x, y): x+y, il. F, (x, y): xy jelolve
teljesiiljenek a kovetkezo tulajdonsagok.

(T1) x+y=y+x és Xy = yx Vx,y € R esetén, (kommutativ)

(T2) (x+y)+z=x+(y+2z) €s (xg)z = x(yz) Vx,y € R esetén, (asszociativ)
(T3) x(y+z)=xy+axz Vx,y,z € R esetén, (disztributiv)
(T4) JoeNR,amelyre x+0=x Vx € R esetén ( zérus elem)

(T5) VxeR-hez I(—x)e R, amellyel x+(-x)=0 (additiv inverz)

(T6) F1eR 1#0,hogy Ix=x VxeR esetén (multipliktiv egység)
(T7) VxeR x#0-hoz, x')eR  x(x')=1 (multipliktiv inverz)

II. Elrendezési axiomak és az archimédeszi axioma
Legyen az ‘R halmazon egy ,,<”-vel jelolt relacid értelmezve gy, hogy teljesiiljenek a

kovetkezd tulajdonsagok.
(RI) x<x VxeR reflexiv



(R2) hax<yésy<x=>x=y antiszimetrikus Vx,y € ‘R esetén

(R3) hax<yésy<z=x<z tranzitiv Vx, y,z € R esetén
(R4) x<yvagy y<x Vx,y € R esetén
(R5) hax<y=x+z<y+z Vz e R esetén

(R6) ha0<x¢és0<y=0<xy
(R7) ha0<x<yésx#0=>dneXN;y<nx

Az 1-4 rendezési relacid, 5-6 az Osszeadas, ill. szorzas monotonitas, a 7. Az archimédeszi
axioma.

III.  Folytonossagi axioma (teljességi axioma)

Definicié: a,beR és a<b. Az [ = [a,b] = {x|x eRésas<x< b} halmazt a,b végponta zart

intervallumnak nevezziik.

Definicio: Fogy¢6 intervallumrendszernek nevezziik zart intervallumokbdl allo {I n} (n € N)

halmaztha I, o1

Cantor- (folytonossagi-) axioma. Fogyo6 intervallumrendszer metszete nem iires.
NI, #0

neN

Megjegyzés: A valos szamok halmaza egy archimédeszien elrendezett teljes test.

e

is.
Definicio: Akkor mondjuk, hogy x kisebb mint y, ha x < y,de x# y.(x{y v. y)x).
T: A rendezési axiomak fontosabb kovetkezményei. Ha x, y,z,u,v € R, akkor

. x(y=>x+z(y+z

2. {x=—-x(0, x(0 = 0{(—x

3. (x A0y = O{xy

4. 0(x*vx=0,0(

5. 0{x A ¥(0= x1(0, x(0O A (0 = O{xy

6. 0(xy A O0{x= 0y, 0<l
X
7

x<ynrz=u=x+z<y+u, x(y Anz{u = x+z(y+u
(0xA0<Ly=0<x4+),0x A0y =0x+y)

8. (¥ AO{(z= xz(yz, x(y A z{0 = yz(xz

9. 0(y{x A O0(z{v = yz{(xv

10. O(x{(y AneX = 0(y"(x"

11. 0(x{y = 0<l(l
y X



12.neX=>n2>1
13. Vk e Z esetén Al € Z, k(I{k +1

Bizonyités:

I. x(y=>x<y=>x+z<y+z,ha x+z=y+z, akkor x =y adddna, ami ellentmondas
igy. x+ y{(x+z

2. 0(x=0+(—xKx+(-x)=-x(0

3. {(xA0{y=0<xy.HaO0=x-y=x=0v y=0 ami ellentmondasos 0(xy .

Hasonl6an lehet bizonyitani a tobbi allitast is.

Definicio: A egy rendezett halmaz a,b € 4 és a(b tovabba
(a,b):= {x|x €ANn a(x(b}

[a,b):= {x|xe Ana< be}

(a,b]:= {x|x eAna(x< b}

(a,b)-t nyilt intervallunak, [a,b), (a,b] félig nyilt intervallumnak nevezziik.

Definicio: ! a e R. Az x{(a, x < a, a(x,1ll. a < x szdmok Gsszességére rendre
(—o0,a)= {x|x eRA x(a}

(—o0,a]:= {x|x eRAXS a}

(a,0):= {x|x eRA a(x}

[a,00):= {x|x eRAac< x}

jelolést alkalmazzuk. A halmazokat végtelen intervallumoknak nevezziik.
Ezzel a — o0 és oo szimbolumok is meghatarozott jelentést kaptak.

Definicié: A valés szamok R halmazat R := (— 0,00)-nel is jeloljiik.

Definicio:
(1) Az R, =RU {0, halmazt a valés szamok kibovitett halmazanak nevezziik.
2) VxeR-re  —oo(x(o0, — o000 X 400 =00, X —00 = —00, - oo

o0 — 0

(3)  Ha x)0, akkor x(+o0)=+w, x-(—00)=—w
(4)  Ha x(0, akkor x-(+)=—0 x-(~0)=+o0
®)] (+oo)-(+oo)=oo, (—oo)'(+oo)=—oo, (—oo)~(—oo)=+oo

+00 —00 —o0 . i
; ; ; szimbolumokat nem

Megjegyzés: + 004 (=0),0-(+0),0-(-o0), —; —;
+00 —0o0 400
értelmezzik.

Ha hangsulyozni akarjuk a kiillonbséget a valds szdmok, valamint a + o0, —oo szimbolumok
kozott, akkor az eldbbieket végesnek nevezziik.



Abszolutérték

Definicio: Legyen x € ‘R

1. Az x abszolut értéke
xhax=0
=
—x ha x{0
2. Azx eldjele (szignuma)

1, ha x)0
signx =40, ha x=0
-1, x(0
Definicio: Legyen x,y € R

Xhax>y
max{x,y}: Vhay>x

) xhx<y
mm{x,y}: Vhay<x

Megjegyzés: Az |x| = max{x,—x} |x| = +\/x_2

Tétel: Ha x,y € R = érvényesek a kovetkezd allitasok.

1. |x| >0

2. |x| :|— x|

3. |x| >+x

4. |x+y| S|x|+|y|

5. Jx- =[xy

6. KM (40
vl P

7. W<y W0)e xel-y.y]
8. =l < -

Megjegyzés:
Hax<y=-x2>-y
x<y EI(—x) OSx+(—x)£y—x

—ySy-x+\—-y)=—x



Bizonyitas: 1,2,3 triv.

4. 1 x, eR(i=12..n)

Teljes indukcio
I. n=2-re
a)ha x, +x, >0

|)c1 +x2| =x, tx, S|xl|+|x2|

b) ha x, +x,(0
|x1 +x2|:—(x1 +x2):(—x1)+(—x2)ﬁ|x1|+|x2|

II. Tételezziik fel, hogy n-re igaz azaz

n n
2% S 2 x|
i=1 i=1

III. Igazoljuk, hogy n+I-re is igaz

n+l n n n n+l
St |3 | <SS | = S
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n
5. 1x e EF{(Z = 1,2...n) X, = 7z|xl.|
i=1 i=1

I.n=2,ha x, :0(1':1,2) akkor igaz

ha x,)0 és x,)0 |x1 -x2| =X, "X, :|x1|-|x2|

ha x,(0 és x,(0 |x1 -x2|=)c1 X, =—|x1|(—|x2|)=|x1|-|x2|
ha x,{0 és x,)0 |x1 -x2|=—(x1 -x2)=—|x2|(—|x1|)=|x1|~|x2|
II. znrx,. =7}1r|xi|~x
i=1 i=1
n+l n n +1
1L X =X Y =[Z|xi Xpa1| = i”=1|xi|
6. £=kl=Ml=H
y v Uyl
7. :>ha|x|£y (y)O) = xe[—y;y] —y<x<y
hax=>0 —ySOSx=|x|Sy
ha x(0 —ySOS—x=|x|£y
cxe[—y,y] azt jelenti —-y<x<y

10



hax>0 |x|:x£y

ha x(0 = —x<y

| = < = ¥

==y <x—y+]y]  azaz  |x[-[y<|x-y]

M =ly—x+x<|y—x[+[x azaz |y|-|x<[x—)

11

}:» b
y



Metrika

Definicio: | A#0 p:AxA—>R* fiiggvény. A p fliggvényt metrikdnak (vagy
tavolsagfiiggvénynek) nevezzik, ha teljesiilnek a kovetkezok Vx,y,z € 4-ra

1. p(x,y)ZO 0= ha x=y

2. plxy)=plyx)

3. pley)< plx.z)+6(r.2)

Definicio: Ha egy A halmaz elempdrjaira értelmezve vagy egy p fliggvény, amely teljesiti az
1,2,3 tulajdonsagokat, akkor az 4 halmazt metrikus térnek nevezziik.

Tétel: Az R halmaza p:RxR > R* p(x, y) = |x - y| fiiggvénnyel metrikus tér.

Bizonyités:

1. p(x,y)z 0 0& ha x=y trividlis

2. p(x,y) = g(y,x) trivialis

3. pley)<slz)+6(y;2)

p(x,y)=|x—y| =|x—y+z—z| S|x—z|+|z—y| = p(x,z)+p(z,y)

PIL:
1. A[O,l]—en ért valos értekii folytonos fiiggvények halmaza p( f, g) = max| f- g| -vel

metrikus tér.

2. R’-bena p:mzxmz_)m* p(xay):\/(yl_xl)2+(y2_xl)2 x(x17x2)y(y17y2)

A kornyezet fogalma és tulajdonsagai

Definicio: Az x, e R V(xo)-al jelolt kornyezetén értiink minden olyan nyilt intervallumot,

amely x, -t tartalmazza.
V(x,)=(a,b) ha x, €(a,b)

Definicié: ! x,eR és &)0(eeR). Az x, & sugari kornyezetén a
V(x,,&)= {x eR |, p(x,x0)<£}

A kornyezet un. Hausdorff-féle tulajdonsagai:
'x,eR és ¢g,6,6)0eR

1. Vx,eR és V(xo,g) esetén x, € V(xo,g)

2.V V(xo,g) €s V(xo,gl) esetén EIV(xO,gZ), hogy V(xo,gz)g V(xo,g) €s
V(xo,gz)g V(xo,gl)

3. VV(xO,g) és y, € V(xo,g) esetén EIV(yO,gl) ugy, hogy V(yo,gl)g V(xo,g)

4. Vx, #y, esetén EIV(xO,g) ¢és V(yo,gl) ugy, hogy V(xo,g)m V(yo,gl) iires halmaz.

12



Bizonyitas:

1. trividlis

2. & < mln{g, 81}
3. 81=8—|x0—y0|

' xe V(yo,gl) megmutatjuk, hogy x e V(xo,g)

|x—y0|(g1 :g—|x0—y0| azaz |y0—x|+|x0—x|(8, de
|x—x0|=|x—y0+y0—x0|S|x—y|(g tehat x eV (x,,&)
4. le=¢ =—|x0 —y0|
! : 2
Indirekt: 3x € V(x,,&) "V (y,, &) azaz |x— xo|(M és |x— JH(@
|x_x0|+|x_yo|<|xo _y0|
ellentmondas.
Definicio:

Az x, € R baloldali (jobboldali) kérnyezetének nevezzik az (a,x,] (|x,,)) intervallumot,
ha a(x,(b.

Definicio:
l acR. A+ o] kbrnyezetén az (a,0) és [(—o0;a)] intervallumot értjiik.
Korlatos szamhalmazok
Definicié: ! 4AcR. A k(k*)e R szdmot az 4 halmaz also (felsd) korlatjanak nevezziik, ha

VxeA-ra k<x (x <k’ ) Az A alulrél (feliilrél) korlatos ha van also (felsd) korlatja.

Definicié: Egy A halmaz alulrél (feliilr6l) nem korlatos, ha ‘v’k(k*>efR—hez
Ixed, xk (k' (x).

Tétel: Egy A < R halmaz < korlatos, ha 3K e R", hogy Vx € 4 -ra |x| <K.

Bizonyitas: = ha A4 korlatos, akkor 3 K € R”
A korlatos akkor 3k, k" € R Vxe A-ra k<x<k’
' K =max{jk k*‘}

—Ks-|k|sk3xsk*s‘k*‘31< azaz || < K

3

< Ha |x|SK k=-K<x<K=k"
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Definicid: Ha egy A halmaz korlatos, el6fordulhat, hogy k(k*)e A ésazis k(k*)e A. Az els6
esetben k(k*) az A halmaz legkisebb (legnagyobb) eleme.

Megjegyzés: Az alulrol (feliilrdl) korlatos halmaznak legfeljebb egy legkisebb (legnagyobb)
eleme van.

Bizonyitas: | k, és k, a két legkisebb elem k, <k, és k, <k, azaz k, =k,

Nyilvanval6, hogy ha egy 4 < R halmaz alulrdl (feliilrél) korlatos akkor nem csak egy also
(felso) korlatja van.

A legnagyobb als6 és a legkisebb felsd korlatot kiilon is megnevezziik.

Definicio: | AcR. Az A halmaz alsdé hatardnak, infinumanak (fels6 hataranak,
suprénumanak) nevezziik azt a h(h* ) € R amelyre
1. h(h*)also (fels6) korlat
2. V nalanagyobb (kisebb) szdm mar nem also (felsd) korlat.
h=infA (" =sup4)
vagy

. Vxed-rah<x (h Zx)
2. Ve&)0-hoz Ixed x(h+e (h° —&(x)

A definiciobdl nyilvanvalo, hogy egy A4 — R -nek legfeljebb egy also, ill. felsé hatara van.
(Van-e egyaltalan?)

T: (Korlatos szamhalmaznak van also- és felsd hatara)
Alulrol (feliilrdl) korlatos szamhalmaznak van also (felsd) hatara.

(' AcR és dkeR, Vxe A-ra k<x.Ekkor Jainf 4="h))

Bizonyitas:
I. Ha A-nak 3 legkisebb eleme. ! ez x,
l. x, <x Vx € 4 -ra tehat x, also korlat.

2. x,(x, +& Ve&)0-ra(seR)
II. Ha 4 -nak A legkisebb eleme.
Ekkor folyodintervallumrendszerrel megkonstrudlunk egy szamot és megmutatjuk, hogy ez

rendelkezik az alsé hatar mindkét tulajdonsagaval.

! kegy also korlat  és x, €A

- a, +b . . a, +b,
k=a, és x, = b, valasztassal tekintsik az ——-t. Ha ez als6 korlat a, = # és
b, =b,.

b +b
Ha nem als¢ korlat a, = a, és b, =— 5 L.
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a . +b
-L__n7l also korlat ha nem

— an—l +bn—l . b — an—l +bn—l

A konstrukciobdl latszik, hogy minden a, also korlat és egyetlen b, nem az.
fgy egy fogyo intervallumrendszert kaptunk, amelyre

;_0\0 [a b ];t 0. dhenne N[an,bn] megmutatja, hogy / rendelkezik az alsé hatar mindkét

n>~n

tulajdonsagaval.

1. A alsoé korlat
indirekt: 4 nem als6 korlat Ix € 4, x(h. Ekkor IneN h—-x)b, —a, = L(bl ~a,). Ez

2/171

pedig azt jelenti & e [an,bn] miatt, x{a,. Ez ellentmond annak, barmely a, als6 korlat

volt.
2. Téle nagyobb szdm mar nem als6 korlat. Ind. felt. 3x, e R A{x, és x, also korlat. Ekkor

dneN,x,-hb,—a, = %(bl —a,). Ez pedig hela,,b,] miatt azt jelenti, x,)b,. Ez

ellentmond annak, hogy egyetlen b, sem volt also korlat.

Definicio: Ha A alulrdl (feliilrél) nem korlatos, akkor inf 4 = —oo (sup A= oo).

Torlédasi pont

Definicio: | 4cR. Az x, € R (szam)pont az 4 halmaz torlodasi pontja, ha x,V 7 (x,)

kornyezetében van legalabb egy téle kiilonb6zo A-beli elem.
V(x0 ) N (A4\ {xo }) =0 (‘v’ V(x0 )— ra)

T: Az x, € R az 4 halmaznak <> torlddasi pontja, ha az x,V V(xo) kornyezetében végtelen
sok eleme van A4-nak.

Bizonyitas:
= A feltétel sziikséges:
Ugyanis ha csak véges sok lenne, akkor ezek koziil lenne olyan, amely x,-hoz legkdzelebb

van. ! ennek a tivolsaga x,-t6l & ekkor V(x,,d) egyetlen x, kiilonbozé A-beli elemet sem
tartalmaz. Azaz x, nem torl6dasi pont.

< a feltétel elegendo:
Ugyanis ha végtelen sokat tartalmaz VV(xO ) , akkor legalabb egyet is tartalmaz.
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A torlddasi pont hozza is tartozhat 4-hoz, meg nem is.

Pl.:4:= {l|n € N} egyetlen torlodési pontjaa 0,de 0 ¢ 4.
n

B = {O}U {l|n € N} egyetlen torldédasi pontjaa 0,de 0 € B.
n

Egy szamhalmaznak lehet 1,2 t6bb, sot végtelen sok torlodasi pontja is.
PL: C = {x|x eQAn0<x< 1}-nek torlodasi pontja minden x e R 0 <x <1 ¢és ezek koziil

xeChaxeQ x¢C ha xeR\Q

Az egész szamok Z halmazanak nincs véges torlodasi pontja.
Ha egy halmaz feliilr6l nem korlatos, akkor a o ¥V kornyezetében végtelen sok eleme van a

halmaznak.

Definicié: A feliilré] (alulrél) nem korlatos halmaz torlédasi helye a oo(—o0).
PL: Az X -nek a oo torlodasi helye.

Bolzano-Weierstrass tétele: Minden végtelen, korlatos valds szdmhalmaznak van legaldbb egy
torlddasi pontja.

Bizonyitas: | 4 < R korlatos, azaz Ik, k*e R, Vxe A-rak<x<k ! a, =k és b =k".

Tekintsiik az [al il ;bl} és [al ;rbl , bl} intervallumokat.

Ezek valamelyike végtelen sok elemet tartalmaz. Valasszuk ki ezt. (Ha mindkettd végtelen
sokat tartalmaz akkor tetszés szerint az egyiket.)

Jeloljiik [a,,b, ]-vel ezt az intervallumot.

Megismételve ezt az eljarast egy fogyo intervallumrendszert kapunk, ahol
[a,,b,]2[a,.b,]>...2]a,,b,]> ... Mivel N[a,,b,|#0.Ezért 3t € N[a,,b, ].

Megmutatjuk, hogy ¢ torlodasi pont.

Azt fogjuk megmutatni, hogy #-nek V kornyezete tartalmaz egy [an ,b, ] -t amelyben végtelen
sok elem van.

V)0 -hoz dneN

1
:F(bl —a, e

b,—a,e.

b}'l _a}’l

1 b, — —
F(bl —al)ngal<8 7’l>—

Ilyen n az archimédeszi axioma alapjan 1étezik.
Definici6: Az a P (P € A) pontot amely az 4 halmaznak nem torlddési pontja, azaz EIV(P)

kornyezete, amely 4-bdl egyetlen P-t6] kiillonbozé pontot sem tartalmaz az 4 halmaz izolalt
pontjanak nevezziik.
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Valds szamsorozatok

Definicio: Egy f:X — R fliggvényt valos szamsorozatnak nevezziik. Ha f (n) =a, , akkor f-
et <an> jeloljik és a,-et a sorozat n-edik vagy Aaltaldnos tagjanak nevezzik. Az f

értekkészletét (az elemek halmazat) {an }-nel jeloljiik.
Definicio: Az <an> = <bn> ,ha VneXN-rea, =b,.

Egy sorozatot akkor tekintiink megadottnak, ha minden elemét ismerjiik, vagy ismerjiik azt a
modot, amellyel elemeit a természetes szamokhoz rendeljiik.

A sorozat megadhato:

1. Utasitassal: pl. V2 tizedesjegyeinek sorozata.
2. Formulaval: pl. @, =2n—1 a paratlan szdmok sorozata.

3. Rekurzidval: a sorozat elemei hogyan kovetkeznek, az o6ket megel6z6(ek)bol. Pl.:
Fibonacci sorozat.
a, =1, a,=1a
1,1,2,3,5....

) _L 1+\/§ n ) 1_\/5 n
n \/g 2 2
Definicio: Egy <an> korlatos, ha értékkészlete korlatos. (Az <an> korlatos ha 3k,k” e R,

VneN-re k<a, <k").

Definicié: Ha egy <an> -ra a, =c Vn-re akkor <an> konstans sorozatnak nevezziik.

n2 an + an+l

Definicio: Az <an> monoton novekvé (csokkend) ha a, <a,,, (a, > a,.,) VneXN esetén.

Ha az egyenldséget nem engedjiik meg, akkor szigorian monoton sorozatrél beszéliink.

Definicio: ! <an> ¢s @ :N —> N szigorlan monoton ndvekvd és <bn>:N—>9%, b, =a,

ekkor <bn> -et az <an> részsorozatdnak nevezzik.

Miiveletek sorozatokkal

Definicio: ! <an> és <bn> és c € R. Ekkor 0sszegiikon, kiilonbségiikon szorzatukon és az

<an> c-szeresén a kovetkezd sorozatokat értjiik <an +b, >, <an -bn> <c ‘a, > Ha O¢ <bn> akkor

hanyadosukon az <%> -n értjiik. Az <an> abszolutértéken <|an|>.

n
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Konvergens sorozatok

Definicio: ! <an> egy valos szdmsorozat.

Az <an> konvergens ha Ja € R, hogy V £)0-hoz (& € R)3In, () e N, Vayn,(e)n € N) esetén
|an - a|<8.

Ekkor az a szdmot az <an> hatarétékének nevezziik vagy azt mondjuk, hogy <an> konvergal
az a szamhoz (n,(£))-t az & -hoz tartoz6 kiiszobindexnek nevezziik.

Azt a tényt, hogy az <an> hatarértéke az a a kovetkezé mddon jeloljik

%iigan =a vagy a,—a vagy lima, =a.

Definicio: Ha <an> nem konvergens (konvergal), akkor <an> divergens (divergal).

Definicio: Az <an> a o(—o)-hez divergil, ha VK € R"-hoz (k € iR‘) dn, € N, hogy ha
Vnyn, n €N esetén a,)K (a,(k). Ezt nlgg a, = oo(— o) jeloljiik.

Definicio: Ha <an> konvergens és a 0-hoz konvergal, akkor <an > -ot nullsorozatnak nevezziik.

T: Az <an> < konvergal az a szamhoz, ha a V'V (a,&) kérnyezete véges sok elem kivételével

n

tartalmazza <a > elemeit.

B: =a, >a = V&0 In, eN, myn, =

a, —a|(€ azaz V(a,&)-n kiviil legfeljebb n, elem
van.

< HaaV V(a,g) kiviil csak véges sok elem van, akkor ezek kozott van legnagyobb indexd.
ez n,.

Tehat ha nyn, akkor a — ¢{a,(a + ¢ azaz

a, — a|<g.

Kov.: Ha a, — a akkor a az {a, } torlodasi pontja. It is kiilonboz6 n-ekre az {a, }-halmaz (a
sorozat értékkészlete) elemeit kiilonbozonek tekintjiik. (A megforditas nem igaz.)

T:Ha a, > a és a, > b= a=>.(Egy sorozatnak legfeljebb egy hatarértéke van.)

B: Tételezziikk fel, hogy a=#b és !gzp(a,b). Ekkor V[a,gjrﬂ/[b,gjzﬂ és

dn £ ,Vny)n, esetén a, €V b,E ésa eV b,£ , ami lehetetlen.
0 2 0 n 2 n 2

Tehat a=b.

T: Ha a, — a, akkor <an> korlatos.
Biz.: a, > a és!le=1 ekkor &=1-hez In, €N, n)n, esetén
|an - a| (e=1

'K = |a| + max{ 1,

a,—aj,|a, —aj,...,la, —a‘ }
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ha n)n,

|an|S|an —a|+|a|£1+|a|£K

ha n(n,

|an| S|an —a|+|a| <K.

Megjegyzés: A tétel megforditasa nem igaz. Pl. a = (— 1)" korlatos, de nem konvergens. Ui,

haaeR ! ¢= maxﬂa —1,la+1 }, akkor <an> minden péaros vagy pdratlan tagja az V(a,e) -n

2

kivil van.

Definicio: !<an> ¢és jelolje H = {a| a R, és a torlodasi pontja {an }—nek }
Akkor
inf H =lima, és sup H =lima, -taz <an> limesz inferiorja és limen superiorja.

Pl:a, =1+ (— l)" ekkor az 0 és a 2 torlodasi pontja <an> ¢s mas torlodasi pontja nincs, igy

lima, =0 és Ean =2.
Megjegyzés: A definiciobol kovetkezik lim a, < lim a,.

T:1{a,): N>R
(1) lima, e R< ha JaeR,VeeR" esetén az A:{n| newN, an<a—8} véges halmaz és a

B= {n| neXN,a,{a+ g} végtelen. Ekkor lima, =a.

(2) lim a, eNR<, ha JaeR, VeeR" esetén 4= {n| neN.a,a+ g} véges halmaz ¢és a

B= {n| neXN, a,)a— g} végtelen. Ekkor lima, = a .

Konvergencia kritériumok

Cauchy-féle konvergencia-kritérium.
Az <an> akkor, és csakis akkor konvergns, ha V¢&)0-hoz 3n, € N, hogy ha n,m)n, akkor

|an - am|(8.

Definicio: Ha egy <an> teljesiti, hogy V¢&)0-hoz 3n, € N ; hogy Vn,m)n, esetén

a,—a, |(€ ,
ekkor az <an> Cauchy-sorozat.
Biz.: (Ha konv. = Cauchy)

Ha lima, =a, akkor Ve&)0 3n,, ha nyn, =

n—>0

an—a|<§. Ha m)n, |am —a|<%. fgy, ha

n,myn, |an - am| < |an - a| + |a - am|(g , azaz <an> Cauchy sorozat

(Ha Cauchy = konvergens.)
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Elészor megmutatjuk, hogy ha <an> Cauchy, akkor korlatos
le=1=3n, e, n,mn, = |an —am|(1

'K = |am + max {1,

a,—a,lla, —a

>

+|am|£K,

m mfp °°°

a, —am‘}

Ha n{n, =|a,|<|a, —a,

Ha n)n, = |an| < |an —am| +|am| <K azaz <an> korlatos.
Indirekt feltétel: az <a

hoz végtelen sok n-re és m-re igaz, hogy
at+eill. a ), —e=a, —a —t-2¢.

> nem konvergens azaz 3 két torlodasi pontja. ! ez #(¢,. Ezért V&)0 -

n

4

Ha ¢= =a, —a,)s végtelen sok n-re fenn all, ellentétben azzal, hogy ez csak

legfeljebb n, -ra allhat fenn.
T: Minden monoton korlatos sorozat konvergens.

Monoton novekvd (csokkend) feliilrél (alulrél) korlatos sorozat konvergal a felsd (also)
hatarahoz.

Biz: (Mon. ndv. esetben) ! /" felsd korlat. Azaz V&)0 esetén i~ — & mar nem also korlat, igy
dn, eN an0>h* —¢&, azaz ha m)n, an>h* —¢&. Tehat ha n)n, h" —g(an(h* +& azaz

a, —h*\<g.

Kozrefogési szabaly:
Ha <an> és <bn> konvergens szamsorozatok és lima, =a, limb, = a, tovabba <cn> olyan,

n—>0 n—>0

hogy a, <c, <b, VneXN-re , akkor a <cn> konvergens és limc, =a.

n—>0

Biz.: a, >a é b, > a= Ve&)0-hoz Elno,nAO e N, hogyha n)n,
akkor |bn —a|(£.

a, —a|<g ¢s ha myn,

' n) max(n0 , no) ekkor felirhato

a—¢&la,<c,<b{a+e azaz |cn —a|(£.

T: ! <an>, <bn> amelyekre a, =b, véges sok n kivételével. Ekkor <an> és <bn> egyszerre
konvergens ¢s

B.:Ha lima, =a V &)0 3, €N, )i, = |a, —a(e. A feltétel miatt 3n,, n)n, a, =b,.

n—>x0

! ny = max{i,., 7, |

b, —a| = |an —a|(50 tehat b, konvergens.
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Ha <an> divergens, akkor a fentiek miatt <bn> nem lehet konvergens.

Miiveletek konvergens sorozatokkal

T: ! <an> és <bn> konvergens sorozat és lima, =a, limb, =b. Ekkor érvényesek a

kovetkezok:
a) lim(a, +b,)=a+b
b) limc-a, =c-a VceR esetén
¢) lim(a,-b,)=a-b
d) limla,|=|d
e) Hab #0 ésb=0,akkor 1im%=ﬁ
Biz.:
a) ha a, > a= Ve )0 In, e N, ny)n, akkor |an —a|(<91 ha
b, > b=Ve,)0 In, €N, myn, = |b, — e,
! ny = max(y. 7, ), akkor |a, +b, —(a+b) <|a, —a|+|b, —B[(&, +&, = &
ha ¢, =§ ¢s &, =§ akkor |an +b, —(a +b](g amibdl a) kovetkezik.
b) Haa, > a= ‘v’ﬁ) -hoz 3n, e N m)n, |a, — a|(ﬁ
C C
|c -a, —c-a| = |c a, —a|<|c|ﬁ = ¢ hacsak n)n,
c
C) Ha a, >a=Veg)0 In, eN, nyn, = |an —a|<81, ha b, >b= Ve,)0-hoz

In, €N, nyn, = |b, —b(s,

ab, —ab| =la,b, —ab, +ab, —ab| <b,la, —a| +|a b, —b|

)0 és n, = max{ﬁo,lﬁo} ha mn, és g :§,32 =ﬁ ahol |Kn| <K akkor
K ¢ |a| & . . .

ab, — ab| < 5K + m = ¢. Bzt pedig c) igazolja.
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d)

Ha a, > a=Ve¢&)0-hoz 3In,,n)n, =

a, —a|(g. Mivel —|a” <

a, a, —a|(g, ami

d)-t igazolja.

e) El6szor megmutatjuk, hogy ha b, — b, akkor bi —>é feltéve, hogy b, #0 és
b#0.b, >b=Ve)0 In, eN nn, = |b, —be,.
C - i 1 2
Ha b, - b= |b,| - || gy 3n, €N, n)n, = b, >? azaz b—%
~ =2 1 |b _b| & 2
! n, =maxl\n,,n, |, akkor n)n, esetén felirhatd, hogy |— — —| = = L=,
0 (o o) n, gy b b b,,b|<|b|2
&b’ 11
Ha tehat ¢, = 5 és myn, = ——z(g ami bizonyitando volt. Az e) igazolésa c)
R < |
felhasznalasaval — =qa, -— trividlis.
n an
Megjegyzés:
1. Aza), b), ¢), d), e) megforditasa nem igaz.

2.
3.

a) ¢és ¢) teljes indukcioval kiterjeszthetd tetszdleges rogzitett k € N -re.

Haa, >a é peN=a’ —>a’

A fenti tételeket ugy is fogalmazhatjuk, hogy konvergens sorozatoknal a mivelet ¢és a
hatardtmenet sorrendje felcserélhetd, a késObbiekben magasabb rendli miveletek
(hatvanyozés, gyokvonas, logaritmus) esetén is igazolni fogjuk.

Ha a, = c(c e R) akkor a, —c.

Nevezetes sorozatok

p.n +p, +n! +..+pn+p,

T: Legyen a, = . —
gn' +q,_ n" +..+qn+gq,
a. Ha r=s,akkor a, N
qs

b. Ha r(s, akkor a, -0

22



+ 0 ha &>O

c. Ha r)s,akkor a, — 7

—wha Pr0
q,

Biz.: Hasznaljuk fel, hogy rogzitett k£ € X -re Lk —0.
n

T:la,=q"

a. Ha g¢)1 akkor a, —» o

b. Ha g =1 akkor a, =1
c. Ha —1{¢(1 akkor a, > 0

d. Ha g =-1 akkor <an> korlatos, de nem konvergens

e. Ha g(-1 akkor <an> nem korlatos €s nem is konvergens.

Biz.:
a. Hag)l=>q=1+p (p)0, peRN)

q" =(1+p)" 21+n-p)n-p>k" hacsak nn, :{k_}
p

b. Trivialis

c. Ha ¢=0 trividlis ha |g{l ¢ ¢g=#0 = ﬁ)l és |—| > azaz Vk eR'-hez
q q
1 * n 1 n n 1 I 1 n
dn, eN, mn, |—Nk azaz |q <k* q —0‘=q (k—*.Hatehatg= — akkor |g" (¢ .
q
d. Ha g =-1 akkor a, =-1 vagy a, =1.
e. Ha g(-1 akkor ¢" = (-1’ q|" —>+l-0,

T:Az a, = (1 + 1] sorozat konvergens.
n

B: Megmutatjuk, hogy monoton ndvekvd és feliilrdl korlatos.

23



a. Monoton névekvd

1+l

] ] 1+n-( j {
11(1+—j...(1+—j <N Mgy

n n n+1 n+l1

n—szer

b. felilrél korlatos

lim(l + l] =e
n—>0 n

Az e szam az egész analizis legjelentdsebb numerikus adata.

e~2,71828182845904583536...

Az e irraciondlis szam, az e nem algebrai szam.
. ) 1 1 1 ) ,
Megjegyzés: A b, =1+ F + 5 +...+ - sorozat is az e-hez konvergal.

log, x=Inx.

T.: limK/; =1

B:ISK/_:”\/\/;\/;I...ISM£1+i (Rendor-tétel)
n n

Jn
U, %(5 ha n)[;—z}

T: Ha ¢)0 akkor lim4/c =1.
B: Ha ¢ =1 trivialis. Ha ¢)1

1< 4 =4/eel..1 =M=1+& (Renddr-tétel)
n

n

Ha 0{c{1 akkor 1(l n 1 —1
C C
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Pl:a, = %(an_l +LJ - ()0 és a,)0)
an 1

Megmutatja, hogy a, mon. csokkend és alulrol korlatos.

2 ’ r ’
2a,-a, , =a’, +c=>a*—c=(a,—a, ) 20 a, >+c,tehat a, alulrdl korlatos.

a . -a =a _%(anl+LJ= ! (afkl—c): ! (a,,—a,,) >0, tehat mon.

csOkkend.

)
X=—|x+—|=>x=Ac.
2
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A hatarértékre vonatkozé tovabbi tételek

T: Ha az <an> korlatos és <bn> 0 sorozat, akkor <an -bn> 1s nullsorozat.

Biz: b, > 0= V¢&,)0 3n,,n)n,

bn

(¢
a, korlatos, ezért IK)0(e R) |an|(K VneN-re

(K -¢ ha ¢, :% akkor |an ‘b,

a,-b,

b,

(¢ hacsak n)n,.

an

T:Ha lima, =a és limb, =b, tovabba a, <b, VneN-re,akkor a <b.

n—»0 n—>0

Biz.: Indirekt a)b

_h ey 3ny; V)i, = |a, - al(e

3n,;Vn)n, =

b, —bl(e

!'n, = max(ﬁo,ﬁo) és myn,.

b (b+e= a ;Lb =a—¢&(a, ez pedig ellentmond az a, < b, feltételnek.

Kov. Ha lima, =a és a, 20, akkor a 2 0.

n—>x0

T: Ha a(b akkor 3n, e N, Vn)n, a,(b,.

b-a
le= .
2
b-a . __ _
a,—>a & =T—hoz dn, e N, Vn)n, a, —a|(g
b-—a . 2 =
b, >a ¢= T-hoz dn, e, Vn)n, b, —b|(£

n, = max{ﬁo, ﬁo} és myn,

a+b

a,{a+e&= =b-¢(b,

Megjegyzés: Ha a, (b, = a(b
1

n*+1

Pl a, = b _1
n

n
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= ¢és a, # 0 akkor limLzo.

T: Ha limja,
n—»o0 n—»00 an
. : | , .1,
Biz.: |a,| > o VK )0-hoz 3n, €N, n)n, akkor |a,|)k _<f' Tehat, ha k" =— és n)n,
n &

ekkor

a

n

(g.

T: Ha lima, =0 (a, # 0) akkor limL 0

n—>0 n—»0 |an| -
B:a, >0 k' eR" Ve)0-hoz In, e N Vn>n0|an |<5

)l. Ha tehat ¢ = i* és nyn,, akkor L>k*.
£ k a

n

b
a

n

T: Ha lima, = a és limb, = oo, akkor

n—x0 n—x0

(1) lim(a, +b,) =, lim(a, —b, )= —0 és

(2) lima, -b, =

n—>x0

o ha a)0
— o0 ha a(0

B:
(1) Ha a, > a akkor 3k eR k<a, VneN-re

ha a, — © :>Vk1* € R-hez 3n, eN, mn, b, 2 kl*

Tehitha myn, a, +b, >k+k .Hak; =k" —k=a, +b, > k™ hacsak n)n,.
(2) 1a)0 ekkor a, — a miatt 37, € N, n), an>%.

b, — oo akkor Vk, -hoz 3n, €N, nyn, b Yk, .

%

Ha n) max(no,no) ekkor a, -bn>%-k1 . Tehat ha &, = és myn, = max(no,no), akkor

an ) bn >k* :
A tobbi allitas is hasonldan igazolhato.

Megjegyzés: A tétel (2) allitdsa a = 0 -ra nem mond semmit.
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Ha a, =a és lim = oo, ekkor

n—x0

o ha a)0
lima, -b, =30haa=0 .

— o0 ha a0
T: Ha

(1) lima, =a és c¢)0(c € R), akkor lim =c* =c*.

n—>0 n—»0

(2) lima, =a a,)0,a)0 és ¢ #1c)0 akkor lim(log, a,)=1log, a.

n—>0

(3) Ha lima, = a (a,)0, @)0) és limb, =b lima,” =a"

n—>0 n—>0

B:Bsz.

T: Legyen <an> és <bn> olyan, hogy a, <b, VneX-re, akkor

(1) ha a, - o akkor b, —

(2) ha b, = —o akkor a, — —o©

B:

(1) a, > o = Vk €R-hez In, e N, n)n, akkor a,)k . De ekkor b, > a, )k miatt b, — o
(2) hasonldan.

Megjegyzés: A tétel allitdsa akkor is igaz, ha a, <b, csak valamely n,-t6l all fenn.
Részsorozat, sorozatok egyesitése

Definicio: ! <an> egy sorozat és ¢:N — ¥ szigoran monoton novekvd, tovabba
<bn> ‘N>R, b, =a,, akkor <bn > -t az <an> részsorozatanak nevezzik.

T: Minden korlatos sorozatbol kivalaszthatd konvergens részsorozat. (B-W kivalasztasi tétel)

B.: Mivel {an} végtelen sok elemet tartalmaz és korlatos 3 legalabb egy torlodési pontja.

Jelolje ezt a. lg, = 1 és tekintsiik ¥(a,&,)(n=1,2,3...). Mivel Vn-re ¥(a,&,) végtelen sok
n

elemet tartalmaz, ezért véalaszthatd mindegyikbdl olyan b, n=12... elem, hogy egyik se

el6zzon meg olyan tagot, amelynek az <an > -beli indexe kisebb barmely kivalasztottnal.
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T: Egy konvergens <an> minden részsorozata konvergens €s hatarértéke megegyezik az <an>

hatarértékével.

Biz.: lima, = a azt jelenti, hogy V V(a,g) tartalmazza az <an> majdnem minden elemét, igy

n—>0

tehat a részsorozatoknak is majdnem minden elemét.

Definicio: ! <an> €s <bn>. Ha a <b > elemeit valamilyen szabaly szerint az <an> sorozat

n

elemei k6z¢ irjuk, akkor a két sorozat egyesitett szorzatat kapjuk.

T: Ha lima, =a és limb, = b, akkor az <an> és <bn> egyesitése < konvergens,ha a=5.

n—>0 n—»0

Biz.: Ha az egyesitet sorozat konvergens, akkor <an> és <bn > annak részsorozatai, igy
ugyanahhoz konvergal, mint az egyesitett sorozat.

Ha a =5 akkor az <an>-nek V V(a, &) kiviil legfeljebb 7,, a <bn>-nek legfeljebb 7, eleme
van. fgy az egyesitett sorozatnak legfeljebb 7, + ﬁo eleme lehet V(a, 5) -n kivil.

T: Ha egy <an> minden részsorozata konvergens, akkor az <an> is konvergens.

Biz.: Indikrekt Ja # b ket torlodasi pont, ugy, hogy a,, —>a ¢s a,,) —>b. Tek. a,,, ¢s

a,,) egyesitett sorozatat. Ez nem konv. (a # b miatt), de részsorozata <an> . Ellentmondas.

Pl:
n n+l |
(1) a, = ¢ )0 In @ W __ 3 (1 ha ny|a—1] <an> mon. csokkend alulrol korlatos
n! a, (n+1) a" n+l
= konvergens.
n+l n
a,. =2 -2 % y-0x=x=0
(n+1) n+1 n
) &/n! —> 0
’; —0 &=1-hez dn, e N, Vn)n, esetén a' (I = a(@.
n! n!

Végtelen sorok
A végtelen sorok elmélete az analizis egy fontos fejezete. Segitségével nemcsak bizonyos

tipust sorozatok tulajdonsagait ismerhetjilk meg, hanem olyan fliggvények tulajdonsagait,

amelyek ki sem fejezhetdk elemi fiiggvényekkel véges sok miivelet segitségével.
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A végtelen numerikus sor fogalma

Definicio: ! adott egy valos <an>. Az <sn> sorozatot, ahol s, =Zak végtelen sornak
k=1

0
nevezziik és Zan -nel jeloljiik. s, a sor n-edik részletdsszege, a, a sor n-edik tagja.

n=1

(Néha kényelmi okokbdl a Zan jelolést fogjuk haszndlni.)

n=0

=1 1 1 1
PIL: =l+—+—+..+ +
,,Z:;Z”‘l 2 4 2!

0 0
Definicio: a Zan sor konvergens, ha <sn> konvergens és a lims, =s szamot a Zan sor
n—>0
n=l1 n=1

0
Osszegének nevezziik. A z a, divergens, ha nem konvergens.

n=1

n=1 n

=
PL: >’ i)

Mértani sor

o0
Definicio: A Zaq" sort geometriai vagy mértani sornak nevezziik.
n=0

T: A geometriai sor konvergens, ha |q|(1 ¢s ekkor Osszege s = IL'
—-q

B:!s, =a+aq+..+aq"

s :aqm_l
n q—l
a
h 1
s, = l-¢q a|q|<
divha|q|21

Mivel a sor konvergencidjat a sorozat konvergencidjara vezettiik vissza, ezért a Cauchy-féle

konvergencia kritériumot a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg.
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T: A Zan sor < konvergens, ha V¢&)0-hoz 3n, € N, hogy ha nym)n,, akkor

n
29

k=m+1

(g.

Sn - Sm

Specialisan ha m = n —1, akkor azt kapjuk, hogy |an|(£ . A sor konvergencidjahoz sziikséges,
hogy a, = 0.

Ez a feltétel azonban nem elégséges.

PL: zl div., pedig 1 — 0.
n n
A harmonikus sor

=1
Definicio: A Z— sort harmonikus sornak nevezziik.

n=1
T: a harmonikus sor divergens.

B: Nem teljesiti a Cauchy-féle konvergencia krit.

1 1 1 1 1 1 1.1 1 1
Sy, =S, =l+—+. +——|1+—+..+—|= + fot—)—+.t—=n-—=
2n n) n+l n+2 2n n n n

Ha tehat ¢ = % akkor nem teljestil a kritériumban megkivant feltétel.

Miiveletek sorokkal

D: A Zan és an sor 0sszegén a Z(an +b, ) sort c-szeresén a ZC -a, sort értjik.
Nyilvanvaldak a kdvetkezd allitasok.

T:Haa Zan ésa an konvergens, akkor a Z(an +b,)is az és S(asp) =S4 TSy

Haa Zan konvergens és ¢ € R, akkor a Zc -a, 1s konvergensés s, =c-s,.

a

T: A sor konvergenciajat véges sok tag hozzavétele vagy elhagyasa nem befolyasolja.

Konvergens sorokon az asszociativitas érvényben marad.

Definicio: ! Zan egy adott sor. Ha @ :N — N szig. mon. névekvd b, =a, +...+a,, ...

b =a

., plnoyin T oot Ay() akkor a an sort a Zan sor zardjelzett soranak nevezziik.

31



T:Haa Zan sor konvergens, akkor a sor 0sszege nem valtozik, ha tetszéleges sok egymast
kovetod tagot egy tagga zardjeleziink.

B: Zan konv. ! Zﬁn az atzardjelzett sor és (s,), ill. (5,) a megfeleld
részletdsszegsorozatok <§n> az <sn> -nak részsorozata igy azzal egyiitt konvergens.

Megjegyzés: Zardjeleket elhagyni azonban nem szabad, mert ezaltal konvergens sorbol div.

valhat.
(1-1)+(1-1)+..=0 konv.
1-1+1-1... div.

Nem érvényes azonban a végtelen sorokra a véges Osszegekre érvényes kommutativitas
torvénye. A tagok sorrendjének megvaltoztatasakor a sor 0Osszege megvaltozhat, sot

konvergensbdl divergens lehet.

Definicio: Zan . Ha ¢:N—> N invertalhato R, =N ¢&s <bn>:N —>R,b, =a,,, akkor a

an sort a Z a, atrendezett soranak nevezziik.

Pozitiv tagi sorok konvergencia kritériumai

Definicio: a Zan pozitiv tagitha a,)0 Vn e NX-re.
Megjegyzés: Minden pozitiv tagu sor vagy konvergens vagy a oo-be div. Ugyanis {sn}

monoton nov., ezért vagy korlatos vagy nem korlatos.

T: A Zan pozitiv tagl sor <> konvergens, ha részletosszegei korlatosak.

T: Majorans kritérium (6sszehasonlito kritérium)

(1) Ha a Zan pozitiv tagli sor konvergens és VneN-re b, <a, akkor a an sor is
konvergens

(2) Haa Zan divergens és Vne N—re a, <b, akkora an is divergens.

Biz:

(! <sn> a Zan €s <§n> an részletdsszeg sorozata.
s,=a,+a,+..+a,

s, =b +b,+...+D,
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(s,) konv. fgy korlatos ¢s Ik e R s, <k’

IN

s <k <§n> monoton nov. és feliilrél korlatos, igy konvergens.

n n

s

(2) Ind. an konvergens, de akkor a fentiek szerint Zan is konvengers. Ellentmondas.

Megjegyzés: A tétel akkor is érvényben marad ha a, > b, (an < bn) csak bizonyos n,-tol all

fenn. (Véges sok tag elhagydasa a sor konvergens vagy divergens voltdn nem valtoztat.)

PL:

© © n-1
(1) Zi' konvergens mert n > 1-re l'S 23_1 és Z(%) .
n

n=0 n. . n=1

1 1
(2) zn—z konvergens, mert n)l-re pe) < sor konvergens.

1
n(n - 1)

1 1,1
3 —— divergens, mert n > 2-re —(—.
) Z:lnn 8 n<lnn

Hényados kritérium: Ha a Zan ¢s an pozitiv tagl sorokban Vrn € X -re.

a

n n

(1)a an konvergens = Zan is konvergens.

(2)a Zan divergens = an is divergens.

B:
(1) (¥)-bol
Dn 5 Gunt gg g
bn - bn+1 gy
Dby >N gzaza <Dop,
bl b2 bn bl

.y a
A Zan sornak majoransa a Zb—lbn konvergens sor.
1
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b
—+>2>_.>" azaz —a,6<b,
a, a, a a,

n

b . , .
—> a, divergens ezért Y b, isaz.
a

1

Megjegyzés: a kritérium akkor is alkalmazhat6 ha az "<" csak bizonyos n, € X-tdl 4ll fenn.
Ha a fenti kritériumban an -nek a Zq” sort valasszuk akkor a kovetkezd D’ Alembert-féle
hanyados kritériumhoz jutunk.

T: D’ Alembert-féle hanyados kritérium.

Ha a pozitiv tagl Zan sorhoz 3¢(1 (¢ € R) és n, € N hogy nn,, akkor ha

(1) ut g{l a Zan sor konvergens.

n

(2) Dt 51 4 D a, sor divergens.
a

n

A fentieknek egy enyhébb valtozata.

an+1

T: ! Z a, pozitiv tagu sor és lim = a, akkor

n—>0 an
(1) 0 < a(l esetén a sor konvergens.

(2) a)l esetén a sor divergens.

(3) a =1 esetén a sor lehet konvergens ¢és divergens is.
Biz.:
(1), (2) D’ Alembert kritérium kovetkezménye.

| B .
3) Z— divergens és lim 2t —
n

n—o0 a
n

1 L. a
2—2 konvergens és lim—% =1,
n

n—0 an
T: Cauchy-féle gyok kritérium.
Ha a pozitiv tagu Zan sorhoz 3 ¢(1 (q €M) és n, € X, hogy ha nyn, ekkor ha

(1) %/a, <qg(l a sor konvergens.
(2) %a, 21 a sor divergens.
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Biz.:
(1) ha #fa, <g=a, <q" (ha nn,).
gy a Zan sort majoralja a konvergens Zq” SOr.
(2) Ha {/Z >1, akkor a, - 0, igy nem teljesiil a konvergencia sziikséges feltétele.

T:! Zan pozitiv tagli és lim%/a, = a, akkor

(1) 0 < a(l esetén a sor konvergens.
(2) a)l esetén a sor divergens.

(3) a =1 esetén lehet konvergens és divergens is.

Megjegyzés: A fenti két kritériumban az a1 g(l feltétel nem helyettesithetd m(1
a a

n n

feltétellel. Ugyanis a Zl-nél Znnt _ Ll(l :
n a, n+

n

Bereznai-féle kritérium

Ha a pozitiv tagl Zan sorhoz 3 pYe(p € R) és n, €N, hogy ha n)n, akkor,

(1) ha [aa—”] > pe akkor Zan konvergens
n+l
(2) ha ( L J <e akkor Zan divergens.
an+1

Megjegyzés: A Cauchy-féle kritérium alkalmazhaté minden olyan esetben, amikor a

D’ Alembert-féle alkalamzhato.

Biz:Ha Vn-re 22 <kl B<ka <k, ahol 0< k(.
a, a, a,,

a a a

<k a, <-L-k" 1la g»;/—l-k

a, "k \/_" k

P a, k
(1= Tk (DkDK)3n, € mng oL

azaz g/a_n<%k=k1<1.

A megforditas nem igaz.

1 1 1 1 1 1
PL.: —+—2 =t

> + 34+...+F+37+
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1 .

— ha n paratlan

2 . 1

va, = { Tehat z/a, < 5(1 , azaz a sorozat konvergens.
3 ha n paros

l(gj ha n paratlan — 0
an+1 _ 3 3
a, 1

3Y’ ,
—-| = | han paros — ©
2 (Zj

0

T: Z% konvergens ha o)1, divergens a <1.

n=1
Abszolut konvergens sorok

Definicio: A Z a, sort abszolut konvergensnek nevezziik, ha a Z

a,| sor konvergens.

T: Az abszolut konvergens sor konvergens.
Biz.: z

m

2

k=n+1

Megjegyzés: Ha Zan =5 €s z

a,| konvergens = V¢&)0-hoz dn, e X m)n)n,, akkor

m
Z“k

k=n+1

m

< Z|ak|<8.

k=n+1

(¢, de

a)‘l

=s=>s<§

an

s, =a,+a,+..+a, S|a1|+|a2|+...+

a,|=s,

lims, <lims, .

<=0 n—0
A tétel megforditdsa nem igaz.

Pl.: A Leibniz-sor konvergens, de nem abszolut konvergens.
© n-1
>
n=1 n
1
n, +1

Mivel 1 —0. Ve)0 In, eN (e. Ekkor Vm)n)n,
n

1 1 1, 1 1
+.. £ — (
n+l n+2 m| n+1 n,+1

1 .
(¢ . Azaz a sor konvergens. A Z— sor divergens.
n

Definicio: A konvergens, de nem abszolut konvergens sorokat feltételesen konvergens

soroknak nevezzik.
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El6szor (1+l) <1+l+...+l ha n)l.
n n! n!

n!

1" (n) (n\1 (n)1 n\ 1 n) 1 n, nn-1)
l+—| =| 14| |[—+| |5+ H| |—+.F =1+—1+ +
n 0 1)n \2)n? k)n* n)n" n 2'n2

(l+1+l+...+l
2! n!

1+l+l+ +l <e V rogzitett k-ra.

I 2! k!
In)k
e) 141 =1+l+ln_1+ln(n_1)3(n_2)+...+l
n I 2 n 3! n n

o222

lim(*)=1+l+l+...+l£e
n—> 1 2! k!

1+l £1+1+l+...+l <e
n 2! n!

T: az e irracionalis.

Biz.: (%) e:1+1+l+l+...+l+...
21 3 n!

Indirekt e rac. e = £ p.qe’Z’.
q

Mivel 2(e(3, ezért g > 2. Szorozzuk meg (*)-ot g!-val!

1 gl
£q!: q!+i+i+...

21 3!
1

plg-1)=(g+q+3-4-...-q+4-5-..-q+(qg—1)g+q+1)+

1
egészek. De a tortek Osszege egy 5 -nél nem nagyobb tort.

37

J\(n — k)n*

g+1 (g+g+2)

Baloldala egész, ezért a jobboldalnak is egésznek kell lennie. A zéardjelben 1€vé szamok

n!

n
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1
1 1 11 ~

3

+. <4 — 3. = =

g+1 (q+1g+2) ~ 73 32 7 1
3

1
L2

Alternalo sorok

Definicio: Az Z a, sort valtozo eldjelli vagy alternalo sornak nevezziik, ha sgna, #sgna, .,
¢sa,#0VneXN.

T: (Leibniz-kritérium). Ha a Zan alternal6 sorban a <|an |> monoton csdkkend nullsorozat,

akkor Zan konvergens.

-1

B: i(—l) a, ahol a,)0 és a,)a, >2...2a, >...)0

n=1
Sypy =80, — @y, +a,,,, <5,,, aparatlan indexi monoton csokkend.
Sy, iy =8y, F Ay, — Ay, S S,, aparos monoton novekvo.
Es barmely paros indexii részletdsszeg kisebb mint barmely paratlan indexii részletdsszeg.
Sy = 8oy — 0y, S8y,
§,<8,, <8,,,=5,.

Tehat <s2n> és <s2n_1> konvergensek és nggsz,,, ill. ligsz”‘l

S,, —=8,,, =—a,, — 0. Ezért a két hatarérték egyezik.
S, =a,—a, <s<s, =aq.
Tehat az alternal6 sor 6sszege nem haladja meg a sor els6 tagjat abszolut értékben.

A fenti tétel feltételeinek eleget tevo sorokat Leibniz tipusu soroknak nevezziik.

T: Ha Zan abszolut konvergens, akkor minden atrendezése konvergens €s a sor Osszege

mindig ugyanaz.

Biz.: ! Zan abszolut konvergens és Zan =s.

- &
= Z|ai |<5

i=n+1

Ve)0 In, €N mynyn, = (*)

Sﬂl - S}’l

Jeldlje a Zan egy atrendezett sorat an
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s,=a,+a,+..+a, §, =b+b,+..+b, és A, =supip(l),0(2),.0(n,)} akkor

Vnyn,-ra (S, —s, |(€ (Ui. a,,a,...a, szamoknak meg van az ellenkezd eldjelii parja.

Tétel: (Riemann) Ha a Zan sor feltételesen konvergens és ¢ € R tetszbleges, akkor 1étezik

olyan an atrendezése a Zan -nek, hogy an = ¢, s6t olyan is, hogy an =0,

B:Bsz.
PIL:
1_l+l_l+l_l+lzln2 /l

2 3 4 5 6 7 2

1 1 1 1 1 , . .
0+—+0—Z+0+g+0—§=—ln2 Osszeadva a két sort kapjuk, hogy
1+l—l+1+l—l:iln2

3 2 5 7 4 2

Ennek a sornak ugyanazok a tagjai csak mas sorrendben.
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Definicio: A Zan és an sorok szorzatanak neveziink minden olyan sort, amelynek tagjai
a;b, alaknak ¢s minden ilyen szorzat pontosan egyszer fordul eld.

Megjegyzés: kiilonbozé sorozatok egymasbdl csoportositdsokkal ¢és atrendezésekkel
kaphatok.

Definicio: (Cauchy-szorzat) A Zan és an sor Cauchy szorzatan a 2cn sort értjiik, ahol

n=0 n=0 n=0

n
c, = Zak b, ..
k=0

T:Haa Zan és an abszolut konvergens sorok az s-hez, ill. § konvergalnak, akkor a két

sor szorzata is abszolut konvergens, melynek 0sszege s- 5.

Biz.: Megmutatjuk, hogy a szorzatsor abszolut konvergens, jeldlje <sn> a szorzatok abszolut
ertekébdl alkotott sor n-edik részletosszegét. m jelentse az a,-b, szorzatok indexének a

nagyobbikat.

m m
0<s, < Z|al.| : Z‘b j‘ < s-$ mivel s, monoton ¢és korlatos, igy konvergens is.
i=1 j=1
Képezzilk a  kovetkezd  részsorozatdt a  szorzatsor nm-edik  részletdsszegének
ab, +a,b +..+ab, =(a, +a,+..+a,)b +b, +..+b,) ezmivel Y a, é D b, abszolit
konvergens (s, ill. §-hoz) s-§ -hez konvergal.

Mivel ez a konvergens szorzatsor részletdsszeg-szorzatdnak részszorzata, igy a szorzatsor
Osszege 55 .

Tétel: Két konvergens sor szorzata konvergal éspedig az 6sszegek szorzatdhoz, ha legalabb az
egyik sor abszolut konvergens.

Tétel: (Cauchy): ! a Zan sorban a, 2a, >2...20.

n=1

A Zan < konvergens, ha a ZZkazk =a, +2a, +4a, +8a, +...+ sor konvergens.
k=0

n=1

Biz.:
s, =a,+a,+..+a,

n

t, =a, +2a, +4a, +...+2ka2k

A konvergenciahoz elegendé belatni a korlatossagot. Ha n(2"

s, <a, +(a, +a,)+(a, +as +a, +a7)+...+(a2k +o.ta .., j <a,+2a,+4a,+2"a, =1,
5 -l

ha n)2*

s, 2a1+a2+(a3+a4)+..+(a2k+, v =k

1 k-1
| +"'+a2")25a1 +ta,+2a,+..+2" a,
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s =

n

t, 25, >1, (*#)

|~

azaz (*) és (**) alapjan <Sn> és <tk> egyszerre korlatos vagy nem korlatos.

T: A E La konvergens ha &)1 és divergens ha O{a <1.
n
B:

o . . . k
1) ha o)1 D2 2}“1 =3 2M =y 2]((10!_1) = 2[23{_1) konvergens = znla

k=0

konvergens.

2) Adiv: {a <1 1 < a Zl divergens Zia is divergens.
n n

n n

Fiiggvények globalis tulajdonsagai
(paritas, korlatossag, periédikus, monoton fiiggvény)

Definicié: Az f:A4—>R fliggvény paros (paratlan) ha Vxe D, szamra (—x)eD és

fEx)=7(x) (f(=x)==f(x)).

y

Megjegyzés:
1) Az f (x) = x" figgvény paros, ha n paros és paratlan, ha »n paratlan.
2) A paros fiiggvény grafikonja az y tengelyre a paratlan az origéra tiikros.

Definicio.. Az [ fiiggvény periddikus, ha FJp=# O(p € ‘.R), hogy VxeD,-re
xtpeD,, x—peD, és f(x + p) = f(x). (*) p-t az fperiodusanak nevezziik.
Megjegyzés:

1) Nyilvanvalé, hogy (*) teljesiilésébdl f(x+kp)= f(x) is teljesiil, ahol k € Z .

2) Az ffiiggvény periddusan a legkisebb pozitiv p-t értjlik, ha van ilyen.
3) Nem minden periodikus fiiggvénynek van legkisebb pozitiv periddusa.

1 ha x rac. . , ) . . , . .

Pl: az f (x) = ] fliggvénynek minden pozitiv raciondlis szdm periddusa, és
0 ha xirrac.

ezek kozott nincs legkisebb.

Definicié: Az f figgvény korlatos, ha R, korlatos.
T:Az f: A—> R fliggvény < korlatos 4-n, ha EiK)O(K € ER), Vxe A-ra |f(xl <K.

Definicié: Az f:A4—>R (A< R) monoton ndvekvd (csokkend) ha Vx,(x, (x,,x, € 4)
esetén f(x,)< f(x,) (/)2 f(x,)).

Ha az ,,.="-et nem engedjiik meg, akkor az f'szigortan monoton.

T: Ha az f fliggvény szigortian monoton, akkor invertalhato €s inverze ugyanolyan értelemben
szigoruan monoton.
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Biz.: Csak a szigorian monoton novekvoére. ! f: 4 — ER(A c ER) ¢és f szigorlan monoton
novekvo.
1) Megmutatja, hogy /' is fiiggvény:

Indirekt f nem fiiggvény, azaz Ix,(x, € 4 ugy, hogy

(y,x1 ), (y, X, ) ef'=> ()c1 ,y), (xz,y) € f azaz f(x1 ) = f(xz) ami ellentmond annak,
hogy f'szigoriian monoton névekvo.
2) Megmutatja, hogy f~' is szigorian monoton névekvé

Indirekt: /' szigorian monoton csokkend azaz y, = f (x1 )( f (x2)= y, esetén

f (y1 ))f_1 (yz) all fenn.
= f(f+l(yl ))>f(f_l (y2 ))= v, ellentmondas.

Megjegyzés: Eléfordulhat, hogy f-nek nincs inverze az egész ért-on, de az inverz Iétezik D,

egy részhalmazan. (Van az flesziikitésének inverze.)

Nem  biztos, hogy egy invertdlhatd  fliggvény  szigorGan monoton, pl.:

f(x): {x ha 0<x(1

3—x ha 1<x<2

Miiveletek fiiggvények korében

Definicio: Azt mondjuk, hogy f'=g,ha D, =D, és Vxe D, esetén f (x): g(x).

Definicio: | f:A—>R é g:A—>R figgvények. f+g fiiggvényen az f+g: 4> R
fliggvényt értjiik, amelyre ( f+ g)(x) =f (x)+ g(x).
f

Hasonléan torténik a c- f, f-g €s g(x);tO esetén —, c-szeres, szorzat-, ill. hanyados

fiiggvény értelmezése.

Fiiggvény hatarértéke

Definicio: !f :— SR(A c ER) €s x, €N az A halmaz torlédasi pontja. Az f fiiggvény
hatarértéke az értelmezési tartomanya x, torlodasi pontjaban az a, ha V¢)0-hoz 36)0, hogy
valahanyszor 0(|x - X, |<5 mindannyiszor | flx)- a|(5 .

A fenti tényt lim £(x) = a-val jeloljiik.

A kornyezet segitségével megfogalmazva.
Definicié: lim f(x)=a.Ha VV(a,&)-hoz 3V(x,,5), hogy xeV(x,,8) x#x, esetén

f(x)eV(a,e).
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Megjegyzés:
1) x,€4 és x, ¢ A4 is lehet, de x, torlodasi pont kell, hogy legyen. Ugyanis ha x, izolalt
pont, akkor ¥ (x,,5)\{x,}=0.
2) 0(|x — x0| lényeges ugyanis
x ha 0<x(1

flx)= % ha x=1

2—x ha K x<2
f(x)-nek x#x, esethen x,=1 helyen 3 hatdrértéke,
x=1x, esetben x,=1 helyen A hatdrérétéke.
3) x, lehet véges és lehet a £ oo valamelyike is.

4) a lehet véges és lehet a + oo valamelyike a = f(x,) és a = f(x,) is lehet.

A hatarérték és a ,.konvergencia” kozotti kapcsolatot teremti meg a kovetkezo tétel.

Tétel (Heine vagy Atviteli elv)

'f:A4—>R (A c ER) ¢és x, € R az 4 halmaz torlodasi pontja.
limf(x):a < ha

X=X

lim f(x,)=a V olyan 4-beli <xn > -ra, amelyre

X, —>Xg

limx, =x,, (x, # x,).

n—>x0

(Az f fiiggvény hatarértéke az x, torlédasi pontban a, ha Vx, — x,,x, #x, esetén

flx,)—>a)

Biz.:
l. = limf(x)=a

(*) V&)0-hoz 35)0, 0(x — x,[(5 = | f(x)— al(e.
(Bizonyitandé: x, — x, x, #x, esetén f(x,)—>a.)
!<xn> olyan A-beli sorozat x, — x, (x, # x,)

Ekkor 0)0-hoz In, eN, nyn, = 0
flx,)—>a.

X, —x0|(5, és igy (*) miatt |f(xn)—a|(g , azaz
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2. <x,>x, x, #x, esetén f(x,)>a.
(Bizonyitand6 V&)0-hoz 36)0 hogyha O<|x—x0|<§ = |f(x)—a|<g)
Indirekt feltétel: f-nek A h.é. x,-ban. Azaz 3¢)0 amelyhez 75)0.

5 =l(n =1,2,3...) nem j6 &

n
n

dx, 0(|xl - x0|<51 =1 de |f(x1 )— a| >

1
Jx, O<|x2 —x0|(52 =3 de |f(x2)—a|25

dx, 0¢

xn—x0|<5n =l de |f(xn)—a|25
n

;Fehét x, > x, (x, #x,) de f(x,) - a. Ellentmondas.

1 ha xrac. . o
PL: ;((x)= Egyetlen pontban sincs hatarértéke.
0 ha x irrac.

Def: !f:4—> R (A c YR) és x, €N torlodasi pontja 4-nak. Az f fiiggvény baloldali
(jobboldali) hatérértéke az a,(a, )e R, ha V&)0-hoz 350, hogyha 0(x, —x(& (0(x—x,(5)
akkor |f(x)— a, |(€

lim f(x)=a, (lim f(x)=a,)

XX XXy +

T Az f:A—>R (A c ER) fiiggvény hatarértéke az x, torlédasi pontban < 3, ha ott 1étezik
mindkét oldali, féloldali hatarértéke és azok egyenldek.

Bizz = Ha lim f(x)=a= léteznek a baloldali és jobboldali hatarértékek és azok

X=X,

egyenldek.

< lim f(x)=a, és lim f(x):aj és a,=a;=a
X=X~ XX+ .

Ve)0 35,00 0(x, —x(5, =|f(x)—ale
Ve)0 35,00 0(x—x, (5, =|f(x)-ale.

15 =min (5,,8,)= ha 0(x— x,[(5 = |/ (x)—al(z

T:! f,g: 4> ER(A c ER) és (x0 € iR)xO torlddasi pontja 4-nak, tovabba ¢ € R tetszdleges.
Ha lim f(x)=a és lim g(x) =5, akkor x,-ban

X=X, X=X
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Jd az ftg, f-g,c-f, és b#0 esetben / fiiggvényeknek a hatarértéke ¢és ezek
g

., a
atb,a-b,c-a és —

Biz: A Heine tétel és a sorozatokra vonatkozo tételekbdl kovetkezik:

xn _)XO (‘xn # xO)’ f(xn)_)a éS g(‘xn)_)b:f(‘XO)ig(XO)_)aib'

T:! f:d >Rés g: 4, >R (4,4, cR)C, = 4, és (x, e R)x, torlodasi pontja A, -nek.
Ha lim f (x): v, €s y, torlodasi pontja A4,-nek, tovabba x # x,, x € 4, esetén f (x);t Vo, €8

X=X

lim g(y) = z,, akkor gof -nek létezik hatarértéke x,-ban és lim g(f(x))= z,.

Y=>»

(6 = [g(f(x))- 2o
£)0-hoz lim g(y) =z, miatt 36,)0, 0(|y —y0|<5g = |g(y)—zo|<g

5,00 lim f(x)= y, miatt 35,)0  Ox —x,[(6, =1 (x) = »,[(S,

Tehat ha
0(|x —x0|(5f = O(|f(x)— y0|(5g = |g(y)— ZO| = |g(f(x))— ZO|<6‘

Pl:
1. hogy x, torlodasi pontja legyen az lényeges
== g)=Vx (goffn)=g(f () =-x°
lim f(x)=0 lim glx)=0 lim g(f(x)) értelmetlen mert D, = {0}
ha x rac.

1
0 ha xirrac.

2(x(x))=1 lim ((x))=1

X—)XO

A tétel ,csak” elegendd feltételt ad az Osszetett fiiggvény hatarértékének 1étezésére. Az
Osszetett figgvénynek gy is lehet hatarértéke, hogy f-nek és g-nek nincs.

3. Az f # y, lényeges. Ugyanis

0 ha x irrac.
—hax— P,9)=14¢)0.

Ohax;ﬁO
1 ha x=0

0 hm g( )=0 és lim g(f(x)) nem 1étezik.

x—0

(g0 )= £/ (x) = {1 ha x irac
)=

0 ha x rac.
11mf(
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A végtelen mint hatarérték és hatarérték

Definicio: ! f:4—>N és x, €eR az A torlodasi pontja. Az f fiiggvény hatarértéke x,-ban
o, ha tetsz6leges K)0-hoz 36)0, hogy ha 0(|x - x0|<§ akkor f(x)}K .

lim f/(x)= oo

X—)XO

Az f fiiggvény hatérértéke x,-ban -o0, ha Vk(0-hoz (k € R)35)0, ha 0(x — x,[(5 = f(xKk
lim f/(x)=—o0

'f*"R->R
Definicio: ' : R >R Az f fiiggvény hatarértéke c-ben a ha Ve)0-hoz 3 K)0 (K € iR),

hogy ha x)K akkor |f(x)— a|(5
lim f(x)=a

Definicié: A f fiiggvény hatarértéke -co-ben a ha Ve)0-hoz Ik(0(k e R) x(k, akkor
|/ (x)~ale

lim f(x)=a

lf:R >R Az f fiiggvény hatarértéke co-ben oo, ha VK)0-hoz 3 K,)0, hogy ha x)K,,
akkor f(x)K

lim f(x)= o0

Az f fiiggvény hatarértéke -oo-ben -oo ha Vk(0-hoz 3 k,(0,, hogy ha x(k, = f (x)(ko

Az f fiiggvény hatarértéke co-ben -, ha Vk(0-hoz 3 K,)0, hogy ha x)K, = f(x)(k

Az f fiiggvény hatarértéke - oo-ben oo, ha VK)0-hoz 3 k,(0, hogyha x(k, = f(x)K .

A definiciok megfogalmazhatdk az tviteli elv segitségével is.

Tovabbi tételek a hatarértékre

Definicio: Az f fiiggvény x,-ban jeltorlo ha 3V(x0,5) ugy, hogy er(x0,5), akkor
sign f(x)=dllando.

T.:Ha lim f(x)=a # 0, akkor f(x) jeltartd x,-ban.

Bizonyitas: ! a)0, akkor & = % -h6z 36)0, O(|x - x0|<5 = |f(x)— a|(% azaz

—%( f(x)—a(% - %< flx 37“ Tehdt f(x) jeltarto x,-ban (a(0-ra hasonléan).

T: ! f,g:A—>R és x, €R torlodasi pontja A-nak, tovabba f (x)S g(x) Vxe A-ra és
lim f (x) =

X=X

a, limg(x)=b,akkor a <b.
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T: ! f,g,h: A— R és x, € Ntorlodasi pontja 4-nak és f(x)< h(x)< g(x) Vxe A-ra. Ha
lim f(x) = lim g(x) =a= lim h(x) =a.

Bizonyitas: A fenti két tétel az atviteli elv alapjan trivialis.

T: ! f,Lg:A>R é x,e€R torlodasi pontja A-nak, ha lim f (x)) lim g(x) akkor

ElV(xo,é‘), Vx e V(XO’ 5) X7 X f(x))g(x)
Bizonyitas: ! F(x)= f(x)-g(x) ekkor lim F(x))0. igy a jeltartas miatt 3V (x,,5), F(x))0.

T: Ha f: 44— R ¢ fmonoton, akkor az értelmezési tartomanya barmely torl6dasi helyén 3
mindkét oldali véges vagy végtelen hatarértéke.

Bizonyitds: mon. ndv. esetben és ! x, torlodasi pontja 4-nak.

lx, > X, {x,} mon.nov., ezért < fx, )> is mon. novekvo.

Ha < flx, )> feliilrdl korlatos akkor a, véges.
Ha < flx, )> feliilr6] nem korlatos akkor a, = .

I x, > x, hasonloan.

T: Ha lim f (x)= 0 ¢és a g fiiggvény az x, egy kornyezetében korlatos akkor

X=X

lim (/(x)- g(x))=0

X‘)XO

Bizonyitas: Ha g(x) korlatos egy ¥V (x,,d,)-ra |g(x](K(K>O)

lim f(x)=0 E-hoz 35,, x e V(x,,5, |f )|
! § =min(6,,6,). Ekkor 0(x—x,[(6 = |/ (x) )|<— K=e¢

T: Ha lim f (x) =a=f az x, hely valamely kdrnyezetében korlatos.

B: lim f(x):a V&)0 -hoz 3650 0(|x—x0|<§ = |f(x)—a|(g

X=X,

—&(f(x)-a(e
a-e(f(x)<a+e

Megforditas nem igaz, pl.: ;((x)

(x) =l

T: Ha limf( ) a= lim|f

X=X X=X
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Bizonyitas: Hf(xl - |a” < |f(x)— a|(8 .

. ] 1 x rac.
Megforditas nem igaz f (x)= Lxi
—1 x irrac.

Folytonossag

Definicié: ! f: 4 > R. Az f fiiggvény folytonos az x, € A pontban, ha V¢&)0-hoz 35)0,
hogyha |x—x0|(§, akkor |f(x)—f(x0)|(g.

T: Az ffiiggvény < folytonos x, € 4-ban, ha Vx, — x, esetén f(x,)— f(x,)

Megjegyzés:
1) x=x, is lehet az x, helyen folytonos fliggvényre.

2) A folytonossag pontbeli tulajdonsag.
3) f:N—> R folytonos N -n.

Definiciéo: Az f: 4 —> R ffiggvény folytonos 4-n, ha 4 ¥V pontjaban folytonos.

T: Ha f és g folytonos x,-ban, akkor ott folytonos f*g,c-f (C e?Ji’),

g(x,)# 0 akkor i is.

g

/

,f-g, ¢és ha

T: Ha f folytonos x,-ban és g folytonos f (xo)-ban, akkor (gof )(x)= g( f (x)) is folytonos

X, -ban.

Definicio: ! f: 4 >R és x, € 4. Az f fuggvény x,-ban jobbrol (balrdl) folytonos, ha
Ve)0 350, 0 < x—x, (5 (0 < x, —x(5), akkor | £(x)— f(x, (e

T: Az f fiiggvény < folytonos x,-ban, ha ott jobbrdl is és balrdl is folytonos.
T:1f: 4> R é x, € 4. Ha x, 1zolalt pontja 4-nak, akkor ffolytonos x, -ban.

Bizonyitas: ! £)0 tetszéleges. Mivel x, izolalt pont 35)0, ¥ (x,,5)n A ={x,}, ekkor x € 4
és |x —x0|<§ esetén x = x, ezért |f(x)—f(x0 ](5.

T: Ha f szigoraan monoton és olyan x, pontban folytonos, amely az értelmezési tartomany
kétoldali torlodasi helye, akkor az f~' folytonos f (xo)-ban.
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B: /1 Ekkor ' 1étezik.

! V(xo,g) tetszoleges és X,X, € V(xo,g) ugy, hogy X, (x,(x, és
o= min{|f(x1)—f(x0], f| (xz)_f(xo) | }

Ha |f(x)— f(x, (& ekkor —& + f(x, K f(xK f(x,)+ 6

S XK f(x,), de ekkor x,(x(x, (1 miatt) [x —x,[&.

Definicié: Ha az f fliggvény x,-ban nem folytonos, akkor ott szakadasos.

Az f figgvény x, helyen vald folytonossaga, vagy szakadasa szempontjabol a kovetkezd
esetek allnak fenn:
1. Iim f (x), lim f (x) és f (xo) l1éteznek és megegyeznek = ffolytonos.

2. lim f(x)= lim f (x)=a, de f(x,) vagy nem létezik vagy f(x,)# a. Ekkor ez esetben
megsziintethetd szakadasa van. f(x)-nek x,-ban. (Ui f(x,)=lim f(x) értelmezéssel

folytonossa tehetd.)
3. a,=limf (x) # lim f (x) = a; ekkor f-nek ,,ugrashelye” van x,-ban.

x—)xo
0
A 2.-at, és 3.-at. egylittesen els6faju szakadasnak nevezziik.

4. Minden mas szakadast masodfaju szakadasnak nevezziik.

PL.:
2
2.-re f(x)= X" ha x#0 x, =0 helyen.
1 ha x=0
3-ra f(x)=sgnx x, =0 helyen.

4.-re  y(x)-nek minden pontjaban.

!f(x)={l ha x rac.

2—x ha xirrac.

Az x, =1 kivételével mindeniitt masodfaju szakadéasa van.

Az x, =1 helyen folytonos.
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Korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvények

Definici6: Az f:[a,b] >R fiiggvény folytonos az [a,h]-on ha [a,b] minden belso
pontjaban folytonos, a-ban jobbrol, b-ben balrdl folytonos.
Az [a,b]-on folytonos fiiggvények 6sszegét C [a,b] -vel jeloljiik.

T:Ha f e Cla,b], akkor fkorlatos [a,b]-n.

Bizonyitds: Indirekt: f feliilrdl nem korldtos. Azaz Vk eR*-hez Ix,. e[a,b], hogy
S =

Ha k* végigfut az 1,2,3..., n...e N szamok mindegyikén, kapjuk az x,,x,...,x, ... <xn> -ot, és
a nekik megfeleld < flx, )> -ot.

Az <xn> korlatos = 3  konvergens részsorozata. ! ez <x w(n)> - X, = X, Ekkor
f (x W)) ->f (xo) (a folytonossag miatt), ami ellentmond, f (x o) )}go(n)
Megjegyzés:
1. A tétel nyilt intervallumra nem érvényes.
PL: f ( ): — fiiggvény a (O 1) -ben folyt, de nem korlatos.

2. Egy szakadasos fiiggvény, amely egy zart intervallum minden helyén értelmezve van,
lehet, hogy nem korlatos ezen az intervallumon.

1

— ha 0{x<1
flo)=x 0

0 ha x=0.

T: (Weierstrass) Ha f e C[a b], akkor Elf,ne[a,b], hogy f(cf):h, ill.
f7)=h*.(h=infR,, h*=sup R,).

B: Ha fe C[a,b]:> f korlatos, igy f-nek 3 alsé és fels6 hatira. Megmutatja, hogy

3¢ elab) f(§)=h.
Indirekt: Ax € [a,b], hogy f(x)=h Vxela,b]-ra f(x)h

1

F(x)=———)0. F folytonos = korlatos, azaz Jk*e R,
f(x)=h
1 1
OF ()= oy K= Tlbhe

Ez ellentmond annak, hogy /4 als6 hatar.
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Hasonloan lehet h*-ra is.

Megjegyzés: A tétel nyitott intervallumra nem érvényes.
Pl: f(x)=x ha O(x(1 h=0,h*=1, de f(x)=0és f(x)=1

A tétel nem ad valaszt arra, hogy hany olyan hely van, ahol f felveszi az alsé és felsd hatart.

Definicio: ! f: 4> N (Ac ER) és x, € A. Az f figgvénynek x,-ban helyi minimuma
(maximuma) van, ha 3V(x0,5) ugy, hogy ha xe V(x0,5) akkor f (xO)S f (x)
(f(x)S f(xo ))

Definicié: A helyi min. (max.) legkisebbikét (legnagyobbikat) abszolut min (max.)-nak
nevezzik.

Ezek figyelembevételével a fenti tétel azt mondja ki, hogy:
T:Ha f €C [a,b]= f felveszi abszolt min.-at és max.-t.

T: Ha f €Cla,b] és x,(x, olyan, hogy f(x,)# f(x,) tovabbi ce R f(x1)§c§ (x,), akkor
3¢ e (x,,x,) tgy, hogy f(£)=c.

Bizonyités: El8szor bebizonyitjuk a kdvetkezd lemmat.
Lemma: Ha f €Cla,b] és f(a)- £(b)0, akkor 3¢ € (a,b), f(£)=0.

Bizonyitas: ! f(ak0 és f(b))0 és H = {x|x € [a,b]Af(x)(O}.

H korlatos ezért 3 fels6 hatara ! az &. E#a és &#b, mert pl. £=5b esetén f b-ben nem
folytonos.

Megmutatjuk, hogy f(é‘) =0. Ha f(cf)}O , akkor J-ne V(§,5), hogy ha
xeV(£,6)= f(x)0, de akkor & nem felsé hatar, hisz & — & is felsd korlat.

Ha f(6X0=3V(£,6,) f(xX0 (x eV (&,6,)). Ez nem lehet, mert ha £(x(&+ 5, ellentmond
annak, hogy & felsd hatar.

Ezek utan a tétel biz.: ! x,(x, és f(x, X f(x,), tovabba f(x, Ke(f(x,)

! F(x)= f(x)=c= F(x, X0, F(x,)0 tehat 3& e (x,,x,), hogy F(&)=0 azaz f(£)=c.
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Megjegyzés:

1. Ha ismeretes, hogy f-nek egy zart intervallumon 1étezik legnagyobb ¢és legkisebb értéke,
tovabba minden olyan értéket felvesz, amely ezek kozé esik, akkor ebbdl nem kdvetkezik,
hogy f folytonos ebben a zart intervallumban.

PL. ()_ x+1 ha —1<x<0
)= —x ha O{x<1

2. A tételben szerepld f fliggvény-t Darboux-tulajdonsagunak is szokas nevezni.

Egyenletes folytonossag

PL: !f :[0,2]:9% f(x):: x*. Igazoljuk, hogy f az x,=1,— helyen folytonos, azaz

1
3
limx? =1, lim x? _1
x—1 xﬁl 9

3

1£)0 tétel

=1 = =1+ 13 -1 1 6= min(l,gj akkor ha [x~1(5 = [x* ~1(s

1‘_ 1

X ——

3

1
3

2
xX- ——

3

xX— 1(5.

x*——
9

1,4
x+—(—=
3‘ 3

(¢! 5:min(1, %ng akkor ha

x—l‘<5 =
3

Ugyanahhoz az ¢)0 kiilonbozd x, esetén kiilonbozé o tartozik. Ha van olyan &, amely
Vx,-hoz j6 (in. univerzalis ¢ ), akkor egy, az intervallumon val6 folytonossagnal ,,erésebb”
kikotéshez jutunk.

Definicio: az f fiiggvény egyenletesen folytonos az <a,b> -on ha V¢&)0-hoz 36)0, hogy ha
5o (6. e {ab)) = 1(6)- ke

T: (Heine, Cantor). Ha f € C[a,b], akkor f'egyenletesen folytonos [a,b]-n.
B: Indirekt. f € C [a,b] ¢s fnem egyenletesen folytonos.
d¢)0, hogy 30)0 ugy, hogy ha |§ - 77|<§ = |f(§)— f(n](g teljesiiljon.

(6, de |£(&,)-f(n,) 2.

Mivel {& },{n,}c[a,b] ezért léteznek <§nk >,<77nk> konvergens részsorozatok ugy, hogy
I{imfnk =limn, =x,. Ekkor f (cfnk)—> flx,) és f (nnk)—> f(x,), ami ellentmond annak,

k—

hogy |£(¢, )~ /(n, )2 «.

o, =l nem j6 o azaz 3£, és n, ugy, hogy

n

gl’l - 7711

52



Az elemi fiiggvények folytonossaga

=
=

N—"
Il
o

Az elemi fliggvények az elemi alapfliggvényekbdl az alapmiiveletek az Gsszetett- €s inverz
fliggvényképzés segitségével eldallitott fliggvények.

Pl: f(x)=x azx =e"" segitségével.

Az f(x)=x, f(x)=[x] nem elemi fiiggvények.

T: Az elemi fiiggvények az értelmezési tartomanyok minden pontjaban folytonosak.

Biz.: Elég csak az elemi alapfliggvényekre igazolni.
. |e—c(e ha [x=x,[( S=¢"jo" &

2. f(x)=sinx
. : X=Xy x+x|_ | x—x x—x
[sin x —sin x,| ={2sin % cos 4 < 2lsin 0 S2-| d =|x—x,[8
2 2 | 2 |
5=5365.
3. lime* = lim(e™™ -™ )= ™ lim(e™™ )= ¢™
XX, XX, XX

Csak ezt kell igazolni, linge)r =1.

X—>!

!<xn> — 0(x,)0) ekkor EI<77,1> eX 17,< L(77,1 +1 azaz 1<x" < S ¢és igy
n n + n
1 1

e™" (e™ (¢™ hasonloan (x,(0)

T: lim(l—i-iJ =e
x”~)00 x

n

B: Vx, > o ha El<pn>pn eN,

pngxngpn_'_l

Pa+tl X, Pa
1+L > 1+L > 1+ !
p}'l x}'l pn +1
Pn X p,+l -1
(1 + LJ (1 + l} > (1 + L] > (1 + ! ] (1 + ! ] (Rendor-tétel)
P, p X, p,+1 p,+1
X, -z, z, z,-1
PL: lim|1+——| =tim|1--=| = lim|—22—] = fim|1+—1 PR
X, —>—00 xn z,—>® Zn z,—>0 Zn _1 2, —>0l Zn _1 Zn _1
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. sinx i1 w1z
lim =1. Az abrat lasd el6adason!

x—0  x

sin x|(|x|

t(0ABAXt(OAB £ Xt(OACA)
|sin x|(|x|<|tg x|

K L L O(X(E esetén mindegyik pozitiv
sin x |cos x| 2
cosx(smx (1 01— S x (I—cosx
X
—COSX) — s1nx> -1
X
1—cosx)l— smx>0
X

2 2
l—cosx=2sin2£<2 XX
2 2

2
,, . (11
)0 tetszbleges ha o = mm(?,«ﬂgj akkor ha |x|(5

sin x sin x
1- =1.

2
X .
(—(e azaz lim
2 x>0 x

X
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