Tartalomjegyzék

Bevezetés . ... .
A) Fliggvényegyenletek a természetes szamok halmazan ...........
B) Egyvéltozds fiiggvényegyenletek megolddsa ....................
C) Tébbvéltozds fliggvényegyenletek megoldasa
helyettesitésekkel ....... ..o
D) Fiiggvényegyenletek megolddsa az analizis elemeinek
felhaszndldsaval ... ... .

Trodalom . ...






Bevezetés

Az altalanos - és a kozépiskolai oktatdsban dltaldban olyan egyen-
leteket (vagy egyenletrendszereket) vizsgalunk, illetve oldunk meg a valds
szamok halmazan, amelyekben egy vagy tobb ismeretlen szerepel adott
szémok és (vagy) paraméterek mellett.

Ugyanakkor egyes feladatgyijteményekben vagy matematikai ver-
senyeken gyakran taldlkozhatunk olyan egyenletekkel (illetve egyenlet-
rendszerekkel) is, amelyek ismeretlen, esetleg adott tulajdonsigi fiigg-
vényeket tartalmaznak, szdmok, paraméterek vagy ismert fiiggvények
mellett. Ezek megoldasa azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni az Osszes
olyan fiiggvényt, amelyre az egyenlet (egyenletrendszer) teljestil.

Néhdny bevezetd probléma (melyek bemutatdsa el6tt jelezziik, hogy
a jegyzetben N a pozitiv természetes szdmok, R a valés szdmok, R* a
pozitiv valés szdmok, mig Q a raciondlis szdamok halmazét jeloli):

1. Hatarozzuk meg azon f : N — R fliggvényeket, amelyek barmely
n € N esetén teljesitik az

fm+2)=2f(n+1)+ f(n)=0
fiiggvényegyenletet és amelyekre f(1) =2, f(2) = 3.

Ez egy, a természetes szamok halmazan teljesiil6 fiiggvény-
egyenlet.

Felhasznélva a sorozat definiciéjat, az a,, = f(n) (n € N) jeloléssel
a kovetkezéket is mondhatjuk. Adjuk meg az Osszes olyan soroza-
tot, amely teljesiti az

Unt2 = 20p41 — Gp; 01 = 2,02 = 3
rekurziét. Az (a,) sorozat tehét egy rekurziv sorozat.

2. Hatdrozzuk meg azon f : R\ {0} — R fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

Flx)+2f (i) —32+6 (z€R\{0})



ugynevezett egyvaltozos fliggvényegyenletet.

Itt egyrészt a keresett f fliggvény argumentuméban a
) 1
gi(x) =x és a ga(x) = . (x e R\ {0})

ismert vagy adott fliggvények szerepelnek, mésrészt az argumentu-
mon kivill a h(z) = 3z+6 (x € R) ismert fiiggvény és a 2 konstans
is.

. Hatarozzuk meg az f : R — R fliggvényre teljesiilo

flz+y)+ flx—y) =2f(x) cosy (z,y €R)

fliggvényegyenlet megoldasait. Ez egy kétvaltozds fliggvénye-
gyenlet, melyben a g(y) = cos y (y € R) adott fiiggvény is
szerepel.

. Adjuk meg az 6sszes olyan f : R — R folytonos fiiggvényt, amelyre
teljesiil az

fQ2r) = f(z) (zeR)

fliggvényegyenlet. Itt az elébbieken til fontos, hogy a fliggvény-
egyenlet folytonos megoldasait keressiik.

. Keressiik az Gsszes olyan differencidlhaté (vagy olyan folytonos)
f R — R fliggvényt, amely teljesiti az

fle+y)=f@)+ fly) (z,y€R)
Cauchy-féle alapegyenletet.
Ez egy egyvaltozés fliggvényekre teljesiilé kétvaltozoés fiiggvény-
egyenlet. Az Gsszeadéds és a szorzds disztributiv tulajdonsdga nyil-
vanvaléan adja, hogy f(xz) = cx (z € R) megolddsa a Cauchy-
alapegyenletnek.

Lehetnek maés differencidlhaté (folytonos) megoldasai?

A kozépfoku iskolai oktatdsban néha ,.elbdjtatva” talalkoznak a
tanulok fiiggvényegyenletekkel.



e Tudjik példdul, hogy az f(x) = 2™ (x € R) figgvény barmely
n € N-re teljesiti a

flzy) = f(2)f(y) (z,y €R)

fiiggvényegyenletet, hiszen (zy)" = z"y" (z,y € R) (az e-
gyenld kitevdjii hatvanyok szorzdsdnak szabdlya) ismert.

o Az l(x) = log, () (z € RT") figgvény az log, fiiggvény ,,ad-
diciés” tulajdonsiga miatt teljesiti az

l(zy) =1U(z) +1(y) (z,y €RT)
fliggvényegyenletet.

Kérdés, hogy vannak-e maés folytonos fiiggvények, amelyekre
az utobbi két fliggvényegyenlet teljesiil.

Ismert a tény, hogy bizonyos fiiggvényegyenletekkel definid-
lunk egyes fiiggvényosztalyokat.

e Az f(z) = f(—=) vagy f(—z) = —f(z) (z €R) fliggvény-
egyenleteket teljesitd fliggvényeket nevezziik paros, illetve pa-
ratlan fliggvényeknek.

e Az f: R — R fliggvényt akkor nevezziik a(# 0) szerint peri-
odikusnak, ha teljesiti az

flx+a)=f(z) (x€R)
fliggvényegyenletet.

A kovetkezdkben az 1 — 5. példdkban tekintett , fiiggvényegyenlet-
tipusok” megoldasainak néhany lehetséges mddszerét mutatjuk be.
Meg kell azonban jegyezziik, hogy a fliggvényegyenletek megolda-
saban viszonylag kevés dltalanos modszer 1étezik.

Az irodalomjegyzék azt mutatja, hogy magyar kutatok és tandrok
alapvetd szerepet jatszottak a fiiggvényegyenletek elméletének ki-
dolgozédsaban, illetve az iskolai alkalmazasok felkutatdsaban, dssze-
gyuljtésében.

Az egyenletek, sorozatok és fliggvények tanitdsdhoz a normal tan-
anyag feldolgozasa sordn is kapcsolédhatnak egyszeriibb fliggvény-
egyenletek megolddsara vonatkozé feladatok. Ezek az alapvetd fo-
galmak, tételek és megoldasi mddszerek elmélyitését segithetik az
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egyenletek és az egyenletrendszerek megoldasandl és a fiiggvények
vizsgalata soran. Ugyanakkor az iskolai szakkori foglalkozasokon
vagy a tehetséggondozds (versenyelOkészités) keretei kozott lénye-
gesen bévithetjik a tanuldk ismeretanyagat és a rendelkezésre 4116
feladatmegoldési modszereket, ha szélesebb kitekintést adunk nekik
a fliggvényegyenletek megoldédsi médszereirol.



11

A) Fiiggvényegyenletek a természetes szamok
halmazan
(rekurziv sorozatok)

A kozépiskoldban vizsgalt fliggvények koziil kitiintetett szerepiik van
azoknak, melyek a pozitiv természetes szamok halmazan vannak értel-
mezve. Az f: N — R fiigvényt sorozatnak nevezziik és ennek a sorozat-
nak az n-edik altaldnos tagjira az a, = f(n) (n € N), mig magira a
sorozatra az (a,) jelolést is haszndljuk.

Specidlisan foglalkozunk példdul az

apny1 =ap+d (neN), bpt1 =bng (n€N) (1)

szerint (rekurziéval) definidlt szdmtani, illetve mértani sorozatokkal (ahol
d € R a szamtani sorozat differencija, ¢ € R pedig a mértani sorozat
hdnyadosa).

Ha fi(n) = an , fa(n) =by,, gy (1) adja n € N esetén az
filn+1)=filn) +d (neN), fa(n+1) =qfa(n) (1)

fliggvényegyenleteket a természetes szamok halmazan.

A tanuldk ismerik annak teljes indukcids bizonyitasat, hogy
anp = a1 + (n — 1)d (n € N) (a szdmtani sorozat n-edik tagjdra), mig
b, = b1¢" ! (n € N) (a mértani sorozat n-edik tagjara).

lgy az (1) alatti fliggvényegyenletek megolddsa n € N-re
filn) = f1(1) + (n—1)d, fa(n) = f2(1)q" " (1)

Ennél a megoldas (adott d, illetve g mellett) fligg az a1 = f1(1) illetve
by = f2(1) értékektdl, amelyek szabadon vdlaszthatk. Ha ezek adottak,
ugy a szdmtani és a mértani sorozat, illetve az (1) alatti fliggvényegyen-
letek megoldésa egyértelmiien meghatdrozott (1”) altal.

Azzal is taldlkoznak a tanuldk, hogy 1igy hatarozunk meg egy soroza-
tot, hogy megadjuk az elsé néhany tagjat és azt a képzési szabalyt,
amelynek segitségével az n-edik tag értéke a korabbi tagokbdl kiszamit-
haté. Ilyen példaul a Fibonacci-sorozat meghatdrozasa. n € N esetén
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a; =1, as =1, Gpto = Api1 + an (F)

Ez egy tgynevezett rekurziv sorozat, amely egyértelmiien meghataro-
zott. as vagy aig nem tul sok szamolassal meghatarozhaté a definiciébdl,
de mondjuk a1p9p meghatarozasa mar kényelmetlen lenne.

Ezért j6 lenne (hasonléan a szdmtani és mértani sorozathoz) taldlni olyan
képletet, amely a,-et n értékével fejezi ki.

Az el8bbiek, az a, = f(n) (n € N) jelolés mellett, az
fn+2)=fn+1)+ fn), f=f@2)=1 (F")

fiiggvényegyenletre kérdezik, hogyan adhaté meg f(n) (vagyis az f az n
fiiggvényében).

Altaldnosabban (F’) helyett tekinthetiink n € N-re egy
ap(n)f(n+k)+...+ar(n)f(n+1) +ao(n)f(n) = g(n)  (2)

alaku fliggvényegyenletet a természetes szdmok halmazan, ahol f is-
meretlen, a;(n),g : N = R (i = 0,1,...,k) adott (esetleg konstans)
fliggvények.

Az el6bbi ,tapasztalatok” alapjan akkor varhatjuk, hogy (2)-nek létezik
egyértelmii megoldésa, ha f(1), f(2),..., f(k) értékét megadjuk.

A (2) alaki egyenleteket szokds (k-adrendii) linedris differencia-egyen-
leteknek (vagy k-adrendii rekurziénak) is nevezni. FEzek megoldédséra
nincsenek altalanos szabélyok.

Van azonban a (2) alaku egyenleteknek egyértelm(i megolddsa, ha
ebben a;(z) =¢; (i=0,1,...,k) konstansok. Ekkor (2) az

fin+k)=arfin+k—-1)+...4a1f(n)+g(n) (3)

alakba hozhaté (n € N). Ez egy dllandé egytitthatés linedris differencia-
egyenlet (rekurziv osszefiiggés), amelyet g(n) = 0 esetén homogénnek
neveziink.

(Ha k =2,9(n) =0, {gy ez adja (F)-et.)
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Ismert (3) megoldasdnak altaldnos elmélete, de ez nehézségeket okozhat-
na a kozépiskolai feldolgozasban.

Itt most a (2) és (3) egyenletek azon specidlis eseteit tekintjitk, amikor
k=1, vagy k = 2.

A k=1 mellett (2)-bdl az
ai(n)f(n+1) +ao(n)f(n) = g(n) (ne€N) 2)

fiiggvényegyenlet kovetkezik a természetes szdmok halmazén, ahol f(1)-
et tetszolegesen ifrhatjuk eld.

A (2') egyenlet megolddsandl (a tobbnyire adott a,ag és g fuggvények
mellett) kovethetjiik azt a mddszert is, hogy f(n) értékét néhdny n-re
kiszdmitjuk, majd megfogalmazunk egy sejtést f(n) dltaldnos alakjéara.
Ezt a sejtést azutan teljes indukciéval bebizonyitjuk (ahogy azt a k6zép-
iskoldban az (1) esetében megtettiik).

Ugyanakkor ha ag(n) = —1,a1(n) = a konstans, gy més mddszert (az
ugynevezett teleszkdpos Osszegeket) is haszndlunk majd f(n) meghatd-
rozasahoz.

Ha k = 2, tgy (3)-bdl
fn+2)=af(n+1)+bf(n)+g(n) (neN) 3

adédik. Ezt g(n) # 0 esetén csak specidlis esetekben oldjuk meg.
Ha g(n) = 0, dgy lefrjuk az
fn+2)=af(n+1)+bf(n), f(1) = A f(2) =B (3")

fiiggvényegyenlet megoldast (n € N).

(3") megoldasdbdl a = b= A = B = 1 esetén pedig kapjuk az (F)
Fibonacci-sorozat a, = f(n) altaldnos tagjanak el6allitasat.
Vizsgdlunk majd néhany nem linedris differencia-egyenletet is, melyek

megoldasat egy sejtés megfogalmazdsa utdn, indukcids bizonyitassal tesz-
sziik majd teljessé.

Olyan rekurziv sorozatokra vonatkozé feladatokkal is talalkoznak a
tanuldk, amelyekben a sorozat konvergenciajat kell megvizsgalni, esetleg
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hatarértékének meghatarozasat is el kell végezni.

Ilyenkor az egyik lehetséges mddszer a kovetkezd tétel felhasznélasa
(melynek pontos bizonyitdsdhoz a kozépiskoldban hidnyzik a valés szdmok
teljességi tulajdonsdga, de szemléletesen elfogadtathaté a tanuldkkal):

Ha (z,,) egy feliilrdl (alulrdl) korldtos monoton névekedd (csokkend)
valds szamsorozat, akkor konvergens.

1. Feladat

(a,) olyan sorozat, amelyre a, 1 + a, = n? (n € N); ago = 94. a,, =?
(AIME - 1994)

Atfogalmazas: f: N — R olyan fiiggvény, hogy

fn+1)+ f(n) =n? (neN); £(20) =94. f(n) =?

Megoldas
Hasznéljuk most a kozépiskolabdl jobban ismert sorozatos irasmodot.

frjuk fel a rekurziv Osszefiiggést n = 1,2, 3-ra. Azt kapjuk, hogy
aa=1—a1,a3=4—ay=34+a1, ag=9—a3=6—as.

Ebbél megfogalmazzuk azt a sejtést, hogy
ay, = 7(”_21)" +(=1)""ta; (n€N). 4)

Ezt teljes indukciéval egyszeriien belathatjuk, hiszen:
e n = l-re nyilvan igaz (4).

e Ha n-re igaz (4), gy a rekurzié szerint
Upy1 =n?—a, =n? — L;l)" — (=) tay = 7”(”2“) +(=1)"ay,
ami adja (4)-et az n helyett n + 1-et irva.
e Igy a teljes indukcié elve alapjan (4) igaz Vn € N-re.
Ugyanakkor 94 = agy = % — a1 miatt kapjuk, hogy a; = 96. Ezért
(4) adja, hogy

=—" +(-1)""'96 (neN);

illetve, hogy
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2. Feladat

Allitsuk el az (a,,) sorozat a, tagjat n fiiggvényében, ha
a1 =1; ant1 =na, +n%—n—1.

(OKTV - 2002)

Atfogalmazés: f N — R Vn € N-re teljesiti az
f(n+1)=nf(n)+n? —n—1 fiiggvényegyenletet és f(1) = 1.
f(n) =7

Megoldas

Az adott rekurzié mindkét oldaldhoz n + 1-et adva

apnt1+ (m+1)=n(a, +n) (neN)

kovetkezik, ami a b, = a,, + n jeloléssel felhaszndlva, hogy ekkor
by =a1+1=2, adjaa

bn+1 = nb, ) by =2

egyszeriibb rekurziot, melybdl teljes indukciéval azonnal bizonyithatjuk,

hogy
bp=2(n—1)! (neN),

ami b,, definicidja miatt adja, hogy

anp=2(n—1)!'—n (neN),

vagyis
fn)=2n—1)!'—=n (neN).
3. Feladat
Legyen f: N — R olyan fiiggvény, hogy
1\° 1
fon = (1= 1) f+ 1 (em). S =4

ahol A € R konstans. f(n) =?
Atfogalmazas: (a,) olyan sorozat, hogy

1\? 1
an+1:<1_n> an+£7 a1:A7 a”ﬂ:?
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Megoldas
A feladat fiiggvényegyenlete n = 1,2, 3,4 mellett adja, hogy

F@) = (1= 121 +1=1=2

2
ﬂ&=@—§ff@+;=i+;:j
f4) = (1—;>2f(3)+;:;+;:2
f(5) = <1i>2f(4>+i2+12
Ebb6l azt sejtjiik, hogy f(n) = 2n"_ 5 (n>2).

e n = 2-re lattuk, hogy ez igaz.

e Ha n-re igaz a sejtés, ugy a fiiggvényegyelet adja, hogy

f(n+1):(171)2%+1:

n n—1) n

(n—1)2 n 1 n-1 1 n+1

n?  2n—1) n  2n n 2n

azaz n + l-re is teljesiil.

e A teljes indukcié elve adja sejtésiink igazoldsat.
Az f(n) = D) (n > 2) fuggvény teljesiti a feladatot és f(1) = A.

Megjegyzések
e Erdekes, hogy f(n) n > 2-re nem fiigg f(1) = A-tl.

e (ay,) rekurziv sorozat konvergens és

lim a, = lim _n —1
4. Feladat
Az f: N — R fliggvény teljesiti az
fn+1)=1———f(n) (neN)

n+1
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fiiggvényegyenletet és f)y=1. f(n) =7
Atfogalmazva

(an) olyan sorozat, hogy a,11 =1 —
(neN),a, =7

Megoldas
A figgvényegyenletbdl n = 1,2, 3,4, 5,6 mellett kapjuk, hogy:

1 1 2 2
f@=1-5f) =5 f@=1-2f@) =3 ;

3 1 4 3
f(4):1—1f(3):§;f(5):1—gf(4):g;

5 1 6 4
JO) =1-2F() =5 5 [ =1-2/(6) == .

Ez azt sugallja, hogy

f2n) =1 (neN), } ()

f@n+1)=22L (neN).

e Ez nyilvdn igaz (hiszen beldttuk) n =1 esetén.

e Tegyiik fel, hogy n-re igaz sejtéstink, akkor egyenletiinket is hasznélva:

FRR+1))=F[Cn+1)+1]=1— 2L f@n+1) =
2n41 n41 __ 1
2

2n+2 2n+1 ’

2(n+1 2(n+1 n+1)+1
fRR+1)+1) = 1*2(7E+1)411f 2(n+1)) = 172(754»1)4)»1.% = 2((n+1))+1 )

azaz sejtéslink n + 1 mellett is igaz.

o Igy a teljes indukei6 elve alapjan f (x) alaki.
Rovid szdmolds adja, hogy a () alakd f, f(1) = 1 mellett megoldésa a
feladat fliggvényegyenletének.

Megjegyzés
A feladatot teljesitd (a,,) sorozat, melyre a; = 1, ag, = %, Aopi1 = %
konvergens és hatarértéke %, hiszen két diszjunkt részsorozatra bonthatd

és agy — %, illetve agpy1 — % teljestl.
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5. Feladat
Az f: N — R fliggvény teljesiti az

n
n+1

fi+2) = —— 5 fn+1) + =S fn) (e )

fiiggvényegyenletet és f(1) =1, f(2) = 1. f(n)=?

Atfogalmazva
(an) olyan sorozat, hogy
an+2:—%+2an+1+ﬁ_lan (TLGN), (11:1, 02:%7 an:?

Megoldas
A fiiggvényegyenlet n = 1,2, 3 mellett adja, hogy

fB) ==3f@)+35f(1)=-F+3=
f4)=—-31fB)+35f2)=—1-

fB)=—5f(4)+7f3)=—3
Ebbél azt vélhetjiik, hogy f(n) = 1 (n € N). Ez igaz, mert

Wl

e n = 1,2 3-ra példaul teljestl.

e Ha k < n-re igaz a sejtés, ugy — felhasznalva az egyenletet is —
kapjuk, hogy

n—1

fln+1) = - fln) + fln—1) =

n—+1
L1 om-1 11 1y 1
n+1l n n n—1 n n+1) n+1’

azaz n + l-re is igaz a sejtés.

° fgy a teljes indukcio elve alapjan

fln)=— (meN).

Ez valéban teljesiti fliggvényegyenletiinket.
A masik irasmédban:

1
n = — eN).
= (nEN)
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Megjegyzés
A feladatot teljesité rekurziv sorozat konvergens és

lim a, =0.
n—oo

6. Feladat
f N — R olyan fiiggvény, hogy Vn € N, n > 1 esetén
fn) = f(n—1)+4a™, ahol a € R konstans. f(n) =?, ha f(1) =b,b e R.

Megoldas
A fiuggvényegyenletet az f(n) — f(n — 1) = a™ (n > 1) alakba frhatd,
melyet n = 2,3,...,n esetén felirva kapjuk az

J@ - 1) = @

egyenléségeket. Ezeket osszeadva a bal oldali (teleszkdpos) Gsszeg
f(n) = f(1) lesz, igy

f(n)—f(1)=d*+...+a" (neN).

Ebbdl pedig f(1) = b miatt felhasznalva, hogy a jobb oldal egy n—1-tagi
geometriai sor az a hanyadossal és az a? els6 taggal, kapjuk

nfl_l
f(ﬂ)ZbJraziaa_1 (n €N),ha a#1,
mig
f(n)=b+n-1 (neN),haa=1.
7. Feladat

f: N — R olyan fiiggvény, hogy af(n+1) = f(n)+g(n), ahol a € R\ {0}
konstans, f(1) =b € R g: N — R adott fliggvény. f(n) ="
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Megoldas
A fiiggvényegyenletetbél n = 1,2,...,n — 1 mellett kapjuk az

af(2) = f(1)+g(1)
af(3) = f(2)+9(2)

af(n) = fln—1)+g(mn—-1)

illetve ezek koziil a masodikat a-val, ..., az utolsét ™ 2-nel beszorozva
és rendezve az

af(2) = f(1) = 9(1)
a®f(3) —af(2) = ag(2)
a’f(4) —a’f(3) = a’y(3)

a"2fn—1)—a"3f(n-2) = a"3g(n—2)
@) a2 f(n—1) = @ Zg(n -

azonosagokat. FEzeket Osszeadva kapjuk, hogy
a" " f(n) = f(1) = g(1) +ag(2) +... +a"g(n—1) (neN),
amibél f(1) = b miatt jon, hogy

fn) = b+g(1) + ag@);;._.l. +a"2g(n —1) (meN).

8. Feladat

Az f: N — R fiigvény barmely n € N esetén teljesiti az
f(n+2)=2f(n+1) — f(n) fiiggvényegyenletet és f(1) =2, f(2) = 3.
Hatarozzuk meg f-et n fiiggvényében.

Atfogalmazva: (ay,) olyan sorozat, amelyre

Gpio = 20py1 — Qp; a1 = 2,02 = 3. ap =7

Megoldas
Egyenletiink [f(n+2)— f(n+1)] — [f(n+1) = f(n)] = 0 alakba is
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frhaté, ami azt mutatja, hogy a p(n) = f(n+ 1) — f(n) szerint definidlt
fiiggvény teljesiti a p(n+1) = p(n) (n € N) fiiggvényegyenletet és p(1) =
= f(2)—f(1) = 1, azaz p konstans N-en, pontosabban p(n) =1 (n € N).
Ezt és p definiciéjat felhaszndlva kapjuk f-re az egyszeriibb
fn+1)=fn)=1 (neN), f(1)=2

fiiggvényegyenletet. Ez pedig adja (a fejezet bevezetésében a szamtani
sorozatokrol, illetve a nekik megfelel6 fliggvényegyenletekrél mondottak
szerint, (1) miatt, hogy

f) =n+1 (nen),
ami megoldasa egyenletiinknek.
9. Feladat
Az f: N — R fiigvény barmely n € N esetén teljesiti az
fn+2)=2f(n+1)+ f(n) = 1 fiiggvényegyenletet és f(1) =1, f(2) = 2.
Hatarozzuk meg f-et n fiiggvényében.
Atfogalmazva: (a,) olyan sorozat, amelyre

Opt1 — 20p + a1 =1; a9 =1,a1 = 2. a, =7
(HBM - 2000)

Megoldas
Az elébbi feladatban hasznélt Otlettel azonnal kapjuk az egyenletbél,
hogy a
p(n) = fln+1)=f(n) (neN), p(1)=1
szerint definialt fliggvény teljesiti a
p(n+1)—pn)=1, p(1)=1 (neN)
fliggvényegyenletetet, ami (hasgnlé okok miatt, mint az elébbi példdban)
adja, hogy p(n) =n (n € N). Igy p definiciéja miatt
f(n+1)—f(n)=n (neN).

FEzt n=1,2,...,n — l-re felirva kapjuk az

f2)-r) =

fB)-r2) = 2

Jn—1)—f(n-2) = n-2
f) = fn—=1) = n—1
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azonosagokat, melyeket Osszeadva

f)—f(1)=1+2+4...4n—1 (neN),

azaz, .
n(n —
f@):1+4L§—2(neN)
kovetkezik, ami valéban teljesiti a fliggvényegyenletet.
10. Feladat

f N — R olyan fiiggvény, hogy

F(n+2) = 3f(n+1) - 2f(n) (n € N); f(1) =3, (2) = 7.
f(n) =?

Atfogalmazas: (a,) olyan sorozat, amelyre

apyo = 3apt1 —2a, (M EN), a1 =3, ae =T7. a, =7

Megoldas
f(1)y=3=22-1, f(2)=7=2%-1, tovdbb4 az egyenletet n = 1, 2-re
is felirva

F3) = 3f(2)—2f(1)=15=2" 1
FA) = 3f3)-2/(2)=31=2—1
adodik. igy az a sejtésunk, hogy

f(n)y=2""—-1 (neN).
Ez teljes indukciéval egyszeriien bizonyithatd. Az ilyen alakd f valéban
teljesiti a feladat fliggvényegyenletét.
11. Feladat
f N — R olyan fiiggvény, hogy n € N esetén

fin+1) + f(n)
2

ahol A, B € R konstansok. f(n) ="

Atfogalmazva

(an) olyan sorozat, hogy n € N esetén anyo = 3 (ant1 +an),
a1 = A, as = B, ahol A, B € R konstansok. a, =7

Megoldas
A fiiggvényegyenlet adja, hogy (k € N)-re

fln+2)=  f()=A, f(2)=8B,
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fk+2)— f(k+1) = w_ﬂlﬁ‘l):_w )
A kapott egyenléség ismételt alkalmazasaval Vk € N-re kapjuk, hogy

PPV { R ) DL e { L VS

2 22
f2) - 1) B-A
= (—1)kT = (-1 ok
azaz B4
flk+2) = fk+1) = (D)=~ (keN).
Ezen egyenlotlenséget k = 1,...,n — 2-re felirva és 0sszegiikhoz az

f(2) = f(1) = B — A egyenldséget hozzdadva kapjuk, hogy

B-A B-A L ,B—A

fn)—fl)=B—-A— 5 +T+...+(_1)

2n—2

Igy a geometriai sor 6sszegképletét hasznalva f (n) =

(-H" =1 2 B-A 1
—A+(B-A)2 A+ Z(B-A4 —1)"
HB AT A B ) A ) gy
o 2B + A B-A 1
+ 2B -
fn)==—=F—+)"—F5—mz 022,

Ezen f(n) valéban teljesiti a fliggvényegyenletet.

Megjegyzés
Nyilvén az a,, = % + (71)"377‘4 s> (n € N) adja
( lim 2%1 =0 miatt), hogy

n—oo

. 2B+ A
lim a, = .
n—o0 3

12. Feladat

f N — R olyan fiiggvény, hogy Vn € N-re

F(n+2) = (a+B)f(n+1)—aBf(n); f(1) = A, f(2) =B,
ahol a, 3, A, B € R konstansok. f(n) ="
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Megoldas
a) Ha a # (3, 4gy Vn € N-re igazak a kovetkezok:
f(n+2)=Bf(n+1)=alf(n+1)=Bf(n)] [f(n+2)—af(n+1)=70[f(ntl)—af(n)]

g(n+1) = ag(n) , g(1) = B — BA h(n+1) = Bh(n) , h(1) = B — aA
g(n) = a"~1g(1) = a"~1[B — BA] h(n) = B7~1h(1) = 8"~ [B — aA]
Ff(n+1) = Bf(n) = a"~1[B — BA] f(n+1) = af(n) = B"1[B - aA]

f) = — 0" (B = pA) =" (B—ad)] (neN)

b) Ha a = 3, gy az egyenlet irhaté az
fn+2)—af(n+1)=alf(n+1) —af(n)] (neN)

alakba, melybdl k(n) = f(n + 1) — af(n) (n € N) mellett kapjuk a
kovetkezdket:

k(n+1) =ak(n), k(1)=B—aA (neN)

k(n) = a" (B —aA) (n€N)
fn+1) —af(n) =a" (B -aAd) (n€N)
fin+1) f(n) B-—-aA

antl qn T g

n+1)—i(n) =2 ;;‘A , (1) :g
=2+ -2

f(n)=(n—1)Ba""? - (n—2)Aa""*

13. Feladat

f N — R olyan fiiggvény, hogy Vn € N-re
fn+2)=af(n+1)+bf(n); f(1)=A, f(2)=B,

ahol a,b € R olyanok, hogy a? + b? # 0, a® > —4b. f(n) =?

Megoldas
Barmely, a feladatban szerepl6 tulajdonsagnak megfelel6 a, b esetén 3 o, 3 ,
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a=a+p8, b=—apf (a,f az 2?> —ax — b = 0 gyokei), igy a feladat
megoldasa visszavezethetd a 12. feladatra.

14. Feladat

f N — R olyan fiiggvény, hogy Vn € N-re

fn+2)=fn+1)+ f(n); f(1)=1, f(2)=1. f(n) =7

(Fibonacci-sorozat)

Megoldas
Ez a 13. feladat a =b =1, A = B = 1 mellett.
Az 22 — 2 — 1 = 0 egyenlet gydkei: o = 1+T‘/5 , B= 1_2‘/5, igy a 12.

feladat szerint
1+v5\" (1-v5\"
2 2 '
15. Feladat

f N — R\ {0} olyan fuggvény, hogy f(n+1) =1— ﬁ(n) (n € N) és
(1) =1. f(n) =7

_ b
V5

fn)

Atfogalmazva
(ayn) olyan sorozat, hogy a1 =1, ap41 =1 — i (n € N); a,, =7
Megoldas

Ez nem linedris differencia-egyenlet (rekurziv sorozat).
f(1) =1 és a fiiggvényegyenlet n = 2, 3,4, 5-re adja, hogy

1 3 1 4
f(2):1—ﬂ=17 f(3):1—E=67
1 5 1 6
W=1-ya=5 IO=1"75=15"

Ebbdl megfogalmazhatjuk azt a sejtést, hogy

n+1

fy="T= (nen),

ami teljes indukciéval bizonyithato.

e n = l-re igaz az 4llitas.
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e Ha n (€ N)-re igaz a sejtés, Ugy a fliggvényegyenlet adja, hogy

. 1 o 1 _ n _ (n+1)+1
fint ) =1- g5 =1-zm =1~ awip = 20en

2n

° fgy a teljes indukcio elve alapjan valéban igaz a sejtés.

Az f(n) = % (n € N) fiiggvény valéban teljesiti a feladatot.

2n
A masik frdsmédban: a, = %L (n € N).
Megjegyzés
. . n+1 1 , ,
lim a, = lim = —, azaz rekurziv sorozatunk konvergens és
n—oo n—oo 21 2

hatarértéke % .

16. Feladat

(an) olyan sorozat, melyre a; = %, (pi1 = H“Q"an. an =7
Atfogalmazés f: N — R olyan fliggvény, hogy
f(n) 3
=220 ray=". =7
fo+ 1) = s f0) =5 f)

Megoldas

_3
=176z
Irjuk fel a rekurziét n = 1,2, 3 mellett, akkor

ax 3 3 3

“T1%2 14810 6-2-2
2 w3 3
T 142, 1+5 16 6-3-2°

Sejtésiink az, hogy a,, =
Ezt teljes indukcidval lathatjuk be.
e n = l-re mar belattuk.

e Ha n-re igaz az allitas, ugy a rekurziét hasznélva:

3
Qp _ 6n—2 _ 3 3

1+2a, 1+g05; 6n—2+6 6(n+1)—2

Ap+1 =
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kovetkezik, ami adja n + 1-re is sejtésiinket.

° fgy a teljes indukcié elve alapjan

(neN).

an:6n—2

A mésik frdsmédban

fn)

Egyszerti szamolassal kapjuk, hogy ezek teljesitik a feladatot.

17. Feladat
Legyenek a,b > 0 valés konstansok, (x,) az

i — (neN).

1
Z‘n+1:2(l‘n+;) (nEN),Ilzb

rekurziéval adott sorozat. Bizonyitsuk be, hogy lim z, = v/a.
n—oo

Megoldas
A képzési szabdly adja, hogy =, >0 (n € N) .
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlenséget felhasznalva:

1
Va = xna<<xn+;>=xn+1 (neN),

Ty, 2
ami adja, hogy (x,,) alulrdl korldtos és =, > v/a, illetve 22 > a (n > 2)
teljesiil. A rekurzié és az utébbi egyenlGtlenség adja, hogy n > 2-re

1 +a 1/ a a—x%<0
Tn —Tn =5 | Tn — | = Tpn =5 | T —Tn | = ~Y,
+1 2 Tn 2 In an

azaz (x,) monoton csékkend, ha n > 2.

fgy a bevezetében ismertetett tétel adja, hogy létezik ¢ > +/a, hogy

lim z, = c. Ugyanakkor a rekurzié adja, hogy
n—oo

. .1 a 1 a
0= Jim an = Jim 5 (wot ) =5 (o4 7)

ami csak gy lehetséges, ha ¢? = a, azaz ¢ = y/a. Tehdt lim z, = a
n—oo

valéban teljesiil.
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Megjegyzés
Eredménytink mutatja, hogy az adott rekurziv osszefiiggés alkalmas /a
kozelito értékeinek meghatarozasara.

Ha példdul a = 2 és 1 = 1, akkor
z2=3(1+32)=1,5,

1

2

vy — (%+§):%+%:%z1,41666.

w= (B +F) = 5+ 12 = 5~ 1414215 Tgy mar ay is elég jo

18. Feladat
Legyen a > 0 adott valés szdm, (x,,) az

Tnr1=Va+z, nMeN), 1 =+a

rekurziéval adott sorozat. Bizonyitsuk be, hogy (z,) konvergens. Hata-
rozzuk meg a hatarértékét.

Megoldas
Elészor megmutatjuk, hogy (x,,) monoton novekeds.

e x1 =+va<+a++a=uxs.

e Tegyiik fel, hogy x,,—1 < x,, akkor a rekurzié miatt

Tp =1+ Tpn_1 < Va+T, =2Tpy1 .

e fgy a teljes indukci6 elve adja, hogy z, < Znt1 (n € N).
Most belétjuk, hogy (x,,) felilrél korlatos.

e n=1rex =+a<a+l

e Tegyiik fel, hogy z,, < v/a + 1, akkor a rekurziét hasznélva
Tpir =vat o, < Vat+tvatl<a+t2y/atl=
=\(Va+) =va+1.

° fgy a teljes indukci6 elve adja, hogy

zn, <Vva+1l (neN).



29

(z,,) monoton novekvs és feliilrdl korlatos, igy Ic € R és ¢ > +/a,
hogy lim zx, =c.

n—oo

De 33721+1 = a + x, adja, hogy

= lim xflﬂ = lim (a + z,,) = a + ¢, ami csak gy lehetséges,
n—oo n—oo
ha 2 —c—a =0, azaz ¢ = /114 V;"H‘“

AT 1+v1+4
(hiszen% < O) . Tehat lim z, = M.

n—oo 2

19. Feladat
Legyen w, olyan sorozat, hogy z1 = 2, 22, = 3z, —2 (n € N) .
Bizonyitsuk be, hogy lim z, = 2.

n—oo

Megoldas
Megmutatjuk, hogy 1 < x, <2 (n € N).

el<a =3<2

e Tegyiik fel, hogy 1 < z, < 2 (n € N), akkor a rekurziét is
felhaszndlva 1 < 3z, — 2 = a:fH_l =3, —2<4

ami adja, hogy 1 < 41 <2
° fgy a teljes indukeié elve adja, hogy 1 < x, <2 (n € N).

(z,,) monoton névekvd, mert

P —_ 2 J— J—
3zn, — 2 —x;, _ (xn — 1)(2 — zn) >0,

Y e Y T S
hiszen ¢z, —1>0,2 -z, >0, 3z, —2 >0, =, > 0.

(z,,) tehdt monoton ndvekeds és feliilr6l korldtos, igy Je € R, hogy
lim z, = ¢, tovdabbd 1 < x,, < 2 miatt 1 < ¢ < 2 is teljesiil.

n—oo

A rekurzié miatt ekkor

= lim 22, = lim 3z, —2) =3c—2,

n—oo n—0o0

azaz ¢ —3c+2 =0, tehdt c =1 vagy c=2. 1 < z,, < 2 és x,, monoton
novekedése adja, hogy csak ¢ = 2 lehetséges.

fgy lim z, = 2.
n—oo
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20. Feladat
Vizsgaljuk az z,4+1 =
sorozat konvergenciajat.

Megoldas

Megmutatjuk, hogy (z,,) feliilr6l korldtos, mégpedig =, < 5 (n € N).

2416
0

5~ (n € N), 21 = 1 szerint adott rekurziv

e Ez n =1-re ;1 =1 <5 miatt igaz.

e Tegyiik fel, hogy x,, < 5, akkor a rekurzié miatt

w%+16<25+16741

10 10 *E<5'

Tp+1 =

° fgy a teljes indukci6 elve adja allitasunkat.
(5,) monoton névekedd, mert
oy =1< 88 =1 =u,

o Tegyiik fel, hogy x,,—1 < @, akkor (z,, > 0 (n € N)-et is haszndlva)

x§+16>xi,1+16_
10 0

Tn+1 =

e A teljes indukcid elve adja () monotonitasat.

(z,) monoton névekvd és feliilrél korlatos, igy 3¢ € R, hogy lim z,, = ¢,

n—oo
tovabba x,, < 5 miatt ¢ < 5.

A rekurziv 6sszefiiggés ekkor adja, hogy

. i 22 4+16 ®+16
c= lim x,4+1 = lim = ,
noo ML T s T 10 10

azaz c? — 10c + 16 = 0, ami csak ¢ = 2 vagy ¢ = 8 esetén lehetséges.
Tehat: lim z, = 2.

n—oo
Megjegyzés
Ha z; = 1 helyett 1 = 10-et adnéank meg a feladatban, akkor egyszertien
kapnénk, hogy x,, > 10, igy ha (x,,) konvergens lenne, akkor hatérértékére
¢ > 10 kellene, hogy teljesiiljon. Ugyanakkor az elébbiek szerint ¢ = 2
vagy ¢ = 8, ez ellentmond annak, hogy ¢ > 10. Ezért x; = 10 mellett az
adott rekurziv sorozat nem konvergens.
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21. Feladat
Legyenek 0 < a < b adott valés szamok, (z,,) és (y,) olyan sorozatok,

hogy

Tn + Yn

5 (neN),

T1=a,y1=>b, Tny1 = \/TnYn , Ynt1 =

akkor létezik lim xz, = lim y, = p(a,d).

n—oo

(Ezt a p(a, b) szdmot az a, b szamok Gauss-féle aritmetikai-geometriai ko-
zepének is szokas nevezni, mert a problémaval el6szor Gauss foglalkozott
14 évesen, bebizonyitva a feladat allitdsét.)

Megoldas
A kozépértékek ismert tulajdonsagai alapjan

O0<a<z,<y,<b (neN,n>1).
Miésrészt, az elobbi egyenl6tlenséget is felhasznélva

Tn =22 < /Tl = Tnp1 (N EN),
azaz (,) monoton névekedd.
Ugyanakkor

T + +
Ynil = n2yngyn2yn:yn (HEN),

azaz (y,) monoton csékkend.

Ezeket Osszegezve igazak a kovetkezdk is.
anynSyl, ynzxnle (’I’LEN),

azaz () felilrdl, mig (y,) alulrdl korldtos.

fgy a monoton sorozatok konvergencia-kritériuma miatt létezik A, B
valés szam, hogy

lim z, =A, limy,=D8.

n—oo

Az ypi1 = w";y“ Osszefiiggés ekkor adja, hogy

A+ B
B = lim y, = lim Tntyn AT ,
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amibdl azonnal jon, hogy A = B.
Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

22. Feladat
Legyenek 0 < a < b adott valés szdmok, (z,) és (y,) olyan sorozatok,
hogy

2ZnYn Tn + Yn

= , :b7 = —, = — EN,
1 =a, My Tn41 T+ Un Yn+1 9 (ﬂ )

akkor lim z,, = lim y, = Vab.

n—oo n—

(Ez is egy Gauss-tipusu kozép: a harmonikus-aritmetikai kozép, melyrél
azt allitjuk, hogy éppen a v ab geometriai kézép, lasd [8].)

Megoldas
A harmonikus és szamtani kézép kozotti ismert egyenlétlenség miatt

2ZnYn Tn + Yn
x = < = n €N
n+1 Tt n B) Ynt1 ( )

gy 1 = a < b = y; miatt 0 < z, < y, (n € N). Az utébbi
P , . 1 1 ,
egyenl6tlenség adja, hogy — > . (n € N), igy

2x,Yn, 2 2
x 1= = Z =X néeN ;
R L A
azaz () monoton névekedd.
Masrészt n n
€T Y Y Y
Yn+1 = n2 = < n2 n:yn (nEN)7

azaz (y,) monoton csokkend.

Tovabba x, < y, < y1 és 1 < z, < y, adja, hogy (z,) felilrél, (y,)
alulrél korlatos.

igy a monoton sorozatok konvergencia-kritériuma miatt létezik A, B
valds szam, hogy

lim z, = A, limy,=08.

n—oo n—oo

Az ypiq = m";y" (n € N) Osszefiiggés adja, hogy

A+ B
B = lim y, = lim Tntyn AT ,
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ami csak ugy lehetséges, ha A = B.
Ugyanakkor x,+1Yn+1 = Tnyn = ... = 21y1 = ab és az elobbiek adjik,
hogy A% = lim z,y, = ab, azaz A = Vab, és ezt kellett bizonyitani.
n—oo
Megjegyzés
Haa=1,b=2 tgy A% = lim z,y, = 2.
n—oo
Az (z,,) és (yn) sorozatok tagjai nyilvan raciondlis szdmok, melyek ha-

tarértéke egy olyan A szdm, melyre A2 = 2. Ezt nevezziik a 2 négyzet-
gyokének és ezt A = /2-vel jeloljiik.

fgy feltételezve, hogy igaz a monoton korlatos sorozatok konvergencidjara
kimondott tétel (mely a valds szamok teljességi axiémajabdl kovetkezik),
kapjuk v/2 létezését. Annak egyértelmiisége mar egyszeriien igazolhaté.

Ugyanakkor z, < v/2 < y,, igy az iterdcié a /2 racionalis szamokkal
val6 kétoldali kozelitését adja. Az iteracié meglehetsen gyors.

Gyakorlé feladatok

1. Oldjuk meg az n € N-re teljesiil6

a) f(n+2)=f(n+1)+2f(n), f(1)=1, f(2) =3
b) f(n+2)=5f(n+1)—6f(n), f(1)=1, f(2)=2
¢) fin+2)=4f(n+1)—4f(n), f(1)=F(2)=1

d) f(n+2)=f(n)
fliggvényegyenleteket.

2. Legyen (a,) olyan sorozat, hogy a3 = 06és a1 = 4(1Ea ) (n € N).
ay =7

3. f:N — R olyan fliggvény, mely n € N-re teljesiti az

n+1 2n+1

f<n+z>=%f<"“)+mf(”)+m

+ 2

fiiggvényegyenletet és f(1) =1, f(2) = 3. f(n) =?

4. Hatdrozzuk meg azt az (a,) sorozatot, amelyre
Gnto —4ant1 + 3a, =05 a3 = 10, a2 = 16 teljestil.
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. Legyen (a,,) olyan sorozat, hogy a1 = 1, ap41 = zaa";? (n € N).
lim a, =7
n—oo

. Legyen (a,,) olyan sorozat, hogy a1 = 2, an+1 = v/ba, —4 (n € N).

lim a, =?
n—oo
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B) Egyvaltozés fiiggvényegyenletek megoldasa
helyettesitésekkel
(csoportok és fiiggvényegyenletek)

A bevezetés masodik példajaban szerepld

f@)+2f(2)=32+6 (zeR\{0}) (1)
fiiggvényegyenletben az ismeretlen f fliggvény argumentumaban a

01(@) =2, g2(0) = = (2 € R\ {0)

adott (ismert) fiiggvények szerepelnek.

Ha (1)-ben az x +— % helyettesitéssel éliink, gy a

01 (92(2)) = 1 = 0a(0), 92 (02(2) = =2 = 01()
x € R\ {0} miatt kapott
FG)+2f(@)=2+6 (zeR\{0}) (2)

egyenletben is az f (%) és f(x) taldlhato.

Az (1) és (2) egyenletek igy egy linedris egyenletrendszert alkotnak az
f(x) és f (%) ismeretlenekre, mely megoldhato, és ekkor f(x) kapott
alakja megadja (1) megolddsét.

(1) altaldnositdsaként tekintsiink az f : B — R (F C R) ismeretlen
fliggvényre x € E esetén teljestld

ar(x) f (91(x)) + az(2) f (92(2)) + ... + an(2) f (gn(z)) = R(z) (3)

alaku figgvényegyenletet, ahol a;,h : E — R (i = 1,...,n) adott
fiiggvények (melyek lehetnek konstansok, s6t bizonyosak 0-k is), mig
g1, - - -, gn olyan adott fiiggvények, hogy valamelyik, mondjuk ¢, az iden-
tikus fliggvény E-n, azaz g1(z) = = (z € E), tovdbba Vi,j € {1,...,n}
esetén létezik k € {1,...,n}, hogy ¢; és g; kompozicidja ( a bel6lik
készitett Osszetett fiiggvény) egyenld gi-val, azaz

(9i © g;) () = gi (9;(2)) = g(x) (2 € E)
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teljestl. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a g1, ..., g, fiiggvények félcsopor-
tot alkotnak az Gsszetett fiiggvény képzésre, mint miiveletre nézve (ami
persze lehet csoport is).

A go,..., g, figgvények kozott lehetnek konstansok is.

Ekkor (3)-ban az x helyébe rendre gs(z)-et, ..., gn(z)-et helyettesitve,
az eredeti egyenlettel egyiitt egy n egyenletbol all6 linedris egyenletrend-
szert kapunk az f(z), f (g2(z)),..., f (gn(z)) (n darab) ismeretlenre. Ha
ez megoldhatd, ugy a kapott f(z) megadja a (3) fliggvényegyenlet megol-
déasét.

Az f értelmezési tartomdnya egy olyan (E C R) halmaz, melyen az
Osszes adott fiiggvény értelmezett.

Miutédn (3)-ban bizonyos a;(x) egyiitthatdék 0-k is lehetnek, {gy a hozzdjuk
tartozd, az f argumentumdban szerepld g;(x)-ek nem ,,l4tszanak”, igy
nem latjuk az értelmezési tartomanyukat sem, ezért az f ismeretlen
fiiggvény értelmezési tartoméanydt sem tudjuk elére (3) alakjabdl. A
javasolt eljaras azonban segit a nem latszé g;-k és igy az f értelmezési
tartomanyanak meghatarozasdban is.

Ha (3)-ban latszik g1 (z), g2(z) és mondjuk nincs ott gs(z), de

92 (92(z)) = g3(x) (azaz g3 kiillonbozik g1-t6l és go-t6l is), ugy a (3)-bdl
x +— go(x) helyettesitéssel kapott egyenletben megjelenik egy, (3)-ban
nem szereplé ,4j” gs(z) fiiggvény az f argumentuméban. Ezutdn, (3)-
ban az x +— g3(x) helyettesitéssel élve, gs (g3(z)) = gsa(x) vagy ott van
f argumentuméban (3)-ban is, vagy nincs. Ha nincs, dgy (3)-ban az
x — g4(x) helyettesitést is el kell végezni. Ennek folytatdsdval minden
gi ,,megkertil” legfeljebb n — 1 1épésben, s megkapjuk a megoldandd
egyenletrendszert is.

Természetesen (3) lehet olyan is, hogy ai(z) = 0, azaz ¢1(xr) =
nem latszik, ekkor a javasolt eljarasban valamikor megjelenik ¢; is, de
eljarhatunk dgy is, hogy elészor egy olyan = — go(x) helyettesitést
végziink, hogy ¢; (go(x)) = = legyen valamilyen ¢ € {2,...,n} esetén
és akkor (3) helyett ezt az 4j ((3)-mal ltaldban ekvivalens) egyenletet
oldjuk meg.

Egyszertien ellenorizheto, hogy az

o}, fma=a), o) {n 2} {ngy)
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fiiggvénypérok {gi1(z),g2(z)} kételemili csoportot alkotnak az Gsszetett
fiiggvény képzés miiveletére, g1 (z) = x, mig a go(z) figgvényre

g2 (g2(x)) = z teljesiil (vagy bérmely & € R-re vagy bizonyos z-ek,
példéul z = 0, vagy & = & kivételével).

fgy ha egy fliggvényegyenletben ezen fliggvénypérok valamelyikének fligg-
vényei vannak az ismeretlen fiiggvény argumentumadaban, Ugy az x —
g2(x) helyettesitéssel kapott 11j egyenletbdl és az eredeti egyenletb8l 4116
egyenletrendszer megolddsa f(x)-re (ha létezik) adja a fliggvényegyenlet
megoldasat.

Altaldnosabban az {:lc “‘“‘b} ={q1(x), g2(x)} fliggvénypar is csoport a

’cx—a

cx — a # 0 esetén, mert egyszerl szamolds adja, hogy g2 (g2(z)) = z.

A fentebb emlitett 6t fliggvénypar jol lathatéan ennek specidlis esete.

ax+b
) cx+d

(Belathatd, hogy az {x fliggvénypar pontosan akkor kételemii
csoport, ha d = —a.)

fgy adott py, po, p3 fliggvényekkel és a, b, ¢, d konstansokkal a

ar+b
cr+d

P @)+ ) (250) = palo)

fiiggvényegyenlet (minden 2z € E C R esetén), ha d = —a is teljesiil, az
T — % helyettesitéssel kezdve, a fentebb jelzett mddszerrel megold-
haté.

Léssunk erre néhany példat.

1. Feladat
Az f: R — R fuggvény teljesiti az

5fla)+ f(2—xz)=3x4+4 (z€R)

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas
A feladat egyenlete az © — 2 — x helyettesitéssel adja az

5f2—x)+ f(z) = -3z +10 (xz €R)

fliggvényegyenletet.
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Ez az eredeti egyenlettel adja barmely z € R-re az

{ 5f(x)+ f(2—2)=3x+4
5f2—x)+ f(xr) = -3z + 10

egyenletrendszert az f(z), f(2 — x) ismeretlenekre.

Koénnyen kapjuk ennek megoldasit f(z)-re az

9z +5

f)="22 @eR)

eloallitast, ami valoban teljesiti egyenletiinket.

2. Feladat
Az f: R\ {0} — R fiiggvény teljesiti az

F@) +2f (i) — 3246 (zcR\{0})

fliggvényegyenletet. f (x) =7
(KOMAL)

Megoldas

A fejezet elején vizsgdlt (1) fiiggvényegyenlet megoldédsait keressiik. A
. 1 t0z ..

javasolt x +— - helyettesitéssel kapott (2), (1)-gyel egyiitt egyenletrend-
szert ad az f(x) és f (1) mennyiségekre (bdrmely x € R\ {0} esetén).
Ezen egyszerii linearis egyenletrendszerbél f (%)—et elimindlva kapjuk
f(z)-re, hogy

f(x)z—x—i—%—i—Z (r e R\ {0}).

Egyszerii szdmolds adja, hogy ez a fiiggvény valéban teljesiti az (1) fiigg-
vényegyenletet.

3. Feladat
Az f:R\ {0,—1} — R fliggvény teljesiti az

T

fay ks (1) = 2 w20

fiiggvényegyenletet, ahol k € R olyan, hogy 0 < k? # 1. f(z) =?
(OKTV -2001)
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Megoldas
A feladat egyenlete és a bel6le = +— % helyettesitéssel kapott
1 1 1
— k— = — -1
P(3) 4kt = A0

fiiggvényegyenlet egy linedris egyenletrendszer az f(x) és f (%) meny-
nyiségekre. Utébbibdl f (%)—et kifejezve és beirva a feladat egyenletébe
rovid szdmolas adja, hogy

kx? —x

RERCE [y

(z € R\{0,-1}),

ami valéban teljesiti fliggvényegyenletiinket.

4. Feladat
Az f:R\ {3,1} — R fiiggvény teljesiti az

f(x)+xf(2xxl) _ o (méR\{é,l})

fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
f argumentuméban az el6bb mar bemutatott {x,

° } csoport elemei
———1} csoport elemei
20— 10 P

. x
vannak. Igy az x — 2w —1 helyettesitéssel kapott egyenlet az eredetinél
x

adja az

@) +af (55) =2
f(5) + 5 f ) =2

egyenletrendszert f(z), f (2;7 1) ismeretlenekre barmely x € R\ {%, 1}

esetén.

Egyszerili szamolés adja, hogy

_4x—2

- <xeR\{;,1}) ,

ami valéban megoldasa az egyenletiinknek.

/()
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Megjegyzés

Ha egyenletiinket barmely 2 € R\{3} esetén tekintjikk az f : R\{3} — R
fliggvényre (ami elég természetes), akkor az x = 1 helyettesitéssel kapjuk
az egyenletbdl, hogy f(1) = 1. Az el6bbi megoldés, ezzel egyiitt adja,
hogy ekkor az egyenlet megoldésa az

{ 2w eR\{31})

fl@)=9 4 r—1

5. Feladat
Az f: R\ {3} — R fiiggvény teljesiti az

F(E5) =@+ @erve)

fliggvényegyenletet. Bizonyitsuk be, hogy f konstans fliggvény.
(HBM Matematika Verseny, 2004.)

Megoldas

3r+1
Az f ismeretlen fliggvény argumentumaban az {x, z +3
T —

} fliggvény-

p (- a . .-
par szerepel, azaz a mar jelzett {IE, o } par specidlis esete, a = 3,

—a
b=1, c=1 mellett. Az x — % helyettesitéssel kapott és az eredeti
egyenlet adja minden x € R\ {3}-ra a

7 () =2/(@) +3
flw) =2f (225) +3

3z+1
r—3

egyenletrendszert az f(z), f ( ) ismeretlenekre.

Ennek megolddsa f(x)-re az
flx)==3 (zeR\{3}

konstans fiiggvény (R \ {3})-on!), amit bizonyitani kellett.

Ha a fliggvényegyenlet f ismeretlen fiiggvényének argumentumaban

valamilyen {z, go(z)} csoport fiiggvényei helyett a {p(x), g2 (p(z))} fiigg-
vények szerepelnek, ahol ¢ invertdlhaté fiiggvény, akkor az & — ¢~ 1(z)
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vagy p(x) — x helyettesités utdn az argumentumban mér az {x, g2(z)}
csoport fiiggvényei lesznek, igy a kordbbi moédszer alkalmazhatd. A
fentiek miatt elég altaldnos az, ha az ismeretlen fiiggvény argumen-

b
tumdban a {cp(x), ag?(x))Jr} fiiggvénypér szerepel, ahol ¢ invertdlhaté
co(r) —a
fliggvény.
6. Feladat

Az f R\ {0} — R fiiggvény teljesiti az
af(x—1)+bf(l—x)=cx (x€R)
fiiggvényegyenletet, ahol a, b, ¢ € R olyan konstansok, amelyekre a? # b?.

fz) ="

Megoldas

Egyenletiink (3) tipusi, de nem ,l14tszik” az f fiiggvény argumentumaban
a ¢1(x) = x identikus fliggvény. De azt is mondhatjuk, hogy az {x, —x}
félesoport fliggvényei helyett a p(z) = = — 1-gyel {p(x), —p(x)} figg-
vénypar szerepel.

Ha az egyenletben el6szor az = — = + 1 helyettesitéssel éliink, kapjuk az
eredetivel ekvivalens

af(x)+bf(—z)=c(zx+1) (z€R)

fiiggvényegyenletet a g1(z) = x és g2(x) = —z  (x € R) argumen-
tumokkal. Ha itt elvégezziik az x — —x helyettesitést, ugy

af(—z)+bf(z) =c(—z+1) (z€R)

adédik (vagyis nem kapunk 1j argumentumot).

Az utébbi két egyenlet egy linedris egyenletrendszert ad az f(z) és f(—x)
mennyiségekre.

Az egyikbél f(—x)-et kifejezve és beirva a masikba azonnal kapjuk, hogy

CT Cc

f@) =T @WeER,

ami megoldasa feladatunk egyenletének.
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7. Feladat
Az f: R\ {0,1} — R fiiggvény teljesiti az

f<zj2>+2f<i4_j> —z (zeR\{-1,2})

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas
1

Az argumentumokat szemlélve 1latjuk, hogy az {x, } csoport fiiggvényei
x

1

helyett ¢(z) = 2+ mellett a {(p(m),()} fiiggvények szerepelnek.
o(z

Az % = t egyenlet megolddsaval z-re kapjuk, hogy ¢~ !(z) = %

(x #£1), gy az x — % (z # 1) helyettesités adja, hogy

fa+ar (3) =25 @0,

Ebbdl az z — % helyettesitéssel kovetkezik a

f(;)+2f<x>=”f+i (2 £0,1)

egyenlet. A két egyenletbol 4ll6 egyenletrendszer

4z +5

fl@) =5,

(x #0,1)

megoldasa az eredeti egyenletnek is megoldasa.

8. Feladat
Az f: R\ {2} — R fiiggvény teljesiti az

f(@®) —2f (2583 +21) =23 +1 (ar?é \‘75)

3 —

fiiggvényegyenletet. f(z) =?

Megoldas

2 1
’ +2 } csoport helyett, p(z) = 23 (z € R)

Az argumentumok az {337
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20(x) + 1) .. . Tos -1
mellett, a < ¢(z), o) -2 fiiggvények. ¢ inverze nyilvan a ¢~ 1(z) =
P x) —
= Yz (x € R) fliggvény.
Egyenletiinkbél az © — ¢/ helyettesitéssel kapjuk a

2r+1
Tr— 2

f(x)—Qf( )zm—i—l (x #2)

. . . 2x41
fliggvényegyenletet, illetve ebbdl az x — S5

f<2x+1>_2f(x):3x—1 (@ £2)

xr — 2 xr — 2

helyettesitéssel az

egyenletet.
Ezen egyenletrendszer megoldésa f(z)-re az

2 +5x—4

A CErl

(x#2)
fliggvény, mely megoldésa az eredeti egyenletnek is.

Ha {z, g2(z)} egy csoport, akkor {z, ™" (g2(¢(x)))} is csoport,mert
az
x — @ 1 (ga(p(x))) helyettesités adja, hogy

e (92 (0 (07 (92(0(2)))))) = ¢ (92 (92(p(2)))) =
= ¢ Hp(z) ==
9. Feladat
Az f:R\ {1} — R fiiggvény teljesiti az

s/xd+1

R (e o

fiiggvényegyenletet. f(z) =?

Megoldas

1
Ismeretes, hogy {sc, r+l
z—1

(Osszetételére) (z #£ 1).

egy csoport a fliggvények kompozicidjara
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A ¢(z) = 2° (z € R) invertdlhaté fiiggvény, a ¢~ 1(z) = /z inverzzel,

541
o/ T+ } (x # 1) is csoport.

igy az el6ébbiek szerint {x, =
> —1

Az x — ¢ ;;ﬂ helyettesitéssel kapjuk egyenletiinkbdl a
s/xd+1
f 5 +5f(x) =2 (z#1)
0 —1
egyenletet.

E két egyenletbol 4ll6 egyenletrendszer megoldasa az

f@)=3 @A)

fliggvény, ami megoldasa feladatunk fiiggvényegyenletének.
10. Feladat
Az f: Ry — R flggvény teljesiti az

2-10° +1

2f(z) + f {@ (310”0—2

ﬂ =10 (z>0)

fiiggvényegyenletet. f(z) =?
Megoldas
2 1 b
{ s } (z > 0), mint {x, s } specidlis esete, csoport az
cr—a

T, ——
3z — 2

Osszetett fiiggvény képzésre, mint miveletre nézve.

A p(x) = 10" (z > 0) fliggvény invertalhatd, inverze

o Hz) =lg x (x > 1) . Igy az elébbiek adjék (de kozvetleniil is

2-10" +1
ellendrizhetd), hogy {x, Ig (M) } is csoport, ha x > 0. Egyen-

letiink az z — lg (g}g:fé) helyettesitéssel adja a
2-10"+1 2-10" 41
2f |lg | ——— =—
f{g(3-1ow—2)]+ﬂx) 310-—3 *>0)

fliggvényegyenletet, mely az eredeti egyenlettel egytitt egy egyenletrend-
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szer az f(x) és f {lg (g%g:f;)} ismeretlenekre. Az f(x)-re kapott

6-10%® —6-10%* —1
1@) = =310 =g

megoldas teljesiti a feladat fliggvényegyenletét, ahogy ezt egy kevés szé-
molds mutatja.

(z >0)

Tekintsiik most a kovetkez6 még altalanosabb esetet, a p1, p2, p3
adott fiiggvényekkel az f ismeretlen fiiggvényre teljesiils

m)f (220 ) 4o (Z252) o

cix +dp cox + do

fiiggvényegyenletet valamilyen E C R halmazon, ahol a;, b;, ¢;, d; kons-
tansok (i = 1,2).

Ha létezne olyan & — ¢(x) linedris tortfiiggvény, amely az argumen-
tumokat egymdésba viszi at, akkor az egyenlet megoldasat egy egyen-

ayx+by

letrendszer megoldasdra vezethetnénk vissza, majd példaul f ot d

ismeretében mar adédna f(x) is.

Egy ilyen helyettesitést ugy kereshetiink,hogy az
a1x + bl agt + b2

cix +dp - cot + do

at+b
ct+d

egyenlet © = p(t) = megoldédsat tekintjik ¢ = z-re. Ez az x —

_ az+b Tté a1z+by agx+by _
o(z) = cotd ’helyettebltes az P7Hb argumentumot az {27572 argumen
tumba viszi at.

Ha ¢ olyan, hogy d = —a, azaz p(z) = %i’g alaku, akkor az is igaz,

a1 x+by
ciz+di

asz+bo e .
hogy ¢ az artds argumentumot atviszi az

ekkor elértik amit akartunk.

argumentumba, s

arztbr ., o inverzét az xr — -BT=bi
crr+dq —ci1zx+ay
ry 2 i1: ajzt+b, . .
helyettesitést hasznaljuk (ezt az o =t egyenlet z-re valé megoldé-

séval, majd a t — x valtozdcserével kapjuk).

A maésik lehetséges 1t, hogy az

Ekkor az f els6 argumentuma z lesz, a masodik most is valamilyen

Zﬁ's linearis tortfiiggvény. Ha d = —a, akkor olyan egyenletet ka-

B ar +b .
punk, melynél az {:E, } csoport lesz az argumentumban, amit
cxr—a

mar vizsgaltunk korabban.



46

11. Feladat
Az f:R\{1,2} — R fiiggvény teljesiti a

or (-57) -3 (BE2) =+ (eerriin-p)

fliggvényegyenletet. f(xz) =?

1. Megoldas
Keressiik meg azt az @ — (x) helyettesitést, amely az ismeretlen fiigg-
vény argumentumait egymésba viszi at.

3t—2
Az mf 1= %51 egyenlet megoldédsa z-re adja az x = __?;f:,’z = (1)
figgvényt (t # 3), {gy haszndljuk az x — 13;”J:r32 helyettesitést az egyen-

x 3r—2 3z—2 T Lz .
letben. Ekkor —%5 — ST Serl — o1 ¢s1gy kapjuk a

3z — 2 x -3z + 2 1

Az z € R\ {1,—1,3} esetén teljesiild

3 3z—21) _
2f (55) - 3f (352) =«
3x—2 x _ —3x+2
2f 21+1) -3/ (ﬁ T a3

egyenletrendszerbdl rovid szamolas adja, hogy

! T __1—2%‘2—3%‘—1—6
r—1) 5 —x+3

amibdl az v — —%5 helyettesités adja, hogy

- (R {))

ami valéban teljesiti egyenletiinket.

2. Megoldas
Az v — %5 helyettesitéssel kapjuk egyenletiinkbdl a

2f(m)_3f<32+21> . (xeR\{L;})
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. 7 +2 Py —+b A
fiiggvényegyenletet, ahol 525 a kivdnt £7=—> alaku.
fgy az x — ;;tl helyettesitéssel

2f<31;+—21> —3f) = % (xER\{é’g})

kovetkezik.

A minden z € R\ {3, 1, 3 }-re teljesiil§

2/(0) -3 (£2) = %
2f (%) - 3f(2) = 5

egyenletrendszer megoldédsa

1 22-92+6 3
f(x):—gm (wER\{LQ})’

ami egyezik a masik megoldassal.

12. Feladat
Az f:R\{1,2,3,—%,—3} — R fiiggvény teljesiti a

(7x—6)f< x+2 >+5f( x—3 ):x2+2x—5

—3r+4 —2x+1 rz—1

(x € R\ {3,1,3}) fiiggvényegyenletet. f(z)=?

Megoldas
Az _’éﬁ_ 7 = t egyenlet megoldasa r = %, igy az x — g;ﬁ helyettesi-
téssel kapjuk az egyenletiinkbdl a

102 — 20 z+1 22+ 10z +1

bttt 5 —_p TP

3x+1 f@)+ f(x—l) 3z +1)(z —3)

(z € R\ {—1,1,3}) illetve ebbdl az & — L helyettesitéssel a

322 -2
2z +1)(z—2)

—10x+30f<$+1

4x + 2 $1)+5f(33):5
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(:c eR\ {f%, 1, 2}) egyenletet. Az utébbi két egyenletbdl all6 egyenlet-
rendszer megoldéasa

flz) =

1 1
R\ {1,2,3,—=,—=
(ZCE \{ ) a3a 3a 2}) )

T —
s ez megoldésa a feladat egyenletének.

Legyen {g1(z), g2(x), g3(v)} olyan fiiggvényhdrmas, hogy
91(x) =z, (g2 © g2)(x) = g3(x), (g3 © g3)(x) = g2(),

(92 © g3)(x) = (g3 © g2)(x) = x, azaz {g1, 92,93} csoport a fiiggvények
kompoziciéjara.

Ha olyan fiiggvényegyenletet tekintiink,ahol az ismeretlen f fiiggvény
argumentumdban e fliggvények (de koziilik legaldbb kettd) szerepel-
nek, gy a kordbban emlitettek szerint az @ — go(x), majd © — g3(x)
helyettesités (az eredeti egyenletbe) olyan egyenleteket ad, melyeknél az
f argumentuméban ugyancsak a g1, g2, g3 fiiggvények lesznek. A kapott
hdrom egyenlet az f(g1(z)), f(g2(x)), f(gs(x)) értékekre adhatja az
egyenlet megoldasat.

Hogyan juthatunk ilyen haromelemi csoportokhoz? Egyszertien ellen-

_m’ xT Y r—37 z—1
alkotnak (az elsé nyilvan olyan z-ekre, hogy « # —1, x # 0, a méasodiknél
pedig x # 3, x # 1 esetén).

Orizheté példdul, hogy {337 L —LH} és {x z—7 3‘"’3_7} csoportot

AT+ 1 Aex + po ) , /
= f h :
x+8 ' oz 0o {91(x), g2(x), g3(x)} fliggvényhar

mas specidlis esetei (melyre nyilvén visszevezethet&k az dltaldnosabbnak

. az +by agxr+by|
t{ind < x, , harmasok).
cax + d1 Cox + dg

Ezek az {ac,

A linedris tortfiiggvényeket tartalmazé {g1(x), g2(x), g3(z)} figgvény-
harmasnédl A\ = 0 (vagy A2 = 0) esetén megmutathaté, hogy csak akkor

lesz csoport, ha 8 = —a, u; = po = —a?, 6 = 0, Ay = a, azaz
a®  ar —a? 3
T, , alakd = # 0, x # a mellett.
a—z x
Ha a = —1, ugy e harmas a fentebb emlitett els6 példa.

Ha Mg # 0, akkor (g2 0 g3)(z) = x és (g3 © g2)(x) = x azonnal adja,
hogy 51 = —)\2, 52 = —)\1 és M1 = 2 = M.
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Mz +p Az +p
ZE—>\2 ’ CE—>\1

fgy csak {m, } harmasok johetnek szamitasba.

A (g20g2)(z) = g3(x), (g3093)(x) = g2(x) azonossigok tovabb szlikitik a
lehetGségeket. Belathatd, hogy csak olyan A1, Ao lehetséges, melyekhez
Ja € R\ {0}, hogy A\ — A2 = «, tovdbbd 38 € R, 8 < 0 ugy, hogy
)\1 )\2 = ﬁ — K.

A1 =1, o = 3, u = —7 esetén létezik ilyen «, 3, s akkor kapjuk a fenti
masodik példat.

Itt is igaz, hogy ha {z, g2(z), gs(x)} csoport, Ggy ha a

{o(x), g2 (¢(x)), 93 (p(x))} fliggvények szerepelnek az f ismeretlen fligg-
vény argumentuméban, ahol ¢ invertdlhaté,akkor az x — ¢~ !(x) helyet-
tesitéssel mér olyan egyenletiink lesz, melyben az {z, ga(z), g3(x)} cso-
port elemei lesznek az f argumentuméban.

Az is ellenorizhetd, hogy egy ¢ invertalhaté fiiggvény esetén az
{z,(p7 o g20¢) (x), (¢ 0 g30¢) (z)} hirmas is csoport, ha
{2, 92(2), g95(2)} az.

A kovetkezdkben az el6bbiekre tekintiink feladatokat.

13. Feladat
Az f: R\ {0,a} — R fiiggvény teljesiti az

(12

f@)+1 () =o @eR\0.)

a x

fiiggvényegyenletet, ahol a € R konstans. f(z) =7

Megoldas
A feladat egyenletében a ¢ (z) g2(x) = @ gzerepel az f argumen-

a—x

= a’j)
tuméban. Ha az x — a‘fm g2(z) bevezet6ben javasolt helyettesitést
2
—a

elvégezziik, Ugy g2 (92(2)) = “=% = g3(x) # g2(x), g1(x), igy probal-
ar—a

kozzunk az x — %= : = g3(x) helyettesitéssel. Ekkor go (g5(z)) =z =
= ¢1(z) méar nem ad 4j argumentumot.

Az eredeti egyenlet és beldle az el6bbi z — go(x), illetve z — g3(x)
helyettesitéssel kapott egyenletek adjak az
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CL(E—(Z2
x

linedris egyenletrendszert az f(x), f (%), f(
re bdrmely z € R\ {0,a} esetén. Elébb f (%), majd f(

eliminéldsa utdn (ami nyilvan egyszeril), kapjuk f(z)-re, hogy

) ismeretlenek-

a2
a—x

T a—x

fo) =3 (£+25) wer\oa),

ami teljesiti fliggvényegyenletiinket.

14. Feladat
Az f: R\ {0,1} — R fuggvény teljesiti az

x—1 1
f( >+f() ;—x—&-l (r e R\ {0,1})

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas

Az f argumentuméban az z, 1 fuggvenyek mig ha az z — u
helyettesitéssel éliink,akkor az ””T’l 71—, fliggvények szerepelnek. A ket
egyenletben tehat az argumentum fuggvenyel az {x, ﬁ7 T} fligg-
vényharmas tagjai,ami az {x, ﬁ, ‘“’31;‘12} csoport specidlis esete a = 1
mellett.

Alkalmazhaté tehdt a mar jelzett modszer. Tekintsiik az eredeti egyen-
letet és az abbdl az # — 2=, majd # — 2= helyettesitéssel kapott

egyenletekbdl 4ll6, minden = € R\ {0, 1}-re teljesiils
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egyenletrendszert az f(z), f (1), f (ﬁ) ismeretlenekre. Ennek meg-

oldésa f(z)-reaz f(z) =1—z (x € R\ {0,1}) fiiggvény, ami megolddsa
lesz a feladatnak is.

15. Feladat
Az f R\ {0,2} — R fliggvény teljesiti az

f@)+f (505 ) =+ weR .2

fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas

Ha az egyenletben elvégezziik az x — ﬁ helyettesitést, akkor a kapott

egyenletben f argumentuméban a 2% % fliggvények lesznek. U-

x?
4 2x74} .. , , { a? axa2}
, , fliggvényharmas az { z, ,

2—x T a—zx T
csoport specidlis esete a = 2 mellett.

gyanakkor az {x

Igy elvégezve a feladat egyenletében az x — ﬁ, majd x — 22—_4

helyettesitést, tigy kapjuk az

Fo%) 47 (5 = %
f(Qrm— )+f(.1‘) — 2zx—4

egyenletrendszert minden x € R\ {0,2}-re, az f(x), f (ﬁ), f(E)
ismeretlenekre.

Az f(x)-re kapott

2
f(x):§+ e S (r € R\ {0,2})

megoldds (ahogy ezt egy egyszerii szdmolds mutatja) megolddsa lesz a
feladat fliggvényegyenletének.

16. Feladat
Az f: R\ {0,—1} — R fuggvény teljesiti az

f( ° )—l—f(—l):x (x e R\ {0,1})

1—x T
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fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas

Az egyenletben nem szerepel a ¢g1(z) = = (x € R\ {0,—1}) identikus
fliggvény f argumentumédban. Az z — f% helyettesitéssel kapott, az
eredetivel ekvivalens

F(~3h) +f@) =1 @eR\{0,-1}) (+)
egyenletben mér igen, a go(x) = —35  (z € R\ {0, —-1}) fiiggvénnyel
egylitt.

Az x — go(z) = —%ﬂ helyettesitéssel a (%) egyenlet olyan egyenletet
ad, melyben megjelenik a gs(z) = g2 (g2(z)) = —%‘H argumentum.
()-bol az z — —ZE = g4(z) helyettesités a g1(x) és g3(x) argumen-

tumokat adja (vagyis nem kapunk tjabb argumentumot). Az el6bbi
helyettesitések utan kapott

H/T
&\
=+ (=
-
N———

I
8
+
—_

barmely 2 € R\ {0, —1}-re teljesiild linedris egyenletrendszer az f(z),

I (—ﬁ_l), f (—L"l) ismeretlenekre, melynek megolddsa f(x)-re

x

ﬂ@=—1@+i+

: ) @er\0.-1p,

z+1

ami megoldasa a feladat egyenletének is.

Megjegyzés
Az {x, —w%rl, —ITH} fliggvényhdrmas egyébként a
{x, a“fz, ‘”;“2 } csoport @ = —1 melletti specialis esete.

17. Feladat
Az f R\ {1,3} — R fuggvény teljesiti a
x—17
z—3

%@Hﬁf( ):m (x e R\ {1,3})

fliggvényegyenletet. f(z) =7?
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Megoldas
r—7 3z -7

r—3 z-1

Az ismeretlen fliggvény argumentumaban az {x, } csoport

(melyrdl mér széltunk) két eleme van.

x—T

P _ s _ i 4 _ .

Valéban az x — % helyettesitéskor ;7; — ‘,‘,,373 = 3;717, mig az
x—3

_ " — ST 7 . .
T — —35_17 helyettesitéskor —i_g — ==L~ — x kovetkezik.

-3

Az eredeti egyenlethez hozzdvéve az igy kapott egyenleteket, kapjuk a
2f(x)+3f (ﬁ—:;) =z
of (21) + 37 (37) = =2
2f (257) + 3/ () = 27

x—1

egyenletrendszert barmely x € R\{1, 3} esetén az f(x), f (i—:g), f (3“_7)
ismeretlenekre.

A harmadik egyenletbél kifejezve f (‘i“”%f)—et f(x)-el, a kapott kifejezést

a mésodik egyenletbe frva, majd abbél f (g) (ugyancsak f(z)-t61

fiiggd) értékét kifejezve és befrva az elsd egyenletbe, rovid szdmolds utdn
kapjuk, hogy

4 6 -7 93z-7

M) = 5 353 T3 a1

(x e R\ {1,3})

Ez valéban teljesiti fliggvényegyenletiinket. Ellenérizziik!

18. Feladat
Az f: R\ {1,3} — R fliggvény teljesiti a

_ 2 _
f(i—’—i)-l-f(ix24>+(2—x)f(—2x+5):9;12

(x € R\ {1,2}) fiiggvényegyenletet. f(x) ="

Megoldas

A feladat fliggvényegyenletében nem szerepel a ¢i(z) = z identikus
fliggvény az ismeretlen f fiiggvény argumentuméban. Korabban jeleztiik,
hogy alkalmas helyettesitéssel ez elérhetd.
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Egyszertien ellendrizhetd, hogy az z — ﬁ—fl (z # 1) linedris fliggvény in-

1
verze bnmaga (egyébként altaldnosan az x — 28 inverze az r — 4=t
I P . cotd [ PN
linedris tort, ahogy errdl mér széltunk, s ez is haszndlhaté itt). Az

r — i—ﬂ helyettesitéssel, egyszeri szamolassal kapjuk egyenletiinkbdl

az
x—7 x—3 (3x—-7 —224+6x—1
f(x)+f<x_3>x_1f<x_1) e @A 13

fiiggvényegyenletet az f : R\ {1, 3} fiiggvényre.

r—7 3x -7

x—3 -1

datban is szerepet jatszo csoport elemei vannak az f ismeretlen fiiggvény
f =7 3z—7

argumentumdban. Igy utébbi egyenletiink az x — 7=, illetve v — 2=

helyettesitésekkel kapott két egyenlettel egyiitt egy egyenletrendszert ad
az f(x), f (i—:;), f (3;":17> ismeretlenekre. f (3;:17), majd f (i—:g)
eliminélasa utan elég egyszertien kovetkezik, hogy

2

@)= =5 @eR\{1,3))

ami valéban megoldasa fiiggvényegyenletiinknek.

19. Feladat
Az f: R\ {1,2} — R fiiggvény teljesiti az

f(x)+2f<2$__13> +3f (””_3> — 96 (zeR\{1,2})

x xr — 2

Lathato, hogy ebben az egyenletben az {x, , az el6z06 fela-

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas
Az ismeretlen fliggvény argumentuméaban 1évé
2¢—3 =z —3
{J:, Ll’ 332} = {g1(x), 92(x), g3(2)} fiiggvényhdrmas jél lathatdan
x—1"x—
AT+ p A+
xr — )\2 ’ Tr — )\1
A1 =2, Ay =1, p = —3 mellett, igy
92 (92()) = g3(x) és g3 (g3(x)) = go(x) teljesiil (tessék azért ellenbrizni).

a korabban mar vizsgalt {x, } harmas specialis esete

Ha beldtjuk, hogy g2 és g3 egymads inverzei, igy alkalmazhaté a vazolt
(s az el6bbiekben mér hasznalt) mdédszer.
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S valéban, ha = # 1,2:
22=3_3 _ 2o-3_3
92 (93(2)) = &71 == =12; g3 (92(2)) = P R

Igy ha az eredeti egyenletbdl és az abbdl az x — 2””*1 , illetve © — L_;’

helyettesitéssel kapott két egyenletbél nyerhetd, barmely x € R\ {1, 2}-re
teljesiilo

(amit egyszerii szamoldssal megtehetiink), kapjuk f(z)-re, hogy
5 5 1-2x+3
J@) = —gr 34522 “9a-1

+

egyenletrendszert az f(z), f (21 3) ( ) ismeretlenekre megoldjuk
k),
Z

(z € R\ {1,2}) .

Ez valéban teljesiti is a feladat egyenletét.

20. Feladat
Az f R\ {0,3} — R fliggvény teljesiti az

f(x5)+1:5f<3_9$5> =2°-3 (xER\{\O/g})

fiiggvényegyenletet. f(z) =

Megoldas
A ¢(z) = 2° (z € R) fiiggvény invertdlhatd, ¢~ (z) = ¢z (z € R) in-
verzzel, {gy prébdlkozhatndnk az x — /= helyettesitéssel kapott

f@)+af (5%5) =o-3 (zeR\{3}) (+)

fliggvényegyenlet megoldasaval.

Ha a korabbi tapasztalatok alapjan az x — % helyettesitést alkalmaz-

zuk, agy % helyébe 3,9L = % kertil, igy kapjuk az
3—x

Ham)+5md (B20) =52 werioay

— X xZ
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egyenletet.

A két egyenletben az f ismeretlen fiiggvény argumentuméaban az x, 37%,

3x—9 o , CL2 ar — a2
=== fiiggvények szerepelnek, melyek a = 3 mellett az 1 z, ,

a—x T
(mér vizsgélt) csoport elemei.
A (x)-bdl az & — 222 helyettesitéssel kapott

F(E) 0w =2 @)

xT x

egyenletben, a varakozasnak megfeleléen nincs 1Gj argumentuma f-nek.

Ha az utébbi hdrom egyenletbdl 4116 barmely « € R\ {0, 3}-ra teljesiild

flx)+af (%) =z—3
£(s%) + o (052) = 3%
PO 2 ) = -4

9

egyenletrendszer megoldhaté az f(z), f (Q» (%) ismeretlenekre,

tgy megkaphatjuk az eredeti egyenlet megoldésat is.

Az egyenlet megoldhato6 és egyszerii szamolassal kapjuk, hogy

1 222 —3x+45
e R
fa) = 22D R\ f0,3)) |
ami megoldasa is lesz a feladat fliggvényegyenletének.
Megjegyzés
Ha a feladatban az f : R\ {3} — R fliggvényt keresnénk, ami elég
természetes, gy az x = 0 helyettesités adnd, hogy f(0) = —3, mig

x # 0 esetén (x # 3 mellett) kapndnk f el6bbi alakjdt. Ekkor tehdt az
f fliggvény

13 3—x

1 222—3x445 ,ha 2 #0,3
{ -3 yha =0

alaku.
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21. Feladat
Hatérozzuk meg az f : R\ {0,1} — R fiiggvényt, ha teljesiti az

f(w)+f<\"/xnx;1> = VIFam (2 #0.1)

fliggvényegyenletet, ahol n paratlan természetes szam.

Megoldas
Ha tekintjiik a ¢(z) = 2™ (x € R) fiiggvényt (ahol n paratlan) gy ez
invertdlhatd, és p~1(x) = /x (v € R).

Az f ismeretlen fliggvény argumentumaban szerepld

(=" 0 g2 09)(x) alakd, ahol gy(z) = &2 (2 #0). Az {x,

mar korabban vizsgalt {x, xT—l’ 1%} csoport két eleme, {gy (ahogyan

n:ltfl

fliggvény

par a

x—l

ezt mar megjegyeztiik) ha g3(z) = 1, gy az { K/ i/ }
— xn

harmas is csoport lesz.

Alkalmazhaté tehat a kovetkez6 ismert eljaras. Helyettesitsiink egyen-

:rfl

-t ugy kapjuk az

nlx?—1 " 1 )22 =1
f( xn>+f< 1_33”)— — @eRr\{0.1)

fliggvényegyenletet.

letiinkben x helyére ¥

Ha pedig az eredeti egyenletben az x —

agy az

helyettesitéssel éliink

1— mn

f(" — >+f(x)= i @eR\{0,1)

x’ﬂ

egyenlet.
Ha a minden = € R\ {0, 1}-re teljesiils
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() (1) =
F(yf2e) + 1@ = /a5

egyenletrendszer megoldhaté az f(z), f ( r "“’"”1>, I ( ¢ _lwn> isme-

™ 1

retlenekre, gy megkaphatjuk a feladat megoldasat.

Elébb f ( v/ 17175”) kifejezése a harmadik egyenletbél, majd a kapott for-

mula segitségével f <,"/ ””7;;1) kifejezése a méasodik egyenletbdl, s végiil

ennek felhasznaldsa az elsé egyenletben adja, hogy

f(x)_;<m+ K/Q‘x”— \1/%;;1) (x € R\ {0,1}),

1—zn
ami teljesiti a feladat fliggvényegyenletét.

Keressiink most olyan {g1(x),ga2(z), g3(x), ga(x)} négyeseket, hogy
g1(z) = z és legyen a négyelemii halmaz csoport vagy félcsoport az

Osszetett fliggvény képzés miiveletére. Altalanos megjegyzéseket itt mar
r—1 1 z+1
"z4+1 T l—m}’

{z,1—2,0,1} és < =, —2, 2, —1} négyesek koziil az els6 csoportot a mésik
xT

nem tesziink, de példaul konnyen belathatd, hogy a {:c

kett6 félcsoportot alkot.

Nézziink néhany feladatot, melyeknél ezt a tényt felhasznélhatjuk.
22. Feladat

Az f:R\ {0,—1,1} — R fiiggvény teljesiti az

rz—1
r+1

zf(x)+2f< > =1 (zeR\{0,-1,1})

fiiggvényegyenletet. f(z) =?

Megoldas

A szokdsos médon, az x — 2 = ga() helyettesitéssel kezdve kapjuk az
1j _% = g3(7), majd az x — —% = g3(x) helyettesitéssel az % = ga(x)
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argumentumot, igy az eredeti egyenletben még az z +— % = ga(x)

helyettesitést is végre kell hajtani, s akkor mar a gs (g4(z)) = 7 adédik.
Az eredeti egyenlet, illetve az ebbdl a fenti helyettesitéssekkel kapott
hérom 1j egyenlet adja az

linedris egyenletrendszert az f(x), f (i—ﬁ), f(=2). f %) ismeretle-
nekre. Az eliminaciét a negyedik egyenlettel kezdve, ,,felfelé” haladva,

harom 1épésben kapjuk, hogy
1 8 2 (x+1)(2x+1)

15z 15+T5—$($—1) (.’L‘ER\{O,—l,l}) .

flx) =—

Kevés szamolassal megy6zodhetiink, hogy ez megoldasa a feladat egyen-
letének.

23. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti a

2f(x)+ fA—2)=3-2f(1) (zeR)
fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
Egyenletiinkben a g1(x) = x,g92(x) = 1 — x és g3(z) = 1 fliggvények
szerepelnek f argumentumédban (azaz az egyik fliggvény konstans).

Az z — 1 — x = go(x) helyettesités nem ad 1j argumentumot, de az
f(z), f(1—x) és f(1) ismeretlenekre csak két egyenletiink van.

Folytassuk az x — 1 = g3(x) helyettesitéssel az eredeti egyenletben, igy
kapunk egy j, a g2 (¢93(z)) = 0 = g4(x) argumentumot. Most hdrom
egyenletiink lesz az f(z), f(1 —x), f(1), f(0) ismeretlenekre.

Végill az x — 0 = g4(z) helyettesitéssel az eredeti egyenletbdl olyan
egyenletet kapunk, melyben nem szerepel 1j argumentum.
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Osszefoglalva: az eredeti egyenlet és az abbdl az z — 11—z, majd z — 1,
majd x — 0 helyettesitéssel kapott egyenletek a

2f(x) + f(1 —2) =3 —=zf(1)
2f(1—2) + f(x) =3 - (1 —x)f(1)
2f(1) + f(0) =3 = f(1)
2f(0)+ f(1) =3

egyenletrendszert adjédk az f(z), f(1 — z), f(1), f(0) ismeretlenekre
barmely x € R esetén.

A harmadik és negyedik egyenlet csak az f(0) és f(1) ibmeretleneket
tartalmazza, amibdl egyszeriien adédik, hogy f(1) = %, f(0) =

Ekkor, f(1) = 2 mellett tekintsiik az elsé két egyenletet az f(a:) és
f(1 — z) ismeretlenekre, a megoldas

6 — 3x

fla) ==

(zeR),

ami teljesiti az eredeti egyenletet, hiszen
2f(z) + f(1 —x) = 2832 ¢ W =3— 22 =3—2f(1) bérmely
z € R esetén.

24. Feladat
Az f: R\ {0} — R fiiggvény teljesiti az

=21+ 1 (-2) et =5 (620

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas

Az f argumentuma&nak fliggvényei az {x, —%, 2, —1} fentebb jelzett négy-
elemi félcsoport tagjai.

Az eredeti egyenlet és az ebbél x — —%, majd x — 2, végill z — —1
helyettesitéssel kapott hiarom egyenlet adja (bdrmely x € R\ {0}-ra) az

(x=2)f(z) + f(=2) —xf(2) =5
(—2-2)f (- 2)+f(ﬂc)+%f(2)=5
f(=1)=2f(2) =

1
=3f(=1)+2f(2 )
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egyenletrendszert az f(z), f (72), f(2), f(—=1) ismeretlenekre.

x

Az utolsé két egyenlet azonnal adja, hogy
f(=1) = f(2) = =5. f(2) = —5-6t az elsd két egyenletbe helyettesitve
egyszerd szamolas adja, hogy

f@)=-5 (zeR\{0}),
ami megoldasa a feladat fliggvényegyenletének.
Gyakorlé feladatok
1. Az f: R — R fiiggvény teljesiti az
G-—z)f(x)+zf(6b—2)=5 (reR)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
2. Az f:R\ {-2} — R fiiggvény teljesiti az

—2x —2

f(x)+mf< 3+ 2

>:x+1 (xeR\{—%})

fiiggvényegyenletet. f(x) =7
3. Az f: R — R fiiggvény teljesiti az
5f(z7) +3f(—2") =4z (z€R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7

4. Az f:R\ {—1} — R fiiggvény teljesiti az

a:f(2x—|—1)+f< >:x—2 (xeR\{—%})

2z +1
fiiggvényegyenletet. f(z) =7
5. Az f:R\{-5,0,2} — R fiiggvény z € R\ {0,2, 2} esetén teljesti
f< x >x+3f< x+3 >:c22x2
z—2 2 -3z +5 T

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
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10.

11.

. Az f: R\ {0,-3} — R fuggvény teljesiti az

-3z -9
T

f(x)+f( ):2x+3 (z € R\ {0, 3})

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
Az f: R — R figgvény teljesiti az

rz+1
1—=z

2f(a) +of (T51) =5 (@eR\ (1)

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

. Az f:R\{0,1} — R fliggvény teljesiti az

f(m””l) +af (i) —2 (zeR\{0,1})

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

. Az f: RT — R fiiggvény teljesiti a

lg(1—10%) f(z) —2zf (1g(1 —10%)) =1 (z<0)

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
Az f: R — R fuggvény teljesiti az

1

f(fv)+f<3 13) =z (zeR\{1})

fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Az f: R\ {0,1} — R fliggvény teljesiti az

f<x>+f<” ”””) — YTta" (zeR\{0,1})

x'fb

fiiggvényegyenletet, ahol n € N paratlan. f(x) =7



12.

13.

14.

Az f:R\{-2,1, %} — R fliggvény teljesiti a

1 —2x+3 13z — 422
2 _— — =
f(l—a:) 3f< T +2 > 2z — 3

fiiggvényegyenletet (z € R\ {-2,1,2}). f(z) =?

Az f: R\ {1,2} — R fuggvény teljesiti a

1 3xr—4 22
f(it1)+f<;_2>+(2:c)f(2x+5)2_1

(x € R\ {1,2}) fiiggvényegyenletet. f(x) ="
Az f: R — R fliggvény teljesiti a
3f(x) +zf(3—xz)+xf(3) =5 (zeR)

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
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C) Tobbvaltozés fiiggvényegyenletek
megoldasa helyettesitésekkel

Ebben a fejezetben olyan, egyvaltozos fliggvényre teljestilé, tobb
fliggetlen véltozot tartalmazé fiiggvényegyenleteket vizsgalunk, melyek
a véltozok specidlis megadasiaval (helyettesitésével) egy, illetve dltaldban
tobb 1épésben megoldhatdk. Altaldnos eljaras ugyan ezeknél a viszonylag
specialis tipusi egyenleteknél sincs, de tobb esetben megvizsgaljuk, hogy
milyen kézenfekvo otletek kindlkoznak, illetve vezetnek eredményre.

Az itt tekintett egyenlettipusok olyanok lesznek, hogy a benniik szerepld
ismeretlen fiiggvényre nem tesziink korldtozast, nem koveteliink meg
példaul folytonossdgot vagy mas ,j6” tulajdonsagot.

A rdhangolédas miatt elészor olyan egyszerii feladatokat vélasztunk,
amikor mar egy specidlis helyettesités is megadja a fliggvényegyenlet
megoldasat.

1. Feladat
Legyen f: R — R olyan fliggvény, mely teljesiti az

flay) =y f(2) (v,y €R) (1)

fiiggvényegyenletet, ahol k € N rogzitett. Hatarozzuk meg f-et.

Megoldas

Lathatd, hogy a jobb oldalon az y nem szerepel az f argumentuméban,
mig a bal oldalon f-et az xy helyen tekintjiik, igy az x specialis valasztasa
reménykeltd lehet. Miutédn pedig (1) z = 1-re is teljesiil, végezziik el ezt
a helyettesitést, s azt kapjuk, hogy

f) =y"f(1) (yeR),

azaz egybdl megkaptuk f értékét barmely (y € R) esetén. Egyszeriien
ellendrizhetd, hogy f(1) = ¢ barhogyan véalaszthatd, igy (1) megolddsa

f(@) = cr* (2 €R) (2)

alakt, ahol ¢ € R tetszoleges konstans, hiszen

flay) = c(ay)® = y¥(ca®) =" f(2) (z,y €R)
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miatt a (2) alaku fiiggvények valéban teljesitik (1)-et.

Itt egyetlen, az x = 1 helyettesités adta az egyenlet megoldasat.

2. Feladat

Melyek azok az f : R — R tipusu fiiggvények, amelyek teljesitik az

" fly) =y"f(z) (z,y €R)
fliggvényegyenletet?

Megoldas
Ha létezik 0 # yo € R, hogy f(yo) = 0, akkor egyenletiink adja, hogy
yo f(z) = 2™ f(yo) =0, azaz f(x) =0 (x € R), ami nyilvdn megoldasa a
feladatnak.

Ha barmely 0 # z € R esetén f(z) # 0, akkor egyenletiinkben y = 1-et
helyettesitve

flz) = f()z" (z€R),

adédik, ahol f(1) # 0. A kapott f fliggvény valéban teljesiti egyen-
letiinket f(1) # 0 tetszbleges valasztasa mellett.

Ezeket Osszefoglalva: a feladat fiiggvényegyenletét az
f(x) =cz™ (z €R)

figgvények teljesitik, ahol ¢ € R tetszbleges konstans.

3. Feladat
Az f: R — R fliggvény teljesiti az

af(y) +yfx) = (@* +y*) f(2)f(y) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
Az egyenlet az z = y = 1 helyettesitéssel adja, hogy 2f(1) = 2 (f(1))* <
JO M) =1) =0« f(1) =1vagy f(1) =0.

Ha f(1) = 0, 4gy az egyenletbdl az y = 1 helyettesitéssel
f(@) =0 (z eR)

kovetkezik, ami megoldas.
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Ha f(1) =1, akkor az y = 1 helyettesités x € R esetén adja, hogy
r+ f(z)= (2> + 1) f(x) & z=22f(z) &z (zf(z) —1)=0.

Ha x # 0, ugy az utébbi egyenlet adja, hogy
(x €R).

Ha z = 0, ugy legyen f(0) = ¢, ahol ¢ € R konstans. Megmutatjuk,
hogy az

Q8=
N
&
[HNIN
=]
==

)= {

fliggvény barmely ¢ € R esetén megoldédsa a fliggvényegyenletiinknek.

Ha xz,y € R és x,y # 0, dgy

zf(y) +yf(x) =

< |8

azaz teljesiil egyenletiink.

Ha 2 =y = 0, akkor 22 + 4% = 0, igy
zf(y) +yf(x)=0-c+0-c=0-c=0-c2 = (2 +y*)c-c=

= (2® +y*) f(2)f(y) -

Ha x =0,y # 0, akkor

£ () + yf (@) = yf(0) = ye = yc- i = (04 ) F(0)f(y) =

= (2 +y*) f(2)f(y) -

Az x # 0,y = 0 eset ugyanigy ellenérizheto.

4. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti az

2 f(y) +y* f(2) = (@ +y)f(2)f(y) (z,y €R)
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fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
Az x = y = 1 helyettesitéssel kapjuk egyenletiinkbél, hogy

2
2f()=2(f(1))" « M (FA) -1 =0 f1) =0V f1)=1.
Ha f(1) = 0, akkor az y = 1 helyettesités adja, hogy
fx)=(@+1)f(x) - f(1) = f(z) =0 (z €R).
Az f(x) =0 (x € R) fliggvény megolddsa egyenletiinknek.
Ha f(1) = 1, tigy az y = 1 helyettesités adja, hogy = € R esetén
2? + f(z) = (2 + 1) f(z) & of(z) =2® &z (f(z) —2) =0.

gy ha z # 0, akkor f(z) = z. Legyen f(0) = ¢. Megmutathat6, hogy
az

[z ,ha x#0
f(x)—{ vha =0

c

fliggvény is teljesiti fiiggvényegyenletiinket barmely ¢ € R esetén, hiszen:

x # 0,y # 0 esetén

2? fly) +y*f(z) = 2%y + 2y® = (z + y)ay = (¢ +y) f(2) f(y) ;
=0,y # 0 esetén

2 f(y) + v f(z) = yPc= (0 +y)ey = (x +y)f(2) f(y) ;

x # 0,y =0 esetén

2? f(y) + 42 f(z) = 2%c = (x + 0)zc = (z +y) f(2) f(y) -

5. Feladat

Hatarozzuk meg az f : R — R fiiggvényre teljesild

flz+y)=fly)+z (z,y €R) (3)

fliggvényegyenlet megoldasat.

Megoldas

A jobboldalon itt is csak az egyik valtoz6, most az y szerepel f argumen-
tumaban. Ez a tény és az, hogy a bal oldalon x+y alaku f argumentuma
sugallja az y = 0 helyettesitést (3)-ban. Ekkor kapjuk, hogy

f@)=f0)+z (z€R),
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azaz [ el6éllitdsat. Mivel pedig barmely f(0) = a vélasztdssal
flety)=F0)+ (@ +y) = (f0) +y) +o = f(y) +z (z,y € R),
igy (3) altaldnos megolddsa
fz)=z+4+a (x €R),

ahol a € R tetszoleges konstans.

Itt is egyetlen helyettesités adja a megoldast.

6. Feladat

Hatarozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyek teljesitik az
fl@+y) = flx—y) =4y (z,y €R) (4)

fliggvényegyenletet.

Megoldas

Most az x vagy az y specidlis valasztasa nem tiinik eredményesnek.

Ugyanakkor, mivel csak x + y és « — y szerepel f argumentumaban, ha
az x = y valasztassal éliink, ugy a bal oldal méasodik tagja konstans lesz.
Elkeriilendé az ijabb helyettesitést, legyen (4)-ben x =y = %, igy

f&) =1+ f(0) (z €R)

adddik.
f(0) barmilyen vélasztdsa mellett, ezen f-re és z,y € R esetén

fl@+y) = fla—y) = (@+y)*+ f(0) — (z —y)* — f(0) = 4ay,
azaz teljesiil (4), igy az dltaldnos megoldds
f(@)=2"+a (z€R),

ahol a € R tetszoleges konstans.

A megoldést itt is egyetlen helyettesitéssel kaptuk, de ez az el6z6ektél
eltérd jellegl volt.

A 3. és 4. feladatokban szerepld egyenletek a
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H(f(x—l—y%f(m—y),f(:l:)f(y),x,y):0 (.’)LyER) (H)

tipusba sorolhatdk, ahol f az ismeretlen (keresett) fliggvény, mig H :
RS — R tipusi adott fiiggvény.

Ha itt y = 0-t helyettesitiink azt kapjuk, hogy
H (f(x), f(z), f(x), £(0),%,0) =0 (z € R) (H)

Ha ez az egyenlet megoldhaté f(x)-re (erre mér lattunk példat), tgy a
kapott megoldds megoldésa lesz (H )-nak is, mely legfeljebb egy szabadon
vélaszthaté konstanst tartalmaz. Ez a konstans a (H')-ben szerepld f(0)
miatt lehet, de az aldbbi példdk mutatjdk, hogy f(0) nem vélaszthatd
mindig tetszolegesen.

7. Feladat
Hatarozzuk meg azon f: R — R fliggvényeket, melyek teljesitik az

@ =9l +[f@+y) f@) = (@ —y)’ +2[fz+ )] (2,9 €R)

fliggvényegyenletet.

Megoldas

Egyenletiink (H) tipusi. Prébalkozzunk az y = 0 helyettesitéssel; ekkor
@) + (@) f(2) =2 + 2 [f(2)] (z€R)

illetve 5 )
[f(@)]” = + [f(2)]" (f(x) —2) =0 (z €R)

kovetkezik, mely az a® — b = (a — b)(a® + ab + b?) azonossig fel-

hasznalasaval {rhaté az

(f(2) = 2) ([f@) +2f(@) +2* + [f@)) =0 (z € R)

alakba. Egyszeriien belathaté, hogy x # 0-ra a masodik tényez6 nem
zérus, igy f(z) =2 (x € R\ {0}). De x = y = 0-val az egyenlet adja,
hogy f(0) =0, ezért f(z) =z (z € R).

8. Feladat
Hatarozzuk meg azt az f : R — R fliggvényt, melyre teljesiil az

flz+y)+cos(x —y) =2f(2)f(y) (z,y €R) (5)
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fliggvényegyenlet.

Megoldas
Ismeretes, hogy az f(z) = cos(z) (x € R) teljesiti a

cos(x + y) + cos(z — y) = 2cos(x)cos(y) (z,y € R)
azonossagot, s igy a fiiggvényegyenletiinket. Megmutatjuk, hogy (5)-nek
nincs mas megoldéasa.

(5) a (H) tipusba tartozik. Eljiink az y = 0 helyettesitéssel, tigy kovetkezik
f(z) +cos(z) =2f(0)f(z) (z €R),

illetve a vele ekvivalens

F(@) [2£(0) = 1] = cos(a) (x € R) (6)

egyenlOség.

2f(0) — 1 # 0, mert ha 2f(0) — 1 egyenld lenne 0-val, tgy a (6)-bdl
x = 0-val kovetkez6

fO)[2£(0) =1] =1 (7)

nem &allhatna fenn, hiszen 0 # 1.

Ugyanakkor egyszertien kovetkezik (7)-bél, hogy f(0)-ra
f(0) =1 vagy f(0) = —3

lehetséges. Ezt és (6)-ot felhaszndlva kapjuk, hogy

f(z) =cos(z) (x €R)vagy f(z) = —3cos(z) (z €R).
Az f(z) = —3cos(z) (z € R) fiiggvény azonban nem teljesiti az (5)
fiiggvényegyenletet, igy egyediili megolddsa az f(x) = cos(z) (z € R)
fliggvény.
9. Feladat
Adjuk meg az

flx—y)=f@)f(y) (z,y €R) (8)

fliggvényegyenletet teljesité f : R — R fliggvényeket.

Megoldas
(8) is (H) alaki és ebbél az y = 0 helyettesitéssel
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f(z)
flx) =
Ha f(0) # 0, akkor a (8)-bdl az x = y =
£(0) = [£(0)]” egyenléség adja, hogy f(0) = 1.
Ha f(0) = 1, tgy (8)-bdl z = 0 helyettesitéssel

f(=y) = F0)f(y) = f(y) (yeR)

kovetkezik, azaz ekkor f paros fliggvény.
Végiil (8) z = ynal adja, hogy [f(z)]* = f(0)

v = —y = Lesetén f(t) = (%) (%) :
f(@) =1 (x € R) kovetkezik, ami megolddsa (8)-nak.
(8) megolddsai tehat az

f@)f(0) (z € R) kovetkezik, s ez f(0) = 0 esetén adja, hogy
0 (z € R), ami megoldasa (8)-nak.

0 helyettesitéssel kapott

f(x)=0 (z€R) és f(x)=1 (z €R)
fliggvények.
10. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti az
fl@+y)=f@)f(y) —a (z,y €R)
fiiggvényegyenletet, ahol 0 # a € R adott. f(z) =7

Megoldas
Az x =y = 0 helyettesitéssel £(0) = [f(0)]> — a adédik az egyenletbdl,
ami akkor és csak akkor teljestil, ha

£(0) = 1:l:\/21+4a.

Ahhoz, hogy f(0) € R legyen a > —7 kell, hogy teljesiiljon. Masrészt a
feltétel miatt a # 0, igy £(0) # 1 (hiszen f(0) = £ — 1 akkor és
csak akkor, ha a = 0).

Az egyenlet az y = 0 helyettesitéssel adja, hogy
f(z) = f(2)f(0) —a (z €R),
amibdl f(0) # 1 miatt kovetkezik, hogy

a _1:|:\/1+4a

1@ =so=1 2

(x €R).
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Egyszer(i szamolds adja, hogy az f(z) = 1 i+ie V21+4“, illetve f(x) =

= l=ylida V21'M“ (z € R) fiiggvények valoban teljesitik fliggvényegyenletiin-
ket.

Megjegyzések

1. Ha a = 2, Ugy csak az f(x) =2 és f(x) = —1 (x € R) fiiggvények
teljesitik az

fle+y)=f2)f(y) -2 (z,y €R)
fliggvényegyenletet.

2. A feladat fliggvényegyenlete a = 0 esetén az

flx+y)=f@)f(y) (v,y €R)

ugynevezett Cauchy exponencidlis egyenlet. Ennek vizsgalatara
kés6bb visszatériink, s latni fogjuk, hogy megolddsa lényegesen
bonyolultabb.

11. Feladat
Az f: R — R fuggvény teljesiti az

fl@+y)=f@)fy) - f@) - fy) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
Egyenletiink irhaté a vele ekvivalens

fle+y)—1=f(2)f(y) — flx) = fly) +1 -2 (z,y €R)
illetve az
fle+y)—1=(f(x) = 1) (fly) - 1) -2 (z,y €R)

alakban is.

Utébbi mutatja, hogy a
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szerint definidlt fiiggvény teljesiti az el6z6 feladatot kovetd 1. megjegyzés
fliggvényegyenletét. Ezért csak

g(x) =2, vagy g(z)=-1 (z€R)
lehetséges.
Ebbdl pedig, g definicidja miatt kapjuk, hogy
fl)=3, vagy f(z)=0 (z€R),
melyek valoban teljesitik a feladat fliggvényegyenletét.

Megjegyzés
Vizsgalhaté az altalanosabb

flae+y)=f@)f(y) —bf(x) —bf(y) —a (z,y €R)
fliggvényegyenlet is az f : R — R fliggvényre.

Ez b =1, a = 0 mellett adja a feladat, mig b = 0 mellett az el6z6 feladat
fliggvényegyenletét.

Varhaté persze, hogy csak bizonyos, az a-ra és b-re tett feltételek mellett
létezik megoldas az f : R — R tipusu fiiggvények korében.

12. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti az

fla+y) =[f@)]"+fy) (z,y€R)
fiiggvényegyenletet, ahol n € N, n > 1 rogzitett. f(x) =7

Megoldas
Egyenletiink az x = y = 0 helyettesitéssel adja, hogy
F0) = [f(0)]" + £(0), azaz f(0) = 0 teljesiil.

Az y = 0 helyettesitéssel kapjuk egyenletiinkbdl, hogy

£(o) = [F@)" azaz £(z) ([F@)"" ~1) =0.

Ha n = 2k, akkor

f(@) ([f(gg)]%i1 - 1) =0, azaz f(z) € {0,1} barmely z € R esetén.

Ha létezik g € R, hogy f(xo) = 1, akkor egyenletiinkbdl az = y = x¢
helyettesitéssel kapjuk, hogy

fQ2wo) = [f(z)]" + f(w0) =2,
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ami ellentmondds, hiszen ekkor f(2z¢) ¢ {0,1}.
Igy n = 2k mellett csak az

f@)=0 (zeR)

lehet egyenletiink megoldasa, ami valéban megoldas.

Ha n = 2k + 1, akkor

@) (i@ 1) =0 & s { () -1} =0

k-1 2

& 1@ U@ -1) (@)™ + (@P) "+ +1) =0

< f(z) = 0 vagy f(z) = 1 vagy f(z) = —1. Tehdt barmely z € R-
re f(z) € {0,1,—1}. Ha létezik ;7 € R, hogy f(z1) = 1, akkor az
el6bbiekhez hasonléan kapjuk, hogy f(2z1) = 2, ami ellentmondds. Ha
létezne xo € R, hogy f(x2) = —1, akkor egyenletiink adja, hogy f(2z1) =
= (—1)%*! — 1 = —2, ami szintén ellentmondés.

gy n = 2k + 1-re is csak az f(x) =0 (z € R) lehet megolds.

Osszefoglalva: barmely n € N, n > 1 mellett a feladat fiiggvényegyenle-
tét csak az f(x) =0 (z € R) fliggvény teljesiti.

Megjegyzés
A feladatban szerepld fliggvényegyenlet n = 1 esetén az

flz+y)=fl2)+ fly) (z,y €R)

Cauchy-alapegyenletet adja, melynek lényegesen bonyolultabb megolda-
sara még visszatérink.

13. Feladat
Az f: R — R fuggvény teljesiti az

fla+y) =@+ /@) (v.yeR)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
Megoldas
Az x = y = 0 helyettesitéssel egyenletiink adja, hogy f(0) = 2 [f(O)]Q7
azaz f(0)[2f(0) —1] = 0, ami csak ugy lehetséges, ha f(0) = 0 vagy
£(0) = 3.
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Ha f(0) = 0, akkor a feladat fuggvényegyenletébdl az y = 0 helyettesi-
téssel f(z) = [f(2)]?, azaz f(z)[f(z) —1] =0 (z € R) kovetkezik, gy
f(x) € {0,1} barmely x € R-re. Ha létezik xg € R, hogy f(zo) = 1,
akkor az © = y = =z helyettesités adja, hogy f(2z¢) = 2, ami ellent-
mondas.

Igy f(0) = 0 mellett csak f(z) = 0 (x € R) lehet a feladat megoldésa, s
ez valéban az.

Ha f(0) = %, ugy egyenletiink az y = 0 helyettesitéssel adja, hogy

f@) =[S+ @eR),

amibdl kovetkezik, hogy

112
[f(x)—2] =0 (x eR),
s ez akkor és csak akkor teljesiil, ha f(z) = 1 (z € R) . Ez a fiiggvény

valéban teljesiti fliggvényegyenletiinket.

Osszefoglalva: a feladat megoldésai az

(z € R)

M| —

f(@) =0 (zeR)és f(z) =

fliggvények.

Megjegyzés
A feladat altaldnosithaté gy, hogy az

faty)=@]" +[fW]" (z,y €R)
fliggvényegyenlet f : R — R megoldasait keressiik.

Ekkor is kovethetjiik a fenti médszert. f(0) lehetséges értékei egyszertien
adddnak, az f(0) = 0-hoz tartoz6 megoldés is.

Az f(0) = %\1/5 illetve f(0) = —%\1@ esetén specidlis n-edfoki egyen-
letek adédnak, melyek vizsgalata til megy a kozépiskolai tananyagon.
Ha a megjegyzés fliggvényegyenletét olyan f : R — R fiiggvényre akarjuk
megoldani, melyre f(0) = 0, gy az a kozépiskolds tananyag eszkozeivel
elvégezhetd.
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n = l-re most is a Cauchy-alapegyenletet kapjuk.
Egy madsik kindlkoz6 mddszer (H) megolddsdnak meghatérozdsira

az, hogy (H)-bdl az x = 0,y = ¢, illetve x = 0,y = —t helyettesitéssel
kapott

f(t),0,t
H(f(—t)7f(t),f(O),f(—t),O, _t) =0 (t € R)

egyenletrendszert vizsgaljuk.

{ H(f(t)af(ft)vf(o), (t) 0, ):0 (tGR)

Ha ez f(—t) elimindldsa utdn megoldhatd f(¢)-re, gy f(¢) kapott alakja
az egyediili lehetséges megolddsa (H)-nak. A megoldds legfeljebb egy
tetszoleges konstanst tartalmaz.

14. Feladat
Hatarozzuk meg az

flz+y)+2f(x—y)-3f(z) —y=0 (z,y €R) 9)

fliggvényegyenlet f : R — R megoldésat.

Megoldas
A (9) ((H) — tipusi) egyenlet megolddsat kiséreljitk meg az utébb java-
solt helyettesitésekkel.

Az x =0,y =t, illetve x = 0,y = —t helyettesitésekkel kapjuk (9)-bél a

{ f@)+2f(—=t) =3f(0)—t=0 (t€R)
f(=t) +2f(t) =3f(0)+t=0 (teR)

egyenletrendszert az f(t) és f(—t) ismeretlenekre.
Ennek megoldéséara f(t)-re (az f(—t) eliminaldsa utan)
ft)=f0) -t (teR),
ami f(0) barmilyen valasztasa mellett teljesiti (9)-et, mert
fle+y)+2f(z—y) =3f(z) -y =

=f0)—xz—y+2f(0)—224+2y—3f(0)+3z—y=0.
Igy (9)-et csak az
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flx)=c—2a (z €R)
fliggvény teljesiti, ahol ¢ € R tetsz6leges konstans.

15. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti az
f@) +fla+y) =2f(y) +2f(x—y)+y—4 (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(xz) =7
Megoldas
Egyenletiink is (H) alaki. Tovdbba az x = y = 0 helyettesités adja,

hogy f(0) = 2. Prébéalkozzunk most is az x = 0, y = ¢, majd az x = 0,
y = —t helyettesitéssel. Akkor f(0) = 2 miatt, rendezés utan kapjuk az

f)+2f(—t) = —t+6
{ 2f(t) + f(=t) =t +6

egyenletrendszert barmely ¢ € R esetén az f(t), f(—t) ismeretlenekre. A
megoldas egyszeriien adddik és kapjuk, hogy

f)=t+2 (teR).

Ez a fiiggvény valdban teljesiti feladatunk fiiggvényegyenletét, igy csak
az

flz)=2+2 (z €R)
fliggvény a fliggvényegyenlet megoldasa.

16. Feladat
Az f: R — R fliggvény teljesiti az

f@)f@+y)=[f@P [f@ -y e (2,y €R)
fiiggvényegyenletet, ahol a € RT, a # 1 adott. f(z) =7

Megoldas

Ha azt is feltettiik volna, hogy f(z) > 0 (z € R), gy a

g(z) = log, f(z) = = — 2, illetve f(z) = a® 2 (x € R) kovetkezne, ami
megoldasa egyenletiinknek.

Ha nincs korldtozas f(z) eléjelére, tigy a probléma nehezebb.

Az x = y = 0 helyettesités adja az [f(O)]2 = [f(O)]4a4 egyenlGséget,
azaz [f(0)] <1 —[fO)? a4) = 0, ami akkor teljesiil, ha f(0) = 0 vagy
F(0) = 25 vagy f(0) = — 5.
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Ha f(0) = 0, akkor az y = 0 helyettesitéssel kapjuk egyenletiinkbél,

hogy 2 2 2
[f(@)]" = [fO] [f(@)]"a’ =0 (z €R),

igy f(z) =0 (z € R), ami megoldasa egyenletiinknek.

Ha f(0) = a—g, akkor préobélkozzunk most is az x = 0, y = ¢t majd x = 0,
y = —t helyettesitéssel. Ekkor barmely ¢ € R-re teljesiil az

{ 1010 < U 0o
FOF(=0) = (= [F (@) a+*

illetve az f(0) beirdsa és rendezés utdn kapott

(S0 - UL,
f(=t)a=C = [f)]" [f(=1)]
egyenletrendszer az f(t), f(—t) ismeretlenekre.

Ebbél azonnal kapjuk, hogy f(—t) = f(t)a™2' (t € R), amit az els§
egyenletbe helyettesitve, rendezés utan kapjuk, hogy

FO @ e —1} =0 (teR).
Ezt minden olyan fiiggvény teljesiti, melyre

0 yha te A, t#£0
ft) = (%)
at=? ha teR\ A

ahol 0 ¢ A C R tetsz8leges halmaz.

Ha A = @, gy f(x) = a® 2 (z € R), ami megoldésa a feladat fiiggvény-
egyenletének.

Ha f(0) = —2%, tigy hasonlé szdmolds adja, hogy az

0 hateA, t#£0

f(t) = ()
—a'=? Jha teR\ A

fiiggvény teljesiti az egyenletrendszert, ahol 0 ¢ A C R tetsz6leges hal-
maz.
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Ha A = @, gy az f(z) = —a®"? (z € R) fiiggvény teljesiti egyenletiinket
is.

Egyszertien ellendrizhetd, hogy ha A = R\ Q, gy az

[ +a®? hazeQ
f““‘{o ha z €R\Q

fliggvények teljesitik a feladat fliggvényegyenletét.

Kérdés: milyen A halmazok esetén lesznek a (x) és (xx) szerint adott
fliggvények megoldasai a feladat fiiggvényegyenletének.

Tovabbi lehetséges megoldasi médszert kindl a (H) tipusi egyenletek
megoldasara az

a) x=0y=tixa=ty=2x=2t,y=t;x =y =14,
illetve

b) z=t,y=—-tja=—ty=ta=y=t,x=y=—t
helyettesitéssor.

Az a) esetben az f(t), f(—t), f(2t), f(3t), mig a b) esetben az f(t), f(—t),
f(2t), f(—2t) ismeretlenekre kapunk egy négy egyenletbdl 4ll6 egyenlet-
rendszert. Ezek megolddsa f(t)-re (ha persze létezik) adja (H) megol-
désait.
17. Feladat
Adjuk meg az

flz+y) =2f(x—y) + flz) - 2f(y) =y — 2 (10)

fiiggvényegyenlet f : R — R megolddsait (z,y € R).

Megoldas
A 11. feladatban hasznaltak mellett az elébb vézolt mddszer is alkal-
mazhaté.

Azxz =0y =t;x =t,y=2t;x =2t,y = t;z = y = t helyettesitésekkel
kapjuk barmely t-re az

—f@t) =2f(=t) =t —2— f(0)

F(3) — 27(—t) + f(t) — 2f(2t) = 2t — 2
F(3) — Af(t) + f(2t) =t — 2

£(2

)_
(2t) = f(t) =t =2+ 2f(0)
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egyenletrendszert az f(t), f(—t), f(2t), f(3t) ismeretlenekre, ami megold-
haté f(t)-re.
A megoldds t és f(0) fiiggvénye lesz, de (10)-bél az = y = 0 helyettesités
adja, hogy f(0) = 1.
Végil kapjuk, hogy

f(z)=2z+1 (z €R),
ami valéban megoldésa (10)-nek.

A masik médszer azért lényegesen egyszeriibb lenne.

18. Feladat
Adjuk meg a

2f(x+y) = flx—y) — f(x) +2f(y) =5y + 2 (z,y € R)

fliggvényegyenlet Osszes megoldasat az f : R — R tipusu fiiggvények
korében.

Megoldas
Oldjuk meg a feladatot a 17. feladat elétt javasolt b) médszer segitségével.

Az x = y = 0 helyettesités adja, hogy f(0) = 1. Hajtsuk végre a
fliggvényegyenletben rendre az

r=t, y=—t; r=—t, y=t; r=y=t; z=y=—1

helyettesitéseket, akkor f(0) = 1 felhaszndldsidval — rendezés utdn —
kapjuk minden ¢ € R esetén az

—f(2t) — f(t) +2f(—t) = =5t
—f(=2t) = f(=t) +2f(t) = 5t
2f(2t) + f(t) =5t + 3

2f(=2t) + f(—t) = =Bt + 3

egyenletrendszert az f(¢t), f(—t), f(2t), f(—2t) ismeretlenekre. A har-
madik és negyedik egyenletbél kifejezve f(2t)-t illetve f(—2t)-t és a
kapott értékeket az els6 két egyenletbe helyettesitve egyszertien kapjuk
minden ¢ € R esetén az

—f(t) +Af(—t) = —5t +3
{ Af(t) — f(—t) =5t +3
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egyenletrendszert az f(t), f(—t) ismeretlenekre. Ennek létezik megoldésa,
és a kapott

f)=t+1 (teR)
fliggvény teljesiti is a feladat fliggvényegyenletét.

Megjegyzés
A feladat megoldhaté az x = 0, y = t; x = 0, y = —t helyettesitésekkel
is.

Létni fogjuk, hogy érdekes (H)-nak az a specidlis esete, amikor az
egyenletben nem szerepel az f(y), vagyis az

H(f(x—l—y),f(x—y),f(x),x,y)=0 (x,yER) (HH)

alaku.

Persze ekkor is hasznalhatok esetleg az elébb vazolt lehetéségek, de
adédnak olyanok is, amelyek az dltaldanos esetben nem miikodnek.

Egy ilyen 1j dltaldanos lehet6ség (H H) esetén az

x =0,y =t;x=ty=2tx =ty = —2t helyettesitéssel az f(t), f(—t)
és f(3t) ismeretlenekre kapott egyenletrendszer megolddsa f(t)-re, ameny-
nyiben egyéltalan megoldhaté az egyenletrendszer.

19. Feladat
Az f: R — R fiiggvény teljesiti a

2f(x+y)+ fx —y)=3f(z) +y (z,y €R)

fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas

Egyenletiink (H H) alaki. Prébédlkozzunk az el6bb javasolt lehetdséggel.
Egyenletiink az x =0,y =t, majd x =t,y = 2t, végilazx = t, y = —2t
helyettesitéssel adja barmely ¢ € R esetén a

2f(t) + f(=t) = 3f(0) +¢
2f(3t) + f(—t) = 3f(t) + 2t
2f(=t) + f(3t) = 3f(t) — 2t

egyenletrendszert az f(t), f(—t), f(3t) ismeretlenekre.
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A harmadik egyenlet rendezéssel az
F(3) = 3f() — 2f(—1) — 2 (tE€R)

alakba frhat6. f(3t) ezen el6dllitasat a masodik egyenletbe helyettesitve,
kevés szamolés adja az

ft)=t+f(0) (teR),

ami f(0) tetszOleges valasztdsa mellett teljesiti is a feladat fuggvénye-
gyenletét. Igy f(x) = x4+ ¢ (x € R), ahol ¢ € R tetsz6leges konstans a
fliggvényegyenlet megoldasa.

A kovetkezd feladatban szerepld (HH) tipusi specidlis egyenletnél
azonban ez nem adna eredményt, igy valamilyen specidlis helyettesitést
kell keresni.

20. Feladat
Oldjuk meg az

fl@+y) + f(@—y) =2f(z)cos(y) (z,y €R) (11)

fliggvényegyenletet az f : R — R fliggvényre.

Megoldas

Miutdn f(z) egyiitthatéjdban szerepel cos(y), melyre cos§ = 0, igy re-
mélhetjiik, hogy a helyettesitésekben szerepe lehet a F-nek (ha példdul
y = 5, ugy a jobb oldal 0 lesz).

Hasznalva az

r=0,y=tr=75+t,y=5;x =75,y = 5+t helyettesitéseket (11)-ben,
kapjuk barmely ¢ € R esetén az

f()+ f(=t) = 2f(0)cos(t)
ft+7m)+ f(t)=0
fE+7)+ f(—=t) =2f (5) cos (5 +t) = —2f (5)sin(t)

egyenletrendszert az f(t), f(—t), f(t + m) ismeretlenekre. A mésodik és
a harmadik egyenlet kiilonbsége adja, hogy barmely ¢ € R esetén

F(t) = f(=t) =27 (5 ) sin(t)
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Ezt az egyenletrendszer els6 egyenletéhez adva azonnal kapjuk, hogy

£(t) = f(O)cos(t) + f (5 ) sin(t) (¢ R) .

Egyszerii szamolds adja, hogy f(0) és f (%) tetszOleges valasztasa mellett
ez a fliggvény eleget tesz a (11) fiiggvényegyenletnek, {gy annak dltaldnos
megoldasa:

f(z) = cicosx + cgsinz (z € R)

ahol ¢1, co € R tetszoleges konstansok.

Altaldban, ha egy
flx+y)+ fle—y) = f(@)g(y) + h(z,y) (z,y € R) (12)

alaki egyenletben az f : R — R ismeretlen, a g : R — R és h: R? = R
ismert (adott) fliggvények, tovabba létezik yo € R, hogy g(yo) = 0, akkor
prébalkozhatunk az

=0, y=t; r=t+yY, Yy=Yo; T=Yo, Yy=t+Yo

helyettesitésekkel, s az f(t), f(—t), f(t + 2yo) ismeretlenekre teljesiild
egyenletrendszer megoldasaval.

21. Feladat
Hatarozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyek teljesitik az

fla+y)+ flz—y) =2f(x)(y + 1) + 2zy(3y — 2?) (13)

fiiggvényegyenletet (z,y € R).

Megoldas

(13) nyilvdn (12) tipust, hogy g(y) = 2(y + 1), ami yo = —1-re lesz 0.
Igy az el6bbi megdllapitds miatt végezziik el (13)-ban rendre az
r=0y=tx=t—1,y= -1,z = —1,y = t — 1 helyettesitéseket,
kapjuk az

F@) + f(=1) =2£(0)(1 + 1)
FlE=2)+ f(t) = =2(t = 1)(2t — 2 — 4)
fE=2)+ f(=t) = 2f(=1)t = 2(t — 1)(3t — 4)
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egyenletrendszert barmely ¢ € R esetén az f(t), f(—t) és f(t — 2) is-
meretlenekre.

Az el6zé feladatban haszndlt médszer (a mésodik és harmadik egyenlet
kiilonbségét hozzdadjuk az elséhoz) egyszerlien adja f(t) eléédllitasat az
a= f(0),b= f(—1) jeloléssel az

f&)=t*+tla—b—1)+a (tE€R)

alakban.

Koénnyen beldthatd, hogy ez a fiiggvény csak az a = 0,b = —1 valasztéassal
teljesiti (13)-at, igy annak megolddsa az

f@)=2® (z€R)
szerint adott fiiggvény.

Vizsgéalhatjuk a

X
H (g(xw,g (y) ,g(@,g(y),x,y) —0 (2,9 >0)
egyenlettipust is.

Léthato, hogy ez az x = e*,y = €” (u,v € R) helyettesitéssel, valamint
a f(t)=g(e') (t€R) fiiggvénnyel a

H(f(u—l—v),f(u—v%f(u),f(v),e“,e”) =0 (u,v € R)

egyenletre vezet, ami (H) alakd, {gy az el6bbi médszerek alkalmazhatdk.

22. Feladat
A g:RT — R fiiggvény teljesiti a
glay) +29 () = 39(x) +n(y) (2,5 >0) (14)
fiiggvényegyenletet. g(z) =7
Megoldas

A fiiggvényegyenletbdl kapjuk, hogy az f(t) = g(e') (t € R) fiiggvény
teljesiti az

flz+y)+2f(x—y)=3f(z) +y (v,y €R)
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fiiggvényegyenletet, azaz éppen a (9) egyenletet, amit mar megoldot-
tunk.

A megoldés az f(z) = c—x (x € R) fiiggvény.
Ezutédn mdr egyszeriien megkaphatjuk a (14) egyenlet g megolddsét
g(x) =c—1Inz (x> 0) alakban, ami valéban megoldés.
Most bemutatunk még egy, az el6bbiektdl jellegében eltérd, de egyszerii
helyettesitésekkel megoldhaté feladatot.

23. Feladat
Az f: R — R fliggvény teljesiti az

fle+y) = f@)fla—y)+ fy)fla—2z) (z,y € R) (15)

fiiggvényegyenletet, ahol a € R adott, tovabbad f(0) = % Hatarozzuk
meg f-et.

Megoldas

(15) az © = y = 0 helyettesitéssel adja, hogy f(0) = 2f(0)f(a), igy
fla)=3.

(15)-bél az y = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy
f@)=f(@)f(a)+ f(0)f(a—=) (z€R),
amibél f(a) = f(0) = % miatt kovetkezik, hogy
fla—z)=f(x) (zeR).
Utébbi miatt (15) a
fl@+y)=2f(x)f(y) (z,y€R) (16)

alakba irhaté.

(15) az y = a — « helyettesitéssel, és az elébbiek felhasznéldsival adja,
hogy

azaz
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Végiil (16)-bél az x — %, y+— ¥ helyettesitéssel és az utébbi azonossig

2
felhasznaldsaval

=2 fr (5)f =3 wem

kovetkezik, ami teljesiti (15)-0t.

A feladat egyenletét tehdt csak az f(x) =
jesiti.

% (z € R) fiiggvény tel-

Gyakorlé feladatok

1. Adjuk meg az Gsszes olyan f : R — R fiiggvényt, melyek teljesitik
az

2 f(y) =y*f(z) (z,y €R)

fliggvényegyenletet.
2. Az f: R — R fliggvény teljesiti az
(2* +9°) f (Yzy) = f(2) + f(y) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
3. Az f: R — R fliggvény teljesiti az
fla@ =) =f@) —22f(y) +v* (z.y €R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
4. Az f: R — R fliggvény teljesiti az
ef(y) +yf(a) = (" +y") - f(@)f(y) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet, ahol k € N rogzitett. f(x) =7
5. Az f: R — R fliggvény teljesiti az
e f(y) +y"f(2) = (& +y)f(2)f(y) (2,9 €R)

fiiggvényegyenletet, ahol k € N rogzitett. f(x) =7



88

10.

11.

12.

. Bizonyitsuk be, hogy ha az f : R — R fiiggvény teljesiti az

[f (x;yﬂ? =flx+y)fz—y) (z,y €R)

fliggvényegyenletet, akkor f a konstans fiiggvény.

Hatarozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyek teljesitik
az

fla+y)+ fly—z)—(y+2)f(x) +y(z* —2y) =0 (z,y €R)

fliggvényegyenletet.

. Melyek azok az f : R — R tipusu fiiggvények, melyek teljesitik az

fl+y)+2f(x—y)+ flz) +2f(y) =4z +y (z,y €R)

fliggvényegyenletet.

. Hatérozzuk meg azon f : R — R fiiggvényeket, melyek teljesitik

az
fl@+y) = f)f(y) —bf(x) =bf(y) —a (z,y €R)
fliggvényegyenletet, ahol a,b € R adottak.

Az f: R — R fiiggvény olyan, hogy f(0) = 0 és teljesiti az

fa+y) =@ +[f@F (z,yeR)
fiiggvényegyenletet. f(z) =?
Az f R — R fiiggvény teljesiti az
fleaty)+2f(x—y)=3f(x) -y (z,y €R)
filggvényegyenletet. f(z) =?
Adjuk meg az
fla+y) +fle—y) = (y+2)f(2) +y@@® - 2y) =0 (z,y €R)

fliggvényegyenlet f : R — R tipusd megoldasait.
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13. Az f: R — R fiiggvény teljesiti az
fle+y) +3f(x—y) =4f(2) +2y (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
14. Az f: R — R fiiggvény teljesiti a
3f(z) =2f(z —y) = fx +y) =0 (z,y €R)

fiiggvényegyenletet. f(x) =7
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D) Fiiggvényegyenletek megoldasa az analizis
elemeinek felhasznalasaval

A fejezet feladatainak tobbségénél feltessziik, hogy a fliggvényegyenle-
tekben szereplo fiiggvények folytonosak.

A folytonossag fogalmét visszavezetjik a valds sorozatok konver-
gencidjara. Az f: EF C R — R fiiggvényt akkor mondjuk folytonosnak
az xo € E pontban, ha barmely olyan (z,,), (z, € F) sorozatra, amelyre
nILHOIO x, = xo kovetkezik, hogy nlL»Holo f(zn) = f(zg). f folytonos E-n, ha

barmely xy € E-ben folytonos.

Ez a fogalom vagy szerepel az iskolai oktatdsban, vagy ha nem, dgy a
tehetségesebb tanuldk (de taldn a t&bbiek is) kénnyen befogadjdk.

Sziikségiink lesz annak elfogadtatasara is, hogy barmely x € R valds
szdmra létezik (r,) sorozat, hogy r, € Q (r, raciondlis) és lim r, =

n—0o0
(azaz barmely x valés szdmhoz 1étezik raciondlis szdmok (r,) sorozata,

mely konvergdl x-hez).

Feladataink els6 csoportjaban egyvaltozos fiiggvényekre teljesiilo egy-
valtozés fliggvényegyenletek, a maésodikban egyvaltozos fiiggvényekre
teljesiilo tobbvaltozos egyenletek szerepelnek.

1. Feladat
Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek tel-
jesitik az
f(2z) = f(z) (z€R)
fliggvényegyenletet.

Megoldas
Egyenletiink az x — 3 helyettesitéssel a vele ekvivalens

f@=5(5) @eR)

alakba frhat6, melynek ismételt alkalmazédsdval (pontosabban teljes in-
dukcidéval) kapjuk, hogy barmely n € N esetén

1 =5(3)=1(5) = =f(3) @er.
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Egyszertien belathato, hogy lim 2% =0 barmely x € R esetén. fgy
n—oo

f 0-beli folytonossdga miatt lim f (%) = f(0) = ¢ (x € R) tovdbba
lim f(z) = f(x) (konstans sorozat), ezért kapjuk f-re, hogy

flx)=c (zeR),

ami barmely ¢ € R konstanssal nyilvanvaléan teljesiti a feladat fiiggvény-
egyenletét.

A folytonos fliiggvények koziil tehat csak a konstans fiiggvények teljesitik,
hogy f(2z) = f(z) (z € R).
2. Feladat
Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek tel-
jesitik az

fz+1)=f(z) (z€R)
fliggvényegyenletet.

Megoldas
Egyenletiink az x — %‘1 helyettesitéssel a vele ekvivalens

r—1

r0=1(5) wem

alakba irhaté. Ez az x — IQ;I helyettesitéssel adja, hogy

()1 (5) -1 () wem

Ebbél az z — %*1 helyettesitéssel x € R esetén

) = 7 (20 - g (D) - g (i)

is igaz.

Azt sejtjiik, hogy barmely n € N-re igaz, hogy

z— (27 —1)

o) =1 (5

) (x €R).

Ez teljes indukcidval egyszeriien belathaté.
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Ugyanakkor

-2 -1 1
lim e-(2"-1) = lim (a: Tl 1) = —1 miatt f folytonossdgét hasz-
n—00 2n n—o0 AL

nalva kovetkezik, hogy

, z— (2" -1
)= Jim g (“EEH) < sn) wem).
Egyszertien kapjuk végiil, hogy barmely f(—1) = c konstanssal az f(z) =
= ¢ (z € R) fliggvények megolddsai a feladat fiiggvényegyenletének.

3. Feladat
Hatarozzuk meg az f : R — R folytonos fliggvényeket, amelyek teljesitik
az aldbbi fliggvényegyenletet:

3f(2x+1) = f(z) + 5z (x€R).

Megoldas
z—1

Egyenletiinkbdl az x +— #5= helyettesitéssel a vele ekvivalens

1 z—1 S5x—1
f@=3f (5 )+35 @e®)
fliggvényegyenletet kapjuk.

z—1
2

r—1\ 1,[(z—(22-1) 5z 41— 22
f( 2 )_3f< 92 >+3 92 (z € R)

Ebbdl, ismét az z +— helyettesitéssel

kovetkezik, s igy x € R esetén

1 x—(22-1 504+1—-2 5 x+4+1—22
f( ( >>+ 5

J@) =5 2 3 2 32 22

illetve
f(x)_i (5“(22_1))+5(x+1)(1+1>_5<1+1>
32 22 6 62 3 32/

Ebbdl (vagy az elébbi eljards néhdny ismétlésébdl) megfogalmazhatjuk
a sejtést, hogy barmely n € N esetén minden x € R-re
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z—(2"t1 1
f(z):ﬁf(%)+5(z+1)(%+...+6nﬁ)75(%+...+ﬁ).

Ez teljes indukcidval egyszeriien bizonyithato.

Az €l6z6 feladatban méar hasznaltuk, hogy

lim (”“(2_1)) = f(-1), ey

n—00 2n

i g () =0

Maésrészt ismeretes, hogy |g| < 1 esetén Tiaq" =1 i 7 igy
NGRS IO

és . .
(st E50) -

Ezeket felhasznalva barmely = € R esetén

f(z) = lim f(z) =

n—oo

- 1 1 z—(2"tl-1) ; 1 1 1 1 _
= l]rl;{mf(T + 5(x + 1) E‘Fu.‘#ﬁ -5 §+4.,+W =

11
=5(r+ 1)z —55 =~

Az f(z) =2a — % folytonos fiiggvény valéban megolddsa a feladat fligg-
vényegyenletének.

4. Feladat

Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

fle+y)=fl@)+fly) (z,yeR) (CA)

Cauchy-alapegyenletet.
Megoldas
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e Elészor megmutatjuk, hogy a (CA)-t teljesité f figgvényre barmely
n € N esetén teljesiil, hogy

f(nz) =nf(z) (zecR). (%)
Ez n = 1-re nyilvan igaz.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az &llitas, gy barmely x € R-re

flln+ D] = flnx +a] = f(nx) + f(z) = nf(x) + f(z) =
=(n+1)f(x), azaz (x) n + l-re is igaz.

Igy a teljes indukeié elve alapjan () barmely n € N-re teljesiil.

e Most beldtjuk, hogy f(r) = rf(1) (r € Q) is igaz. (x)-bdl z =1
mellett kapjuk, hogy

f(n) =nf(1) (neN).

Ezt és (x)-ot felhaszndlva kapjuk, hogy barmely n,m € N esetén
n n
nf(1) = f(n) = f (m=) =mf (=) |
m m

ami adja, hogy f (%) = f(1).

Miutan pedig barmely r > 0, r € Q raciondlis szamhoz 1étezik
n,m € N, hogy r = =, igy

fr)=rf(1) (r>0, reQ).
(CA)-bél az x = y = 0 helyettesités adja, hogy
f(0) = £(0+0) = f(0) + f(0) = 2/(0) ,

igy f(0) =0, ezért
f(0) =0f(1)

is igaz.
(CA)-ban az y = —x helyettesitést és f(0) = 0-t hasznalva

0=7(0)=f(z+ (=) = f(x) + f(-z) (v<€R)
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kovetkezik, azaz
f(=a) =—=f(z) (zeR).
Har e Qésr <0, akkor —r > 0, igy —rf(1) = f(—r) == —f(r),
ami adja, hogy
fr)=rf(1) (r<0, reQ)
is igaz.
Ezeket Gsszegezve kapjuk, hogy f(r) = rf(1) barmely r € Q-ra.
e Legyen most z € R tetsz6leges szam. Akkor (a bevezet6ben mon-

dottak szerint) létezik (r,) sorozat, hogy r, € Q és lim r, = .

n—oo

f folytonossdgat felhaszndlva ekkor lim f(r,) = f(x).
Mésrészt f(r,) = rpf(1) miatt

f() = lm f(ry) = lim r, f(1) = f(1) lim r, = f(L)z

Igy (CA) tetszleges folytonos megoldisa
fx)=cx (z€R),
ahol ¢ = f(1) tetsz6leges konstans.
5. Feladat

Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik a

flx+y)+ flz—y)=2f(x) +2f(y) (z,y €R) (V)

fiiggvényegyenletet. (Ezt szokds normanégyzet egyenletnek is nevezni.)
Megoldas

(N) az ¢ = y = 0 helyettesitéssel adja, hogy f(0) = 0, mig az = = 0
helyettesitéssel (f(0) = 0 miatt), hogy f(—x) = f(z), azaz f péros
fliggvény.

f0-2) = f(0) =0=0%f(x) és f(1-2) = f(z) =1°f(2) (x €R),
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tovabba az x = y helyettesitéssel kapott
f(22) = 2°f(z) (z €R)
egyenlség azt sugallja, hogy barmely n € N-re
f(nz) =n’f(z) (z€R). (%)

Ezt teljes indukcidval latjuk be.

e n = l-re ezt mar tudjuk.

e Tegylik fel, hogy barmely k < n-re igaz a bizonyitandd egyenlSség,
akkor barmely z € R-re

flln+1)z] = f(nx + ) = 2f (nz) + 2f(z) — f((n - 1)z) =
= 2% 42— (n—1)?] f(z) = (n+ 1)*f(2)
e A teljes indukcié elve adja éllitasunkat Vn € N-re.
() z = 1 esetén adja, hogy f(n) =n?f(1) (n €N), z = % esetén, hogy
F(A)=5f1) (neN), migz =2 (n,m e N)re f (=) = (2)* f(1).
Ebbdl kévetkezik, hogy ha r € Q és r > 0, akkor f(r) = r2f(1).

f pérossdga miatt f(—r) = f(r) = r2f(1) = (-r)2f(1) (r > 0) is
kovetkezik és f(0) = 0 = 02f(1)-t is felhasznélva:

fr)y=rf(1) (reQ ()

Ha z € R tetszéleges, akkor 3 (r,,) (r, € Q) sorozat, hogy r, — .
f folytonosséga és (xx) adja, hogy

f(z) = lim f(r,) = lim r,2f(1) = 22f(1) = ca® (z € R),
n—oo n—oo

ami bérmely ¢ € R esetén megolddsa (IV)-nek.

6. Feladat
Az f:R\ {0} — R folytonos fliggvény teljesiti az
floty) = 2oy nyer (o)
f@)+ f(y) o

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
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Megoldas

e Megmutatjuk, hogy f(z) #0 (x € R\ {0}).

Ha ugyanis létezne yg € R\ {0}, hogy f(yo) = 0, akkor az egyenlet
adja, hogy = € R\ {0} esetén

_ T _ f(x —yo)f(yo) _

s akkor az egyenletiinknek nem lenne értelme.

Belatjuk, hogy f(nz) = %f(x) barmely € R\ {0}, n € N esetén.
(Ennek megsejtéséhez elébb f(2x)-et hatdrozzuk meg az egyen-
letb8l az o = y helyettesitéssel, majd példdul még f(3x)-et.)

n = lre nyilvan f(1-z) = 1f(z) (z € R\ {0}) igaz.

Ha n-re igaz az éllitas, agy

ey ) f@)
£+ 1)) = (e +0) = R
L (f@)’ 1

— /@ @eR\{0})

1
S f@ A+ f) 1
miatt n + 1-re is igaz.

fgy az indukcids axiéma miatt igaz az allitds barmely n € N esetén,
minden z € R\ {0}-ra.

Ha az f(nz) = % (z) egyenl6ségben x helyére ™ x-et frunk, (ahol

m € N), akkor Vz € R\ {0} esetén

Ha r € Q és r > 0, akkor 1étezik m,n € N, hogy r = 7, igy

flrz)=rf(z) (xeR,reQ,r>0)
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e Egyenletiink az x — 2z,y — —uz helyettesitéssel adja, hogy = €
R\ {0} esetén

o) f(—a) _ LI@)f(-)
fQx)+ f(=z)  3f(x)+ f(-2)
amibél f(z) # 0 miatt barmely (x € R\ {0})-ra igaz, hogy

1f(@) + f(—2) = 3+ f(~=), azaz f(—z) = —f(x), azaz f paratlan
fliggvény.

f(@) = f(2a —2) =

e Az f(rz) = 1f(z) (x € R\ {0}, € Q,7 > 0) egyenlSséghél az

T or

x — —x helyettesitéssel kapjuk, hogy
1 1 1
f(=rz) = ;f(—a:) = —;f(f) =—f(2).

r

az (x € R\ {0},7 € Q,r > 0) feltételek esetében.

Ezek pedig adjék, hogy
fre) = (&) (2 € R\{0},r € @\ {0}).
o Az utébbi egyenléség z = 1, f(1) = ¢ # 0 mellett adja, hogy
f)=1f0) =5 (reQ\{0).

e Legyen x € R\ {0} tetszOleges, akkor létezik (r,) Q \ {0}-beli
sorozat, hogy

f(z)= lim f(r,) = lim -

C
n— o0 n—00 Ty x

(x e R\ {0}) .

Az f(z) = £ (z € R\ {0}) alaku fiiggvények barmely c € R\ {0}
esetén megoldasai a feladat fiiggvényegyenletének.

Megjegyzés
Egyszertien belathaté, hogy ha az egyenlet minden x,y € R-re teljesiilne,
Ggy nem létezne megoldésa.

7. Feladat
Az f: R — R folytonos fiiggvény teljesiti az
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flzy) = f(@)f(y) — flx+y)+1 (z,y €R) (o)

fliggvényegyenletet. f(xz) =?
Megoldas
(o) az x = y = 0 helyettesitéssel adja, hogy
F0) = (f(0)* = f(O) +1 6 (f(0) ~1)* =0 & f(0) =1,

mig az x = 1, y = —1 helyettesitéssel
SE) =) -0 +1e f(-1)(f1)-1) =0«
e f(=1)=0vf1)=1
kovetkezik.
Ha f(1) = 1, akkor (o)-be y = 1-et helyettesitve kapjuk, hogy Va € R-re

fl@)y=fx)—fe+)+1le fz+1)=1< f(x)=1.

Az f(z) =1 (x € R) teljesiti (o)-t.
Ekkor természetesen f(—1) =1 is igaz.

Ha f(—1) = 0 akkor f(1) # 1, mert az el6z6ek miatt f(1) = 1 =
f(=1) =1, ami ellentmondést adna.

(0)-b6l az x = y = —1 helyettesités adja az f(1) = —f(—2) + 1, mig
az © = —2, y = 1 helyettesités az f(—2) = f(—2)f(1) + 1 azonossigot,
melyekbdl azonnal kévetkezik, hogy

1—f(1)=0-fO))fQ)+1e (f1)° —2f(1) =0«

< f()(f(1)-2)=0.

Igy az f(—1) = 0 esetben f(1) = 0 vagy f(1) = 2 kell, hogy teljesiiljon.
Ha f(1) = 2 és persze f(0) = 1, akkor (o)-bdl y = 1-gyel kapjuk, hogy

fl@)=f@)fQ) = fle+1)+1e flz+1) = f(z)+1 (z €R).
Utébbibdl teljes indukcidval kapjuk, hogy

flx+n)=f(x)+n (xR, neN).
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Ebb6l z = 0 adja, hogy f(n) =n+1 (n € N).
Ugyanakkor az © = —n helyettesitéssel, f(0) = 1 miatt az is igaz, hogy
1=f(0)=f(-n+n)=f(—n)+n & f(-—n)=-n+1 (neN).

fgy flp)=p+1 (p€Z)is teljesiil.

(0)-bbl az x =n, y = % helyettesitéssel n € N-re

2= 5 = 1)) () =7 (5 4n)+1=r s ()= £ (5) —n+1,
azaz 1=nf (1) —n illetve f(1)=1+1 (neN) kovetkezik.

Helyettesitsiink most tgy (o)-be, hogy =z = p, y = % (p € Z,q € N),
akkor az elébbieket is felhasznalva:

()10 () -1 on) s o)1 (3) v

1 1
=P pr-t1--—1-p+1=L11.
q q q q
fgy, mivel Vr € Q-hoz dp € Z, g € N, hogy r = %, az utébbi egyenloség
adja, hogy
fry=r+1 (reQ).

Ha z € R, ugy létezik (r,) sorozat, hogy r,, € Q és lim r, = x.
Ekkor, felhasznélva f folytonossagat is, kapjuk f(x)-re, hogy

f(z) = lim f(rn):nli_{glo(rn—l—l):x—i—l (x €R).

n— oo

Egyszerlien beldthatd, hogy az f(x) =z + 1 (z € R) fuggvény teljesiti
(0)-.

Végiil, ha f(1) = 0 és persze f(0) = 1, akkor (o) az y = 1 helyettesitéssel
adja:

f@)=f@)f) - fle+)+1e flz+1)=—f(x)+1 (z€R).
Utébbi teljes indukcioval adja, hogy

fla+n)=—f(x)+1 (zreR,n=2k+1),
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s ebbdl x = 0-val f(n) = —f(0)+1 =0 (n = 2k + 1) kovetkezik. Legyen
rT=n,y= % (n =2k + 1), akkor (0)-bél jon, hogy

0= 1) =7 (n ) =sf (1) =7 (5 +n)+1-

Az (%) = (ﬁ) 0-sorozat.
Ha f folytonos lenne igy nan;O f(E)=0#1=F(0). Igy (o)-nek olyan
folytonos megolddsa, amelynél f(1) = 0 nem létezik.
(o) folytonos megolddsait tehat a
f)=1 (z€R) és f(x)=2z+1 (x €R)
fliggvények adjak.

8. Feladat
Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik a

2f (5%) = f(x) + f(y) (z.y €R) (/)

Jensen-fliggvényegyenletet.

Megoldas
Ha f teljesiti (J)-t, gy az x = 0 helyettesités adja, hogy

2/ (3) =@ +0) @em),

azaz

2f (T52) = o+ )+ 50) (@R

is teljesiil. Ezt és (J)-t Osszehasonlitva kapjuk, hogy

fle+y) +f0) = fx)+ fly) (z,yeR),

illetve (ha az utébbi egyenlet mindkét oldaldabdl kivonunk 2f(0)-t) igaz
az is, hogy

fl@+y) = f0) = f(x) = f(0) + f(y) = f(0) (z,y €R).
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Ez mutatja, hogy az A(z) = f(z) — f(0) (x € R) figgvény teljesiti (C'A)-
t, azaz A(x+y) = A(z) + A(y) (z,y € R). Ha f folytonos, igy A is, igy
A(z) = cx (z € R), s akkor f(z) = A(z) + f(0) =cx+b (z € R) a (J)
folytonos megoldésa, ahol ¢, b € R tetsz6leges konstansok.

9. Feladat
Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek tel-
jesitik az

fl@)+ f(@z+2y) =2f(z+y) (z,y €R)

fliggvényegyenletet.
(Atfogalmazva: azon folytonos fiiggvényeket, amelyek barmely a,b, ¢
szdmtani sorozatot az f(a), f(b), f(c) szdmtani sorozatba visznek 4t.)

Megoldas
Ha f teljesiti egyenletiinket, gy abbdl az x = u, x+2y = v helyettesitéssel,

9:+y:“T+“miatt

u—+v

s+ 1w =2f (“5) woem)

kovetkezik, azaz f teljesiti (J)-t.
fgy f folytonossaga miatt, a 8. feladat szerint
flx)=cx+b(xeR)
kovetkezik, ami barmely ¢, b € R konstans mellett valéban teljesiti egyen-
letiinket.

10. Feladat
Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

flx+y)=fx)+ fly) -2y (v,y €R)

fliggvényegyenletet.

1. Megoldas
Az egyenletbél az x = y = 0 helyettesités adja, hogy f(0) = 2(0), {gy
F(0) =0.

Az y — —x helyettesités és f(0) = 0 adja, hogy
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f@)+ f(-2)+2° =0 (z€R). (©)

Az x — —x
hogy

, Yy +— —y helyettesitéssel az eredeti egyenletbdl kapjuk,

F (=Gt y) = f(=2) + f(~y) ~ oy (r,y €R),
amit kivonva az eredeti egyenletbdl kapjuk a

f@+y) = f(=(@+y) = flx) = f(-2)+ fly) - f(-y) (z,y €R)
fliggvényegyenletet.

Ez mutatja, hogy az A(x) = f(x) — f(—=x) figgvény teljesiti (CA)-t,
masrészt f folytonossaga miatt folytonos is, ezért

f(@) = f(=z) =z (zeR),

ahol ¢; € R tetszbleges konstans. Utdbbit (0)-hoz adva kapjuk, hogy

f@) =32+ Sr @eR),

azaz )
flz) = —5:52 +cx (zeR),

ami c = ¢ € R tetszéleges konstanssal valéban teljesiti fiiggvényegyen-

letiinket.

2. Megoldas

2 2
Egyenletiink két oldaldhoz hozzdadva az @ = %2 + % +xy azonossig
megfelel6 oldalait, kapjuk a vele ekvivalens

(z+y)? _ §

Jaety) + = = f@) + S +I@+ T (@yeR)

fliggvényegyenletet. Ez mutatja, hogy az

2

Aw)=f@)+ 5 (@ €R)

fliggvény additiv, azaz teljesiti a Cauchy-alapegyenletet, igy a 4. feladat
miatt A(z) = cx (z € R), ahol ¢ € R tetsz6leges konstans.
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Ezutan A definicidja adja, hogy

2

f(as)z—%—i—cx (x €R).

11. Feladat
Hatarozzuk meg azokat az f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

fla+y) + flz—y) —2f(x) =2¢y* (2,y €R)
fliggvényegyenletet.

Megoldas
Egyenletiink az = = 0 helyettesitéssel adja, hogy

fy) + f(=y) =24> +2f(0) (yeR),
mig x és y felcserélésével
flz+y)+ fly—=2)—2f(y) =22 (z,y €R)
kovetkezik. Utébbit hozzdadva az eredeti egyenlethez kapjuk a
2f(x +y) + flo—y) + f[-(z —y)] = 2f(z) - 2f(y) = 22" + 29

fiiggvényegyenletet (z,y € R).

A megoldas els6 egyenlGsége miatt
fl@=y)+ fl-(@-y]=2(=-y)*+2f(0) (z,yeR),
amit felhasznalva az €l6z6 egyenlet adja x,y € R esetén a
2f(z +y) + 2(x = y)* + 2£(0) - 2f(x) — 2f(y) = 22* + 29,
illetve a rendezés utan az
fle+y) = f@)+ fly) + 22y — f(0) (z,y €R)

egyenletet.
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Ut6bbi egyenlet mindkét oldalabdl (z+1%)2 + £(0)-t kivonva kapjuk, hogy
z,y € R-re

fla+y) = (@ +y)?* = f0) = flz) —a® = f(0) + f(y) —y* — f(0) .
Lathato, hogy az
A(z) = f(z) —2® - f(0) (z€R)
fliggvény teljesiti a Cauchy-alapegyenletet.

Az f,az x — 22 és az v — f(0) fiiggvények folytonossdga adja, hogy A
is folytonos, igy a 4. feladat miatt

A(x) =cx (ceR),
ahol (c € R) tetsz6leges konstans.
Az A-t definidlé egyenloségbol pedig kovetkezik, hogy
f(x) =2 +cx+ f(0) (z€R).

Egyszer(i szdmolés adja, hogy f(0) barmely vélasztasa esetén ez a fiiggvény
teljesiti a feladatot.

igy a fliggvényegyenlet minden folytonos megoldasa
fx)y=a2>+cx+b (z€R)
alakt, ahol b, c € R tetsz6leges konstansok.

Megjegyzés
Ha nem tessziik fel f folytonossagat, ugy annyit mondhatunk, hogy
fliggvényegyenletiinket az

fx) =24+ A(x)+b (z€R)

fliggvények teljesitik, ahol A : R — R additiv fiiggvény, b € R tetsz6leges
konstans.

Léteznek nem folytonos additiv fiiggvények, igy egyenletiinknek is van-
nak nem folytonos megolddsai.

12. Feladat
Az f: R — R fliggvény teljesiti az

fle+y)— flx—y)—2f(y) =62y (z,y €R)



107

fiiggvényegyenletet. f(z) =7

Megoldas
Egyenletiinkb6l az x = 0 helyettesitéssel kapjuk, hogy

f(=y)=—-fly) (yeR),

azaz [ paratlan fliggvény.

A feladat fiiggvényegyenletébdl x és y felcserélésével kapjuk az
fl@+y) = fl-(x —y)] —2f(z) = 6zy® (z,y €R)
egyenletet.

Ezt hozzaadva az eredeti egyenlethez, felhaszndlva f paratlansagat is
kapjuk, hogy

flx+y) = f(x)+ fly) + 327y + 3zy® (z,y €R).

Ezen egyenlet mindkét oldalabdl (z + y)3-t kivonva és felhaszndlva az
(x +y)® = 2® + 32y + 3zy® + y* azonossigot, jon az

fla+y) —(@+y)?=fla) -2+ fy) —v° (z,yeR)
fliggvényegyenletet. Ez mutatja, hogy az
Alz) = fz)—2* (weR)
3

fliggvény teljesiti a Cauchy-alapegyenletet, tovabbd f és az *+ — «x
folytonossdga miatt A is folytonos. A 4. feladat miatt ezért

A(x) =cx (z €R),
ahol ¢ € R tetsz6leges konstans.
Az A figgvény definiciéja adja, hogy
flx)=a2*+cx (z€R),

ami, ahogy azt egy egyszerli szamolds adja, valéban teljesiti a feladat
fliggvényegyenletét.

Megjegyzés
Ha nem tessziik fel f folytonosséagat, gy az

f(z) =23+ A(z) (z €R)
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alaku fiiggvények a fliggvényegyenlet megoldasai, ahol A : R — R egy
tetszéleges additiv fiiggvény.

13. Feladat
Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fliggvényeket, melyek tel-
jesitik az

flx+y)fle—y) =[f@) (zyeR) (L)

ugynevezett Lobacsevszkij-féle fiiggvényegyenletet.

Megoldas
Ha f teljesiti (L)-t akkor az

u—+v
rty=u, r—YyY=v, == 5
adja, hogy
J@)f)=[F (454)]° (woeR) (+)

(hiszen minden u, v € R-hez létezik z,y gy, hogy u =z +y, v =z —y).

(*)-bdl v = 0, u — 2u helyettesitéssel kovetkezik, hogy

FRuF0) =[fW)]* (ueR).

Utébbi adja, hogy ha f(0) = 0, akkor f(u) =0 (u € R), és az f(z) =0
(x € R) fliggvény teljesiti (L)-t.

Ha f(0) # 0, akkor a (x)-bdl a v = —u helyettesitéssel kapott
F)f(—uw) = [fO)° (ueR)
egyenlet adja, hogy f(u) # 0 (u € R).
Ugyanakkor (¥)-bdl a v = 0 helyettesitéssel jon, hogy
wNT 2
faro =[1(3)] wem.
Ez és f(0) # 0 adja, hogy

fw O,
0 o 70 R
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(x)-ot [£(0)]*-tel elosztva kévetkezik, hogy

HONONNFIC ) R
f(0) f(0) £(0) 7 ’
ami mutatja, hogy a
g(u) = log, [JJZ((BL;] (ueR), g(0)=0, ahola € RT\ {1}

fiiggvény teljesiti a g (“£2) = w (u,v € R) Jensen-egyenletet,
tovabba g folytonos is (hiszen f és az ¢ — log,x fliggvény is az).

A 8. feladat és ¢(0) = 0 adja, hogy
g(z)=cx (x€R),

ahol ¢ € R tetszlleges konstans. Ezutan g definicigjabdl kovetkezik,

hogy
f(z) = f(0)a™ (z€R),

s egyszertlien beldthatjuk, hogy ez a fiiggvény barmely f(0) # 0, f(0) e R
esetén teljesiti (L)-t.

Miutén az f = 0 figgvény is teljesiti (L)-t, igy minden folytonos megoldédsa
f(z) =ba®” (z€R)
alak, ahol b, c € R tetszoleges konstansok lehetnek.

14. Feladat

Hatdrozzuk meg azokat az f : R\ {0} — R folytonos fiiggvényeket,
amelyek az z, x+y, x+ 2y szdmtani sorozatot az f(z), f(z+y), f(z+2y)
mértani sorozatba viszik &t.

Megoldas
A mértani sorozat ismert tulajdonsiga adja az

[f(@+y)]* = f(@)f(z+2y) (2,9 €R)

fliggvényegyenletet az f # 0 fliggvényre.

Ebbdl az x — x—y helyettesitéssel éppen az (L) Lobacsevszkij-egyenletet
kapjuk az f # 0 folytonos fiiggvényre, melyet az

f(z) =ba®® = bd® (z €R)
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fiiggvények teljesitenek, ahol b € R\ {0}, a € RT \ {1}, ¢ € R valamint
d = a® € RT tetsz6leges konstansok.

15. Feladat
Az f : RT — R folytonos fiiggvény teljesiti az

flxy) = f(x) + f(y) (z,y €RT) (CL)

ugynevezett Cauchy logaritmikus egyenletet. f(z) =7

Megoldas

Ha z, y > 0, akkor az u = log,x, v = log,y transzformacié értékkészlete
R?, azaz u és v minden valés értéket felvesz (ez nyilvanvalé az x — log, =
(x € RT) fiiggvény ismert tulajdonséga miatt).

Elvégezve (CL)-ben az x = a*, y = a¥ (u,v € R) helyettesitéseket
kapjuk a

f(a"™) = f(a) + f(a") (w,v€R)
fliggvényegyenletet, azaz a

g(u) = f(a") (u€eR)

fiiggvény, mely az f és az x — a" (u € R) fliggvény folytonossiga miatt
folytonos, teljesiti (CA)-t, gy

g(z) =cx (zeR),

ahol ¢ € R tetszoleges konstans.
Ekkor g definiciéja adja, hogy
f(z) = clog,x (z€RY),

ami ahogy azt kénnyen beldthatjuk, valéban teljesiti (C'L)-t.
Megjegyzések

1. Ha (CL) minden z,y € R-re teljesiil, akkor az y = 0 helyettesités
adja, hogy f(0) = f(z) + f(0), azaz f(z) =0 (z € R)

2. Ha (CL) minden x,y # 0 valds szdmra teljesiil, ugy Vt € R\ {0}-ra
2f(t) = f(t?) = 2f(~t), lgy az f piros.
Ezért f(z) = f(—x) = clog,(|z]) (z € R).
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16. Feladat
Az f:RT — R fiiggvény teljesiti az

flzy) =2f(y) +yf(z) (z,y €RT)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
Megoldas
Osszuk el egyenletiink mindkét oldalat az zy # 0-val, gy kapjuk az

Ty Y T

fliggvényegyenletet. Ez mutatja, hogy az

l(z) = 12 (2 eRY)

fliggvény teljesiti az
l(zy) =1(z) +1(y) (v €RT)

Cauchy logaritmikus egyenletet, tovabba [ nyilvan folytonos. fgy a 15.
feladat miatt
I(z) = clog,(x) (v € RY),

ahol ¢ € R, a € RT (a # 1) tetszbleges konstansok. Ezutdn mér [
definiciéja adja, hogy

f(z) = cxlog,(z) (z€R),

ami valéban megoldédsa fiiggvényegyenletiinknek barmely ¢ € R, a € Rt
(a # 1) konstanssal.

17. Feladat
Adjuk meg az f: R — R fliggvényre teljestilé

fl@+y)=f@)f(y) (z,y€eR) (CE)
ugynevezett Cauchy exponencidlis fliggvényegyenlet folytonos megoldasait.

Megoldas
(CFE) megoldését visszavezetjiik (CA) megoldéséra.
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Azz=y= % helyettesitéssel kapjuk (C'E)-bél, hogy

t

f@t) = [f (2>r teR)= f(t) >0 (teR).

Ha létezik tg € R, hogy f(to) = 0, akkor egyenletiink adja, hogy

f@)=fl(t—to) +to] = f(t—to)f(to) =0 (tER).
Igy, vagy f(t) > 0 minden t € R-re vagy f(t) = 0.
Ha f(t) > 0 barmely ¢t € R esetén, akkor képezhetjiik (CE) mindkét
oldalanak logaritmusat és kapjuk, hogy

log, f(x +y) =log,f(z) +1og,f(y) (z,y ER),

ami mutatja, hogy a

g(x) =log, [f(z)] (z €R)

fliggvény teljesiti a

g(@+y)=g(x)+9(y) (z,y €R)
Cauchy-alapegyenletet.

Ugyanakkor az f és az log, figgvény folytonossdga adja g folytonossagat.

Igy
g(z)=cx (xe€R).

Ekkor g definicigjabdl kovetkezik, hogy

f(x)=a** (x€R).
Az f(z) =0 (z € R) és f(x) = a®® (x € R) folytonos fliggvények valéban
megolddsai (CE)-nek.

18. Feladat
Hatarozzuk meg az 6sszes f : R — R folytonos fiiggvényt, mely teljesiti
az

fle+y)=fl)+ fly) - f(@)fly) (z.y€R)
fliggvényegyenletet. f(z) =7?
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Megoldas
Az egyenletet —1-gyel megszorozva, majd a kapott egyenlet mindkét
oldalahoz 1-et adva, kapjuk a

L—flx+y)=1—f(z) = fly) + f(@)fly) (z,y €R)

fliggvényegyenletet, ami irhat6 az

I-fle+y)=[1-f@][1-fy] (z,yeR)

alakban is. Ut6ébbi mutatja, hogy a

glx)=1—f(x) (z€R)

fliggvény teljesiti a

g +y)=g(x)g(y) (z,y €R)

Cauchy exponencialis egyenletet. Tovabba f folytonossaga miatt g is
folytonos, igy a 17. feladat szerint

g(x) =a® (z€R), vagy g(z)=0
ahol ¢ € R tetszoleges konstans. g definiciéja végil adja, hogy
flz)=1—-a*® (ze€R), vagy f(x)=1 (x€R).

Ezek a fiiggvények valéban teljesitik a feladat fliggvényegyenletét.
19. Feladat
Az f: R — R folytonos fiiggvény teljesiti az

flz+y) =10"f(z)f(y) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7

Megoldas
Az egyenlet mindkét oldalét a

azonossag megfelel6 oldalaival szorozva kapjuk z,y € R esetén az

_ (zty)? 22 32
P

flz+y)-10 =107 770" f(2) f(y) »
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illetve a jobb oldal rendezése utan az

(z+y)? 22 y2

flety) 10772 = f(2) 1077 - f(y)-107% (z,y €R)

fliggvényegyenletet. Utobbibdl lathatd, hogy a

g(z) = f(x) 10°%7 (z€R)

z2 . , ,
fiiggvény, mely az f és az x — 107z (x € R) fuggvény folytonossiga
miatt folytonos, teljesiti a

g +y)=g(@)g(y) (z,y €R)

Cauchy exponencialis egyenletet, igy

g(x) =a” (z,y€R), vagy g(x)=0,

ahol ¢ € R és a € RT tetsz6leges konstansok. Végiil g definicidja adja,
hogy
1?2
) =10%a (z€R), vagy f(z)=0,
melyek megoldasai egyenletiinknek.

a = 10189 adja, hogy a® = 101807 — 109* wmiatt f az f(z) = 10% +d=
(z € R) alakba is frhatd, ahol d € R tetsz6leges konstans.

20. Feladat
Hatarozzuk meg azon f,g,h : R — R folytonos fliggvényeket, melyek
teljesitik az

flx+y)=g(x)+hly) (z,y €R) (PA)

tugynevezett Pexider-alapegyenletet.

Megoldas
(PA)-bdl az y = 0, illetve x = 0 helyettesitéssel x € R-re

f(x) = g(x) +h(0), illetve f(y) = h(y)+ g(0) (D)

kovetkezik, melyekbél g-t, illetve h-t kifejezve és (PA)-ba helyettesitve
kapjuk, hogy

flx+y) = f(x)+ fly) = h(0) —g(0) (z,y €R).
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Ez mutatja, hogy az

szerint definialt fliggvény teljesiti az
Az +y) = Ax) + Aly) (z,y €R)
Cauchy-alapegyenletet és folytonos, igy a 4. feladat miatt
A(z) =cx (z €R),
ahol ¢ € R tetszoleges konstans.
Ezért A definiciéjabdl kapjuk f-re az
f(x) =cx+ h(0)+g(0) (z€R)
eléallitast. Ezutan (A)-bdl jon, hogy
g(x) =cx+g(0); h(z)=cx+h(0) (z€R).

Az gy kapott f, g, h fiiggvények g(0) és f(0) tetszOleges valasztdsa
mellett kielégitik (PA)-t. Tehdt (PA) folytonos megoldésai az

fl@)=cr+a+b; gl)=cx+a; hx)=cr+b (z€R)

fliggvények, ahol a,b, c € R tetszolegesen véalaszthaté konstansok.

21. Feladat
Az f,g,h: RT — R folytonos fiiggvények teljesitik az

f(zy) = g(x) + h(y) (z,y € RT) (PL)

tdgynevezett Pexider logaritmikus egyenletet. f,g,h =7

Megoldas
(PL) az y = 1, illetve « = 1 helyettesitéssel adja, hogy

fx)=g(x)+h(1) (xeR") é f(y)=g(1)+h(y) (yeR"),

amibél a h(1) = a, g(1) = b jeldléssel kapjuk, hogy

g(@) = f(z) —a ; h(y)=[fly) -b (z€RT).
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Ezeket (PL)-be helyettesitve
flay) = f(@)+ fy) —a—b (z,y €RT)
kovetkezik, ami mutatja, hogy az
I(z) = f(z) —a—0b (z €R")
fiiggvény teljesiti a (CL) Cauchy logaritmikus egyenletet, azaz
l(zy) =U(z) +1(y) (z,y €RT).
fgy a 15. feladat szerint
(2) = clogy(x) (z € RY),

ahol c € R és d € Rt (d # 1) tetsz6leges konstansok. Ezutdn [, g és h
fenti eléallitdasa (f-fel) adja, hogy

f(@) = clogy(x) +a+b; g(x) =clogy(z) +b; h(z) = clogy(z) +a
barmely x € R-re. Ezen f, g, h fiiggvények valéban teljesitik (PL)-t
barmely a,b,c € R és d € RT (d # 1) konstanssal.

Megjegyzések

1. Ha az f,g,h : RT U {0} — R fliggvények barmely z,y > 0O-ra
teljesitik (PL)-t, igy | =0, {gy f(x) = a + b; g(x) = b; h(z) = ¢
(z >0).

2. Elég feltenni f folytonossagat, ebbol mar kévetkezik g és h folyto-
nossaga.

22. Feladat
Hatarozza meg az f,g,h : R — R folytonos fiiggvényeket, ha teljesitik
az

flz+y) =g(@)h(y) (z,y €R) (PE)

ugynevezett Pexider exponencidlis egyenletet.

Megoldas
Ha f,g,h teljesitik (PE)-t és f(0) = 0, akkor (PE)-b6l az x =y =0



117
helyettesitéssel f(0) = ¢(0)h(0) kovetkezik, ami adja, hogy ¢g(0) = 0
vagy h(0) = 0. (PE)-bél az y = 0, illetve = 0 helyettesitéssel
f(x) = g(2)h(0) (z €R) és fy) = 9(0)h(y) (y €R)
kovetkezik, {igy g(0) = 0 és h(0) = 0 is adja, hogy
flz)=0 (ze€R).

Ha létezne z,y € R, hogy g(z) # 0, h(y) # 0, akkor (PE) adné, hogy
f(z+y) # 0, ami lehetetlen f = 0 miatt. Ezért ekkor (f(O) =0 mellett!)
g =0 és h =0 teljesiil.

Hag=0 (f = 0 tovabbra is), akkor h tetszoleges lehet.
Hah=0 ( f=0 mellett), akkor g tetszOleges lehet.

Az
f=0 f=0
g = tetszoOleges g=0
h=0 h = tetszoleges

fiiggvényhdrmasok valéban megoldésai (PFE)-nek.

Ha f(0) # 0, akkor f(0) = ¢g(0)h(0) adja, hogy a = g(0) # 0 és b =
h(0) # 0 is teljesiil.

(PE) az y = 0, illetve = 0 mellett (az el6bbi jelolésekkel) adja, hogy
1
(@) = g(2)h(0) = by(z) & g(x) = - f(x) (z €R),

1
Fy) = 9(0)h(y) = ah(y) & h(y) = ~f(y) (y€R).
g és h itt kapott alakjat (PFE)-be helyettesitve

fe+y)= = f@I) (ry B

kovetkezik, ami adja, hogy az

fliggvény teljesiti az

E(x+y)=E@)E(y) (z,y€R)
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Cauchy exponencidlis egyenletet, és E folytonos is, igy a 17. feladat
miatt
E(z)=d* (z€R)

ahol ¢ € R és d € R* tetszbleges konstansok. Ekkor E definicidja,
tovéabbd g és h eldéllitasai (f-fel) adjdk, hogy

f(x) =abd®™ ; g(x) =ad®™; h(z)=0bd"" (x €R).

Ezen fiiggvényharmas teljesiti (PE)-t, ahol a,b,c € R, d € RT tetszbleges
konstansok.

23. Feladat
Az f,g: R — R folytonos fiiggvények teljesitik az

f@)fly) — flzy) =g(z +y) (z,y €R)

fiiggvényegyenletet, tovabba g(0) =0, g(1) = 1. f,g ="

Megoldas
Egyenletiink x = y = 0 mellett adja, hogy

[F(0)]* = f(0) = g(0) = 0 & f(0)[f(0) = 1] =0,

igy f(0) =0 vagy f(0) = 1.

Egyenletiinkbol y = 0, = 1 mellett kovetkezik, hogy

fgy f(0) = 0 nem lehetséges, mert az utébbi egyenl6ség a 0 = 1 lehetet-
lenséget adnd. Igy csak f(0) =1 lehetséges.

Ha f(0) =1, dgy
f)—1=1sf(1)=2.

A feladat fiiggvényegyenlete y = 0-val adja, hogy

f(@)f(0) = f(0) = g(z) (zeR),

amibél f(0) = 1 miatt jon, hogy
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Ezt az egyenletbe behelyettesitve kovetkezik f-re az
f@)fly) = flay) = fle+y) -1 (z,y eR),

illetve atrendezve az

f(xy) = f(@)f(y) = fla+y) +1 (z,y €R),

a 7. feladatban szerepld fliggvényegyenletet és mint lattuk f (1) =21is
teljesiil. Igy a 7. feladat miatt

flz)=2z+1(ze€R), migg(z)=f(r)—1=z (xr €R).

Az f(z) =2+ 1, g(x) = (z € R) fiiggvények valéban megolddsai a
feladatnak.

24. Feladat
Milyen f : R — R folytonos fiiggvények teljesitik az

fle+2fy)]=f@)+y+fly) (z,yeR) (M)

fiiggvényegyenletet? (Ld. [4])
Megoldas

e El8szor belatjuk, hogy f(0) = 0.
(M)-b8l x = y = 0 adja, hogy f[2f(0)] = 2f(0) .
Ezt felhaszndlva, az . = 0, y = 2f(0), illetve y = 0, z = 2f(0)
helyettesitésekkel kovetkezik (M)-bél, hogy f[4f(0)] = 5f(0), il-
letve f[4(0)] = 3f(0), s ez adja, hogy f(0) = 0.

e Megmutatjuk, hogy f pératlan.
f(0) =0 és az x = 0 helyettesités (M )-ben adja, hogy

TR =y+fly) (yeR). (D)

Ez és az x — 2f(x) helyettesités (M )-ben azt adja, hogy z,y € R-
re

fRF@) +2fW)]=fR2f@)]+y+ fly) =
=z+ f(x) +y+fly). (AD)
Ebbdl pedig az y — —x helyettesitéssel és a b = f(z) + f(—x)

jeloléssel

F(2b) = b < 2f(2b) = 2b



120

kovetkezik.

Az utébbi egyenlBség, illetve az y — 2b helyettesités (A)-ban adja,
hogy
F12f(2b)] = f(20) , f[2F(20)] = 2b+ f(2b) ,

igy 0=b= f(x) + f(—z) (x € R), azaz f pératlan.
e Most belatjuk, hogy f additiv, azaz teljesiti (C A)-t.
(M) az © — =2[f(z)+ f(y)], y — = + y helyettesitéssel, fel-
hasznédlva (AA)-et és f pératlansigdt is, adja:
fRfE@+y) - flo) - fWl} =
=f{2[f@) + fWl+2f(=z+y)} =
=MH2lf@+ fWll+a+y+ flz+y) =
=—fR2@+fW+z+y+flz+y) =
=—z—fl@)—y—fW+r+ty+flz+y) =
=fle+y) = fl@) - fy) (z,y €R).
Tehdt b(z,y) = f(z+y) — f(x) — f(y) mellett f[2b(z, y)]

=b
(z,y € R), igy az el6bbiek miatt 0 = b(x,y) = = f(x+y)— f
f(y) (z,y € R), azaz f teljesiti (C'A)-t.

(z,y)

(z) -

e f folytonos és teljesiti (CA)-t, igy a 4. feladat miatt f(z) = cx
(x € R), ahol ¢ € R konstans.

Egyszertien belathato, hogy csak ¢ =1 és ¢ = —% esetén kapunk

megoldést, ezek f(z) =z és f(z) = —iz (z €R).

25. Feladat
Adjuk meg az Osszes olyan f : R — R folytonos fiiggvényt, amely
x,y, z,t € R esetén teljesiti az

[f(@) + F S (y) + F(O)] = fley — 2t) + f(at +yz) ()

fiiggvényegyenletet. (Nemzetkozi Didkolimpiai feladat nyomén)
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Megoldas
(o) az x =y = z = t = 0 helyettesitéssel adja, hogy

ALFO) = 27(0) & f(0) =0, vagy f(0)= .

e Ha f(0) = 4, tigy (o)-bdl az z = 0, y =t helyettesitéssel

[; + f@)} 2f(t) = f(—2t) + f(2t) (2t €R),
illetve ebbdl z és t felcserélésével
B + f(t)} 2f(2) = f(=2t) + f(2t) (2t €R)

kovetkezik. Ezek sszehasonlitdsa pedig azonnal adja, hogy f(z) =
= f(t) (z,t € R), azaz f konstans, amibél f(0) = 1 miatt kovetkezik,
hogy

ft) =

s ez megolddsa (o)-nek.

(teR),

DO =

e Ha f(0) =0, akkor (o)-be x =t =0, y = 1-et helyettesitve
fEfM) = f(z) & f(2)[f(1) 1] =0 (z€R)
kovetkezik.

— Ha f(1) # 1, akkor f(z) =0 (2 € R), ami megoldasa (o)-nek.

— Ha f(1) =1, akkor (0)-bdl az y =t = 1 helyettesitéssel
[f(@)+ f()2=flz-2)+ flx+2) (v,2€R)

adédik, azaz az 5. feladat

fle+2)+ [z —2) = 2f(2) + 2f(2) (V)

egyenlete, melynek folytonos megolddsai f(z) = cz? (v € R)
alaktak a ¢ € R konstanssal.

Most f(1) = 1, igy ¢ = 1 kell, hogy legyen. Az f(z) = 22
(x € R) fliggvény valéban megolddsa (o)-nek.
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(o) Osszes folytonos megoldasiat x € R-en az

f(z) =5 (x €R), f(x) =0 (z €R), f(z) = a? (OM)

fliggvények irjak le.

Megjegyzés
Az els6 két megoldas meghatarozasdhoz nem volt sziikség f folytonos-
sdgdra. A harmadikndl igen. Megmutathatd, hogy ha f teljesiti (o)-t,
tgy az f(1) = 1 esetben f szigorian monoton névekedd, ]0, +ool-en és
szigorian monoton csokkend | — oo, 0[-n. Az 5. feladat és f(1) = 1 miatt,
tovédbbd

firy=r* (reqQ.
(Nem hasznéltuk most sem f folytonossagat!) Igaz tovdbbd, hogy Va €
R-hez 3(ry,) és (Ry) (rn, Rn € Q) sorozat, hogy
rn,<xr<R,ésr, —zx, R, — x.
Ha x < 0, ugy felteheto, hogy r,, R, < 0 és akkor — mivel f csokkend
] — 00, 0]-n — kapjuk, hogy

2 2

r2 — 22, R2 — 22 és a hatdrérték és egyenl6tlenségek kapcsolatédra
vonatkozé megfelel§ tétel (példdul a rend6r-tétel) miatt

flx) =2 2 €]—00,0].
Hasonléan jon, hogy
f(x) =2* x€]0,4+o0[.
Ugyanakkor tudjuk, hogy f(0) = 0, tehat f(x) = 22 (z € R).

gy csak az (OM)-beli fiiggvények lehetnek (o) megolddsai akkor is,
ha (az eredeti Didkolimpiai feladatnak megfeleléen) nem teszsziik fel f
folytonossagat.

Gyakorlé feladatok

1. Hatédrozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

1 T
f@)=3f(5)+ @eR)
fliggvényegyenletet.
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. Hatarozzuk meg az f : R — R folytonos fliggvényt, amely teljesiti
az

1 /x 1
f3)+ 1 (5) = 5/@+1 @eR)
fliggvényegyenletet.
. Az f : R — R folytonos fliggvény teljesiti az
fl@*+y*) = f(2) + f(y) (z,y €R)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7

. Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, melyek
teljesitik az

fl@+y)+ flx—y) =2f(x) (z,y €R)
fliggvényegyenletet.

. Adjuk meg azokat az f : R — R folytonos fliggvényeket, melyek
teljesitik az

fe+y)=fl@)+ fly) +2y+1 (z,y €R)
fliggvényegyenletet.
. Az f:RT — R folytonos fiiggvény teljesiti az
fl@+y)=f@)+ fly) (z,y €RT)
fiiggvényegyenletet. f(x) =7
. Hatarozzuk meg azon f : R — R folytonos fiiggvényeket, melyek

teljesitik az

1 (53Y)] = r@rw woew

fliggvényegyenletet.
. Az f: R — R folytonos fiiggvény teljesiti az

F(VE+9%) = @) + 1) @y eR)

fiiggvényegyenletet. f(z) =7
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10.

11.

12.

13.

14.

. Adjuk meg azon f : R — R folytonos fliggvényeket, melyek tel-

jesitik az
F(VE+9) = f@)f) @yer)
fliggvényegyenletet.

Hatarozzuk meg az

flay) = f(@)+ f(y) (z,y eR\{0})
fiiggvényegyenlet f: R\ {0} — R folytonos megoldésait.

Hatarozzuk meg az

flxy) = g(x) + h(y) (z,y € R\{0})
fiiggvényegyenlet f,g,h: R\ {0} — R folytonos megolddsait.

Hatdrozzuk meg azon f : RT — R folytonos fiiggvényeket, amelyek
teljesitik az

flay) = f(2)f(y) (z,y €RT) (CH)
Cauchy-féle hatvany egyenletet.
Hatarozzuk meg az

flzy) = g(x)h(y) (z,y €RT) (PH)
Pexider hatvényegyenlet f, g, h: Rt — R folytonos megoldésait.

Mutassuk meg, hogy azok az f : R — R fliggvények, amelyekre
x,y,2,t € R esetén

[f (@) + f(]f(y) + F(0)] = fzy — 2t) + f(at +y2)

és f(1) = 1 teljesiil monoton csokkendek a | — oo, 0], monoton
novekvéek a [0, +oo[ intervallumon.
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