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I. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

1. Halmazelméleti alapfogalmak

A halmaz és a halmaz eleme fogalmat adottnak (matematikai absztrakecié-
nak) tekintjiikk. A halmazokat dltaldban nagybetiikkel (A, B,C,...; X,Y, Z,
.o.3 A1, Ag, .. .), elemeiket kisbettlikkel (a,b,c,...; x,y,2,...; ai,a2,...)
jeloljik.

Azt példaul, hogy a eleme az A halmaznak az a € A, mig azt, hogy a nem
eleme az A halmaznak az a ¢ A szimbélummal jeldljik.

Egy halmaz adott, ha minden dologrdl egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy
eleme, vagy sem.

A halmazokat megadhatjuk az elemeik felsoroldsaval: {a,b,c,z,y, z, a, 5},
vagy valamilyen ismert halmaz elemeire val6 T tulajdonsag (allitas) segit-
ségével:

{z | = T tulajdonsagu}, {z|T(x)}, {ze€A|T(z)}.

1. Definicié. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, lires halmaz-
nak nevezziik, és a () szimbdélummal jeloljuk.

2. Definicio. Az A és B halmazok egyenlok, ha elemeik ugyanazok, azaz
r € A<=z € B. Ezt A= B, tagadasat A # B mddon jeloljiik.

1. Megjegyzés. A 2. definicié adja, hogy csak egy tires halmaz 1étezik.
3. Definicié. Az A halmaz részhalmaza (része) a B halmaznak, ha minden
x € A esetén x € B is teljesill (azaz x € A = x € B). Ennek jelolése:

A C B, vagy B D A.

4. Definicié. Az A halmaz valédi része a B halmaznak, ha A C B, de
A # B.

2. Megjegyzés. A=B <— ACBés BCA.

5. Definicié. Halmazrendszer (vagy halmazcsaldd) alatt olyan nemdiires
halmazt értiink, amelynek elemei halmazok.
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6. Definicié. Egy A halmaz 0Osszes részhalmazaibdl allé halmazt az A
hatvdnyhalmazéanak nevezziik, és P(A)-val jeldljiik.

7. Definicié. Ha I # () egy (ligynevezett) indexhalmaz és barmely i €
esetén adott egy A; halmaz, akkor az {4; | i € I} halmazt I-vel indexelt
halmazrendszernek nevezziik.

8. Definicié. Az A és B halmazok egyesitésén (unidjan), kozos részén
(metszetén), illetve kiilonbségén rendre az
AUB = {x | z € A vagy x € B},

ANB={x |z € Aésx € B},

A\B={x|ze€Aésx ¢ B}
halmazokat értjiik.
Egy R halmazrendszer egyesitésén, illetve k6zos részén az

UR={a|FAEeR, ac A}, NR={a|VAecRraac A}

halmazokat értjiik.
Ha R = {A; | i € I'} egy indexelt halmazrendszer, akkor egyesitését, illetve
k6z0s részét az |J A;, illetve [ A; szimbdélumokkal jeloljiik.

= icl
1. Tétel. Ha A, B, C tetszéleges halmazok, ugy
AUB=BUA, ANB=BnA
(kommutativitds),
(AUB)UC=AU(BUC), (ANnB)NC=An(BNCO)
(asszociativitas),

AU(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

(disztributivitds),
A\B = A\(AN B), (A\B)NC = (AN C)\B,
A\(BNC) = (A\B) U (A\0), A\(BUC) = (A\B) N (A\C),

AUB=B & ACB, ANB=B & ADB, AB=0 & ACB.

Bizonyitds. egyszerii (gyakorlaton).



9. Definicié. Az A és B halmazok diszjunktak, ha AN B = (). Ha egy R
halmazrendszer barmely két kiilonboz6 halmaza diszjunkt, akkor paronként
diszjunktnak nevezziik.

10. Definicié. Ha X adott halmaz és A C X, akkor a
CxA=(A°=A=CA)=X\A
halmazt az A X-re vonatkozé komplementerének nevezziik.
2. Tétel. Ha A, B C X, akkor
AUA=X, AnA=0, 0=X, X=10
AUB=ANB, ANB=AUB.

|l

pu— A’

Bizonyitas. feladat (gyakorlaton).

2. Relacidok (leképezések)
1. Definicié. Az a és b elemekbdl készitett rendezett elemparon egy (a,b)
szimbdélumot értiink, amelyre igaz, hogy (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

1. Megjegyzés. Az (a,b) = {{a},{a,b}} definici6 is lehetséges. Ekkor
bizonyithatd, hogy teljesiil (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

2. Definicié. Az A és B halmazok Descartes-szorzatan az
Ax B={(a,b) |a€ A, be B}
halmazt értjik.

1. Tétel. Ha A, B és C tetszoleges halmazok, akkor

a) AxB=0) < A=0vagy B=10,
b) (AUB)x(C=(AxC)U(BxC(C),
c) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC),
d (ANB)xC=(AxC)Nn(Bx(),
e) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC(C),
f) (A\B) xC = (AxC\BxCO),

g) Ax(B\C)=(AxB)\(AxC),

h)y BCC = AxBCAxC.



2. Megjegyzés. A x B altalaban nem egyenlé B x A.

3. Definicié. Az A x B halmaz egy F részhalmazét A és B kozotti (binér)
relacionak, vagy mas szavakkal A-bél B-be valé leképezésnek nevezziik.
Ha A = B, akkor azt mondjuk, hogy F' relacié6 A-n.

3. Megjegyzés. Az (a,b) € F tartalmazast szokds aF'b-vel is jelolni és igy
olvassuk: a az F' relaciéban van b-vel (vagy F' a-hoz b-t rendeli).

4. Definicié. A
Dp={xe€A|3yeB, (z,y) €F}, Rp={yeB|IxzecA, (z,y) € F}

halmazokat az F relaci6 (leképezés) értelmezési (6s-) tartomanyanak, illetve
értékkészletének (képtartomanydnak) nevezziik.

4. Megjegyzés. Drp = A, gy A-nak B-be; ha Rrp = B, ugy A-bdl B-re;

ha Dp = A és Rp = B, ugy A-nak B-re val6 leképezésérdl beszéliink.

5. Definicié. Ha F C A x B adott relacié és C' C A, akkor az
F(C)={yeB|dzel, (z,y) € F}

halmazt a C' halmaz F-re vonatkozé képének nevezziik.

Az egyelemii {z} C A (z € A) halmaz képét jelolje F(x), azaz ha (z,y) € F,
akkor az y = F(x) jelolés is lehetséges. Ekkor F'(x)-et F' z-beli értékének is
nevezziikk. (F'(z) nem feltétleniil egyértelmilen meghatarozott!)

6. Definicié. Ha F' C A x B adott relacié (leképezés), C' C Dp, akkor
Fle ={(z,y) e F |z € C}

az I relacio (leképezés) C-re vald lesziikitése.

7. Definicié. Az F' C A x B relacié (leképezés) inverzén az
F='={(y,2) € Bx A| (z,y) € F}

halmazt értjik.

6. Megjegyzés. E definiciébdl konnyen kovetkezik, hogy
Dp-1=Rp, Rp-1=Dp, (FYH'=F FB)=Dr.
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8. Definicié. Legyenek A, B, C adott halmazok, FF C AxB és G C BxC
adott relaciok. F' és G kompoziciéjan (Osszetételén) a

GoF ={(z,2)|dyeB, (x,y) € F, (y,2) € G}
relaciét értjiik. (Nyilvdn G o F' A és C' kozotti relacid.)

2. Tétel. A 8. definicié jelélései mellett (G o F)™' = F~1 o G~l. Ha
H C C x D egy harmadik relacié (D tetszéleges halmaz), akkor

Ho(GoF)=(HoG)oF .

9. Definicié. Legyen adott az A halmaz. Az R C A x A relaciét rendezési
relacionak, vagy rendezésnek nevezziik az A halmazon, ha V z,y,z € A
esetén

54
N—

rRx (vagy (x,x) € R) (reflexiv),

ha xRy és yRx, akkor x = y (antiszimmetrikus),
ha xRy és yRz, akkor xRz (tranzitiv),

xRy vagy yRx teljesiil (lineédris vagy teljes).

oy
N—

ee

Ekkor az (A, R) part, vagy az A halmazt rendezett halmaznak nevezziik.
Ha csak a), b) és c) teljesiil, akkor R-t parcidlis rendezésnek nevezzik. R-t
altalaban <-vel jeloljiik és pl. az = < y-t ugy olvassuk, hogy = kisebb vagy
egyenl6, mint y.

Ha x <y, de x # y, akkor ezt ugy jeldljiik, hogy x < y (x kisebb, mint y).
A < relacié nem rendezés. Szokasos még x < y, illetve x < y helyett az
y > x, y > x jelolést is hasznalni.

10. Definicié. Legyen A egy rendezett halmaz. Egy B C A részhalmazt
feliilrol korlatosnak neveziink, ha 3 a € A, hogy V b € B esetén b < a.
Az a-t a B halmaz fels6 korlatjanak nevezziik. Hasonléan definidlhaté az
alulrél korlatos halmaz, illetve az alsé korlat is. Egy halmazt korlatosnak
neveziink, ha alulrdl és feliilrol is korlatos.
Egy a € A elemet a B halmaz pontos felsé korlatjanak neveziink, ha

— « fels6 korlatja B-nek

— BV p fels6 korlatjara a < 3 teljestil.
Ha létezik pontos felsé korlatja B-nek, gy azt sup B-vel jel6ljiik (supremum
B).
Hasonléan értelmezhet6 a pontos alsé korlat is.
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11. Definicié. Egy olyan rendezett halmazt, amelyben minden nemiires
feliilrdl korlatos részhalmaznak van pontos felsé korlatja, teljesnek nevezziik.

12. Definicié. Legyen adott az A halmaz. Az R C A x A relaciét ekviva-
lenciarelaciénak nevezziik A-n, ha V x,y,z € A esetén

a) xzRx (reflexiv),

b) ha xRy, akkor yRx (szimmetrikus),

c¢) ha zRy és yRz, akkor Rz (tranzitiv).
R-t altaldban ~-mal jeloljik és z ~ y esetén azt mondjuk: x ekvivalens
y-nal.

13. Definicié. Legyen H adott nemiires halmaz. Az R halmazrendszert
H osztalyozasanak nevezziik, ha

— R elemei paronként diszjunktak,

~ VAceResetén A£Dés ACH

- UR=H.

3. Tétel. Ha R osztalyozasa H-nak, gy megadhaté H-n egy ekvivalencia
relacio. Forditva: ha R ekvivalencia relacié H-n, ugy definidlhaté H-nak
egy osztalyozasa.

Bizonyitds. gyakorlaton (feladat).

3. Fliggvények

1. Definicio. Legyenek A és B adott halmazok. Az f C A x B relaciét
fiiggvénynek nevezziik, ha (x,y) € f és (x,2) € f esetén y = z teljesiil (azaz
V z € A esetén legfeljebb egy olyan y € B létezik, amelyre (x,y) € f).

1. Megjegyzés. Minden fiiggvény relacio, igy az értelmezési tartomany,
értékkészlet, kép, lesziikités definiciéja megegyezik a 4., 5. és 6. definiciokkal
az el6zo fejezetben és a jelolések is valtozatlanok.

2. Megjegyzés. A fiiggvény definicidja igy is megfogalmazhaté: f C Ax B
relacié fliggvény, ha V x € D; esetén pontosan egy y € B létezik, hogy

(z,y) € f.
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3. Megjegyzés. Ha f jeloli a fiiggvényt, akkor (z,y) € f esetén
y = f(z) jeloli az = elem képét, f : A — B azt, hogy f A-t B-be képezi,
mig {(z, f(x))} az f gréfjat jelenti.

4. Megjegyzés. A fliggvény megadasanal szokasosak az aldbbi jelolések
is:

- y=[f(x), v € A(zx e Dy),

~ o f(x), €A (x e Dy),

- f=A(, f(#)) | z € Dy}.

2. Definicié. Az f C A x B fiiggvény invertdlhaté, ha az f~! reldcié is
fiiggvény. Ekkor f~!-et az f inverz fiiggvényének (inverzének) nevezziik
(az invertalhaté fiiggvényt kolcsondsen egyértelmil, vagy egy-egyértelmi
leképezésnek is nevezziik).

1. Tétel. Az f : A — B fiiggvény akkor és csak akkor invertdlhato, ha
minden x,y € A, x # y esetén f(x) # f(y) (vagy V =,y € A esetén

flz)=[fly) = z=y)
Bizonyitds. gyakorlaton (feladat).

Az Osszetett fliggvény értelmezéséhez lényeges a kovetkezo:

2. Tétel. Legyenek f C A x B és g C B x C fiiggvények. Ekkor go f is
fiiggvény, ésV x € Dyos-re (go f)(x) = g(f(z)).

Bizonyitds. gyakorlaton (feladat).

3. Definicié. Legyen adott az f és g fiiggvény. A go f fliggvényt Osszetett
fiiggvénynek, az f-et belso, a g-t kiilso fliggvénynek nevezziik.

5. Megjegyzés. A definicié adja, hogy Dyor C Dy, Dyoy = Dy =
ha Ry C Dy, gof=0 <= ha RyN D, =0.

4. Definicié. Az f: A — B fliggvény
a) injektiv, ha z,y € A, = # y esetén f(x) # f(y),
b) sziirjektiv, ha f(A) = B,
c) bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.
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5. Definicié. Az A halmaz identikus fliggvényén az
idg:A— A, ida(z) ==
fliggvényt értjuk.

6. Definicié. Az M és N halmazok ekvivalensek, ha 3 f: M — N (M-et
N-re képezd) invertalhaté fiiggvény (bijekcid).

7. Definici6. Legyen A tetszoleges halmaz. Egy f: A x A — A fliggvényt
miiveletnek neveziink A-ban.
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1. feladatsor

1) Az 1.2. Megjegyzés (A =B <= A C B és B C A) bizonyitésa.

2) Az 1.1. Tétel (13 allitds) bizonyitésa.

3) Az 1.2. Tétel (7 4llitds) bizonyitasa.
)

4) Bizonyitsa be, hogy barmely A és B halmazra

AUA=A, AnA=A, AUANB)=A, ANn(AUB)=A4.

5) Mutassa meg, hogy ha {A; | i € I} egy X halmaz részhalmazaibdl 4116
halmazrendszer, ugy

Cx(U A)=NCxA;, Cx(NA)=UCxA4

= icl el =
(De Morgan-féle azonossigok).

A 2.1. Megjegyzés bizonyitéasa.

A 2.1. Tétel (8 allitas) bizonyitésa.

A 2.2. Megjegyzés bizonyitasa.

A 2.2. Tétel bizonyitéasa.
A 2.3. Tétel bizonyitasa.

Bizonyitsa be, hogy egy A teljes rendezett halmaz V nemiires, alulrél
korlatos B C A halmazénak létezik pontos alsé korlatja.

13) Legyen A rendezett halmaz, B,C C A feliilrél korlatos halmazok. Mu-
tassa meg, hogy BUC is feliilrol korlatos. Ha létezik B és C' pontos felso
korlatja, akkor B U C-nek is létezik pontos fels6 korlatja.

A 3.1. Tétel bizonyitasa.
A 3.2. Tétel bizonyitasa.
A 3.5. Megjegyzés bizonyitésa.

)
)
)
9) A 2.6. Megjegyzés bizonyitasa.
)
)
)

14)
15)
16)
17) Bizonyitsa be, hogy ha f: A — B egy fiiggvény, akkor
foida=Ff, idpof=1Ff.
Ha f invertalhaté, agy
flof=ida,  (fof DW=y (yeRy),
és ha Ry = B, akkor fo f~! =idp, f~! invertdlhaté és inverze f.
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18) Legyen f : A — B fliggvény. Bizonyitsa be, hogy

ida C f~lof,  fofTlCidp
CCcA = Ccf'(f©), CcB= f'(f(C)ccC.
(Mikor van egyenldség az utébbi két esetben VC' C A ill. C' C B hal-

mazra?)
19) Legyen f : A — B és g : B — C flggvény. Igazolja, hogy ha f és g
injektiv (sziirjektiv, bijektiv), akkor g o f is az.
20) Legyen f: A — B és C,D C A. Bizonyitsa be, hogy
fleuD)=rC)ufD), flCNnD)cf(C)Nf(D),
(€)= f(D)c f(C-D).

Ha C, D C B, akkor bizonyitsa be, hogy
f7HCuD)=f"HC)ufHD),
fTHCnD)=f"HC)nfHD),

FHC = D)= £71(C) - FHD) .

21) Adjon példat reldciora, fiiggvényre, rendezési és ekvivalenciareldciéra.
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II. SZAMOK

1. A valds szamok axiémarendszere

Az R halmazt a valés szamok halmazanak nevezziik, ha teljesiti az aldbbi
axiomakat:

TESTAXIOMAK:

Ertelmezve van R-ben két miuvelet, az
fi:RxR—=R, z+y= fi(x,y) Osszeadds és az
fo:RxR—=R, z-y= fa(x,y) szorzas,
amelyek kielégitik a kovetkezo ugynevezett testaxiéomakat:
1) z+y=y+z,z-y=y-x Vz,yeR (kommutativitds),
2) (@ryt+z=z+Yy+2), (z-y)- 2=z (y 2
Vz,y,z € R (asszociativitas),
3) z-(y+z2)=z-y+zxz-z Vz,y,z€R (disztributivitas),
4) J0eR, hogyx+0=zVzelR (létezik zérus, vagy nullelem),
5) VzeResetén 3 —x € R, hogy z + (—z) =0
(létezik additiv inverz),
6) J1e€R hogyl#0ésl-z=axVzelR (1étezik egységelem),
7) VazeR,z#0esetén 3271 € R hogy z- 27t =1
(1étezik multiplikativ inverz).

RENDEZESI AXIOMAK:

Ertelmezve van az R testben egy <C R x R rendezési relacié (az 1.2.9.
definicié szerinti négy tulajdonsdggal), melyekre teljesiil még, hogy

(i) haz,yeRésax<y,akkorzx+z<y+2zVzeR,

(i) haz,yeR, 0<xés0<y, akkor 0 <z -y,
(az Osszeadds és a szorzas monotonitasa). Ekkor R-et rendezett testnek
nevezzik.

TELJESSEGI AXIOMA:

Az R rendezett test (mint rendezett halmaz) teljes, azaz R barmely nem-
iires, feliilr6l korlatos részhalmazanak 1étezik pontos felsé korlatja.
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OSSZEFOGLALVA:

Az R halmazt a valds szamok halmazanak nevezziik, ha R teljes rendezett
test.

Megjegyzés. A halmazelmélet axiomatikus felépitésében megmutathato,
hogy egyrészt 1étezik teljes rendezett test, masrészt lényegében egyértelmii-
en meghatarozott abban az értelemben, hogy barmely két R; és Ry teljes
rendezett test izomorf, azaz 3 ¢ : Ry — R bijektiv leképezés, mely miivelet-
és rendezéstarto:

plr+y) =p(@)+e(y), @y =e@)ey), <y = o) <ey).

2. Kiegészitések a valos szamfogalomhoz

a) A testaxiomék fontosabb kévetkezményei

A tovébbiakban a szorzést jelentd pontot nem feltétleniil irjuk ki (ez dltala-
ban nem zavard), tovabba az Osszeadds és a szorzds asszociativitasa lehet6vé
teszi, hogy (z+y) + z és © + (y + 2z) helyett x + y + 2-t, mig (zy)z és x(yz)
helyett xyz-t irjunk.

1. Tétel. R-ben (de dltaldban minden testben) a zérus és az egységelem
egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Ha pl. R-ben 0 és 0 is zéruselem, akkor az 1. és 4. testaxiéma
miatt

0=0+0=0+0=0
tehat 0 = 0.
Hasonléan lathaté be 1 egyértelmiisége.
2. Tétel. Hax,y,z € R esetén x +y = x + 2z, akkor y = z, ha még = # 0,
akkor vy = xz = y = z (egyszertisitési szabaly).
Bizonyitds. A testaxiomak és az x +y = x + z feltétel adja, hogy
y=0+y=(—z+z)+ty=—z+@+y) =—a+(x+z)=
=(—z+x)+2=0+2=2,
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illetve

1 1

y=1l-y=@ t2)y=at (z-y) =2t (z-2)=(@@ " 2)2=12=2,

tehat y = z mindkét esetben.

3. Tétel. Barmely R-beli elemnek pontosan egy additiv inverze, és barmely
R-beli 0-tol kiilonboz6 elemnek pontosan egy multiplikativ inverze van.
Bizonyitas. Ha z-nek y és z additiv, vagy = # 0-ra multiplikativ inverze,
ugy x+y = 0 = x4z, illetve zy = 1 = xz és az el6bbi tétel (az egyszeriisitési
szabdly) adja, hogy y = z mindkét esetben, tehat a tétel allitdsa igaz.

4. Tétel. Legyen x,y € R, akkor pontosan egy z; € R Iétezik, hogy

Yy + z1 = x; ha még y # 0, akkor pontosan egy z5 € R létezik, hogy yzo = x
(kivonasi, illetve osztési feladat).

Bizonyitas. Az allitds az y + 21 = x = y + 2], illetve yzo = & = y2}
egyenldségekbdl a 2. tétel segitségével adddik, hiszen z; = 2] és zo = 2}
igaz.

Definicio. A 4. Tétel szerint egyértelmiien 1étez6 z; illetve zo valds sza-
mokat (melyekre tehdt y + z; = x illetve yzo = x teljesiil) az x és y valds
szamok kiilonbségének illetve hanyadosanak nevezziik és x — y-nal illetve

L nal jelsljiik.
y

Megjegyzés. Nyilvianvald, hogy z—y = x4 (—y) illetve r_ x-y~ !, hiszen
Y

y+@+(-y)=y+(-y)+2)=Wy+(-y)+r=0+r=21,
illetve
y-(zy )=y o)=@y )r=1la=2x

1 x
teljesiil. Specidlisan — =y~ !, 6—1: nem értelmezziik.
Y

5. Tétel. Vx € R esetén —(—x) =z, V0 # x € R esetén

(@) =, (% :a:).

Bizonyitds. Az 5. testaxiomaban x helyére —z-et illetve a 7. testaxiémaban
x helyére x~!-et frva kapjuk a megfelel$ &llitasokat.
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6. Tétel. Legyenz,y e R. - y=0 <= =0 vagyy =0.

Bizonyitds.
a) Legyen x = 0 vagy y = 0, akkor a testaxiémak és a 2. tétel (egyszertisitési
szabdaly) miatt pl. = 0 esetén

Oy+0=0y=(0+0y=0y+0y = Oy=0VyecR.

Vilagos, hogy 0 = 0 is teljesiil. fgy r=0vagyy=0 — zy =0.
b) Legyen 0 # =z € R és 0 # y € R és az allitassal ellentétben tegyiik fel,
hogy xy = 0, ekkor a testaxiémékat és a)-t felhasznédlva

0=(zy)(y~'a™") = ((ay)y 2™ = (alyy™ "))z~ =

=(z- Dz l=2-271=1,

azaz 0 = 1 kdvetkezne, ami a 6. axiéma miatt nem lehetséges. Igy zy # 0.

b) Természetes, egész, raciondlis és irraciondlis szamok
(mint R részhalmazai)

1. Definicié. Az R azon N részhalmazat, melyre
(i) 1eN,
(il) han €N, akkorn+1 €N,
(iii) neN,dgyn—1€N <= n#1,
(iv) ha M C Nolyan, hogy le M ésne M — n+1e M,
akkor M =N

teljesiil, a természetes szamok halmazanak nevezziik.

Megjegyzések.

1. (iv)-t indukciés axiémanak is nevezziik. Ez egyrészt azt biztositja, hogy
az 1 € R szambdl kiindulva (1 folytatélagos hozzdadasaval) minden N-beli
elemet megkapunk, masrészt az ugynevezett teljes indukciés bizonyitasok
létjogosultsagat is adja.

2. Eléggé nyilvanvald, hogy N = {1,1+1,14+1+1,...}. Tovdbba N elemeit
2=141,3=1+41+1,... moédon is jeloljik.

3. Belathato, hogy ha n,m € N, akkor m 4+ n, mn € N is teljestl.

4. Han € N, akkor —n ¢ N.

5. HanmeN , n#m — n—m e Nvagym—neN.
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2. Definicié. Egy x € R szamot egész szdmnak neveziink, ha léteznek
n,m € N, hogy x =m —n. AZ ={m—n | n,m € N} halmazt pedig az
egész szamok halmazanak nevezziik.

Megjegyzések.

1. Koénnyen beldthaté, hogy Z = NU {0} U{n | —n € N}, ahol az
{n | —n € N} = N7 halmazt a negativ egész szamok halmazanak
nevezzik.

2.Ve,yeZ — x+y,z—y,xy € Z.

3. Definicié. Legyen x € R, ugy definidljuk
z! =, " =2" 'z (neN, n#1)

szerint az x természetes kitevojlii hatvanyait, tovabba

1
=1, xr"=— (x#0, neN)

xn

szerint az x 0, illetve negativ egész kitev6jii hatvanyait.

4. Definicié. Egy x € R szamot racionalisnak neveziink, ha 4 p,q € Z,
q # 0, hogy = = P Ellenkezo6 esetben z-et irracionalisnak nevezziik. A
q

Qi{x|x€RésElp,q€Z, q # 0, hogyxzz—?}
q

halmazt a raciondlis szamok, mig az R\Q halmazt az irraciondlis szamok
halmazanak nevezziik.

Megjegyzések.

1. Nyilvan adott = esetén p és ¢ nem egyértelmiien meghatarozott.

2. Haz,y € Q = z+y,xz—y,xzy € Q és ha y # 0, akkor T e Q is
teljesiil. Y

3. Q test.
4. Belathaté, hogy R\Q # 0.
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c) A rendezési axiomék fontosabb kovetkezményei

1. Definicié. Legyen x € R tetszoleges. Ha 0 < x, akkor z-et pozitivnak,
ha 0 < zx, akkor nemnegativnak, ha = < 0, akkor negativnak; ha x < 0,
akkor nempozitivnak nevezzik.

Az{z |z>0}, {z |2>0}, {z|2<0}és {z |z <0} halmazokat pedig
R-beli pozitiv, nemnegativ, negativ, nempozitiv szamoknak nevezziik.

1. Tétel. Ha x,y,z,u,v € R, akkor

a) r<y = x+z2<y+z;

b) 0<z = —2<0;2<0 = 0< —2x;

c) 0<azANO<y = 0<uay;

d) 0<z?Vvaz?=0;0<1;

e) 0<zAy<0 = 2y<0; 2<0ANy<0 = 0<uzy;
f) O<:L'y/\0<x:>0<y;0<£;

g) r<yNz<u = z+z<y+u;

r<yNz<u = z+z2z<y+u;
0<2AN0<y = 0<z+y; 0<2zN0<y = 0<z+y);

h) r<yN0<z = x22<yz; T<yNz<0 = yz < zz]
i) O<y<zNl<z<v = yz<av;
i) O0<z<yAneN = 0<z" <y";
1 1
k) O<z<y = 0< - < —;
y x
1) neN = n>1;

m) VkeZesetén AleZ , hogy k<l<k+1.

Bizonyitds.
a) x<y = <y = x+2<y+z2 Hazx+z=y+zvolna, dgy x =y
adddna, ami ellentmondas, igy * + 2z < y + 2.

b) a)-t felhasznélvapl. 0 <z = 0+ (—z) <z + (—x) = —z <0.

) 0<zN0<y = 0<2AN0<y = 0<zy. HaO = xy, akkor
0 =2 V0 =y, ami ellentmondas, igy 0 < zy.
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d) Haz =0 = 22 =0; ha0 < z, akkor 0-0 < z -2, azaz 0 < 2?2 ;
r<0 = 0< -2 = 0-0<(—2)(—z) = 2?% azaz 0 < 2°. Ha
x =1, akkor 0 < 12 = 1.

e) 0<zAy<0 = 0<2zAN0< -y = 0< —(zy) = zy <0
A masik allitas hasonléan igazolhato.

1
f) Ha y <0 lenne, tgy xy = 0Vzy < 0 jonne, ami ellentmondas. Hay = —,
x
, 1 ) 1
ugy 0 < x-— A0 <z adja, hogy 0 < —.
x x

g) Ha z = u, akkor az (i) axidéma, illetve az a) allitds adja a bizonyitandé
allitdst. Ha z < u, akkor x + 2 <y + 2z Ay + 2z < y + u adja az allitast.
(A specidlis esetek ebbdl nyilvanvaldak.)

h) Haz < y,akkor 0 = —x 4+ 2 < —z+y, igy 0 < z miatt 0 < (—x +y)z =
= —rz+yz = xz < (vz+(—x2))+yz = xz < yz. Az allitds masik
része is hasonld, hiszen 2 < 0 <—= 0 < —=z.

Hy<zN0<z = yz<zzész<vN0<z = zz < zv-bdl
kovetkezik, hogy yz < xv.

j) n = 2-re (az el6z6 &llitds miatt) 22 = 2 -2 < y-y = y?, han € N-re
" < y", gy x < y miatt pedig 2"t =z - 2" < y-y" =y !, ami adja
az allitast.

1 1 1 1

k) 0<z<y = 0< —, 0< —. Tegyik fel, hogy 0 < — < —, akkor
L Y T )

: 1 1 : (. 1

(0 <z <ymiatt) l =z-— < y-— = 1, ami ellentmondés, igy 0 < — < —

x y y x

igaz.

1) Ha n = 1, akkor 1 > 1 igaz. Tegytiik fel, hogy n = k-ra k > 1, akkor
1 > 0 miatt £+ 1 > 1 is igaz, ami az indukciés axiéma miatt adja az
allitast.

m) Ha létezne k,l € Z , k<l <k+1,akkor I — k€ ZN0O<I—k =
— |- keN —= [—k>1 = [ > 1+ k, ami ellentmondas.

2. Definicié. Az x € R abszolutértékén a

. x? OS‘CC7
|| =
—x, <0

nemnegativ szamot értjik.
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2. Tétel. Ha z,y € R, akkor

a) |-zl =|z];
b)  |xy| = |z[ly| ;

| |zl
¢ — = W#0);
)Ty WFO
d |z +yl < |zl 4yl ;

e

N—

2| =yl < |z =yl
Bizonyitds. a), b) és c) nyilvanvald.
d) Az abszolutérték definicidja miatt
v<l|zl, y<lyl, —z<lz|, —y<ll,
igy
z+y<lzl+lyl, —z—y<|zl+yl,
amibdl |z + y| < |z| + |y|.
e) A d) allitds miatt
2] = le—y+y| <|z—yl+lyl, [yl = ly—z+z] <|y—z[+|z| = [z—y|+|z],
igy —(ly| — |z|) < |z —y| < |y| — |z|, ami adja az allitast.

3. Definicié. Ha z,y € R, akkor a d(z,y) = |r — y| szdmot az x és
y tavolsaganak nevezzik, tovabba azt mondjuk, hogy a d : R x R — R
fliggvény tavolsag (metrika) R-ben.

3. Tétel. Ha x,y,z € R, akkor

) dz,y) 20, d(z,y) =0 <= z=y;
2) d(z,y) = d(y,x) (szimmetrikus);
3) d(z,y) <d(x,z)+d(y,z) (hdromszig egyenlStlenség).

Bizonyitds. Az abszolutérték tulajdonsagai alapjan igen egyszerti.

4. Definicié. Legyen a,b € R. Az Ja,b[={z | a < z < b} ;
[a,b] = {z | a <z <b}; |a,b] ={z |a <z <b}; [a,b={x | a <z <b}
halmazokat nyilt, zart, félig nyilt (zért) intervallumoknak nevezziik R-ben.
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5. Definicié. Az a € R valds szam r (> 0) sugaru nyilt gombkdrnyezetén
a K(a,r) ={x € R| d(z,a) < r} halmazt értjiik.

d) A teljességi axioma fontosabb kovetkezményei

1. Tétel. AzN C R (a természetes szamok halmaza) feliilrél nem korlatos.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy N feliilrél korlatos az R rendezett halmazban.
Ekkor a teljességi axiéma miatt 3 o = supN, tgy o — 1 (< «) nem fels6
korlatja N-nek, azaz 3 n € N, hogy a — 1 < n, amibdl a < n 4+ 1 kovetkezik.
Ugyanakkor n+1 € N miatt ez azt jelenti, hogy a nem felsé korlatja N-nek,
ami ellentmondés.

2. Tétel. Barmely x € R esetén létezik | € Z, hogy | < z < [+ 1. [
egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Legyen B C 7 az a halmaz, melyre V b € B esetén b < x
(az z-nél nem nagyobb egész szamok halmaza). B feliilrél korlatos, igy a
teljességi axioma miatt 3 sup B =1 és | < z. Belathaté, hogy [ egész szam.
Ha [+ 1 < x teljesiilne, akkor [ 4+ 1 € B kovetkezne, ami ellentmond annak,
hogy I = sup B (mivel [ <[+ 1), igy x <1+ 1 is teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy 311 <y (l1,lo € Z) hogy i <z <l + 1Al <z <
<ly+1, akkor l; < ly <z <l + 1kovetkezik. Utdbbi szerint az [ és [ + 1
egész kozott lenne egy Iy egész szam, ami a c) rész 1. tételének m) allitdsa
szerint lehetetlen.

3. Tétel (Archimedesi tulajdonsag). V x € R, ésy € R esetén
dn €N, hogy y < nx.

Bizonyitas. Az 1. tétel miatt 3 n € N, hogy Y < n (hiszen Y sem lehet
x x

fels6 korlatja N-nek), ami adja, hogy y < nz.

1. Definicié. Legyen I = {[a;,b;] C R | i € N} zart intervallumok olyan
rendszere, melyre a; < a;11 < bj+1 < b; Vi€ N (azaz [a;+1,bi41] C [as, b)),
akkor ezt egymasba skatulyazott zart intervallum rendszernek nevezziik.
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4. Tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen I = {[a;,b;] C R | i € N}
egymasba skatulyazott zart intervallumok rendszere. Ekkor

oo

NI= laib] #0.

i=1

Bizonyitds.

Az egymésba skatulydzottsag adja, hogy V ¢, j € N-re a; < b;, igy V j € N-re
bj az A = {a; | i € N} halmaznak fels6 korldtja, melyre o = sup A < b;
teljesiil. Igy a alsé korlétja a B = {b; | i € N} halmaznak ezért o < inf B =
= f. N

Mivel [a, 8] C [a;,b;] Vi € N-re, ezért (VI = () ]ai, bi] D [, 8] # 0, ami

i=1
adja az allitast.

2. Definicié. A H C R halmazt R-ben mindeniitt stirtinek nevezziik, ha
Vz,y e R, x <yesetén 3 h € H, melyre x < h < y teljesiil.

5. Tétel. A racionalis szamok halmaza stirii R-ben.
Bizonyitds. Legyen x,y € R tetszoleges, hogy r < y. Megmutatjuk, hogy
(%) dheQ, hogyx <h<y.

r <y = y—x >0, igy az archimedesi tulajdonsag miatt 3 n € N,
hogy n(y — z) > 1, azaz nx + 1 < ny teljesiil. A 2. tétel miatt ezen n
esetén az nxr € R szdmhoz 31 € Z, hogy | < nx < [+ 1.Ezt és az elébbi

egyenlotlenséget felhaszndlva nx < [+ 1 < nx + 1 < ny teljesiil, melybdl
[+1 [+1
n > 0 miatt jon, hogy =z < v < y, ami R h € Q-val adja (x)-ot.
n

Mindebbdl kapjuk, hogy Q stirti R-ben.

Megjegyzés. Beldthatd, hogy R\Q (az irraciondlis szamok halmaza) is
stiri R-ben.

6. Tétel. Barmely x nemnegativ valos szam és n € N esetén pontosan egy
olyan y nemnegativ valés szam létezik, melyre y™ = .

Bizonyitdis. Ha x = 0, akkor az allitas nyilvanval6. Legyen 0 < z € R
tetszOleges és A = {t | 0 <t € RAt" < z}. Megmutatjuk, hogy A nemiires,
feliilrél korlatos és a (teljességi axiéma miatt 1étezd) y = sup A (> 0) valds
szamra y" = x teljesul.
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Mivel t = 0 € A (hiszen 0" = 0 < z teljesiil), igy A nemiires. z 4+ 1 (> 1)
fels6 korlatja A-nak, mert V¢t € Ara (x +1)" > z+1 > x > t", amibédl
t <z + 1 kovetkezik.

Most belatjuk, hogy a létezé y = sup A-ra y™ < z és y"™ > x is ellent-
mondasra vezet.

Tegytik fel, hogy y" < x. Ha 0 < a < b (a,b € R), akkor a

b — " = (b o a)(bn—l + bn—2a+ et ban—Z +an—1)
egyenloségbol konnyen jon a
(0) b —a" < (b—a)nb" !

egyenlotlenség. Valasszunk olyan 0 < h < 1 valds szamot, hogy
x—y"
n(y + 1"+

(y+h)" —y" <hnly+h)" P <hn(y+ 1" t<z—y"

h < akkor a =y , b=y + h valasztassal ([J)-bdl

kovetkezik, ami adja, hogy (y + h)"™ < z, igy y + h € A. Ez ellentmondés,
mert y +h >y és y = sup A.
Ha z < y", akkor azonos gondolatmenettel

n __ n
0<k:yn—:f§ yn—l_ygy
ny ny n
mellett
Yyt —(y—k)" < kny"_l =y —x.

Tehat z < (y — k)™ lgy y — k < t esetén © < ¢" és {gy ¢ ¢ A, ami azt
jelenti, hogy y — k (< y) is fels6 korlatja A-nak, ez pedig y = sup A miatt
ellentmondas.

Végiil, ha 0 < z € R és z # y, akkor 2™ # y", igy y egyértelmii.

3. Definicié. Legyen x € R nemnegativ és n € N. Azt (az el6bbi tétel
alapjan egyértelmtien 1étez) y € R nemnegativ szamot, melyre y" = =z
teljesiil az x szdm n-edik gyokének nevezzik, és rd az /x, vagy T jelolést
hasznéljuk (&= helyett \/z-et irunk).

4. Definicié. Ha n paratlan természetes szam és x € R, = < 0, akkor
VT = aw = — /.

5. Definicid. Legyen z € R, , r € Qésr =
Ekkor z r-edik hatvanya: " = z» = {/z™ .

(ahol m € Z és n € N).

S|3
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Megjegyzések.
1. A racionalis kitev6ji hatvany értéke fiiggetlen az r eldallitasatol.

2. A hatvanyozds azonossagai raciondlis kitevéji hatvanyokra is igazol-
hatoék.

e) A bovitett valds szamok halmaza

1. Definicio. Ha S C R feliilrél nem korlatos, akkor legyen sup S = +oc.
Ha S C R alulrél nem korlatos, akkor legyen inf S = —o0.

Az Ry = RU {+0o0} U {—0o0} halmazt a bévitett valds szdmok halmazanak
nevezzik.

Megjegyzések.

1. Meg akarjuk Orizni Rp-ben R eredeti rendezését, ezért legyen
—0o <z <+ VaxeR esetén.

2. Ekkor +oo felso korlatja Ry barmely részhalmazanak és minden nemiires
részhalmaznak van R,-ben pontos fels6 korlatja. Ilyen megjegyzés flizhet6
az alsé korlatokhoz is.

3. Ry, nem test.
4. Megallapodunk az aldabbiakban:

V x € R esetén r+ (+00) = 400 ; x — (+00) = —00 ;
r x
+o0 —oco0

V0 <z € R esetén x-(+o0) =400; x-(—00) = —00 ;
tovabba
(+00) - (+00) = +00 ; (+00) - (=00) = —00 ; (=00) - (—00) = +00 .
Nem értelmezziik ugyanakkor a kovetkezoket:

0-(+00); 0-(=00); (+00) = (+00) ; (—00) — (—00) .
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f) Nevezetes egyenlGtlenségek

1. Tétel (Bernoulli-egyenl6tlenség). Han € N, z € R és =z > —1,
akkor
(1+2z)">14+nx.

Egyenloség <= teljesiil, ha n = 1 vagy x = 0.

Bizonyitds. Teljes indukcidval.
n = l-re az allitas nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 + x > 0 miatt

(142)" T = (14+2)"(1+2) > (1+nz)(1+2) = 14+not+o+nz® > 1+(n+1)x,

igy az allitas minden természetes szamra igaz.

1. Definicié. Legyen n € N és aq,...,a, € R Ekkor

n n n—1
Zaiial,ha n=1, és Za¢;< CLi)—Iran,ha n>1;
i=1 ‘

=1 =1
n n n—1
Haiial,ha n=1, és Hai'< ai>~an,ha n>1.
i=1 i=1 i=1

2. Definicio. Legyen n € N ; xq,..., 2, € R, és

Anixl+"'+$”ii

tovabba x1,...,x, € Ry esetén

Gp=%Yxy ...-xp =

Az A, és G,, szamokat az x1,...,x, szdmok szamtani (aritmetikai), illetve
mértani (geometriai) kozepének nevezziik.

2. Tétel (Cauchy). Han € Nésay,...,a, € Ry akkor G, < A, egyen-
16ség <= teljesiil, ha a1 = as = -+ - = ay.
Bizonyitds. Teljes indukciéval.

n = 1 esetén az allitas nyilvan igaz.
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a
és ——— — = > —1 igy a Bernoulli-egyenlétlenség felhasznaldsaval
n-A,_1 n

) = o [ (22— = D) 2 Gy (1452 1) -

- (An—l)n_l “Qp > (Gn—l)n_l Ap =41 ... Qp—1 - Qp = (Gn)n ;

ami adja, hogy G,, < A,, és egyenlGség <= van, ha % —1=0.
n—1

ay = -+ = ay_1-¢et felhasznalva ez azt jelenti, hogy a, = a1 (=as =--- =
= ap_1). Az indukciés axiéma miatt az allitas igaz.

3. Tétel (Chauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6tlenség).
Legyenek x1,...,Tn,y1,...,Yn € R, ekkor

(&) = (54) (5).

Bizonyitds. Legyen f: R — R, f(t) = Y (wit+vy;)?, akkor f(t) >0Vt eR

=1

F(t) = (g:le) t2 42 (gjlxzyl) t+ (g:lyf) :

Ha > 22 =0 (azaz V x; = 0), akkor az 4llitds nyilvan igaz.

3

-
I

és

Legyen > 22 > 0. Ha Y. 2? =a,2 >
i=1 : =

n
ziy; = b és > y? = ¢, akkor
=1 =1 =1

2a

f(t) > 0Vt e R esetén <= ha b?> — 4ac < 0, ami az elébbi jelolések
felhasznalasaval adja az allitast.

b\> b2 —4
f(t):at2+bt—|—c:a<t~|——) —Tac.
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4. Tétel (Minkowski-egyenl6tlenség).
Legyenek x1, ..., Ty, y1,...,Yn € R, ekkor

n

Z(%eri)zﬁ foﬂL ny
=1 =1

=1

Bizonyitds. Feladat.

3. Komplex szamok

1. Definicio. Tekintsiik a C = R x R halmazt, melyben az Osszeadas és a
szorzés miiveletét (ay, b1), (az,b2) € C esetén

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, b1 + b2) ,
(a1,b1) - (az,b2) = (a1az — b1ba, a1ba + asby)

szerint definidljuk. A C elemeit komplex szamoknak, C-t a komplex szamok
halmazanak nevezziik.

1. Tétel. C test a fenti miiveletekkel.

Bizonyitds. A miiveletek kommutativ és asszociativ tulajdonsaga, és a szor-
zés oOsszeadasra vonatkozé disztributivitasa egyszeriien jon a miuveletek de-
finiciojabdl és a valds szamok ilyen tulajdonsiagaibdl. Konnyen belathato az
is, hogy (0,0) zérus (nullelem), mig (1,0) egységelem. Az (a,b) € C additiv
inverze (—a, —b), (a,b) # (0,0) esetén a multiplikativ inverz pedig

a —b
a?+b2"a2+02)

Megjegyzés. A ¢ : R — C , ¢(a) = (a,0) injektiv megfeleltetéssel az R
elemeit bedgyazhatjuk C-be, ekkor a = (a,0) (a € R) és R C C.

2. Definicié. Az i = (0,1) komplex szdmot képzetes egységnek nevezziik.

2. Tétel. 2 = —1

Bizonyitds. i =1i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,04+0) = (-1,0) = —1.
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3. Tétel. V (a,b) € C-re (a,b) =a+b-1i.
Bizonyitds. (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) =a+b-1.

3. Definicié. Ha z = (a,b) = a + bi, akkor
Re(z) =a, Im(z)=b, Z=a—-bi, |z|=Va®+0b?

a z valos, illetve képzetes részét, konjugaltjat, illetve abszolut értékét jelenti.
Tovabbé, ha 21 = (a1, b1), 22 = (ag,by) € C, akkor

d(21,22) = |21 — 22| = /(a1 — a2)? + (b1 — ba)?

a z1 és zo tavolsdgat definidlja.
A zy komplex szam r > 0 sugaru nyilt gomb kornyezetének a

K(zg,7) ={2z ] 2€C, d(z,2) <r}

halmazt nevezziik.

4. Tétel. Ha z, z1, 2o € C, akkor

a)  Re(z) =22 Im(z)=22;
2 2
b) Z=2z, Z1+2=Z+7%, ZiZz=7%22;
c) Z| = 2|, 2z=|2°, |z122| = |21 |22l |21+ 2] < |z1| + |22l

Bizonyitds. A tobbség bizonyitasa egyszerl szamolas.
|21 + 22| < |21| + |22|, ha 21 = (a1,b1) , 22 = (a2, bs) azt jelenti, hogy

\/(a1+a2)2—|—(b1+bg)2§\/a%—l—b%—l— a%—l—b%,

ami igaz a Minkowski-egyenl6tlenség miatt n = 2, =1 = a1, x2 = by,
Y1 = a2, Y2 = by valasztassal.

4. Definicié. Az I = I' x I? (I',I? C R intervallumok) halmazt C-beli
intervallumnak nevezziik. I, = I! x I? (n € N) intervallumskatulyszas
C-ben, ha I} és I? azok R-ben.

5. Tétel (Cantor). Ha {I,} zart intervallumok (ekkor I} és I? is zdrtak)
egymasba skatulyazott rendszere, akkor

N L #£0.
n=1
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5. Definicié. C, = C U {+oo}-t a bovitett komplex szdmok halmazdnak
nevezzik.

4. (Szam)halmazok szamossaga

1. Definicié. Az A és B halmazok egyenl6 szamossaguak, ha ekvivalensek,
azaz 3 f : A — B invertalhato fiiggvény, hogy B = f(A) (tehat 3 f: A — B
bijekcid). Az A halmaz szdmossaga nagyobb, mint a B halmaz szadmossaga,
ha A és B nem egyenl6 szamossagu és 3 C C A, hogy C és B szamossaga
megegyezik.

2. Definicié. Az A halmaz véges (szdmossdgi), ha A = () vagy

dn € N, hogy A ekvivalens az {1,2,...,n} halmazzal. Az A halmaz
végtelen (szdmossagi), ha nem véges. Az A halmaz megszdmldlhatéan
végtelen (szdmossagi), ha ekvivalens a természetes szamok halmazaval. Az
A halmaz megszamlalhaté, ha véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Megjegyzések.
1. N x N megszamlalhatoan végtelen, mert az
f:NxN-—=N, f((m,n)) =2""12n —1)
fliggvény bijekcid.
2. Ha{A, | v € I'} olyan halmazrendszer, hogy I' nemiires, megszamlalhato,
barmely A, megszamlalhatd, akkor az |J A, is megszdamlélhato.

~el
1. Tétel. A racionalis szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen.
m oo
Bizonyitis. HaV n € N-re A, ={— | m e Z}, ugy U A, = Q. Mésrészt
n n=1

7 és igy A, is megszamlalhatoan végtelen és ekkor (az_el6bbi 2. megjegyzés
miatt) Q is az.

2. Tétel. A valos szamok szamossaga nagyobb, mint N szamossaga.

Bizonyitds. Feladat.
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3. Definicié. A valds szamok halmazat és a vele ekvivalens halmazokat
kontinuum szamossagu halmazoknak nevezziik.

Megjegyzések.
1. R\@Q nem megszamlalhaté (kontinuum szamossagu).

2. C kontinuum szamossagu.
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2. feladatsor

Bizonyitsa be, hogy V x € R esetén

—(z+y) = (—2)+(=y), (—z)y=z(-y)=—(zy), (—2)(-y)=my;
Ha még teljesiil hogy =,y # 0, tgy

I 11 x —r @
vy Ty oy oy Yy
Bizonyitsa be, hogy V x,y,u,v € R ; y,v # 0 esetén
r  u  xv+uy r U TU—uy xr u U
s tvT w3 e w  pv

2z
Bizonyitsa be, hogy r_=z <— zv=yz (haz,y,z,v ER; y,v#£0).
y v

Bizonyitsa be, hogy n,m € N — n+m,nm € N.

Bizonyitsa be, hogy ha n € N, akkor —n ¢ N, tovabba n,m € N |
n#m = n—m & Nvagy m—n €N.
Bizonyitsa be, hogy:

a) T,y€Z = x+y,r—y,xy €

b) z,yeQ = :I:—i-y,x—y,asye(@ésge@,hay;«éO;

c) Q test.

Bizonyitsa be, hogy x,y € R és n,m € N esetén
z\" "
(zy)" =z y" ; (—) = hay#0;
) )
xnxm — xm—i—n (xn)m — xnm .

(Hasonléan n, m € Z-re is).

Bizonyitsa be, hogy ha

()= mmmm e (2a) ()= ()

(n,k e NU{0}, k <n).
Igazolja, hogy x,y € R és n € N esetén

(z+y)" = E:% (ZL) z'y"
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teljesiil (binomialis tétel).
10) Bizonyitsa be, hogy ha r € Q A x € R\Q, akkor r + z,r — z,rz, r (ha
x
r # 0) irraciondlis.
11) Bizonyitsa be a II.2.c) 1. tételének a)-m) allitdsait.

12) Bizonyitsa be, hogy z,y € R esetén:
_ =]

== W#0)
yl w70)
b) |z|<y(y>0) <—= —y<z<y.

X
a) |zy| = |z|lyl ,

13) Bizonyitsa be, hogy d(z,y) = | — y| (z,y € R) teljesiti a
d(z,y) < d(z,2) +d(y,z)
un. haromszog egyenlotlenséget.

14) Bizonyitsa be, hogy a nyilt gdbmbkornyezet teljesiti az alabbi tulajdonsé-
gokat (x € R tetszOleges):
a) zveK(x,r),;
b) r <ry, = K(z,r1)C K(x,12) ;
c) hazoeR, re Ry Az e K(xg,r), akkor 3 € > 0, hogy
K(z,e) C K(xg,7) ;
d) z,yeR, z#y, IreRy, Kz,r)NK(y,r) =10 .

15) Bizonyitsa be, hogy:

a) V A C R feliilr6l korlatos halmazra sup A egyértelmii;

b) V A (#0) CR feliilrél korldtos halmaznak o <= pontos
fels6 korlatja, ha fels6 korlat és V e > 0 esetén Jx € A, hogy
r>a—¢;

c) VA BCR, AC B halmazra sup A < sup B;

d) Ha AC Rre —A={—x|x € A}, akkor inf A = —sup(—A4),
inf(—A) = —sup A4;

e) HoAABCRéA+B={x+yl|xecA, ye B},
A-B={zy|x €A, yec B}, akkor

sup(A + B) = sup A + sup B (inf-re is!),
sup(A - B) = (sup A)(sup B) (inf-re is!)
(ha 3 a sup, ill. inf).

16) Bizonyitsa be a Minkowski-egyenlGtlenséget.
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17) Hatarozza meg az aldbbi halmazok supremumadt, infimumat (maximu-
mat, minimumat):

le{%meN}, H, =10,1[U {2},

1
H3:{(—1)”<1——)|neN}, H4:{—xy |O<x<y<1}.
n r+vy

18) Mutassa meg, hogy

1
Nlnoc=0. ) Joz] =0,
neN neN
19) Igazolja, hogy =,y € Ry, n,m € N, k € Z-re
{L/.T_:\/E{l/g, V- = ’ \/E: \/57 x :(\/E)
y o
x,y€R+,x§y<:> %Sw
20) Igazolja, hogy x,y € Ry; r,s € Q esetén

z\ "
(ry)" =2"y", <—> = —, " =g’ (") =" .
Y y"
21) Mutassa meg, hogy v/2 irracionalis.
22) Bizonyitsa be, hogy (C, +, ) test.
23) Bizonyitsa be a komplex abszolut érték tulajdonsigait, és hogy
[Re(z)[ <z, |Im(z)[ < z[,  [z] < [Re(z)] +[Im(2)] .
24) Bizonyitsa be, hogy
A={2n|neN}, B=NxN, C=Nx---xN, Z Q
—_———
megszamldlhatok, a ]0, 1| halmaz nem megszamlalhato.

25) Bizonyitsa be, hogy R-ben barmely két nem elfajulé intervallum egyenld
szamossagu.
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II1I. VEKTORTEREK, EUKLIDESZI TEREK,

METRIKUS TEREK

1. Vektortér, euklideszi tér és metrikus tér fogalma

1. Definicié. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevezziik).
Tegyiik fel, hogy értelmezve van két miivelet:

— a vektorok osszeaddasa, melyet x,y € V-re x + vy ,
— a skaldrral vald szorzds, melyet x € VA X € R (VC) esetén
Az jelol.

V-t e két mivelettel vektortérnek, (vagy linedris térnek) nevezziik, ha
Va,y,z€V, \,u € R (VC) esetén

1) z+y=y+z (kommutativitds),
2) z+(y+2)=(x+y)+=z2 (asszociativitas),
3) d30eV, z+0=1z (nullelem létezése),
4) VezeV, 3 —zeV, x4+ (—x)=0 (inverzelem létezése),
5 l-z==x,

6) Apz) =(Aw)z,

) A+ pz= e+ pzx, Mz+y) =+ Ay (disztributivitas).

2. Definicié. Ha V egy vektortér, akkor a (,) : VxV — R (VC) fiiggvényt
skaldris, vagy belsészorzatnak nevezziik, ha V z,y,z € VA A\, u € R (VC)

esetén

teljestl.

1) (x,y) = (y,z) ({x,y) = (y,x) valds esetben),
2) (z+y,2)=(x,2) +(y,2) ,

3) Az, y) = XNa,y) ,

4) (z,z) >0, (r,z) =0 <= z =

3. Definicié. Egy V vektorteret, rajta egy skalaris (vagy bels6) szorzattal,
belsészorzattérnek, vagy (néha csak valds értékii skalaris szorzat esetén)
euklideszi térnek neveziink.

4. Definicié. Ha V bels6szorzattér, akkor az x € V' vektor hosszan, vagy
euklideszi norméjan az ||z| = \/(z, x) szdmot értjiik.
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1. Tétel. Az euklideszi normara teljestil:
1) Jz|| >0, ||z]| =0 <= z =0, VeeV ,
2) x| = |A| ||z]] VeeV, AeR (VC),
3) lle+yll <llell+llyl Yaz,yeV.

Bizonyitdas. Gyakorlaton.

Megjegyzés. Minden az 1)-3) tulajdonsagot teljesits || . || : V — R fiigg-
vényt normanak neveziink V-n.

5. Definicié. Ha V belsOszorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az x,y € V
vektorok euklideszi tavolsdgdn a d(z,y) = ||z — y|| szdmot értjik és azt
mondjuk, hogy a d: V x V — R fiiggvény tavolsag, vagy metrika V-ben.

2. Tétel. A V-beli euklideszi tavolsagra teljestil:
1) d(z,y) >0, d(r,y)=0 << xz=y, Va,yeV ,
2) d(x,y) =d(y,x) Vae,yeV ,
3) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) Varz,y2€V.

Bizonyitds. A norma tulajdonsagai alapjan egyszerti, gyakorlaton.

6. Definicié. Legyen X egy nemiires halmaz. Ha értelmezve van egy
d: X x X — R fliggvény az

1) d(z,y) >0, d(z,y)=0 <= xz=y, Vz,ye X,

2) dlz,y)=d(y,z) VazyeX,

3) d(z,z) <d(x,y)+d(y,2) Va,yzeX
tulajdonsagokkal, akkor azt mondjuk, hogy d metrika X-en és X-et metrikus
térnek nevezziik. Jelolés: (X, d).

Megjegyzés. R illetve C a d(x,y) = |z — y|, mig a V euklideszi tér a
d(z,y) = || — y|| metrikdval metrikus tér.

7. Definicié. Legyen (X,d) metrikus tér. Az a € X r (> 0) sugari nyilt
gombkornyezetén a K(a,r) = {x € X | d(z,a) < r} halmazt értjiik.

8. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. H C X korldtos, ha H = () vagy
H # () esetén 3 r € R, hogy V z,y € H-ra d(x,y) < r.
Ekkor a diam H = sup{d(z,y) | z,y € H} szdmot H dtmérGjének nevezziik.
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Megjegyzés. Egyszeriien beldthat6, hogy H C X (H # ()) pontosan akkor
korldtos, ha 3a € X Adr € R, hogy d(x,a) < rV x € H esetén.

2. Az R” euklideszi tér

1. Definicié. Legyen R! = R, és ha n € N-re mar R” értelmezett, akkor
Rl = R" x R. R"™ elemeit (z1, ..., z,)-nel jeloljiik és rendezett valds szam
n-eseknek nevezziik, ahol

(X1, oy Tn) = (Y1, -, Yn) <= T1=Y1,--+, T = Yn -

Ha z = (x1,...,2,) € R", akkor az x;-ket az x koordindtdinak, R™ elemeit

pontoknak, vagy vektoroknak is nevezziik.
1 n
Szokéasos az R™ = Rx- - - xR jelolés is és azt is mondjuk, az R™ R onmagéaval

vett n-szeres Descartes-szorzata.
2. Definicié. Legyen adott az R™ halmaz és értelmezziik benne az Osszea-
das és skalarral valo szorzas miiveletét

r+y=(x14+y1, .., Tn+yn), iletve Ax = (Az1,...,Ax,)
szerint, ha © = (z1,...,2,), y = (y1,...,Yn) € R" A X € R (VC) .
1. Tétel. R™ a most értelmezett két miivelettel vektortér (vagy linedris
tér).
Bizonyitdas. A vektortér 1)-7) tulajdonsigai egyszeriien ellenérizheték. A

n

1
nullelem: 0 = (0,...,0) .

2. Tétel. Hax = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,...,yn) € R", dgy
<$,y> = T1Y1 + -+ TnYn
skaldris (vagy belsé) szorzat R™-ben.

Bizonyitds. A bels6szorzat 1)-4) tulajdonsdganak ellenérzésével.

3. Tétel. Haz = (zq,..., = (Y1,...,Yn) € R", akkor az

n n

[zl = /{2, 2) = Z illetve d(z,y) = [l —yll = [ 2. (xi — v:)?

=1 1=1



szerint definidlt norma, illetve tavolsag (metrika) teljesiti a norma, illetve
metrika tulajdonsagait.

Bizonyitas. Egyszer( (feladat).

Megjegyzések.

1. A 2., 3. tételben definidlt skalaris (belsd) szorzattal, norméaval, illetve
tavolsaggal (metrikdval) R™ euklideszi tér, euklideszi norméval és metri-
kéval. (R™,d)-t n-dimenziés euklideszi térnek is nevezik.

2. Han =1, 4gy a d(z,y) = |z — y| (z,y € R) tavolsdggal (R!,d) = (R, d)
metrikus tér, hiszen d teljesiti a metrika 3 tulajdonsagat.

3. Az a € R™ pont (vektor) r sugart nyilt gbmbkornyezete a
K(a,r)={z € R" | d(x,a) < r}
halmaz, ahol d az R"-beli euklideszi tavolsag.
4. A korldtossag és az dtmér6 fogalma (R™, d)-ben ugyanaz mint (X, d)-ben.
Igaz tovdbbd, hogy H C (R",d) <= korldtos, hadr e R, H C K(0,r)
(azaz ||z|| <7V x € H).

n
5. |lzllx = > |xi| és ||z]|cc = max |z;| is norma R™-ben.

3. R, R” és metrikus tér topoldgiaja

Az (R,d) és (R",d) konkrét és az (X,d) absztrakt metrikus terekben egy
a € R (V R"V X) szam (vektor, pont vagy elem) r» > 0 sugari nyilt
gombkornyezetén a K(a,r) = {v € RVR"V X | d(z,a) < r} halmazt
értettiik, ahol a

d(z,a) = |z —al] R-beli,a d(z,a)=|z—al =,/> (z;—a;)? R"-beli,
i=1

vagy pedig a 2.6. definiciéban szerepld 1.-3. tulajdonsigu d(z,a) metrika
szerepel. Ha sziikséges a megkiilonboztetés, akkor szokas a dgr, dgn, illetve
dx jelolés is az R, R"™, illetve X-beli tavolsagra (metrikara).

1. Definicié. Legyen adott £ C (R,d) (V (R™,d) V (X,d)) halmaz. Azt
mondjuk, hogy
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— x € F bels6 pontja E-nek, ha 3 K(x,r), hogy K(x,r) C E;
-z € R (VR"”V X) kiils6 pontja E-nek, ha belsé pontja C' E-nek
(azaz 3 K(x,r), K(z,7)NE = 0);
—x € R (Vv R"V X) hatarpontja E-nek, ha nem bels6é és nem kiils§

pontja

(azaz ¥V K(z,r)-re K(x,r)NE #0 N K(z,7r)NCE #0).
A bels6 pontok halmazat E belsejének, a hatarpontok halmazat E hatara-

nak nevezzik.

2. Definicié. Az F C (R,d) (V(R",d)V(X,d)) halmazt nyiltnak nevezziik,
ha minden pontja bels6é pont; zartnak nevezziik, ha C'E nyilt.

1. Tétel. Az (R,d) (V(R",d)V (X,d)) metrikus terekben igazak a kévet-

kezok:
1)
2)
3)

4)
5)
6)

Bizonyitds.

illetve

R (VR™V X) A0 nyilt halmazok,
nyilt halmazok egyesitése nyilt,
véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,

R (VR™V X) A zdrt halmazok,
zart halmazok metszete zart,
véges sok zart halmaz egyesitése zart.

— 1) és 4) a definicié alapjdn nyilvanvald;
— 2)igaz, mert E (y € ') nyilt = Vo e |J E,-rady,zc bk, =

vel

— 3 K(z,r)CE,, = K(z,r)C U Ey = U E, nyilt;

yel yel

— 3) is igaz, mert ha E; (i =1,...,n) nyilt, akkor Vx € (| B; =

=1

— z€E (i=1,....,.n) = I K(@x,r) CE; (i=1,...,n) =
= 0<r<r,(i=1,...,n)re K(z,r) CE; (i=1,...,n) =

= K(z,r)C Ei = Ve
=1

(] E; belsé pont = [ E; nyilt;

2 =1 =1

— 5)és6) a

C ( N E7> — UCE, A C (L:JIE> — ﬂcEi

’YEF ’YEF 1=

azonossaghol jon a zartsag definicidja illetve 2) és 3) teljesiilése miatt.
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Megjegyzés. A tétel 1)-3) allitdsainak axiémava tétele elvezet a topologi-
kus tér fogalmahoz.

3. Definicié. Legyen adott £ C (R,d) (V(R",d) VvV (X,d)). Az x¢ €
R (VR™ Vv X) pontot az E halmaz torléddsi pontjdnak nevezzik, ha
V K(zg,r) R (VR™ vV X)-beli kérnyezet tartalmaz zo-tél kiillonbozé E-beli
pontot, azaz (K (xo,7)\{zo}) N E # 0.

xo € E izolalt pontja E-nek, ha nem torlédasi pontja, azaz 3 K (g, r), hogy
(K (2o, m)\{z0o}) N E = 0.

E torlédési pontjainak halmazat szokds E’-vel jelolni.

2. Tétel. Az E C (R,d) (V(R™,d)V (X,d)) <= zart, ha E' C E (azaz
tartalmazza minden torléddsi pontjat).

Bizonyitds.
a) Ha F zért = CFE nyilt = Vo€ CE 3 K(z,r) CCE =
— VeeCErex¢ F' — FE CE.
b) HoE'CF — ¢ EF — x¢ F — I K(z,r), (K(z,r)\{z})N
NE =0, illetve x ¢ F miatt K(z,r)NE =0 —
— JdK(z,r) CCEVYxe€(CFE = CF nyilt = FE zért.

Megjegyzés. Ry-ben a 400 és —oo kornyezetén az |r,+oo[ és | — oo, 7|
(r € R) intervallumokat értjik. Igy definidlhaté az is, hogy a 400 és —o0
mikor torlédasi pont.

3. Tétel (Bolzano-Weierstrass). V S C R (VR") korldtos végtelen hal-
maznak létezik torlodasi pontja.

Bizonyitds.
a) El6szor az S C R esetet nézziik.
— S korldtos = 3 [a,b] C R, S C [a,?],
— Definidljuk az I,, (n € N) zart intervallumok egymésba skatulydzott
rendszerét ugy, hogy
{ a+b
a, ——

b
2 ] , ha {a, %1 NS végtelen halmaz

I = a1, b1] =

b b
{a; ,b] , ha {a; ,b] NS végtelen halmaz
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Ha I,, = [an, b,] halmaz adott, akkor legyen

In—l—l = [an—i—l;bn—l—l] =
w4 by n + by .
lan, On + 1 , ha lan, a —2i_ 1 NS végtelen

2
n+ by, n + bn ‘
L, b,|, ha L, b,| NS végtelen
2 2

. , ) b—a

Ekkor minden n € N-re I,, N .S végtelen és b,, — a,, = TR
— A Cantor-tétel miatt () I, = [«, (], tovdbba

n=1

b— b—

0<p—-—a<b,—a,= 2a< ¢ (n € N),
n n

ami az archimedesi tulajdonsag miatt csak a = 8 = zo esetén lehet-
séges, tovabba xg € I,, (V n € N).
— V K(xo,r) esetén (az archimedesi tulajdonsdg miatt)

b— b—
dn eN, —a<n — dneN, —a<r —
r n
~b—a - b—a
=
= [, C K(xg,7r) = (I, konstrukciéja miatt) V K (xq,r) végtelen
sok S-beli elemet tartalmaz =— z( torlédasi pontja S-nek.

= b, —a,

<r =

b) Az S C R"™ esetben a bizonyitds visszavezetheté az S C R esetre, ha
R™-beli tigynevezett téglaskatulydzast tekintiink (analég médon).

Megjegyzés. A tétel metrikus térben altalaban nem igaz.

4. Definicié. Nyilt halmazok egy {o,} rendszere az S C R (VR" vV X)
halmaznak egy nyilt lefedése, ha S C | o,.

5. Definici6. A K C R (VR" v X) halmaz kompakt, ha minden nyilt
lefedésébol kivalaszthaté véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

4. Tétel.
A) (Heine-Borel) Egy K C R (VR") halmaz <= kompakt, ha korlatos
és zart.
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B) Ha K C (X,d) kompakt, akkor korlatos és zart.

Bizonyitds.
A1) Legyen K C R korldtos és zart halmaz.

— Tegytik fel, hogy K nem kompakt, azaz 3 {0, } nyilt lefedése, melybol
véges sok halmaz nem fedi le.

— K korldtos = 3 [a,b] CR, K C [a,b].

— Az {I,,} zart intervallumok egymasba skatulydzott rendszerét definidl-
juk a B-W tételhez hasonléan, hogy mindig azt a fél intervallumot
valasztjuk, melyre K NI, (n € N) nem fedhetd le véges sok halmazzal

{0, }-bél.
— Ekkor () I, =z ésV K(xg,r)-hez 3n €N, I,, C K(xg,r). Ugyan-

n=1

akkor I,,NK (xg,r) végtelen sok K-beli elemet tartalmaz, mert ha nem,
ugy véges sok o,-vel is lefedheté lenne, igy K(xg,r)-ben is végtelen
sok K-beli elem van, ami adja, hogy ¢ € K’.

- Kzirt = K' CK =— 290 K

— {0, } lefedérendszer = 3 o,,, 29 € 0,, = I K(x,7") C 0y, =
(mint az elébb), hogy 3 n’, I, C K(xo,r") = I, C o0, , ami
ellentmondas, mert akkor az I,/-ben 1évé K-beli elemeket egyetlen
0y, lefedi.

— igy K kompakt.

As) Ha K C (R™,d) korlatos és zart, uigy a bizonyitas R™-beli téglaskatulyéa-
zéssal megy.

B) A tétel elso allitasanak masik irdnya és a tétel méasodik allitasa az, hogy
ha K C R (VR" Vv X) halmaz kompakt, akkor korldtos és zart. Most ezt
bizonyitjuk.

— K korlatos, mert ha V x € K-ra tekintjik K(z,1)-et, ugy {K(z,1)}
nyilt lefedése K-nak és akkor (K kompaktsdga miatt) 3 K (zq1,1),...,
K (z,,1) nyilt kdrnyezetek, melyek lefedik K-t.

Legyen r = sup {d(z;,z;)+2} = Vea,ye K 34,5,
1<i,j<n
x e K(x;,1) N ye K(zj,1) és igy
<d(zi,x;)+2<r

azaz teljesiil a korlatossag definiciéja.
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— K zart is, ugyanis belatjuk, hogy C'K nyilt.
Legyen x € CK N y € K tetszoleges, akkor

I <x d(»";?J)) K <y d(ﬂ;y)) _
o i (055

lye K } nyilt lefedése K-nak, mely kompakt, igy

*)
31 (1 20 e (3 M)
) g (i, 2500 0 (2, 2500

(i=1,...,n) :>r—1nf{ }eseten
0

K(z,7r)NK (y dlz, y’)>

KCUK(

=1

(i = n) =

= K(z,7)N UK( CC‘%))ZQ:>K(ﬂc,r)ﬁK=®:>

— K(z,7r) C CK = V x € CK bels§ pontja CK-nak igy CK
nyilt.

6. Definicié. Az (X, d) metrikus tér Osszefliggd, ha nem létezik X-nek
olyan nemtres o1, 0o nyilt részhalmaza, hogy o1 Moy =0 és 01 U 0, = X.
A H (# () C X osszefliggd X-ben ha (H,d) Osszefiiggd metrikus tér. (A
d metrika H x H-ra valé lesziikitését is d-vel jeloljiik, és (H,d) valéban
metrikus tér.)

5. Tétel.
a) Egy H C (R,d) halmaz <= 0Osszefiiggs, haV z,y € H esetén
[z,y] C H.
b) (R,d) ésszefiiggd halmazai: (), {a}, R véges intervallumai, | — 0o, al,

| —00,al, [a,0[, Ja,co][ (a € R tetszbleges).
c) (R™,d) ésszetiiggo.

Bizonyitds. Nem kell, de lasd MAKAI: 53., 54. oldal.
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3. feladatsor

1) Bizonyitsa be, hogy az euklideszi normara teljesiilnek az alabbiak:
[z 20, Jlz| =0 <= 2x=0;  [Az|=[All|l=] ;
le+yll <zl +lyll;  (zyeV, AeR(VC)).
2) Bizonyitsa be, hogy az euklideszi tdvolsag teljesiti, hogy
d(z,y) 20, dz,y) =0 < z=y;  d@y)=dyz);
d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) ; (x,y,z € V).
3) Bizonyitsa be, hogy H C R (VR"V X) <= korlatos, hada € R (VR"V
X) ésr >0, hogy HC K(a,r).
4) Legyen adott X halmaz és
0, z=y
1, z#y

Bizonyitsa be, hogy (X, dy) metrikus tér (dp a diszkrét metrika, (X, dp)
a diszkrét metrikus tér).

dp: X x X >R, do(:c,y):{

5) Bizonyitsa be, hogy R™ a benne értelmezett Gsszeadassal és skalarral vald
szorzassal vektortér.

6) Adottak az z = (1,5,5) , y = (—2,2,3) R3-beli vektorok, hatdrozza meg
1
azr+vy, T —vyY, 3T — Y vektorokat.
7) Bizonyitsa be, hogy ha x = (x1,..., %), ¥ = (y1,-..,yn) € R", Ggy

n

skaldris (vagy bels6) szorzat R™-ben.
8) Bizonyitsa be, hogy ha x = (x4, ... s y=(y1,-..,yn) € R", Ggy

]l = vz, z) Z% , lletve d(z,y) = [lz, y|| = Z( i —i)?

1=

norma, illetve tavolsag (metrika) R™-ben.

9) Bizonyitsa be, hogy a 2. feladatsor 14. feladatdnak allitasai igazak az
(R™,d), illetve (X, d) metrikus terekben is.
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10) Bizonyitsa be, hogy

n
lzlly = 2wl & lzlloc = max fa[ (2= (21,...,22) €R)
i=1 1§z§n

norma R"-ben.

11) Bizonyitsa be, hogy a,b € R A a < b esetén |a,b[ , |a,o0[ és | — 00, a]
nyilt (és nem zart); [a,b] , [a,00[, | — 00, a] zart és nem nyilt; |a, b] , [a,b]
nem nyilt és nem zart R-ben.

12) Hatarozza meg az alabbi R-beli halmazok belsd, hatar, kiilso, torlodasi
és izolalt pontjainak halmazat:

Hy=]-1,1 U {3JUul45[U[78; R\Q; Q;

N ; Hzi{%MEN}U{O}.

13) Bizonyitsa be, hogy Z zart és nem nyilt; Q nem nyilt és nem zéart (R, d)-
ben.

14) Adjon meg a valés szdmok halmazdban végtelen sok olyan nyilt hal-
mazt, melyek metszete nem nyilt, illetve végtelen sok olyan zart halmazt,
melyek egyesitése nem zart (tegyiik ezt R2-ben is).

15) Bizonyitsa be, hogy minden H C R véges halmaz kompakt.

1
16) Bizonyitsa be, hogy H = {— | n e N} U {0} kompakt.
n

)
)

17) Bizonyitsa be, hogy |0, 1[C R nem kompakt.

18) Legyen H C R adott. Bizonyitsa be, hogy 400, (illetve —o0) torlédasi
pontja H-nak, ha H feliilrdl (illetve alulrél) nem korlatos.

19) Bizonyitsa be, hogy (R",d), illetve (X,d)-beli nyilt kornyezetek nyilt
halmazok.

20) Legyen A = {(z,y) | z,y € (0,1) ; z,y € Q} C R% Hatdrozza meg A
torlodasi pontjait, hatarpontjait. Vizsgalja meg, hogy A nyilt, vagy zart
halmaz-e?

21) Legyen (X, d) metrikus tér. Bizonyitsa be, hogy o <= torlddési pontja
a H C X halmaznak, ha xy minden kornyezetében végtelen sok H-beli
elem van.

22) Legyen (X,d) metrikus tér, xg € X , G, H C X. Bizonyitsa be, hogy:

X\zo nyilt ; ha G nyilt és H zart, akkor G\ H nyilt ; ha G zart és H

nyilt, akkor G\ H zart.
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23) Legyen (X, d) metrikus tér H C X. Bizonyitsa be, hogy H hatara és H
torlédasi pontjainak halmaza zart.

24) Legyen H C R™ (n > 2) és H; (i = 1,...,n) a H elemeinek i-edik
koordinataibol all6 halmaz. Bizonyitsa be, hogy H <= korlatos, ha
V H,; korlatos (R, d)-ben.

25) Legyen z € R™ | r € Ry. Bizonyitsa be, hogy a K (x,r) halmaz dtméréje
2r.

26) Bizonyitsa be, hogy egy metrikus tér minden véges részhalmaza kompakt.

27) Adjon meg olyan metrikus teret, melyben létezik olyan korlatos és zért
halmaz, amelyik nem kompakt.

28) Adjon meg olyan metrikus teret, melyben van olyan korldtos és végtelen
halmaz, amelynek nincs torlédasi pontja.
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IV. SOROZATOK

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. Definicié. Egy f: N — R (VR"V (X,d)) fiiggvényt R (VR V (X, d))-
beli sorozatnak neveziink. A sorozat n-edik tagjat f(n), a,, x, (vagy més)
jeloli. A sorozat elemeinek halmazara az {a, } vagy {z,} (vagy més) jel6lést
haszndlunk. Magat a sorozatot az (a,), vagy (x,) (vagy més) szimb6lummal
jelsljiik.

2. Definicié. (korldtossig) Az (x,) R (VR™V (X, d))-beli sorozat korlatos,
ha {z,} korlatos. Az (x,) R-beli sorozat alulrdl (felulrol) korlatos, ha {xn}
alulrdl (feliilrél) korlatos.

3. Definicié. (monotonitds) Az (x,) R-beli sorozat monoton ndvekvo
(cs6kkend), ha V n € N-re x,, < 41 (T, > Tpy1); Szigorian monoton
novekvé (csokkend) ha V n € N-re z,, < xpy1 (T, > Tpp1) teljesil.

4. Definicié. (konvergencia) Az (x,) R (VR"V (X,d))-beli sorozat kon-
vergens, ha 3 x € R (VR" V (X,d)), hogy V &€ > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy
Vn>n(e)ra(neN)d(x,z,) < eteljesil. Azz € R (VR"V (X, d)) szdmot
(vektort, elemet) (x,,) hatarértékének nevezziik. Azt, hogy (z,) konvergens
és hatarértéke x, igy jeloljiik: nh_)n(}o Typ, = T Vagy X, — .

Megjegyzések.
1. Ha R, illetve R™-beli sorozatrdl van szd, akkor a d(z,z,) = | — x|,
illetve d(x,x,) = ||z — z,|| tdvolsdg szerepel a definiciéban.

2. A kornyezet fogalmat felhasznalva a konvergencia tin. , kornyezetes” defi-
nici6jat kapjuk: az (x,) sorozat konvergens, ha 3 z € R (VR" V (X, d)),
hogy V K(z,¢)-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra z,, € K(x,¢) teljesiil.

1
3. A definici6 alapjan konnyen belathatd, hogy az <—> sorozat konvergens
n
és hatarértéke 0 (nullsorozat).

4. Egyszerlien belathaté, hogy z, — x <= V K(z,¢)re x, € K(z,¢)

legfeljebb véges sok n € N kivételével.
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5. Definicié. (divergencia) Az (x,) R (VR™ V (X,d))-beli sorozat di-
vergens, ha nem konvergens, azaz ha V x esetén 3 ¢ > 0 (VK (zx,¢)), hogy
V n(e) € N-re 3 n > n(e), hogy d(z,x,) > ¢ (Vx, & K(z,¢)).

Példaul ((—1)™) divergens.

6. Definicié. Az (x,) R-beli sorozat +oo (illetve —o0)-hez konvergal, ha
V' M € R-hez 3 n(M) € N, hogy V n > n(M)-re x,, > M (illetve x,, < M)
teljestl.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazhaté kornyezetes valtozat is a +oo (illetve —o0) kornyeze-
tének ismeretében.

2. Szokas a végtelenhez valo konvergenciat is divergencianak nevezni, hiszen
ekkor a hatarérték nem eleme R-nek.

3. Ha (x,) C-beli, akkor x,, — +00, ha V¥ r > 0-hoz 3 n(r) ,
Vn>n(r) = |z, >r (x, € K(co,r)).

1. Tétel (a hatarérték egyértelmiisége). Ha (r,) R (VR"V (X,d))-
beli konvergens sorozat, akkor egy hatarértéke van (azaz x, — a és x, —
b = a=0).

Bizonyitds.
Tegyiik fel, hogy x,, — a és x,, — b és a # b, akkor

P (a, d(a2, b)) I (b, d(a, b))

2
d(a,b dla.b
és I n(e), hogy V n > n(e)ra x, € K (a, (a, )> ésx, € K (b, (a, ))7

ami lehetetlen = a = b.

I
=

Megjegyzés. A tétel akkor is igaz, ha x,, — +oo (vagy —o0).
2. Tétel (konvergencia és korlatossdg). Ha az (x,) R (VR"V (X,d))-
beli) sorozat konvergens, akkor korlatos.

Bizonyitds.
Ha z, — x és ¢ > 0 adott, akkor 3 n(e) € N, Vn > n(e) (n € N)-
re d(z,r,) < €. Legyen r > 2-sup{e, d(z,z1),...,d(z,2p)-1)}, akkor

52



V n,m € N-re

A(Tp, X)) < d(x,20) + d(2, 2) < g to =T

igy {z,} korlatos = (z,,) korlatos.

Megjegyzés. Egy sorozat korlatossagabol altalaban nem kovetkezik a kon-
vergencidja (pl. ((—1)™)).

3. Tétel (monotonitis és konvergencia). Ha az (x,) R-beli sorozat
monoton névekvd (illetve csokkend) és feliilrél (illetve alulrél) korlatos,
akkor konvergens és x,, — sup{z,} (illetve z,, — inf{z,}).

Bizonyitds.

Legyen (x,) (monoton névekvo és) felilrél korlatos = I = = sup{z,} =
Ve>0radn(e) €N, 2, >~ = 2z, € K(z,¢). A monoton
novekedés miatt Vn >n(e) (n €N) = z,.) <z, <z =

zn € K(z,6) = x, — x.

A masik eset ((x,,) monoton csokkend és alulrdl korlatos) bizonyitasa analég
modon torténik.

4. Tétel. Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatarértéke x € R¥,

ha x, = (T1n,. .., Try) jeloléssel az (x1y), ..., {(Tk,) (dgynevezett koordina-

ta) sorozatok konvergensek és az x = (x1,...,xy) jeloléssel x;, — x;

(i=1,...,k).

Bizonyitds.

a) Ha z, — x, akkor Ve >0 I n(), Vn>n(e) (neN) ||z —z,|re <
<e= |zi—Tin| < |l —anllgr <e (i=1,...,k), azaz x;, — x;
(i=1,...,k).

b) Haz;p, —z; (i=1,...,k) = Ve>0 Ini(e) (i=1,...,k),
Vn>nie) neN) = |z —xi|<e (i=1,...,k).

Ha z = (x1,...,2k), akkor

n(s)zsup{ni (%) |i:1,...,k}

véalasztassal V n > n(e) esetén

|z — zpllgr = V(i — xin)2+ -+ (25 — 2pn)2 <\ k- — =€,

azaz xr, — x teljesil.
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Megjegyzés. A 4. tételbdl specidlisan kovetkezik, hogy a
(zn) = (xn + 1yn) C-beli sorozat <= konvergens, ha (z,) és (y,) konver-
gensek és ha x,, - x , y, — vy, A2y 2, — 2 = T + 1.

2. Sorozatok és miuveletek, illetve rendezés

Definicié. Ha (x,) és (y,) R vagy R"-beli sorozatok, A\ € R (vagy C)
tetszoleges, akkor az

(@n) +(yn) = (@n+yn) 3 Mzn) = (Azn)

szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok Osszegének illetve \-szoro-
sanak nevezzik.
Ha (x,) és (y,) R vagy C-beli sorozatok, akkor az

=g . (Tn) . Tn
(@) - () = (- y) <yn>—<yn> (4o #0)

szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok szorzatanak, illetve hanya-
dosanak nevezziik.

1. Tétel. Legyen (z,) és (y,) R"-beli sorozat, A € R (vagy C) tetszéleges,

hogy x, — x és y, — y, akkor (x,) + (yn) és A(z,) konvergensek és

Tn+Yn —mT+Y, AT, — AX.

Bizonyitds.

a) Ha x,, — = és y, — v, ugyV5>Ora §-hoz3n( ) Vn>n(§>
n

(n € N) esetén d(x, x,) < 5 A d(y,yn) < 5 = Vn>n(e) =

d(x+y,zn+yn) = [[(@+y) = (@0 + yn)lrr = (2 —20) + (Y — yn)[[rr <
<z — 2pllre + |y = Ynllre = d(@, 20) + d(y,yn) < e
azaz Ty + Yp — T+ Y.
b) Ha A=0 = \x,) = (\z,,) = (0) konvergens és \z,, =0 — 0 € R".
Ha X # 0, akkor‘v’€>0—ra|87| 0h0z§|n<|>\|> , VnZn(%)
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(n € N) esetén d(x,z,) < ‘57'

d(M\x, \zy,) = |Nd(z, z,) < |\

— Vn>n(e)=n (&)—ra
e,
A

azaz AT, — AT.

2. Tétel. Ha (x,) és (y,) olyan R vagy C-beli sorozatok, hogy x, — x és

(Tn)
(Yn)

Yn — Y, akkor (x,) - (yn) és y,yn # 0 (n € N) esetén is konvergens és

Tn x
LIn " Yn — Y, — —7 — .
Yn Yy
Bizonyitds.
a) t, — ¢ = (z,) korldtos = I K € R, |z,| < K (Vn € N) (az
abszolutérték R vagy C-beli). Legyen £ > 0 tetszbleges, akkor x,, — x és
Yn, — Yy miatt

9 € €
= hoz3m (= 2 < =,
5 hoz nl(QK) , Vn>mny (neN) :>d(y,y)<2K

9 9
————hezdny | ———— | ,Vn>ny, (neN) = dx,z,) <
A+ 1) ) e ) = )
< ST

20y 1)

ezért V n > sup{ni,na} = n(e)-ra

d(ajy, xnyn) = |x3/ - xnyn| = |5L'y —TpY + Tpy — mnyn| =
= ]y(sc - an) +xn(y - yn)' S |ny - xn’ + ’any - yn‘ <

€ €
<(lyl+1)=——+K—=¢,
azaz Ty - Yp — T Y .
1 1
b) Elészor megmutatjuk, hogy vy, — v (yn, y # 0, n € N) esetén — — —.
Yn Yy
Legyen € > 0 adott.
Yn — Yy és y # 0 miatt I ny (%) eN, Vn>n (%) (n € N) esetén
yl . . Y]
n - < —_ n > — .
[Yn =yl < S8 1gy |ya ) 2
Ugyancsak y,, — y miatt 8%‘ > 0-hoz dngy (6"? ) ,
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2 2
vV n > ng ely| (n € N) esetén |y, — v <%.
_ vl ely’\ 1
Ha n(e) = sup{m 5 )25 és n > n(e) (n € N), akkor
1 1‘_|y—yn| 2 elyl® _
_ — | = < 5 . — ,
yn Yyl luallyl lyl® 2
azaz — — — teljesiil.
Yn
, 1 1
foy 20 — 2, - — = 2. = = £ kivetkezik az elébbick miatt.
Yn Yn Y Yy

3. Tétel. Ha (x,) korldtos, (y,) pedig nullsorozat R-ben vagy C-ben,
akkor (x,) - (y,) nullsorozat (x,, - y, — 0).

Bizonyitds.

(x,) korldtossiga miatt 3 K € R, |z,| < K, igy |znyn — 0] = |zn||yn] <
Ky, — 0| miatt felhasznalva, hogy v, — 0 : Ve > 0-ra %—hoz dn (%) ,
Vn>n (%) = n(e)ra |xpyn| < K% =€, azaz TpY, — 0.

4. Tétel. Ha (x,) olyan R-beli sorozat, hogy

1
a) |xn,| — 400 ész, #0VneN, akkor — — 0 ;
Ln

In

— OO .

b) z,—0, x, #0V neN, akkor

Bizonyitds.

1 1
a) Legyen € > 0 adott, akkor |z, | — +o0o miatt —-hoz 3 n —) :
£ £

1

In

1
= —<e,
|0 |

1 1, 1
Vn>nl|-|rel|z, >—,igyn>n(e) =n(-|ra
£ £

9

azaz — — 0.
T

1
b) Legyen M > 0 adott, akkor z, — 0, (z, # 0) miatt ks 0-hoz

1 1 1
dn i ,VnZn(M) (nEN)esetén|xn|<M =

1

Tn

— 400 .

1 1
=—>M VnZn(M)zn(M),azaz

Tn
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5. Tétel. Ha (x,) és (y,) olyan R-beli sorozatok, hogy x, — x és y, — y

és
a) xn <yn (vagy xn < yn)V n > Ny € N-re, akkor x < y ;
b) x <wy, akkor 3 Ny, hogy V n > Ny-ra x,, < yp.
Bizonyitds.

|z — y|

a) Tegyiik fel, hogy x > y és legyen ¢ = > 0, akkor I nq(g) és na(e),
hogy x, € K(xz,e) Y n > ni(e) A yn € K(y,e) ¥V n > na(e), ami —
K(z,e) N K(y,e) = 0 miatt — adja, hogy y, < x, Vn > n(e) =
= sup{ni(e),n2(e)}, ami ellentmondas, igy csak x < y lehetséges.

_ =yl

> 0-ra 3 nq(e) és na(e), hogy z, € K(x,¢), ha n > ni(e),
Yn € K(y,€), ha n > na(e) igy K(z,e) N K(y,¢) =0 = 2, < Yn, ha
n > No = sup{ni(e),na2(e)} .

6. Tétel (rend6r-tétel). Ha (x,), (yn), (2zn) olyan R-beli sorozatok,
hogy ©, — x és y, — x és x, < z, < y,, akkor z, — x.

Bizonyitds. A feltételek miatt V ¢ > 0-hoz 3 ni(e) és na(e), hogy =z, €
K(xz,e), han>ni(e) és yp, € K(x,¢), han >nqs(c) = xn,yn € K(x,¢),
ha n > n(e) =sup{ni,ne} = =z, € K(x,¢), ha n > n(e), azaz z, — .

3. Részsorozatok

1. Definicié. Legyen (a,) R (VR™ V (X,d))-beli sorozat. Ha ¢ : N — N
szigoriian monoton névekvé és by, = ay(y,), akkor (b,)-t az (a,) részsoroza-
tanak nevezziik.

1. Tétel. Ha az (a,,) konvergens és hatarértéke a akkor ¥V (b,) részsoroza-
tara b, — a teljesiil.

Bizonyitds. Ha by, = ay(pn) , ¢ : N — N szigortan monoton novekvd, akkor
teljes indukciéval kapjuk, hogy ¢(n) > n (n € N). Legyen € > 0 adott,
akkor a, — a miatt 3 n(e), V n > n(e) (n € N)-re a, € K(a,¢), igy
©(n) > n miatt b, € K(a,e) ¥V n>n(e) (n € N), azaz b, — a.

Megjegyzés. A tétel megforditdsa nem igaz, de ha egy sorozat két disz-
junkt részsorozatra bonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a soro-
zatnak is hatarértéke.
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2. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivéalasztasi tétel). Ha az (a,)
R (VR™)-beli sorozat korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitdas. Ha (a,) értékkészlete véges, akkor 3 a € R (VR™), hogy a,, = a
végtelen sok természetes szamra, igy az A = {n € N | a,, = a} halmaz
megszamlalhatéan végtelen, igy 4 ¢ : N — N szigordan monoton novekvd
sorozat, melynek értékkészlete A. Mivel a,) =a Vn € N = (aym))
konvergens.

Ha {a,} végtelen halmaz, mely korldtos, akkor a B-W tétel miatt

3 a € R (VR") torlédasi pontja, igy 3 ¢(1) € N, hogy a,1) € K(a,1). Ha
©(n)-t meghataroztuk n € N-re, akkor 3 p(n + 1) € N, melyre ¢(n + 1) >

> @(n) és apmi1) € K (a,

. ¢ : N — N szigoridan monoton névekvo
n+1

1 1

és by = ap,m) € K (a, —) Vn €N, azaz d(a, aym)) = d(a,b,) < - VneN.
n

Legyen € > 0 tetsz6leges, akkor (1 — 0 miatt) 3 n(e) , ¥V n > n(e) (n € N)-

1
re — <e¢ = d(a,b,) <e = b, —a.
n

2. Definicié. Legyen {A,} az (a,) korlatos (R-beli) sorozat konvergens
részsorozatai hatarértékeinek halmaza. A sup{A,} és inf{A,} (1étez6) sza-
mokat az (a,) fels§ illetve alsé hatérértékeinek vagy limes szuperiorjanak
illetve limes inferiorjanak nevezziik. Jellés: lim a, , lim a, (limsup a,,
liminf a,,). Ha (a,) feliilrél (vagy alulrél) nem korldtos, akkor lim a,, = +o0
(illetve lim a,, = —00).

Megjegyzések.
1. sup{A,},inf{A,} € A, .

2. lim a, =lim a, =a = a, — a.

4. Cauchy-sorozatok

1. Definicié. Az (a,) R (VR™V (X, d))-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak
nevezzik, ha Ve > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,q € N) esetén
d(ap,aq) < €.
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Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium).
Az (x,,) R vagy R™-beli sorozat <= konvergens, ha Cauchy-sorozat. ((X,d)-
ben altalaban csak az igaz, hogy minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat).

Bizonyitds.
a) Ha (x,) R (VR"V (X, d))-beli konvergens sorozat, akkor 3z € R (VR"V

V(X,d)), Ve >0 esetén g—re dn (%) , Vpg>n <§)—re d(z,x,) < %

és d(x,xq) < g, igy Vp,g>n(e)=n (%)-re

d(zp, zq) < d(z,xp) +d(z,z4) <€,
azaz Cauchy-sorozat.

b) Legyen (z,) Cauchy-sorozat R-ben vagy R™-ben.
— (xy,) korldtos, mert € = 1-hez 3 n(1), hogy V p,q > n(1)-re d(zp,z,) <
< 1. Legyen q > n(1) rogzitett, p > n(1) tetsz6leges, akkor

d(0,z,) <d(0,24) + d(zp, ) < d(0,24) + 1,

igy, ha r > sup{d(0,z1),...,d(0,2,1)-1),d(0,24) + 1}, akkor
d(0,z,) <rVmneN.

— (zn) korldtos, igy 3(w,(n)) konvergens részsorozata (lasd a B-W-féle
kivalasztasi tétel).

— Legyenx = lim z,(,) és e > 0 tetszoleges, akkor g—héz dnq (%) e N,
hogy p(n) > nq (g) (n € N) esetén [|2,(,) — 2[|re < g
Mésrészt (z,) Cauchy-sorozat, igy 3 ns (%) , ¥V p,q > ng (g)-re

€ £

d(xp,xq) < % Ezért V n > n(e) = sup{n, (§> Mo (§> -re

(,O(TL) >n ¢és d(:L"n, l’) < d(l‘n, xgp(n)) + d(xgo(n)a :13) <é€

azaz Ty — .

2. Definicié. Az (X,d) metrikus teret teljesnek nevezziik, ha benne min-
den Cauchy-sorozat konvergens.

Megjegyzés. R és R" teljes metrikus terek.
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5. Nevezetes sorozatok

1. Tétel. Legyen a € R, (a,) = (a"). Ekkor
1) la] <1 esetén a™ — 0 ;
2) la| > 1 esetén (a™) divergens, a > 1-re a”™ — +00 ;
3) a=1esetén a™ — 1, a = —1 esetén (a™) divergens.

Bizonyitds.
3) Nyilvanvalé.

2) Ha a > 1, akkor a Cauchy-egyenl6tlenség miatt

(a—1)n+n—-1 _ mna-—1
n n

YVa-1Dn-1-1-...-1<

<a,

igy (a —1)n < a™. Ebbdl jon, hogy VM-re, ha n > n(M) > —
— a" > (a—1)n > M, azaz a" — +o0.

Ha a < —1, akkor az (a™) sorozat (a®") és (a*"*1!) részsorozatai két
kiilonboz6 értékhez tartanak, igy (a’) nem konvergens.

a—1

1
1) Haja| <1l = —>1 =

oy

() o
= — 400 = =a —0
(lasd 2.4. tétel).

lal

2. Tétel. Legyen k € N rogzitett, akkor n* — +oo, &n — 400 és
k
nP — 400, hap= 7 (k,l € N).

Bizonyitds.

— Az (n¥) sorozat esetén n* > n, és V M-re 3n(M) € N, hogy n(M) > M,
fgyVn >n(M)ren® >n>n(M)>M = n* — +oo (az archimedesi
tulajdonsag miatt).

— a ({/n) sorozat esetén V M-re M*-hoz 3 n(M¥), hogy V n > n(MF¥)
n>MF < ¥Yn>M = {/n— +o.

— az (nP) eset bizonyitdsa hasonld.
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3. Tétel. Legyen a € Ry, akkor {/a — 1 .

Bizonyitds. A Cauchy-egyenlotlenség miatt, ha a > 1,

1 1
l<a= Va1 1<ttr=t g 070
n

n

ami 1+ — 1 és a rendér-tétel miatt adja, hogy {/a — 1.

n

1 1 1
Ha 0 < a < 1, akkor — > 1 és igy — = ’\‘/jﬁladja,hogy Ya — 1.
a Va a

4. Tétel. {L/ﬁ — 1.

Bizonyitds.

2 -2 2 2
1< ¥n= 7{/%.@.1.ﬂ_1£M:1__+_,
n n o /n

2 2
ami 1 — — + — — 1 és a renddr-tétel miatt adja, hogy /n — 1.

noVn

n

5. Tétel. Haa e R, a > 1, akkoran:a—'—>0.
n!

Bizonyitds. Ha n > a?, akkor

a2n (a2)n
0<ag, = = =
2n)! 2n-2n—1)-...-(n+1) n!
B a® a® a® 1 < 1 < 1
2 2n—1 " n+1 n! "l Tn
és a rendor-tétel adja, hogy as, — 0.
Mésrészt
2n
0 < agy 1 = a a a

m+ 120 2n4 102

n

és a rendor-tétel miatt ag, 1 — 0 is igaz, igy a, = — 0 teljestil.

n!

6. Tétel. Vn! — 400 .
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Bizonyitds.
W . M
— v/n! monoton novekvo, mert

Ul < "+\1/m — nl< ((n+1)!>n:(n+1)nv

n!

ami igaz.
— V/n! feliilrél nem korlatos, mert ha létezne K € R, hogy vn! < K
n

(VneN) < nl <K"(VneN) < 1< —- ami ellentmond
n!

annak, hogy — - 0.
n!

— {/n! monoton névekedése, és hogy feliilrél nem korldtos adja, hogy
Un! — 400, mert V M 3 n(M) €N, hogy V n > n(M)-re

Vnl > 00/ [n(A]I > M .

k

7. Tétel. Haa € R, a > 1, akkor n_n — 0V k € N rogzitett szamra.
a

Bizonyitds. Az elso tétel 2. részében belattuk, hogy V a > 1-re a™ > n(a—1)
igaz V n € N-re, igy — mivel a > 1-re */a > 1 is teljesiil —, az is igaz, hogy
(*a)" >n(*Wa—1), ami ekvivalens az
k
n
0<) — <
09 & <

egyenlotlenséggel, igy a rendor-tétel miatt jon az allitas.

n

1 n
8. Tétel. Az <(1 + —) > sorozat konvergens. (Hatarértékét e-vel jelol-
n
jiik.)

Bizonyitds.

— Az {(an) = <(1 + %>n> és (by) = <<1 - %)n+l> sorozatokra

1 1\"

an < b, (n € N) teljesiil, mert 1 < (1—1— —) és <1+ —> > 0 adja,
n n

hogy

(2 < (1+2) (142 = (1) wnem
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— (a,) monoton névekvd, mert a Cauchy-egyenlétlenség miatt

1
”+§/1-<1+ﬁ> < VA - (VneN),

n+1 n+1

ami ekvivalens az

1 n 1 n+1
(1+—) <(1+ ) (Vn eN)
n n+1

egyenlGtlenséggel, ami adja, hogy a, < an+1 (V n € N).

— (b,,) monoton csokkend, mert

”+\2/1-< n )n+1<1+(”+1)(nl+1>_n+1 (VneN),

n+1 -

n+ 2 n+ 2

ami ekvivalens az
n \" n41\""2 n+1\""t n+2\""?
< < > <
n+1 n—+2 n n+1
1 n+1 1 n+2
<:>bn:(1+—> ><1+ > =bpt1 -
n n-+1

—Igy ap, < by = 4 (Vv n € N), azaz (a,) monoton novekvé és feliilrél
korlatos, igy konvergens.
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4. feladatsor

Vizsgalja meg az aldbbi sorozatok korldtossagat, monotonitasat, konver-
gencigjat:

) (S e (FR)

(—1)°0.999");  {(=1)"n); <%>

Bizonyitsa be, hogy ha x,, — +o0, akkor alulrél korlatos, de feliilrél nem.

Legyen (x,) és (y,) olyan, hogy x,, = y, véges sok n € N kivételével és
xn — = (x € Ry). Bizonyitsa be, hogy y,, — x is teljesiil.

Igazolja, hogy (x,) akkor és csak akkor korldtos (vagy konvergens), ha az
(Xapn) és (ron_1) részsorozatai korldtosak (vagy konvergensek és hatarér-
tékiik egyenld).

Adjon meg olyan sorozatot mely monoton, de nem konvergens.

Ha x, — z , x, > 0 akkor igazolja, hogy ¥z, — ¥z V k € N rogzitett
szamra.

Igaz-e, ha x, + y, — a, akkor (z,) és (y,) is konvergensek; illetve, ha
Tn * Yn — a, akkor (x,) és (y,) is konvergensek.

Igazolja, hogy egy (z,) komplex szamsorozatra z, — co <=
|2 | — +o0.

Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

<100n>; (Vn+2—/n); <%+%+...+n;1>;

n?+1 n
2ntl 43\ 2" 4+ 3"\ n+1 1
2n 4 30+l /7 2ntl 4 3n /7 3n+2'n?2+1)/
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10) Melyek Cauchy-sorozatok az aldbbiak koziil:

I

IR b b
2 " T 22 n2/"

11) Vizsgalja meg az aldbbi sorozatok konvergencidjat:

(nf) (peQq); <1+11,+ +$>

12) Hatérozza meg az aldbbi sorozatok hatérértékét:
! + ! +...+ ! ;
-2 3 n-(n+
1 1
<1 3 3 (2k—1)- 2l<:+1>
) “+1) ) <(1+ )>
n

2n—i—3 _
2n~|—5 ’

o0+3)
(13:) )
(
(

1>

3n .
3n+5 ’

(
(
(
(
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V. SOROK
1. Alapfogalmak és alaptételek

1. Definicié. Ha adott egy (a,,) R vagy C-beli sorozat, akkor azt az (S,,)
n o

sorozatot, melynél S,, = > aj végtelen sornak nevezziik és Y a, (vagy
k=1 n=1
> an)-nel jeloljik. S,,-t a sor n-edik részletosszegének, a,-t a sor n-edik

tagjanak nevezziik. Ha adott még az ag € R (VC) szam is, gy azt az (Sy,)
n o

sorozatot, melynél S,, = > ay is végtelen sornak nevezziik és rd a Y. a,
k=0 n=0
jelolést hasznaljuk.

2. Definicié. A > a,, sort konvergensnek mondjuk, ha (S,,) konvergens és
a lim S, = S szamot a sor 0sszegének nevezziik.

n— o0
o o

Ezen Osszeget jelolheti a > a, (V > an, V Y an) szimbd6lum is.
n=1 n=0

A > a, sor divergens, ha nem konvergens.

PELDAUL:

o0
1) Legyen g € C, |q| < 1, akkor a > ¢" dgynevezett mértani (vagy geomet-
o

=0
. o 1
riai) sor konvergens és Osszege
0.0}
2) A )  — tdgynevezett harmonikus sor divergens.
n=1"7

oo

Megjegyzés. > a, sor konvergencidja éppen azt jelenti, hogy
n=1
35 € R (VC), hogy V € > 0-hoz 3 n(e), hogy ¥n > n(e) esetén |S,, — S| < e.

1. Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium sorokra). A > a,, sor
<= konvergens, haV ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogyVn,m € N, n > m > n(e)
esetén

|@mt1 + Qg + .. Fan] <€
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Bizonyitds. A > a, sor <= konvergens (definicié szerint), ha (S,,) kon-
vergens, ami (a sorozatokra vonatkoz6 Cauchy-féle konvergencia kritérium
miatt) <= igaz, ha V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n,m > n(e) (n > m)
esetén

1S — S| = |ama1 + amas + ...+ an| < e,

amit bizonyitani kellet.

1. Kovetkezmény. A > a, sor <= konvergens, ha ¥ ¢ > 0-hoz 3 n(¢),
hogy ¥ m > n(e) és p € N esetén

|@mt1 + Gmg2 + - F mp| <€ .

Bizonyitds. Mint az elébb, csak n = m + p > m > n(e) valasztassal.

2. Kovetkezmény (a sor konvergencidjanak sziikséges feltétele).
Ha ) a,, konvergens, akkor a, — 0 .

Bizonyitdas. Ha az 1. tételben m = n—1 < n, Ggy azt kapjuk, hogy V ¢ > 0-
hoz 3 n(e), hogy V n > n(e) (n € N) esetén |a,| < €, ami azt jelenti hogy
a, — 0.

PELDAUL:
o 1 , 1

1) A >  — sornal a,, = — — 0, de nem konvergens.
n=1 n n
oo

1
2) A Y — sor konvergens, ha p > 1, divergens, ha p < 1.
n=1T

3. Definicié. A >’ a,, abszolut konvergens, ha > |a,| konvergens. A > a,
feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konvergens.

2. Tétel. Egy abszolit konvergens sor konvergens is.

Bizonyitds. A Y’ |a,| konvergencidja miatt V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy
Vm,n €N, n>m>n(e)re

n

> ax

k=m-+1

n

>

k=m-+1

n

< Dl =

k=m-+1

n

> ax

k=m-+1

< e ésigy <e,

ami az 1. tétel miatt adja ) a, konvergencidjat.
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3. Tétel. Ha > a, és > b, konvergens sorok és \,u € C tetszilegesek,
akkor a > (Aa, + uby,) sor is konvergens és Osszege X\ Y an + Y by, .
n=1 n=1

n n

n

Bizonyitds. Y (Aak + pbr) = XY ar + p >, by miatt a > (Aa, + pby)
k=1 k=1 k=1

sor n-edik részletosszege a Y a, és > b, sorok n-edik részletosszegének

a A, u szamokkal képzett linearis kombinacidja, igy a sorozatok miiveleti

tulajdonsagai miatt jon az allitas.

2. Konvergenciakritériumok

1. Tétel (nemnegativ tagi sorokra). Legyen ) a,, valos és nemnegativ

tagokbdl all6 sor. > a,, <= konvergens, ha részletsszegeinek (S,,) sorozata

korlatos.

Bizonyitds.

a) Sp41—Sn =apy1 >0V neN = (5,) monoton névekvé és ha még
korldtos is, akkor konvergens, igy > a,, konvergens.

b) Ha ) a, konvergens = (S,,) konvergens = (.S,,) korlatos.

2. Tétel (6sszehasonlité kritérium).
Legyen > a,, egy komplex sor és > b, egy valds nemnegativ tagu sor.
a) Ha |a,| < b, VYn > ng € N esetén és > b,, konvergens, akkor
a Y ay, abszolit konvergens (majordns kritérium).
b) Ha |a,| > b, ¥Yn > ng € N esetén és > _ b, divergens, akkor
a Yy a, nem abszoliit konvergens (minorans kritérium).

Bizonyitds.
a) > b, konvergencidja miatt V ¢ > 0-hoz 3 n(e) > ng, hogy
V n,m > n(e) (n > m) esetén

1bmt1 + by + ...+ bp| <€,
igy
lams1| + [am2| + .-+ |an]] = [amir] + |amaz| + .+ |an| <
<bmi1+bmao+ .o +by = byt +bmao+ ...+ by <e

is igaz = (a Cauchy-kritérium miatt) ) a,, abszolut konvergens.
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b) Ha > a, abszolit konvergens lenne, akkor az a) rész miatt > b, is kon-
vergens lenne, ami ellentmondas, igy > a,, nem abszolut konvergens.

3. Tétel (Leibniz-féle kritérium). Legyen a, > 0 (n € N) és az (a,)

oo

sorozat monoton csokkenden tartson a 0-hoz, akkor a Y (—1)"*la, (dgy-
n=1

nevezett jelvalto, vagy alterndld) sor konvergens.

Bizonyitds.
A feltételek miatt az (S,,) részletOsszeg sorozatra:

Son = Sop—2 + a2n—1 — a2p, > Son—2 , Son =
=a; — (ag —a3) — ... — (agp—2 — aop—1) — G2, < ap ,

igy (S2,) monoton névekvo és feliilrdl korlatos = konvergens.
Masrészt Sop11 = Son + @21 és lim as,1 = 0 miatt lim So, 1 =
n—oo

n—oo

= lim Ss,, azaz (Sa,11) konvergens és hatarértéke megegyezik az (So,)

n—oo

hataértékével, igy {S,} = {San} U {S2n+1} miatt kapjuk (S,) és igy a

S (=1)"*a, sor konvergenciajat.
n=1

/ Ve w 1 7 . . 7/
PELDAUL: a Y. (—1)"T'= tgynevezett Leibniz-féle sor konvergens.
n

n=1

4. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Legyen > a, egy komplex sor.
a) Had0<q<1ésngeN, hogyVn > ng-ra ’(/Wg q akkor
> a,, abszoliit konvergens.
b) HaV n > ng-ra {/|a,| > 1, akkor 3" a,, divergens.

Bizonyitds.
a) Ha Vn > ng-ra {/|a,| < q < 1, akkor |a,| < ¢" (n > ng), igy a
oo
Y by = lar|+...+|an,—1]+ D ¢" sorra, mely |¢| < 1 miatt konvergens,

n=no
teljesiil, hogy |a,| < b, = (az Gsszehasonlité kritérium miatt) > a,
abszolut konvergens.

b) Ha Vn > ng-ra {/|la,| > 1 <= lan| > 1 = (a,) nem tart a 0-hoz
—> Y a, nem konvergens.
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Kovetkezmény ( a Cauchy-féle gyokkritérium atfogalmazssa).
Legyen Y a,, egy komplex sor.

a) Halim%/|a,| = A <1, akkor Y a,, abszolit konvergens.
b) Halim?y/|a,| = A > 1, akkor " a,, divergens.

Bizonyitds.
A+1 ,
a) q—T<1reE|n0, Vn>npra {/|a,| <¢g<1l = ) a, abszolit
konvergens.

b) 3 { #/Japm]) részsorozat, melyre */la,m] — A >1 = I ny,

¥V n > ng-ra
*apm)| >1 = laym)| =1 = |aymn)| nem tart 0-hoz = a,(p)
nem tart 0 hoz = a,, nem tart a 0-hoz : > a, divergens.

5. Tétel (D’Alembert-féle hdnyadoskritérium). Legyen > a, egy
komplex sor, melyre a,, # 0.

a) Had0<qg<1ésng €N, hogyV n > ng-ra Gnt1

n

<qg —

> a,, abszoliit konvergens.

b) HaV n > ng-ra dntl

n

>1 = > a, sor divergens.

Bizonyitds.
Ap4-1

a) Ha n > ng-ra <q = VmeNre |an,+m| < lan,|¢" =

n

= > by = Z lak|+ Z |, |g° ™0 sor konvergens és |a,| < b, =
k= TLO+1
(az ('jsszehasonhto kritérium miatt) > a, abszolut konvergens.

b) Ha n > ngra “‘21 — ] > Jan] = [anl > [any

an

(Vn>ng) = l|an| nem tart 0-hoz = a,, nem tart 0-hoz = > a,
divergens.

Kovetkezmény (a D’Alembert-féle hanyadoskritérium atfogalma-
zasa). Ha ) a, egy komplex sor, melyre a,, # 0 (n € N), akkor

a) Ha lim Gnt1

<1 = > a, abszolit konvergens;

n
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An+1

b) Ha lim >1 = > a, divergens.

n

Bizonyitds. Hasonléan, mint az el6z6 kovetkezménynél.

Megjegyzések.
1 1

1. A Y — és )  — sorkndl nem alkalmazhatok a 4. és 5. tételek.
n n

2. A Cauchy-féle gyokkritérium erésebb, mint a D’Alembert-féle hanyados-
kritérium, azaz ha a konvergencia vagy divergencia az utobbival eldont-
hetd, akkor az elébbivel is, de megadhaté olyan sor, melynek konver-
gencidja a Cauchy-féle gyokkritériummal eldonthet6, de a D’Alembert-
féle hanyadoskritériummal nem. Példaul:

> a, , ha an:{

5~™ . ha n paratlan

2" . ha n paros

6. Tétel (Cauchy-féle kondenzdaciés tétel). Legyen > a, egy valds,

monoton csékkené és nemnegativ tagi sor. > a, <= konvergens, ha
n=1

o0
>~ 2"agn konvergens.
n=1

o oo
Bizonyitdas. Ha (S,,), (sn) a > ap A > 2™agn sorok részletosszegsorozatai
n=1 n=1
és m,n € N, akkor
n<2m+1 — Sn §a1+(a2+a3)+...+(a2m —{—...—{—a2m+1_1) <

§a1—|—...—|—2ma2mzsm

n>2" — SnZal—|—a2—|—(a3—i—a4)—i—...—|—(a2m_1+1—|—...—|—a2m)2

1
2%+a2+2a4+...+2m_1a2m:§8m

gy (S,) és (s,) egyszerre korlatos, vagy sem. Mésrészt mindkét sorozat
monoton novekedo, ezért egyszerre konvergensek, vagy sem.

72



3. Muveletek sorokkal

1. Definicié. Legyen ) a, komplex sor ¢ : N — N invertalhaté leképzése
N-nek N-re, b, = a,m) (n € N), akkor a Y b, = > a,m) sort a ) a,

atrendezett sordanak nevezzik.

1. Tétel. Egy abszolut konvergens sor barmely atrendezett sora is konver-
gens és 0sszege az eredeti sor Osszege.

€
Bizonyitds.  a, abszolut konvergens, igy V & > 0 esetén 5 > (0-hoz

€
dng=n (5), hogy Vn > m > ng természetes szamokra

£
\am+1| +...+ \an\ < 5

Ha ¢ és b, az 1. definicio szerinti, és S,, = a1 +...+ayn, S, =b1+ ...+ by,
tovabba n(e) = sup{¢(1), ¢(2),...,v(no)}, akkor V n > n(e)-ra
|Sn — sn| < &, amibél jon, hogy S, — s, - 0 = lim S, = lim s, .

n—oo n—oo

2. Tétel (Riemann-féle atrendezési tétel). Ha ) a, egy valos felté-
telesen konvergens sor, s,S € Ry, s < S, akkor a > a,, sornak létezik olyan
> b, dtrendezett sora, melyre az S, = by + ... + b,, (n € N) jeloléssel
limS, =séslim S, =S5 .

Bizonyitas. Lasd RUDIN (85-86. oldal).

2. Definicié.

Legyen adott a > a,, sor. Ha ¢ : N — N szigordan monoton névekvé,

by = a1+ ...+ Qp(1) - - b, = Ap(n—1)+1 T -+ T Qp(n), (n > 1), akkor a
> b, sort a » a, sor zardjelezett (csoportositott) sordanak nevezziik.

3. Tétel. Egy konvergens sor tetszélegesen zardjelezhet6 a konvergencia
és az 0sszeg megvaltozasa nélkiil.

Bizonyitas. Jelolje S, a > an, o, a >, b, zardjelezett sor n-edik részlet-

osszegét. Nyilvan o, = S ) (n € N), azaz (0,,) részsorozata (S,) -nek, igy

(S,) konvergencidja adja (o,) konvergencigjat, mig a lim o, = lim S,
n—oo n—oo

egyenlOség az Osszegek azonossagat.
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oo
Megjegyzés. A > (—1)" sor divergens, de van olyan zérdjelezése, mely
n=1

konvergens.

3. Definicié. > a, és Y b, sorok szorzatdnak neveziink minden olyan
sort, melynek tagjai a;b; alaktiak és minden ilyen szorzat pontosan egyszer
fordul el6 tagként.

Megjegyzés. A kiilonboz6 szorzatok egymasbol csoportositasokkal és at-
rendezésekkel kaphatok. Ertelmeziink két specialis szorzatot.

oo oo oo
4. Definicié. A > a, és > b, sorok téglanyszorzata az a »_ ¢, sor,
n=0 n=0 n=0
melyben

en="(ap+...+an_1)by+anbo+...+b,_1)+ apb, .

4. Tétel. Haa > c, a ) ay, és > b, sorok téglanyszorzata, akkor

>en=(Dan) (Xbn) -
Bizonyitds. Ha SS, S és S° a Y cp, Y. a, és > b, sorok n-edik részlet-
Osszegei, igy S¢ = S¢ - S ami adja az 4llitast.

5. Definicié. A ) a, és > b, sorok Cauchy-szorzata az a » | ¢, sor, mely-
ben
Cp — aobn + albn_l + ...+ anbo .

5. Tétel (Mertens). Haa ) a, és) b, konvergens sorok egyike abszoliit
konvergens, akkor Cauchy-szorzatuk konvergens és 6sszege: (> an)- (D by).

Bizonyitas. Legyen s,, = ag+ ...+ an, Sp, =bg+ ...+ by,
On=C+...+FCny, A=Y an, b=> by, A=)>"|ay,| (feltéve, hogy a > a,
sor abszolut konvergens) és d,, = S,, — b (n € N). Ekkor V n-re
On = CLobO —f— (aobl —f— albo) —f— . —f— (aobn —|— . —f— anbo) =
=apS, +a1Sp-1+ ...+ a, S :ao(b+dn)—|——|—an(b—|—do) =
=bs,, +apd,, + ...+ a,dp .
Mivel lim bs, = ab, igy elég megmutatni, hogy az (e, ) sorozat, melyre

n—oo

en = agdy + ... + andg (n € N), nullsorozat.
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Legyen € > 0 tetszOleges. Tegyiik fel, hogy A # 0 (ellenkezé esetben

a, = 0V n-re, igy igaz az éllités). d, — 0, igy %—hoz dn (%), hogy
Vn>n <%)—ra |d,| < % Han(e) =n (%), akkor ¥V n > n(e)-ra

|€n| < |d0an T+ dn(s)an—n(£)| + |dn(s)—|—1an—n(s)—1 +.o0+ dna0| <

< ‘doan + ...+ dn(s)an_n(g)‘ +é.

Ebbdl lim|e, | < e kovetkezik, és igy lim e, = 0.

4. Tizedes tortek

Tétel. Legyen A = {0,1,...,9}. Ekkor V x €]0,1]| valos szdmhoz egy és

oo

csak egy olyan (a,) : N — A sorozat létezik, hogy x = > %;
n=1

létezik olyan m € N, hogy a,, <9 és ap =9 Vk € N, k > m esetén.

és nem

Bizonyitas. Felhaszndljuk, hogy V x € R-hez egyértelmiien létezik [ € Z,
hogy | < x < [l+1 (lasd 11.2.d) 2. tétel). Ha = €]0, 10[, akkor nyilvan [ € A.
Legyen z €]0, 1], ekkor 10x €]0, 10[, igy létezik a; € A, hogy

a1 < 10x < a1+1 < M T < ﬂ—l—i illetve <= 0<10x—a; <1
- 10 — 10 10 -
amibdl a mésodik 1épésben jon, hogy 100z — 10a; € [0, 10[-hez 1étezik
as € A, hogy
1

a as aq as
< 100z — 10a; < ] e B2 42, 0
az = 1007 = llay < az -+ 0 1S 10 10 T2

illetve 0<100x —10a; —as <1

is teljesiil. Az eljarast folytatva, ha a,,_1-et meghataroztuk, akkor
10"z — 10" ta; — ... —10a,_1 € [0,10[-hez 3 a,, € A, hogy

an < 10"z —10""tay — ... — 10a,_1 < a, + 1 <—

— N c<e<
10~ 10? 10m
1

D R L R +
—t =4ttt — =85, + —,
10 " 102 10m " 107 10m
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ami adja, hogy 0 <z —s, <

1 —_—
107 = 10m

= X.

= a
Definicié. A tételben szerepld > —— sor Osszegét

nzllon

0,&1&2...an...

modon is jeloljiik és = €]0, 1] tizedestort-alakjanak nevezziik.
Ha 3 k € N, hogy ax # 0 és a,, = 0V n > k természetes szamra, akkor
véges tizedes tortrol beszéliink és

0,&1&2...ak

modon jeloljiik.
Ha léteznek olyan k,I € N szamok, hogy apin = agiitn (n = 0,1...),
akkor szakaszos tizedes tortrol beszélunk és azt

O,al...ak_lak...ak+¢_1

modon is jeloljiik.

Megjegyzések.

1.

Vizsgalhaté egy = €]0, 1] szam ugynevezett a-adikus (példaul diadikus)
tort eldallitasa is, ekkor A = {0,1,...,a — 1} (a € N).

2. Belathato, hogy ¢ <= racionalis, ha szakaszos tizedestort.
3. Ha y € R, akkor 3 x €]0,1[ és | € Z, hogy y = | + x. Ekkor y el6éllitasa

y=1I,a1az...ay,... mbédon jelolheto.
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5. feladatsor

) Szamitsa ki az alabbi sorok Gsszegét

< .1 < (1 1Y
gy Sltw)
o0 o0 1

ST SEETD
il(\/n+2—2\/n+l+\/ﬁ); io% :

5100 - (0.9)"
n=0

2) Bizonyitsa be, hogy az aldbbi sorok divergensek
> (Vn+1—vn);

> V02 Y > =
= n=1 n=1
3) Vizsgalja meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergensek (diver-
gensek):

i%, ni::m? i o’ 21(—1)”%; ni::ln—lp (p>0,peQ)
< 1 % < 1 %< 100"
nz_:110n—|—3 ’ nzl?)nn—l ’ nzgn n—1" nz::1 nl

oo xm x n > n! x " o0 2"n! 0 3"n!

nz::()m, =3 nz—:15_”’ n§17; nz—:1 n’ n=1 n’

4) Vizsgélja meg, hogy az aldbbi sorok divergensek, feltételesen konver-
gensek, vagy abszolut konvergensek-e?

> (-1

S n+1
> ERIED SV
s _ ni_ = n+1 1
P M G

7

5) Irja fel két egész szdm hdnyadosaként az alabbi végtelen szakaszos tize-
destorteket:

0.3 ; 0.25 ; 20.725 ; 0.2321 .
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6) Bizonyitsa be, hogy egy konvergens és egy divergens sor Osszege diver-
gens.

7) Bizonyitsa be, hogy ha ) a, nemnegativ tagi, konvergens sor, akkor
> a? is konvergens. Igaz-e a megforditds?
8) Bizonyitsa be, hogy ha > a2 és > b2 konvergensek, akkor
) a
>lanbn| S(an +by)?  és |n—n|
konvergensek.

9) Bizonyitsa be, hogy ha >  a, nemnegativ tagd, konvergens sor, akkor
v On
2 n
10) Legyenek > a, és >_ b, adott sorok és S, = a1+ ...+ a, (n € N). Bi-
zonyitsa be, hogy ha (S,,) korlatos és (b,,) monoton csékkend nullsorozat,
akkor " a,b, konvergens (Dirichlet-kritérium).

is konvergens.

11) Bizonyitsa be, hogy ha > a,, valés konvergens szamsor és a (b, ) sorozat
monoton és korlatos, akkor > a,b, konvergens (Abel-kritérium).

12) Belathatd, hogy az alabbi allitasok igazak a ) a,, pozitiv tagu sorra:

a) Ho 3¢ >1Any € N, Vn>ny n — 1] > g, akkor > a,

konvergens (Raabe-kritérium);

b)) Hao 3¢q¢ > 1Ang € N, Vn > ng n(l—anH) > q, akkor > a,

konvergens (Bolyai Farkas kritériuma);
Bizonyitsa be, hogy a) és b) ekvivalensek.
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VI. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA
1. Alapfogalmak

1. Definicié. Az f: ECR—-R, f: EC(X,d) =R, f: ECC— C,
f:EC(X,dx)— (Y,dy), tipusi fiiggvényeket rendre valds, valds értékii,
komplex, illetve metrikus teret metrikus térbe képez6 fliggvénynek nevezziik.

2. Definicié. Az f: E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény korlatos, ha f(E)
korlatos.

Az f: E C (X,d) — R fiiggvény alulrdl (feliilr6l) korldtos, ha f(F) alulrdl
(feliilrél) korlatos.

A sup f(F), inf f(F) szdmokat az f pontos felsd, illetve pontos alsé korlat-
jadnak (supremumadnak, illetve infimumanak) nevezziik E-n.

3. Definicié. Haaz f : F C (X,d) — R fiiggvény esetén létezik x1, x5 € F,
hogy

sup f(E) = f(z1), inf f(E) = f(z2),

akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolit maximuma, illetve mini-
muma F-n.

Az f . E C (X,d) — R fiiggvénynek az zy € E-ben helyi (lokélis) maxi-
muma, illetve minimuma van, ha 1étezik K (xg,d), hogy x € K(xg,d) N E-re
f(x) < f(xo), illetve f(x) > f(xo) teljesiil.

4. Definicié. Az f: E C R — R fiiggvény monoton névekvé (csokkend),
haV x1,29 € E, 1 < xo-re f(z1) < f(x2), (illetve f(z1) > f(x2)) teljesiil
(szigord monotonitasnal f(x1) < f(z2), illetve f(x1) > f(x2)).

Az f: E CR — R fiiggvény az xg € E-n névekvien (csokkenden) halad &t,
ha létezik K(z¢,d), hogy V x < o, = € K(x9,d) N E esetén

f(z) < fzo) (f(x) = f(x0))

és x > x9, x € K(x9,9) N E-re

f(x) = fzo) (f(x) < flx0))

teljestl.
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2. Folytonossag fogalma

1. Definicié. Az f: F C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény az xg € E pontban
folytonos, ha Ve > 0-hoz 3 d(¢) > 0, hogy V= € E, dx(x,x9) < §(€) esetén
dy (f(x), f(x0)) <e.

Az f: E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény folytonos az A C E halmazon, ha
A minden pontjaban folytonos.

Megjegyzések.

1. Specidlisan az f : E CR — Rvagy f: EF C C — C fiiggvény az xg € E
pontban folytonos, ha V € > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy V = € E,
|z — 20| < d(e) esetén |f(z) — f(xo)] < &.
Vagy az f : E C (R",d) — (R™,d) figgvény az xo € E pontban
folytonos, ha V ¢ > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy V x € E, ||z — z¢||rn < 0(€)
esetén || f(x) — f(zo)||rm < e.

2. Megfogalmazhaté az igynevezett kornyezetes valtozat is:
Az f: F C (X,dx)— (Y,dy) fiiggvény az zy € E pontban folytonos, ha
V Ky (f(xo),e)-hoz 3 Kx(x9,0(¢)), hogy Vo € E, x € Kx(z0,(¢)) =
f(z) € Ky (f(w0),¢).

3. A folytonossag pontbeli (lokdalis) tulajdonsig, amely globalissé tehetd.

4. Egy f:NCR — R (vagy (X,d)) fiiggvény (sorozat) folytonos N-en.

5. Az f(x) =z (z € R) fliggvény folytonos, de az

(1, ha z€Q
f(x)_{o, ha =z € R\Q

(dgynevezett Dirichlet-féle) fiiggvény sehol sem folytonos.

1. Tétel (atviteli elv). Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény akkor,
és csak akkor folytonos az xo € E pontban, ha minden xy-hoz konvergal6
E-beli (x,) sorozat esetén az (f(x,)) (Y,dy)-beli sorozat konvergens és

lim f(x,) = f(xo).

Bizonyitds.

a) Legyen f folytonos zp € E-ben = V ¢ > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy
Ve ENKx(xg,dle) = f(z) € Ky(f(zg),e). Legyen (z,) olyan,
hogy z,, € E, x, — ¢ = 6(¢)-hoz I n(d(e)) = n(e), ¥V n > n(d(e))-ra
Tn € Kx(20,6(¢))NE ésigy f(xn) € Ky (f(w0),¢), azaz f(zn) — f(x0).
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b) Tegyiik fel, hogy V z,, — z¢ (x, € F) esetén f(x,) — f(xo). Feltessziik,
hogy f nem folytonos zy € E-ben = J e > 0, V §(g) > O-ra, igy

1
d(e) == (n € N)-reis 3z, € E, hogy
n

d(zo, ) < % de d(f(zo), f(zn) > e —> d(zo,2m) — 0,

azaz T, — xg, de f(x,) nem tart f(z¢)-hoz, ami ellentmondids —
f folytonos xy-ban.

Megjegyzés. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazasat so-
rozatos vagy Heine-féle definiciéjanak nevezik.

2. Tétel. Az f: EC (X,d)—=R"™ (f=(f1,.-,fm), fi : E—R
(i=1,...,m)) fiiggvény <= folytonos az xo € E-ben ha az f; fiiggvények
mindegyike folytonos xy-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokndl kimondott tétel segitségével
nyilvanvalo.

2. Definicié. Az f : E C R — (Y,d) fiiggvény balrdl (jobbrdl) folytonos
az xo € F pontban, ha az f | — oo, z9] N E-re (illetve [zg, +oo[NE-re) vald
leszilikitése folytonos xg-ban.

Megjegyzések.

1. A definicié adja, hogy f <= balrdl (illetve jobbrdl) folytonos zp-ban,
ha V e > 0-hoz 3 6(¢) > 0, Vo € E, 29 —d(e) < = < zo (illetve
xo < x < xo+9(e)) esetén d(f(xo), f(z)) < e.

2. Megfogalmazhaté a sorozatos valtozat is.

3. Tétel. Az f : E C R — (Y,d) fiiggvény <= folytonos az xg-ban, ha
ott jobbrol és balrdl is folytonos.
Bizonyitds.
a) Ha f folytonos zy € E-ben, ugy nyilvanvaléan jobbrdl és balrdl is foly-
tonos.
b) Ha f jobbrdl és balrdl folytonos x¢g € E-ben = ¢ > 0-hoz 3 d1(¢) és
62 (5)7 hogy
reF, vog<xz<zo+6i1(e) = d(f(x0), f(x)) <e,
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x€E, xg—0da(e) <x <xyg = d(f(m0), f(T)) <€ .
Igy ha 6(¢) = inf{d(¢), d2(¢)}, akkor & € K (z¢,6(c)) N E esetén
d(f(wo), f(x)) <e,

azaz f folytonos xy € E-ben.

4. Tétel (jeltartds). Ha az f : E C (X,d) — R fiiggvény folytonos az
xog € E-ben és f(xg) # 0, akkor 3 K(x9,0) C (X,d), hogy
Vz € K(xg,0) N E, akkor sign f(z¢) = sign f(x).

Bizonyitds. A folytonossdg miatt ¢ = —|f(xo)|-hoz 3 K (xo, ),

—~ D=

Ve K(,d)NE = f(z) € K(f(20),¢) azaz |f(x)| > %\f(xo)l =
sign f(zg) = sign f(x), ha z € K(z9,0) N E.

3. Definicié. Az f: E C (X,dx) — (Y, dy) fliggvény egyenletesen folyto-
nos az £y C E halmazon, haVe >036(e) >0, Va,y € Eq, dx(z,y) < 6(¢)
esetén dy (f(z), f(y)) < e.

3. Folytonossag és miiveletek
1. Tétel. Haaz f,g: E C (X,d) — R" fiiggvények folytonosak az xo € E-
ben, akkor az f + g és \f (A € RV C) is folytonosak xo-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv szerint f, g akkor, és csak akkor folytonosak x-
bana ha V Tp — X0 (xn € E) = f(xn) - f(xO)a g(xn) - g(l'o) =
(a sorozatokrol tanultak szerint)

f(@n) + g(zn) = f(20) + 9(x0) = (f + 9)(20)

—> (ismét haszndlva az atviteli elvet) f + g folytonos xg-ban.
A masik allitas hasonléan bizonyithaté.

2. Tétel. Ha az f,g: F C (X,d) — R (vVC) fiiggvények folytonosak az
xo € E-ben, akkor az f-g és g(z) # 0 (x € F) esetén S is folytonos xg-ban.
g

Bizonyitds. Mint az elobb.
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3. Tétel (az Osszetett fiiggvény folytonossdga). Legyenek (X,dx),
(Y,dy),(Z,dz) metrikus terek; f : EC X =Y, g: f(E) CY — Z adott
fiiggvények. Ha f folytonos az xo € E pontban, g folytonos az yo = f(xo)-
ban, akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az xy-ban.

Bizonyitds. g folytonossaga miatt: ¥V Kz (g(yo), €)-hoz 3 Ky (yo, d1(¢)), hogy
Vy € Ky(yo,01(e)) N f(E) = g(y) € Kz(9(y0),¢);

f folytonossaga miatt: Ky (yo = f(z0),01(¢))-hoz 3 Kx(x0,d(¢)), hogy
VaeKx(xg,dle) NE = f(x) =y € Ky(yo, d1(¢)), igy

g(f(x)) € Kz(g9(f(x0)),€), azaz g o f fiiggvény folytonos az zg-ban.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. Tétel (a folytonossag topologikus megfelelGje).

Az f : (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos X-en,
ha V B C (Y,dy) nyilt halmazra f~Y(B) = {x € X | f(z) € B} nyilt
(X, dx)-ben.

Bizonyitds.

a) Legyen f folytonos X-en, B C (Y, dy) tetszOleges nyilt halmaz és
zo € f71(B) = f(z0) =y € B = (B nyiltsdga miatt)

3 Ky (y,e) C B, melyhez (f xo-beli folytonossaga miatt) 3 Kx (x,0(¢)),
hogy V = € Kx(xo,0(g))-ra

f(z) € Ky(y,e) C B = Kx(x0,0(¢)) C fYB) = Vo€ fYB)
belsé pont f~1(B)-ben, igy f~1(B) nyilt (X, dx)-ben.

b) Teljesiiljon, hogy ¥V B C (Y, dy ) nyilt halmazra f~!(B) nyilt (X, dx)-ben.
Legyen o € X tetszOleges és Ky (f(xp), ) ugyancsak tetszéleges (nyilt)
kornyezet, akkor f~1(Ky (f(zo),e)) C X nyilt, melyben zo bels6 pont
— 3 Kx(20,0(¢)) C f7HKy(f(x0),e)) = V z € Kx(w0,d(¢))-ra
f(x) € Ky (f(zo),¢e), tehat f folytonos.

2. Tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C (X, dx) kompakt
halmaz, f : E — (Y,dy) folytonos fiiggvény E-n, akkor f(FE) kompakt
(Y,dy)-ban. (Roviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Bizonyitds. Legyen {o,} tetszbleges nyilt lefedése f(E)-nek = f~1(o,)
halmazok nyiltak, és {f1(0,)} nyilt lefedése E-nek, mely kompakt, igy
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léteznek az f~1(o01),..., f~1(o,) nyilt halmazok, hogy E C |J f~1(0;) =
i=1

f (G f_l(oi)) = {J o; lefedi f(FE)-t, tehat f(E) kompakt.
i=1

=1

Kovetkezmények:

1. Ha Y =R vagy R® = f(FE) korlétos és zart.

2. Ha 'Y = R, akkor f felveszi E-n az abszoliit minimumat és maximumat
(mert sup f(FE) és inf f(F) is eleme f(F)-nek, ha f(F) zart és természe-
tesen korlatos).

Megjegyzés. A 2. kovetkezmény kozvetleniil is bizonyithaté:
Legyen inf f(F) = m és tegyiik fel, hogy V € E-re f(x) > m (azaz nem

létezik x1 € F, hogy f(x1) = m) = folytonos F-n = korlatos,

f(z) —m

1 1
—— <K = f(z) > m+ —, ami ellentmondaés.
m K

azaz 1 K, hogy @)
) —

3. Tétel (kompaktsig és egyenletes folytonossag) (Heine).

Legyen E C (X,dx) kompakt halmaz, f : E — (Y,dy) folytonos fiiggvény
E-n, akkor f egyenletesen folytonos E-n. (Réviden: kompakt halmazon
folytonos fiiggvény egyenletesen folytonos.)

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszoleges.
— f folytonos E-n — V y € E-re % > 0-hoz 3 d,(¢), hogy
1 €
Ve B dx(ry) < 50,0) = dy(f(2),f) < 5
4]
— {KX (y, %) |y € E} nyilt lefedése F-nek —>

Oy,
3 {KX <yi, %) li=1,... ,n} véges lefedése is F-nek.

Oy,
— Ha d(e) = 151£n{ ;“ — V1,20 € E, dx(z1,22) < () esetén:

Oy, O
egyrészt 3 Kx (yi, %) hogy =1 € Kx (yz %>, és igy

1
dx(yi,xz) < dX(yi,xl) +dx($1,332) < 5(5% + 5(6) < 5y1
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masrészt pedig (az y;-beli folytonossagot felhasznalva)
Ay (Fo) f) < 5 6 dy(f(@). fwa) < 5 =
= dy(f(z1), f(z2)) < dy (f(z1), f(y:)) +dy (f(z2), f(y:)) <€,

azaz [ egyenletesen folytonos E-n.

4. Tétel (6sszefiigglség és folytonossig).
Legyen f: (X,dx) — (Y,dy) folytonos fiiggvény, E C X dsszefiiggd, akkor
f(E) is az.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy f(F) nem 06sszefiiggd (Y, dy )-ban, akkor

3 01,00 C f(FE) nem {ires nyilt halmazok (f(E), dy)-ban, hogy o1 N o2 = ()
és 01 U oy = f(E). Ekkor f folytonossdga miatt f~1(o1) és f~1(02) nyilt
halmazok (X, dx)-ben és f~1(01)N f~1(02) =0, mert z € f~1(01), f(02)
esetén f(x) € 01,09 lenne, ami lehetetlen. Ugyanekkor o1, 00 # () miatt
fo01), f7o2) 0 és f~1(o1) U f~02) = E, mert 0y U oo = f(E) adja,
hogy f~' (01U 02) = f(01) U f~(02) = fH(f(E)) = E.

Mindez azt jelentené, hogy E nem 0sszefliggd, ami ellentmond a feltételnek,
igy az allitas igaz.

5. Tétel (Bolzano). Legyen E C (X,d) dsszefiiggs, f : E — R folytonos
fiiggvény. Ha c,d € f(F), ¢ < d, akkor (¢,d) C f(F) (azaz f két érték
kézott minden kozbensé értéket felvesz).

Bizonyitdas. A 4. tétel miatt f(F) C R Osszefiiggd, ami (egy kordbbi tétel
miatt) adja, hogy V ¢,d € f(FE), ¢ < d esetén (c,d) C f(E).
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6. feladatsor

1) Vizsgélja az alabbi fiiggvények korlatossdgat:

fi: R—R, fi(z) =az+b (a,b€R, a#0);
fa: [0, +00[ =R, falw) =5 -2

fo: 0,400l =R, fyle) = - ;

fii]L,+100[— R,  fi(z) = 2;:3 :

fo: R—R, o) = 1

fo: R—R, fo@) = 5

2) Vizsgdlja az aldbbi fiiggvények széls6értékeit vagy supremumaét (infimu-

mat):

S
2

fs:
fa:

fi
Jo
IER
fa:

I5:

: R—R,
:10,1] — R,
R — R,

R — R,

R — R,
R — R,
R — R,
R — R,

R — R,

fi(x) = ax® + bz +c (a,b,c € R);
fo(zx) =2 +22+ 3 ;
fa(x) = a® — 4z +6 ;

2z

fi(z) = ax+b (a,b €R, a#0);
fa(x) = azx® + bx + ¢ (a,b,c e R, a#0) ;
fs(x) = 2" (n €N);
falz) =2® + 22+ 3 ;

2
f5($): Igj_l



4) Vizsgélja az alabbi fiiggvények folytonossdgat:

Si: R=R, fi(z) =c c€R);

fo: R—R, fo(z) = 2P p€Q);

f3: R—R, fa(z) = |z| ;

fi: R—R, fa(z) =2 +22 -3 ;

fs: [=2,3[= R, fs(x) = |2 —4];

fo: R—=R, fo(x) =[] (egészrész fiiggvény) ;
1 x>0

fr: R—R, fr(x)=<¢ 0 x=0 .
-1 <0

5) Bizonyitsa be, hogy a raciondlis fiiggvények értelmezési tartomanyuk
minden pontjaban folytonosak.
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VII. FUGGVENYEK HATARERTEKE
1. Alapfogalmak és tételek

KERDES: Hogyan , viselkednek” a kovetkezd fuggvények a megadott pont,
vagy pontok kornyezetében?

x| x#1
fi: R—R, fi(z) = 0 L 290 =0,1, +00, —00 ;
[L‘:

f2:]071[_>R7 f2($>:$2, 330:0,1;

1
f3: R—F_)Ra f3(x):Ea 560:0,2, +OO,
£ RoR f( ) 1 >0 0
: — = =0.
4 ) 4\ T 0 T S O 9 o
MEGALLAPITASOK:

1) xo minden esetben torlédasi pontja az értelmezési tartoméanynak (de nem
mindig eleme).

2) 3 A e R (VRy), hogy z, = 9 = f(z,) — A. (kivétel fy, ekkor
Tn — 0 (x, > 0 vagy z, < 0) esetén fy(x,) — 1 vagy fi(z,) — 0).

3) A nem feltétleniil egyenlé f(xzo) (esetleg nem is létezik).

1. Definicié. Az f : F C (X,dx) — (Y,dy) figgvénynek az zo € E’
pontban 3 hatarértéke, ha 3 A € Y, hogy Ve > 0 3 d(g) > 0,

VeeFE, 0<dx(z,xg) <dle) = dy(f(x),A)<e.
A-t az f fiiggvény xg-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(x) = A vagy
f(x) — A, ha x — x jeloléseket hasznéljuk.
Megjegyzések.

1. Specidlisan pl. az f : E C R (VC) — R (VC) fiiggvénynek az z¢p € E’
pontban 3 hatarértéke, ha 3 A € R (VC), hogy Ve >0 3 d(g) > 0,

VeeFE 0<|z—z9|<d(e) = |f(zx)—A4|l<e
(f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynél ||z — xol|gn és ||f(z) — Allgm
irhatd).
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2. Megfogalmazhatd a kornyezetes valtozat is:
Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) figgvénynek az zo € E’ pontban 3
hatarértéke, ha 3 A € Y, hogy V Ky (A, ¢)-hoz 3 Kx(x,0(¢)),
Ve Kx(xg,d(e)\{zo}, x € FE esetén f(x) € Ky (A,e).

3. A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.

4. Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) figgvénynek az xg € (X,dx)-ben nem
létezik hatarértéke, ha o ¢ E’, vagy xo € E' ésV A €Y, Je > 0,
Vé(e)>0esetén dx € E, x € Kx(z0,0(e))\{z0}, f(z) ¢ Ky(A,e).

5. A hatarérték (ha létezik) egyértelmiien meghatarozott (ez indirekt bi-
zonyitassal — hasonléan, mint a sorozatokndl — egyszeriien beldthatd).

6. A kérdésben megadott fiiggvényeknél most mar vizsgalhatd a hatarérték
létezése az adott xg-ban.

2. Definicié. Legyen f: E C R — (Y, d) adott fiiggvény és az xq torlédasi
pontja [zg, +oo|NE (V] — 00,29 N E))-nek. Az f fiiggvénynek az xy-ban 3
jobb- (vagy bal-) oldali hatarértéke, ha
JA€Y, Ve>036de) >0, Ve € E, 29 <z < z9+ d(e) (vagy
xo—0(e) <z <xp) = dy(f(2),A) <e.
A-t f jobb (illetve bal) oldali hatarértékének nevezziik zp-ban, és a

lim f(z)=A= f(zo+0) vagy lim Of(:r;):A:f(a:O—O)

T—xo—

r—xo+0

jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. A definici6 a lesziikités fogalmanak haszndalataval is megfogalmazhato
(hasonldan a folytonossighoz).

2. A kornyezetes atfogalmazas is megadhaté.

3. Konnyen belathato a kovetkezo:
Legyen f : E C R — (Y,d) adott fliggvény és az z( torlédasi pontja
[zo, +oo[NEA]—00, z9|NE-nek. Az f fliggvénynek xg-ban akkor, és csak
akkor 1étezik hatarértéke, ha létezik f(xg—0) és f(xo+0) és f(zo—0) =
= f(zo +0) = A (f hatarértéke zo-ban).

3. Definicié. Az f : F C (X,dx) — R figgvények o € E’-ben a
hatarértéke +oo (vagy —o0), ha V K-hoz 3 §(K) > 0, Vz € E, 0 <
< d(z,x0) < 0(K) esetén f(x) > K (vagy f(z) < K).
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Megjegyzések.
1. A definicié kornyezetekkel is megfogalmazhato.
2. A 400 (vagy —o0) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhatd.

3. Vizsgalhato a ,kérdés” az f3 fiiggvényre x — 0 esetén.

4. Definicié. Legyen E C R feliilr6l (alulrél) nem korlatos halmaz,
f:+ E — (Y,d) adott fiiggvény. Az f fliggvénynek +oo (vagy —oo)-ben
létezik hatarértéke, ha 3 A€Y, Ve>0dMeR, Ve e ENx > M
(Ve < M) esetén d(f(x),A) < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli
hatarértékének nevezziik, és ra a xEToo f(x) = A vagy Ili)moo f(x) = A

jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések.
1. A definicié kornyezetes alakban is megfogalmazhaté.
2. Ha F =N, akkor ez egy (Y, d)-beli sorozat hatarértékének a definicidja.

3. Ha specidlisan egy f: E C R — R fiiggvényt tekintiink, akkor megfogal-
mazhaté az is, hogy f hatarértéke +oo (vagy —oo)-ben +oo (vagy —oo),
(végtelenben vett végtelen hatarérték).

4. A kiindulé kérdés fi fuggvényét vizsgalhatjuk r — —oo vagy x — +oo
esetén.

5. Az 1., 3. és 4. definiciok egységesen is megfogalmazhatok.

1. Tétel (atviteli elv). Az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvénynek az
2o € B’ pontban akkor, és csak akkor 3 hatdrértéke, ha V' xo-hoz konvergalé
() : N — E\{xo} sorozat esetén 3 lim f(x,) = A.

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnal, csak az ottani Ky (f (o), €) helyett
Ky (A, e)-t és az xg-beli folytonossig helyett xg-beli hatarértéket kell mon-
dani.

Megjegyzések.

1. Elég csak (f(z,)) konvergenciajat feltenni V z,, — z¢ (z,, € E, x, # x0)
esetén, ebbdl mar jon, hogy 3 A, hogy mindig f(x,) — A teljesiil.

2. Megfogalmazhaté (és bizonyithatd) az atviteli elv a 2., 3. és 4. definicidk
eseteire is.
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2. Tétel. Az f : E C (X,d) — R" (f = (f1,---»fn), fi + E — R)
fiiggvénynek, akkor és csak akkor Iétezik hatdrértéke az xo € E’-ben, ha az
fi fiiggvényeknek létezik hatarértéke xq-ban.

Bizonyitds.
Az atviteli elv és az R™-beli sorozatokra vonatkozé tételek alapjan.

2. Hatarérték és miiveletek illetve egyenlotlenségek

1. Tétel. Legyenek f,g: E C (X,d) — R (VC) adott fiiggvények, hogy
az xg € E'-ben lim f(x) = A és lim g(z) = B, akkor
0 T—T0

2 Jim (f+g)(x) = Jim [7(x) +g(x)] = A+ B
b) mlg;l ()\f)(a:):wli)rgjl AMf(z)=X A, (AeRVC);
¢ lim (/- g)(x) = Jim [/(x) ()] =4 B
im i x) = lim @:é a
) i (D)@ =t 202 hag 20 520,

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelel6 tételek
alapjan.

Megjegyzés. a) és b) R"-beli értéki fiiggvényrekre is megfogalmazhato és
bizonyithato.

2. Tétel. Ha f: E C (X,d) — R ésxy € E’, akkor ha
1
a) 3 lim |f(z)]=4c0 = 3 lim — =0 (f#0);

5 7@
1

b) 4 lim f(x)= = 4 lim —— = +o0 :

) 3 lim f(r) =0 Jm = oo (F£0)

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozd megfelel6 tételek
alapjan.

3. Tétel. Legyenek f,g,h: E C (X,d) — R adott fiiggvények és xg € F’,
akkor, ha

a) 3 lim f(r)=A A lim g(x) = B és 3 K(z¢,9), f(x) < g(x)

T—x T—xq
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Voel[K(xg,d)\{zo}]NE = A<B;
b) 3 lim f(z)=A A hm g(x) = BesA<B = 3 K(xo,0),
)V

flz)<g(x)VaelK (a:o, )\{zo}I N E ;
¢) 3 K(x0,9), f(x) <h(z) <g(z) Yz e [K(zo0,0)\{z0}] N E

és3 lim f(z)= lim g(z) = A = 3 lim h(z)=A.

T—xg T—xg T—x

X

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozé megfelel6 tételek
alapjan.

Megjegyzések.
1. A tétel megfogalmazhatd +oo (illetve —oo)-ben vett hatarértékre is.

2. Ha a b) részben ¢ = 0 vagy f = 0, akkor a jeltartdsi-tétel adddik
(3 K(w0,6), f(z) <0vagy f(z) >0V x € [K(zo,6)\{zo}] NE).

4. Tétel (az Osszetett fliiggvény hatarértéke). Legyenek adottak az
(X,dx), (Y,dy) és (Z,dz) metrikus terek, xqg € X' és yo € Y’', tovabba
feX Mo} — Y \{yo}, 9:Y\{yo} — Z fiiggvények, hogy
3 lim f(z)=yo A lim g(y) =A == 3 lim (gof)(x)=A4.
z—10 Y—yo

T—Tg

Bizonyitds. Mint a folytonossagra vonatkozé megfelelo tételnél, csak
K(g(f(z0)),€) helyett K(A,e) és K(f(zo),01(e)) helyett K(yo,d1(e)), mig

a folytonosag helyett a hatarérték létezése hasznalando.

3. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C (X,dx) — (Y,dy) adott fiiggvény és xg € X,
xg € X'. f <= folytonos zp-ban, ha 3 lim f(z)= f(zo).
r—XT0

Bizonyitds.

a) Ha f folytonos xg-ban, akkor a definici6 adja, hogy 3 A = f(x() hatar-
értéke xg-ban.

b) Ha 3 A = f(x¢) hatarérték, akkor a definicié miatt V Ky (f(z¢), €)-hoz
1 Kx(x0,0(¢)), Ve € B, ©x € Kx(x0,d(¢))\{z0} =
f(z) € Ky (f(z0),¢); de f(z0) € Ky (f(0),¢), gy Vo € Kx(x0,6(¢)) és
x € F esetén f(x) € Ky (f(xo),¢€), azaz f folytonos xo-ban.
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Definicié. Ha az f : E C (X,dx) — (Y,dy) fiiggvény nem folytonos az
xo € E pontban, akkor azt mondjuk, hogy x¢ f-nek szakadasi helye, vagy
hogy f-nek xg-ban szakaddsa van.

Ha f: E C R — (Y,dy) adott fiiggvény és xy € E° (z belsé pont E-
ben), és xo szakadasi helye f-nek, tovabba 3 x_l)lzrgiof(x) = f(xzg +0) A

lim Of(x) = f(zo — 0), akkor azt mondjuk, f-nek xg-ban elséfaji sza-

kaddsa van. Ha még f(xg — 0) = f(xo + 0), akkor azt mondjuk, hogy a
szakadas megsziintetheto.

Ha f-nek xp-ban szakadasa van és az nem elsofaji, akkor azt masodfaju
szakadasnak nevezziik.

4. Monoton fiiggvények

1. Tétel (monotonitis és invertalhatésig). Haaz f : E C R — R
fiiggvény szigorian monoton E-n, akkor invertalhaté és f~! ugyanolyan
értelemben szigorian monoton f(E)-n.

Bizonyitds. f~1 is fiiggvény, mert ha nem, gy 3 21 # x», hogy

(yvxl)a (y7x2) € f_l - (xlay)v (x27y) S f e f(xl) = f(xZ)a ellentét-
ben f szigori monotonitasaval.

Legyen példaul f szigorian monoton novekvé és yi,y2 € f(E)-re y1 < ya,
akkor egyrészt 3 x1, 29 € E, hogy y1 = f(x1) < y2 = f(x2). Masrészt, ha
feltessziik, hogy f~1(y1) > f~(y2), akkor

FHf (@) =21 > w2 = f7H(f(22))
kovetkezne, ami azt adnd (f szigord monotonitdsa miatt), hogy

= f(@1) > f(22) = yo, ami ellentmondas, fgy f~'(y1) < f(y2), azaz
f~1 szigorian monoton névekvé.

Megjegyzés. A tétel megforditasa nem igaz altaldban. De igaz a kovet-
kez6:

2. Tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény invertalhato és folytonos (a, b)-n,
akkor szigorian monoton (a,b)-n.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f nem szigoriian monoton. f invertalhaté =

nem létezik z1, 25 € (a,b), x1 # @2, hogy f(z1) = f(x2). Igy, ha f nem
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szigorian monoton 3 x1, o, 3 € {a,b), r1 < x3 < T3 éS

flx1) < flwa) A f(z2) > flas) vagy f(x1) > f(z2) A f(x2) < f(22)

—> (Bolzano-tétel) 3 zg € (z1,22) Az, € (2, 23), hogy
f(zo) = f(xj) = A, ami ellentmond f invertdlhatésdgdnak = f szigorian
monoton.

3. Tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény monoton névekvd, akkor
V xo € (a,b) esetén:

3 lim f(z)= swp f(z) (20+#a).

z—z0—-0 z€{a,zo)
li = inf b) .
:E—)lxr?)l-i‘of(x) 2€(w0,b) @) (zo#)
Bizonyitds.
Vo € (a,b) = f(x) < f(xg),hax € (a,xg) = FA= sup f[f(z) =

z€{a,xq)
Ve>030d,(c6) <zo—a, f(xg—0y) > A—e = (f monotonitdsa miatt)
VO<k<by|f(xo—k)—Al=A—f(xo—k) <A—f(xg—0z) <& =
— lim f(z) = A.

r—xo—0
A jobboldali hatarértékre hasonl6 a bizonyitas.

Megjegyzés. Csokkeno fliggvényre hasonlé allitas igaz.

Kovetkezmények:

1. Ha az f : {(a,b) — R fiiggvény monoton, akkor f az z¢ € (a,b) pontban
<= nem folytonos, ha f(xg —0) # f(zo +0). (Azaz f-nek ugrisa van
xo-ban.)

2. Haaz f : (a,b) — R fiiggvény monoton (a, b)-n, akkor szakaddsi helyeinek
halmaza megszamldlhaté. (Ha példdul f monoton névekvd és zq sza-
kadasi hely = |f(xo — 0), f(xo + 0)[Nf({a, b)) = 0.

Ha I,, =]f(xo — 0), f(zo + 0)[, valamint x; és xgy szakaddsi hely
— I, N1, = 0.

Legyen 5, € QAry, € I, = a p(xg) = 74, szerint definidlt fiiggvény
invertalhaté és ¢ R, értékkészletére R, C Q, igy R, és igy az xo pontok
halmaza legfeljebb megszamlalhato.)

3. Haaz f: (a,b) — R fiiggvény folytonos és szigoriian monoton, akkor f~1
folytonos.
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7. feladatsor

1) Vizsgélja az alabbi fiiggvények hatarértékét az adott xo pontban:

r+2 ,x#0
Ji: R—=R, fl(x):{ ? ; zo =0
0 , =20
fo: R—R, fa(z) =signz x9=0;
1
f3+ R\{0} — R, fs(fﬂ):E, zog=0Vzg=00;
2
fi: R =R, fa(z) = 1322 + 00 V —oo-ben;
fs: R—-R, fs(x) = 2" (n € N), + 00 V —oo-ben;
fo: R\{0} — R, fo(x) =27 "(n € N), + 00 V —oo-ben;
(@) #0,0)
S5 T 9 y \ Ly ’
fr: RZ SR, folzy) =4 224y Y , 20 =(0,0);
0 , (@,9) =(0,0)
f8: R2_>Ra fS(xay):x+ . N f(LE,O)ZO, .CL'():(0,0),
signy
2) Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket:
lim (32° — 2% + 22 +6) ; lim (—22* +32° — 1) ;
. 223 —3x+6 a3 =322 42
lim ; lim ;
T— 00 332+233—3 IE—>OO4.’,173—|—3.’,17+6
) 322 —x+2 32?41
lim : lim —— ;
z—o0 203 + 22 + x z—2  2x+1
.z —4a? +3 oz2_4
lim ——— lim :
r—1 2 —2x + 1 x—2 x — 2
2 m _ 1
lim © Vo ; lim = , (m,n € N);
r—1 z—1 r—1 " 1
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3) Vizsgalja az aldbbi fliggvények szakaddsi helyeit és azok tipusait:

fi:
fa:
fs:

fa:

R — R,
R — R,
R — R,

R — R,
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fi(z) = (signz)® ;
fa(z) = [2] + [—2] ;
fa(z) =2 —[x] ;

1
0 ,zxz=0
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VIII. FUGGVENYSOROZATOK,
FUGGVENYSOROK, ELEMI FUGGVENYEK

1. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok konvergenciaja

1. Definicié. Legyenek adottak az f,, : E C (X,d) - R (VC) (n € N)
fiiggvények. Az (f,) sorozatot fliggvénysorozatnak, mig ha

Sn:f1+—|—fn (nEN),

akkor (S),)-t fiiggvénysornak nevezziik. Az ut6ébbi esetben a

S fns O fulz), vagy > fr jeloléseket hasznaljuk.
n=1 n=1
Ha még adott az fy : £ C (X,d) — R (VC) fluggvény is, ugy azt az (S,)

n
fiiggvénysorozatot, melynél S,, = > fj is fliggvénysornak nevezziik és ra a
k=0

S fns DL fn(x) vagy > fn jeloléseket hasznéljuk.
n=0 n=0

2. Definicié. Az (f,) fiiggvénysorozat az x € E-ben konvergens, ha az
(fn(x)) szamsorozat konvergens. Az (f,) fliggvénysorozat pontonként kon-
vergens az Fy C E halmazon, ha az (f,(x)) szdmsorozat V x € F; esetén
konvergens. Ekkor az

f@) = lim fole) (2 € By)

szerint értelmezett fliggvényt az (f,) fiiggvénysorozat hatarfiiggvényének
nevezziik és azt mondjuk, hogy az (f,) pontonként konvergil Fi-en az f
fiiggvényhez. Fi-et a fliggvénysorozat konvergencia tartomanyanak is ne-
vezziik.

A > f, fiiggvénysor az x € E-ben konvergens, illetve az F; C E halmazon
pontonként konvergens, ha az (S, (x)) szdmsorozat = € F, illetve

YV x € F; esetén konvergens. Ekkor az

fl@)= lim S,(z)= > folz) (v€E)

n— 00
n=0Vv1

szerint értelmezett fiiggvényt a > f,, fiiggvénysor Osszegfiiggvényének ne-
vezzik és azt mondjuk, hogy > f, pontonként konvergdl Fi-en az f fiigg-
vényhez. F-et a fliggvénysor konvergencia tartomanyanak nevezziik.
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Példaul a > x" fliggvénysor konvergens, ha |z| < 1 (x € R (VC)) és
n=0

1
osszege az f: K(0,1) - R (VC), f(x)= ] fiiggvény.

— X

Megjegyzés. A > f, fliggvénysor pontonkénti konvergencidja egy E; C
E halmazon azt jelenti, hogy V = € Ej-re 3 f(z) € R (VC), V e > 0-
hoz 3 n(e,x), hogy V n > n(e,x) esetén |S,(x) — f(x)| < e. (Ekkor f :
E; — R (VC) nyilvan az osszegfiiggvény Ej-en.) Léathatd, hogy az n(e, x)
kiiszobszam fiigg x-t6l is (a konvergencia ,nem egyenletes” ).

3. Definicié. Az (f,) fiiggvénysorozat (vagy a »_ f, fliggvénysor) egyen-
letesen konvergal az Fy C F halmazon az f : B — R (VC) fiiggvényhez,
ha V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e) esetén |f,(z) — f(z)] < ¢
(illetve |Sp(x) — f(z)| < €) V & € Ej-re. llyenkor (f,)-t (illetve > fy,-t)
egyenletesen konvergensnek nevezziik F-en.

1. Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium egyenletes konver-
genciara). Legyen (f,) (fn : E C (X,d) — R (vC)) fiiggvények egy
sorozata (illetve Y f, fiiggvények egy sora), £y C E nemiires halmaz. Az
(fn) fiiggvénysorozat (illetve Y f, fiiggvénysor) <= egyenletesen konver-
gens Ei-en, ha V ¢ > 0 3 n(e), hogy V n,m > n(e) (n > m) esetén
| fn(x)— fin ()| <&, (illetve |S,, () — Sy (x)| = ) Z+1 fa(z)| <e)Vaxe E.
Bizonyitds.
A) Fiiggvénysorozatokra.
a) Legyen (f,) egyenletesen konvergens F1-en. Ekkor 3 f : £; — R (VC)
fiiggvény, hogy V ¢ > 0-hoz 9 n(e), ¥V n,m > n(e) esetén

F@) =@l <5 & o) = @) <5

V x € Fq esetén. fgy

[fn(2) = fm(@)] < |fu(x) = f(@)] + | fom(2) = f(2)] <& VzeE,

tehat (f,) a tételben jelzett tulajdonsagu.
b) Legyen (f,) olyan, hogy V € > 0 34 n(e), hogy V n,m > n(e)
(n > m) esetén

|fn(x)_fm(x)| <e (VxEEl)‘
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Ez azt jelenti, hogy az (f,(r)) szdmsorozat V x € F; esetén Cauchy-
sorozat, igy konvergdl egy f(z) € R (V C) szdmhoz. Ezzel értelmeziink
egy f: E1 — R (VC) fliggvényt, melyhez (f,) pontonként konvergdl
Ei-en. A konvergencia egyenletes is, mert V ¢ > 0 3 n(e), hogy

vV n,m > n(e) (n > m) esetén

[fu(2) = fm(z)| <& (VaeE),

ami m — oo hataratmenettel adja, hogy

[fu(z) = flx)] <e  (Vaek)
YV n >n(e).

B) Fiiggvénysorokra. Alkalmazzuk az A)-részt az (S,,) fliggvénysorozatra.

2. Tétel (Weierstrass elegendd feltétele fiiggvénysorok egyenletes
konvergenciajara). Legyenek adottak az f, : E C (X,d) = R (VC) (n €
N) fiiggvények. Legyen tovabba > a, egy olyan nemnegativ tagu kon-
vergens szamsor, hogy |f.(z)| < a, (V x € E, n € N). Ekkor a )_ f,
fiiggvénysor egyenletesen konvergens E-n.

Bizonyitdas. A két Cauchy-kritérium alapjan.
A > a, konvergencidja miatt V ¢ > 0 3 n(e), hogy ¥V n,m > n(e)
(n>m) =

n

>, ag =

k=m-+1

n

> ak

k=m-+1

<eg =

n

< X |fe(@)] < i ap < €

—

i fr()

k=m+1

hax € E = ) f, egyenletesen konvergens.

3. Tétel (az 6sszegfiiggvény folytonossdganak elegendd feltétele).
Legyenek f,, : E C (X,d) — R (VC) (n € N) folytonos fiiggvények, hogy a
> fn egyenletesen konvergdal E-n az f : E C (X,d) — R (V C) fiiggvényhez,
akkor f folytonos E-n. (Roviden: folytonos fiiggvények egyenletesen kon-
vergens soranak Gsszegfiiggvénye folytonos.)

Bizonyitds. Legyen xg € E és € > 0 tetszoleges.
€ € €
> fn egyenletesen konvergens — 3 > 0-hoz d n (5) , Vn>n (—), és
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x € E-re |S,(z) — f(z)| < %

Az S, : E — RVC fuggvény Vn > n (%) rogzitett értékre folytonos xp-ban
— 34 (%) Yz €eB, |t—xo| <0 (%)—ra 1S () — S (20)] < %
Most V & > 0-ra legyen §(g) = 9 (%), akkor V z € E, |x — x¢| < d(¢)-ra

[f (@) = f(xo)| < [f(x) = Sn(@)| + |Sn(z) — Snlzo)| + |[Sn(z0) — flzo)| <€,

ami adja f folyotnossagat V zg-ban, azaz E-n.

2. Hatvanysorok

oo
1. Definicié. A ) an(x — z9)" (an,z,29 € R (VC)) fliggvénysort z
n=0

kozépponti hatvanysornak nevezziik.

oo

1. Tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen adott a > a,(x — xo)" valds
vagy komplex hatvanysor és "
0, ha lim {/|a,| = +o0 ,
o= oo ha lim{/|a,]| =0,
m egyébként

oo
> ap(x — xo)™ abszolit konvergens, ha |x — xg| < o, divergens, ha
n=0
|z — xo| > 0.
Bizonyitds. o o
Ha |x—x¢| < p, akkor lim {/|a,| < +oc (hiszen lim {/|a,| = +o00 = 0 =0
és akkor |x — zo| < ¢ nem lehetséges), tovabba

0<1, ha o= +o0
lim {/|an (z — 20)"| = |z — xo|lim {/|an| = {  |& — 2]

0

ami a sorokra vonatkozo Cauchy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor

abszolut konvergenciajat. L
Ha |x — z¢| > o, akkor lim {/|a,| > 0 (hiszen lim {/|a,| =0 = ¢ = +o0

<1 , egyébként ,
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és akkor |x — zg| > o nem lehetséges), tovdba
+oo>1 , ha o =400
T 4/ Jan (@ = 20)7] = & — zolfim /fan] = 4 |z — 0
0

ami a sorokra vonatkoz6 Cauchy-féle gyokkritérium miatt adja a hatvanysor
divergenciajat.

>1 , egyébként ,

2. Definicié. A Cauchy-Hadamard tételben definialt o-t a hatvanysor kon-
vergencia sugaranak nevezziik.

Megjegyzések.

1. o = 0 esetén a hatvanysor csak xp-ban, mig o = +ocesetén Vi € R (VC)
esetén konvergens.

2. Ha 0 < ¢ < +o00, akkor a K (g, ¢) nyilt kdrnyezet része a hatvanysor
konvergencia tartomanyanak.

0

2. Tétel. Legyen o9 a Y. an,(xr — xo)" hatvdanysor konvergencia sugara.
n=0

Ha 0 < ¢ < g, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergens K (xg, 0)-n, az

osszegtiiggvénye pedig folytonos K (xg, 0p)-on.

Bizonyitds.

a) Ha z € K(xg,0), akkor |a,(x — z¢)"| < |an|0™. De Y |an|o™ konvergens
szamsor (hiszen a Cauchy-Hadamard tétele miatt a > |a,|z™ hatvanysor
konvergencia sugara is gy és 0 < go), 1gy a Weierstrass-feltétel miatt

kapjuk az egyenletes konvergencidjat K (xg, 0)-n.

b) > an(x — x0)" tehat egyenletesen konvergens V K (zg, 0) (0 < 0 < 0o)
n=0
korlapon, az f,(z) = an(x — x9)" (x € R (VC)) fiiggvények folytonosak
K (xg,0)-n, igy az el6z6 paragrafus 3. tétele miatt az Osszegfiiggvény
folytonos V K (g, 0) C K(xg,00) korlapon, és igy K (zq, gp)-on is.

Kovetkezmény. A

o " oo x2n o 2n+1
- _1 n
nzz;) n!’ nz:%< ) (2n)! "’ z:: 2n—i— @2n+1)°
i 332” i x2n+1
— (2n)!” — (2n+1)!



hatvanysorok konvergencia sugara o = —+oo, Osszegtiiggvénylik folytonos
R (VC)-n.

Bizonyitds.

Mivel ¥/n! — 400 A ¥/(2n)! — 400 A /(2n + 1)! — +o0 is igaz, kapjuk,
hogy 0 = 400 minden esetben. Ezutén a folytonossag R (VC)-n jon a 2.
tételbol.

3. Elemi fiiggvények

1. Definicio. Az elobbi kovetkezményben szereplé hatvanysorok konver-
gensek R (VC)-n, ezért V x € R (VC)-re az

X n > 2n
. xr } n T
exp(e) = YL cosla) = Yo (<1) g
n=0 n=0 )
o0 x?n—l—l 0 :L.2n
sin() = S (P =Y A
—~ (2n +1)! — (2n)!
oo 2n-+1
(o) = X 5
n=0 ( n+ )

szerint értelmezett fliggvényeket rendre valds (vagy komplex) exponencidlis,
cosinus, sinus, cosinus hiperbolicus, sinus hiperbolicus fliggvényeknek nevez-
ziik és exp, cos, sin, ch, sh mddon jeloljiik. (Valamennyien folytonosak

R (vC)-n.)

1. Tétel. Vz € R (VC) esetén

sh(z) exp() —QeXp(—w) , ch(z) = exp() +2exp(—$) |
exp(x) = sh(x) + ch(x) , sin(x) = exp(iz) —Qiexp(—i:c) :
cos(x) = exp(iz) ~|—2exp(—ix) : sh(ix) = isin(x) ,

ch(ix) = cos(x) , exp(iz) = cos(z) + isin(z)

teljestil.

Bizonyitds. A sorok miveleti tulajdonsagai alapjan valamennyi egyszeri
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szamolas.

2. Tétel. V z,y € R (VC) esetén
a) exp(z +y) = exp(z)exp(y) ;
b) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) ;
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) ;
¢) ch(z+y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y) ;
sh(z +y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y)
(addicios tételek).

Tovabba:
d) exp(z)exp(—x) =1; cos(—z) = cos(z); sin(—x) = —sin(x);
ch(—z) = ch(z); sh(—z) = —sh(z); sin?(z) + cos?(z) = 1;
ch?(z) —sh*(z) =1 Vaz,yeR (VC).
Bizonyitds.

a) exp(x) és exp(y) két abszolit konvergens sor Gsszege, igy Mertens tétele
szerint Cauchy-szorzatuk egyenld szorzatukkal, ezért

exp(o) exp(n) = (55t satyr) -

n=0 (
=S (B 0) ) = B et 0.
b) és c¢) azonnal jon az a) rész és az 1. tétel felhasznalasdval.

d) egyszerli szamolas.

3. Tétel. Az exp: R — R fiiggvényre igazak:
a) exp(x)#0 (r €R);
b) exp(x)>1(x>0) AN 0<exp(z)<l(x<0);
c) lim exp(z) =400 lim exp(z) =0 ;
d) szigoriian monoton névekvd;
e) exp(R)=R; (Ruxy=Ry);
f) VreQ esetén exp(r) =e"
Bizonyitds.
a) 1 =exp(0) = exp(x + (—z)) = exp(z) exp(—x) adja az allitast.
b) exp(z) > 1, ha z > 0 jon a definiciébdl. Haz < 0 — —z >0 =
exp(—z) > 1 = exp(z) = [exp(—2z)]"! < 1, de exp(z) < 0 nem
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2.

lehetséges, mert akkor a folytonossag miatt 3 xg, hogy exp(xp) = 0, ami
lehetetlen a) miatt.
exp(xz) >z = lim exp(z) = +o0,

r— 00

1
mig wli)rzloo exp(z) = mll)I_'I_loo exp(—z) = mli)rrolo exp(2) =0;
hazy <xy = x3—21 >0 = exp(aza —z1) >1 = exp(x2) =
= exp((ze — 1) + 1) = exp(axy — z1) exp(x1) > exp(x1), ami adja az
allitast;

c¢)-bél és az exp fliggvény folytonossagabdl jon az allitas;
> 1

exp(l) = > = = V peNreexp(p) =exp(l+...4+1) =
n=0 ¢

=exp(l)...exp(1l) = eP.

1 N
Ha—pGNszOéexp(p):m: —p

(&
1
p p P\’
HapeZANqe N = ep:exp(—+...+—) = {exp(—)} —
q q

e ()
el =exp | — |.
q

Definicié. A szigorian monoton és folytonos exp : R — R fliggvény

inverzét valos természetes alapi logaritmus fiiggvénynek nevezziik és az In
(vagy log) szimbdélummal jeloljik.

4.

Tétel. Az In fiiggvényre teljestil:
a) D]n = R+, Rln = ID(R+) = R,’
b) folytonos és szigoriian monoton;
c) In(1)=0, In(x) <0 (0<zx<1), In(z) >0 (x>1);
d) exp(In(z)) =z (x € Ry), In(exp(z)) =z (x € R) ;
e) In(zy) =In(z) +In(y) (z,y € Ry).

Bizonyitds. A definiciébdl, a monoton fliggvényeknél tanultakbdl és az exp
fliggvény tulajdonsdgaibdl egyszertien jonnek az éllitdsok (gyakorlat).

3.

Definicié. Legyen a € Ry adott, akkor az
exp, : R = R, exp,(r) =exp(rlna)
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szerint definidlt fiiggvényt a-alapd valdés exponencialis fiiggvénynek nevez-

zik.

5. Tétel. Az exp, fiiggvényre teljesiilnek:

exp, = exp ;
Dexpa =R, Rexpa =Ry (a # 1) ;

exp, (2 +y) = exp,(r) exp, (y) (2,9 € R),

exp, (—z) = [exp,(z)] ™! (z €R) ;

szigoriian monoton névekvé (csékkend), haa >1 (0 <a < 1) ;
folytonos;

exp,(r) =a” (r € Q).

Bizonyitds. A definicid, az exp és In fiiggvények tulajdonsagai alapjan egy-
szeril (gyakorlat).

4. Definicié. Legyen a € Ry és x € R. Az a x-edik hatvanya:

a® = exp,(z)(=exp(zrlna)) .

5. Definicié. Legyen 1 #a € R,. Az exp,!: R, — R fiiggvényt a-alapt
valds logaritmus fiiggvénynek nevezziik és a log, szimb6élummal jeldljiik.

6. Tétel. A log, fiiggvényre teljesiilnek:

1

) log, =In. log,(s) = 1) (1€ Ry 1£aCRy)
b) Dig, =Ry, Rig, =R, log,(a)=1, log,(1)=
c) szigorian monoton névekvd (csokkend), haa > 1 (0 < a < 1).
d) exp,flog,(z)] =z (z € Ry) log,lexp,(2)] =z (z € R);
e) log,(ry) = logg(i)ﬂ) +log,(y) (z,y € Ry);

log; (x
f) log,(z) = reR,, 1#a,beRy);
) ( ) logb(a) ( + 7é +)
g) log,(z") =rlog,(z) (1#a, xRy, r€Q).

6. Definicié. Legyen i € R adott, az

fiRy =R, f(z) =a" =exp(nln(z))

fiiggvényt p-kitevéji valés hatvanyfiiggvénynek nevezzikk. (Ha p € Ry,
akkor f(0) =0-val f: R U0 — R.)
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7. Tétel. Az f(x) = x* = exp(ulIn(x))-re teljesiilnek:
a) folytonos fiiggvény;
b) Ry=Ry, hap#0; Rp={1}, hap=0;
c) szigorian monoton névekvé (csokkend), ha p > 0
(illetve u < 0);
d) iii%f(x)zo A len;Of(m):+oo ha pu >0,
};iﬂ%f(x) =400 A xlirgof(x) =0 ha p < 0;

o
e) atz’ =zxhtY, z—y =z, (zy)t = 2tyh,
"
(§> N :;_“’ (xl‘)”:xl“/ (x7y€R+7 M?VGR)'

Bizonyitds. A definici6 és a kordbbi tételek alapjan egyszerii (gyakorlat).
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8. feladatsor

1) Legyen E C (X,d), fn : E — R (n € N) és tegyiik fel, hogy (f,)
pontonként konvergdl az f : E — R fiiggvényhez. Bizonyitsa be, hogy
(fn) <= egyenletesen konvergens, ha az

(an) N =Ry, an= Sug{lfn(fb’) — f(@)[}
z€
sorozat nullsorozat.

2) Legyen F C (X,d), fn,gn: E — R (n € N). Bizonyitsa be, hogy ha (f,)
és (gn) egyenletesen konvergens, akkor (f, + g,) is az.

3) Legyen E C (X,d), fn : E — R (n € N). Bizonyitsa be, hogy ha
V fn korlatos, és (f,) egyenletesen konvergens F-n, akkor 3 K, hogy
|fn(x)] < KVneNésxeFE (azaz (f,) egyenletesen korlatos).

4) Legyen f, : R — R f,(z) = 2™ (n € N). Hatdrozza meg (f,) konvergen-
clatartomanyét. Bizonyitsa be, hogy (f,) nem egyenletesen konvergens
a [0, 1]-en.

5) Hatédrozza meg az aldbbi fliggvénysorozatok konvergencitartomanyat:

a) fn:[0,+00[— R, fdm)-n(“w—i—%ﬁ) (neN) ;

n

b) Jn: R\{_l} — R, fn(x) - e (n € N) )

2nx
c) fn:R—=R, fn(x):m

6) Bizonyitsa be, hogy az aldbbi fiiggvénysorozatok egyenletesen konver-
gensek:

D i R=R, falt)= —— (eN);

b) fu R—R, fule) = fe2 4 s (nEN);

(neN).

2nx
¢) fn:l0,H+oo[—=R, fu(z)= T2z (ne€N) .
2
7) Legyen f, : R — R f,(z) = UfW (n € N). Bizonyitsa be, hogy a

> fn konvergens, de nem egyenletesen konvergens.
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8) Bizonyitsa be, hogy a > f, fliggvénysor egyenletesen konvergens, ha

1
a) fn:R—R, fn(f'?):m (n € N);

b) fuiR—R, fald)= o (nEN);
) fo iR, SR, folz) = (x_i); (neN).

9) Hatérozza meg a » f,, fliggvénysor konvergenciatartomanyat, ha

a)ﬁwRH4}HR,fww=ﬁi%F (n €N);

n x
n+1Q2x+1)"

O fiB-R f) = (D) wen.

n
10) Hatarozzuk meg az aldbbi hatvanysorok konvergenciasugarat:

n

b) fu:R\{=3} =R, fulz)= (n e N);

n-x — T
n=1 n=1 n! n—1 (ZTL + 1)
2
x 2" &3 1\" 3" 4 (=2)"
—-1)" : 14— x" —x" :
nizjl( ) (271)' n:l( n) n=1
[e'e] xn

11) Bizonyitsuk be az elemi fiiggvények 1-7. tételben negfogalmazott tulaj-
donsagait.
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