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I. DIFFERENCIALSZAMITAS

1. Valés fiiggvények differencialhanyadosa

1. Definicié. Legyen (a,b) egy nyilt vagy zart intervallum, f : (a,b) — R
valds fliggvény. A

f(@) = flwo)

T — 0 (J? 7& Zo, T,To € <a7b>)

(1) p(x, x0) =

altal definidlt ¢ fiiggvényt az f fliggvény z, x¢-hoz tartozo differenciahanya-
dos fliiggvényének nevezziik.
Geometriailag: irdnytangens.

2. Definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvény differencidlhaté az xog € (a,b)
pontban, ha létezik a

- f@) = flwo)
2 lim ————~ =
(2) . (o)
(véges) hatérérték. Ezt — az f'(x)-lal jelolt — hatdrértéket az f fliggvény
xo-beli differencidlhdnyadosanak nevezziik.

3. Definicié. Ha f az (a,b) minden pontjaban differencidlhaté, akkor azt
mondjuk, hogy differencidlhaté (a, b)-n.

A (2) szerint definidlt [’ : (a,b) — R fliggvényt az f fiiggvény differencidl-
hényados fiiggvényének nevezziik.

Megjegyzések:

1. A differencidlhatésag definidlhaté f : D — R tipusu fiiggvényekre is, ahol
D C R nyilt halmaz (vagy tetszdleges és xo belsd pontja vagy torlédasi
pontja).

f(zo+h) — f(xo) df

h ’ dSU z:wo.

2. Mas jelolések: lim
h—0

3. Geometriai interpretacié:
Definicié. Ha az f : {(a,b) — R fliggvény differencidlhaté az xg pont-
ban, akkor az

(3) y = f'(x0) - (x — x0) + f(x0) (z €R)
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egyenest az f fliggvény (zq, f(xo))-beli érintéjének nevezziik.
(f'(xo) igy az (o, f(x0)) pontbeli érinté irdnytangense.)

4. Egyoldali differencidlhdnyados is értelmezhet, ha a (2)-ben jobb-, illetve
baloldali hatarértéket tekintiink. (Jelolés: f7 (xo), f’ (zg).) Tovabba
bizonyithatd, hogy f akkor és csakis akkor differencidlhaté xg € (a,b)-
ben, ha létezik f! (zo), f/(x0) és egyenlbek.

5. f(z) = |z| (x € R) nem differencidlhat6 xo = 0-ban.

6. Fizikai jelentés: atlagsebesség, pillanatnyi sebesség, gyorsulas.

7. Példék:

['R-R, f(x)=c = Ff:R-R, fl(v)
[R=R, f(a)=2 = Ff:R-R, flz)=1;
[ R=R, f(z)=2" = Ff:R=R, flfzx)=n-2""" (neN).

0;

2. Differencialhatosag és folytonossag
Tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény differencidlhaté az xo € {(a,b) pont-
ban, akkor folytonos is xg-ban.

Bizonyitds. xo torlédasi pontja (a,b)-nek, igy elegend6 megmutatni, hogy
3 lim f(z) és = f(xo).
T—x0

Jim (70— fao)) = i [LZLE0) |
= i O i ) = 700 =0

igaz, ami adja, hogy lim f(z) = f(zo) és ezt kellett bizonyitani.
T—x0

3. Differencialhatdosag és linearis approximalhatosag

Definicié. Az [ : (a,b) — R fiiggvényt linedrisan approximdlhaténak
mondjuk az xg € ({a,b) pontban, ha létezik olyan A € R konstans és
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w : {a, by — R fiiggvény, hogy xllrgo w(z) = w(zg) =0 és
(L) f(x) = flxzo) =A-(z —x0) +w(z) (¥ —20) (7 € (a,b))
teljestl.

Tétel. Az f : (a,b) — R fiiggvény akkor, és csakis akkor differencidlhato
az xg € {(a,b) pontban, ha linedrisan approximélhatd. Tovabba A = f'(x).

Bizonyitds.
a) (=) Ha f differencidlhaté xo-ban, akkor legyen
f(z) = f(zo) o,
w(m) KN T — 20 f (.%‘0), z e <a,b)\{x0}

0, T = x
Nyilvanval6, hogy lim w(x) = w(xzg) =0 és A = f'(xg)-1al kapjuk (L)-t
T—Tg
is, azaz f linearisan approximalhato.

b) («) Ha f linedrisan approximélhaté xo-ban, akkor (L)-bél jon, hogy

F@=1@0) _ gy w@) (€ (o b\ o))

r — X
fgy lim w(z) = 0 adja f differencidlhatésdgdt és hogy f'(zg) = A is
T—T0
teljesiil.

4. Differencialhatésag és miiveletek

1. Tétel. Ha az f,g: (a,b) — R fiiggvények differencidlhaték az
xzo € (a,b)-ben, akkor az f + g, f-g és g(xg) # 0 esetén az 5 is diffe-
rencialhatok xo-ban és

a)  (f+9) (o) = f'(x0) + g (w0);

b) (f - 9)(x0) = f'(20) - g(wo) + f(20) - ¢'(20);

0 (f>’(x0) _ J'(w0) - g(wo) — f(wo) - (o)

92 (o)




Bizonyitds.
a) Az allitds az
(f+9)(@) = (f+9)(x0) _ f) = flao)  g(x) — (o)

r — X Tr — X Tr — X

egyenldségbdl, f'(xo) és g'(xo) létezése miatt, az © — x¢ hatdrdtmenettel
kovetkezik.
b) Az
“g)(x) = (f-9)(x x)— f(z x) —g(x

Lo
Tr — X Tr — X T — X

egyenldség, /(o) és g'(xo) létezése — hatdrdtmenettel — adja az &llitdst.
(Felhasznéljuk azt is, hogy ¢ folytonos zo-ban.)

c¢) A bizonyitds hasonlé az elébbiekhez.

Ko6vetkezmények:
1. Ha f : {(a,b) — R differencidlhat6 xg-ban, ¢ € R, akkor ¢ - f is differen-
cidlhatd, és
(cf) (zo) = ¢ f'(w0).
2. Ha f,g: (a,b) — R differencidlhaték zo-ban, akkor f — g is, és
(f = 9)(x0) = f'(z0) — g'(20).
3. Ha f: {(a,b) — R olyan, hogy f(z¢) # 0, és 3 f'(x0), akkor
1\’ e
2 (5) 0 =-Fgy
4. Ha az f; : (a,b) = R (i =1,...,n) figgvények differencidlhatdk
xo € (a,b)-ben, \; € R (i =1,...,n), akkor zn: i - fi is differencidlhaté

=1

To-ban, és /
(Z Ai fi> (o) = Y Ai+ fi(xo)-
=1 i=1

5. Az f:R—-R, f(z) = ap - 2% (ar € R) fiiggvény differencidlhato, és

=

k=0

f(z) = ikz cay, - P
k=1



6. Az f R - R, f(x) = gn(f)) (Pp(x), Qm(x) polinom figgvények és
m(x
Qm(z) # 0) differencidlhaté figgvény.

2. Tétel (az Gsszetett fliggvény differencidlhatosiga).

Legyenek g : {¢,d) = R, f: {a,b) = g[{c,d)] — R olyan fiiggvények, hogy g
differencidlhaté az xo € {c,d)-ben, f differencidlhaté az yo = g(xo) € (a,b)-
ben. Akkor az F' = f o g fiiggvény is differencidlhaté xg-ban és

(OD) F'(z0) = (f 0 9)'(x0) = f'(9(x0)) - ¢'(20).

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy f o g linedrisan approximalhat6 xg-ban.
- 3 ¢'(zg) = ¢ linedrisan approximélhaté = 3 w; : {¢,d) — R, hogy
lim wy(z) = wi(zg) =0 és

T—T0

(L1) g(x) = g(xo) = ¢'(x0) - (x — w0) +wi(2) - (x —20)  (z € (c,d)).
- 3 f'(yo) = f'(g(x9)) = [ linedrisan approximdlhaté =
Fwsy : {a,b) — R, hogy ylLH;O wa(y) = wa(yo) = 0 és

(L2) f(y) = f(yo) = f'(yo) - (¥ —%0) +w2(y) - (y —w0) (¥ € (a,b)).
— Ha z € {(¢,d)-re y = g(x), akkor (Ly) és (Lg) adja, hogy
F(z) = F(zo) = f(9(x)) — f(g(x0)) =
= [f"(g(z0)) + w2(y)] - [¢'(x0) + w1 (2)](z — z0) =
= f'(9(x0)) - g'(wo) (2 — @0) + [f'(g(z0)) - w1(x)+
+w2(g(@)) - (¢'(z0) + w1 (@))](z — o).
f(g(@o))wi(z) + w2(g(@))]g' (xo) + wi(x)], (€ (e, d)\{z0})

0, T = x
vélasztdssal (lim wi(z) = 0, lim wa(g(z)) = 0 miatt) kapjuk, hogy
T—T0 T—To

lim w(z) = w(xg) =06s A= f'(g(x0))g' (x0) mellett

- w(z) =

F(z)— F(zg) = A (x —z9) + w(z) - (x — 20) (z € (e, d)),

ami F' linearis approximalhatosagat jelenti To-ban.
— Igy F = f o g differencidlhat6 zg-ban és teljesiil (OD).

3. Tétel (az inverz fiiggvény differencidlhatésiga). Ha f : (a,b) — R
szigorian monoton, folytonos (a,b)-n és xo € (a,b)-ben 3f'(xg) # 0, akkor
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f~! differencidlhaté f(xq)-ban és

(ID) (f7) (f(z0)) =

illetve

1
f(zo)

1

0 = Frriey

(Yo = f(0))

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy f~! (ami nyilvan létezik f szigorti mono-
tonitdsa miatt) linedrisan approximélhaté f(zg) = yo-ban.
— 3 f'(z9) = f linedrisan approximédlhaté =— 3 wy : (a,b) — R, hogy
qc111561 w1(z) = wi(xp) és
T—To

(L) f@) = flwo) = [f'(xo) +wr(@)] - (x —2z0) (2 € (a,])).
I

— f szigordan monoton, igy f(x) # f(xo), ha & # g =

f(2o) +wi(x )7’50(957&550) fgy (L)-bél
@)
(*) LT —To = f( )+w1(x) ( E< ’b>\{ 0})

kovetkezik.

— f folytonos = (a Bolzano-tétel miatt) f[(a,b)] = (¢,d) C R és igy
f~t:{e,d) — {(a,b), ami (f szigorti monotonitdsa miatt) adja, hogy
YV y € (¢, d)-re 3 pontosan egy z € (a,b), hogy f(z) =y, illetve

z = f~!(y). Tovabbd ha yo = f(o), ill. 2o = f~*(y0), Ggy ¥ # yo adja,
hogy = # xo. Mindezek alapjan (x)-bdl kapjuk, hogy

(e5) SN~ f w0) = !

P+l YT
kovetkezik, ha y € (¢, d)\{yo}
— Ha most

1 1
wa(y) = { F'(wo) +wr(f~1y)  f(x0) v # 30)
N (¥ = o)
akkor egyrészt f~! folytonossidga miatt yli—>120 wa(y) = wa(yo) = 0, mas-

részt (xx)-bdl kapjuk, hogy
F) - £ o) = [ﬂlxo) ; w2<y>} w-w)  (yelad),
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melyek éppen f~! linedris approximalhatésdgat jelentik f(zg) = yo-ban.
— Igy 71 differencidlhaté f (zp)-ban és (ID) teljesiil.

5. Hatvanysorok differencialhatésaga

o0
Tétel. Legyen a Y a, - x™ hatvdnysor konvergencia sugara g, akkor az

n=0
(1 f@) = X an-at.  we(-00)
szerint definidlt f : (—p, 0) — R fiiggvény differencidlhaté és
2) fla)=Lnea, o we(-eo)
teljestil.
Bizonyitds.

(oo}
a) A Y n-a,- 2" ! hatvanysor konvergencia sugara is o, mert a sor kon-
n=1
vergencia tartoménydban

o0
Sneay -t =
n=1

8=

o0
S n-ay-a
n=1

teljestl, igy a f: n-a, - x™ hatvanysor konvergencia sugarat kell megha-
térozni, melyrzz1
1 1 1
T En/ln-an Imm- Yan  Imfan] C
b) (1) differencidlhaté és (2) teljesiil. Ehhez elég megmutatni, hogy
lim {f(x)—f(xo) - f’(xo)] =0 YV xo € (—0,0) -

T — X

/

T—xQ
Felhasznélva az (1) és (2) hatvanysorok abszolit konvergencidjat
YV x,20 € (—p,0) esetén és hogy 3 r > 0, amire |zg| <r < p, igy |z| <7

esetén:
f(@) = f(zo)

Tr — X

—f/(xo)‘ =
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oo oo
ap - 2" — Y ap - xy 0

0 =0 —1
=|Z = —g n-ap-ry | =
x—x
0 n=1

& n n
T =Ty n—1
ap - | —— — nxyg
r—x
n=1 0

o0
San - [z 2" Pag + 2" e+ aag R oy = nag
n=1

<

<Y an| 2"t —ag T o - (2R —ag ) 4 g (1 1)
n=1

o] n—1
= Z |an| - |z — 20 Zk SRl bl <

n=1 k=1

[e%e) n—1 o)
_ nn—1 _
<3 ol fo ol 2 Y k= o gl 3 - P e
n=1 k=1 n=1
|z — o]
=5

o0
ahol s a > |ay|-n(n —1)-r""2 (egyébként konvergens) sor dsszege.
n=1

Ebbél lim g |z — 0| = 0 miatt jon az Allitas.

T—xTo

6. Elemi fiiggvények differencialhatésaga

1. Tétel. Az exp,sin, cos, sh, ch fiiggvények differencidlhatok és

. . ! li
exp' =exp, sin’=cos, cos'’=—sin, sh'=ch, ch'=sh.

Bizonyitds. A hatvanysorok differencidlhatésigi tétele adja a differencial-
hatésagot és a derivélt fliggvényeket is (a szdmolds egyszerti).
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2. Tétel. Azexp,, log,, In, z* fiiggvények differencidlhatdk és

a) exp, (x) = exp,(z) - Ina (x e R);
1

/ o .

b) loga($> - r-lna (.CL' € RJr) ’
1
c) In'(z) = . (x € Ry);
) (oY = o (¢ €Ry) .
Bizonyitds.

a) Az exp,(z) = exp(z -Ina) definicid, exp’(y) = exp(y) és (z-Ina)’ =Ina,
valamint az Osszetett fliggvény differencialhatésiagara vonatkozé tétel ad-
ja az allitast.

b) A log, = exp, ! definicié, az exp, fiiggvény differencidlhatésiga, szigori
monotonitasa, az inverz fliggvény differencialhatésagi tétele alapjan:

1 1 1

log’ = = =
084(7) exp/,[log,(z)] exp,llog,(z)]-Ina z-lna

1
¢c) a=e=log,a=lne=1=In'(z) = ~—.
x

d) Az z* = exp(p - Inz) definicié és az Osszetett fliggvény differencidlhaté-
sagara vonatkozo tétel alapjan

1

(@) = lexp(p - @) = exp(p-Inw) - = =ak- —-p=p-a"".

SRS

7. A sin és cos fliggvény tovabbi tulajdonsagai

1. Tétel.
sin?(x) 4 cos?(x) = 1 (x €R);

[sin(z)] <1, |cos(z)| <1 (x eR).
Bizonyitds. Gyakorlaton.

2. Tétel.
cos(z) — cos(y) = —2 - sin (x ;_ y> -sin <$_y> (Vx,y € R);



sin(z) — sin(y) = 2 - cos (z;y) sin <“”’“’ . y) (¥ 2,y €R) .

Bizonyitds. Egyszert az addiciés tételek alapjan.

3. Tétel. A [0,2] intervallumban egyetlen x szdm van,melyre cos(x) = 0.

Bizonyitds.
— A cos fliggvény szigorian monoton cstkkené [0, 2]-ben:
Legyen ugyanis x1 < z3 (21,2 € [0,2]), akkor a 2. Tétel miatt

(x)  cos(xy) — cos(xg) = —2 - sin <xl;$2> - sin (ml 2952) =

masrészt
. 3 2P x? x® x?
(¢) sin(z) = x—g—kg—k--- =z (1 - 2-3>+5! <1 - 67>+ >0
ha 0 < z < V6.
Mivel pedig 21 < 257 1,23 € [0,2] = T2 2T € (0,V6), fgy

(%) és (¢) miatt cos(x1) — cos(zz) >0 = cos(x1) > cos(xz), ami adja
a cos fliggvény monoton csdkkenését [0, 2]-n.

— A cos fliggvény folytonos, cos(0) =1 és

(2)=1 22+24 26+28 <1 22+24 L
CcoSs =1—- — — — — - ... R I —
2! 4! 6! 8! 2! 4! 3’
mert
22k 22k+1
-+ — <0,
2% T @2kt 1)

igy Bolzano tétele miatt 3 x € [0, 2], hogy cos(x) = 0 és a szigori mono-
tonitas miatt csak egy ilyen x van.

Definicié. Jeloljik m-vel (pi-vel) azt a valds szdmot, melyre 0 < g <2¢és

7_00
COS2
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4. Tét%l.
sin—=1, cosm=—-1, sinm=0, sin2r=0, cos2r=1;

sin(z + 27) = sin(x) , cos(x + 27) = cos(x) (x € R).

Bizonyitds. Gyakorlaton (pl. sin? g + cos? g =1 = sing =1).

5. Tétel. A sin és cos fiiggvény névekvd, illetve csékkend a [fg, g},

illetve a [0, 7] intervallumokon.

Bizonyitds. Gyakorlaton.

8. Tovabbi elemi fiiggvények

a) A tg és ctg fliggvények. A

te  BAL(k + %”’ k€Z} —R, te(z) = eri(é)) ;
R EZI SR, gl = S

szerint definidlt fiiggvényeket tangens, ill. cotangens fliggvényeknek ne-
vezziik. Legfontosabb tulajdonsigaikat gyakorlaton vizsgaljuk.
b) Az arcus fiiggvények.
T T

- Az f: [—5, 5] — R, f(z) = sin(x) folytonos és szigorian mono-
ton novekedé fiiggvény inverzét arcsin (arkusz-szinusz) fiiggvénynek
nevezziik. Ez folytonos, szigorian monoton névekedé és
arcsin : [—1,1] — [—z, T

- Ag:[0,7] = R, g(z) = cos(z) folytonos és szigorian monoton
csokkend fiiggvény inverze az arccos (arkusz-koszinusz) fiiggvény, mely
folytonos, szigorian monoton csokkend és

arccos : [—1,1] — [0, 7].
- Az F . —g,g — R, F(z) = tg(z) folytonos és szigordan mono-

ton novekedd fliggvény inverzét arctg (arkusz-tangens) fiiggvénynek
nevezziik. Ez folytonos, szigorian monoton névekedé és

T T
tg : R (——,—).
arctg — 5
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-AG: (0,m) - R, G(x) = ctg(x) folytonos és szigorian mono-
ton csokkend fliggvény inverzét arcctg (arkusz-cotangens) fiiggvénynek
nevezziik. Ez folytonos, szigoriian monoton csokkend és
arcctg : R — (0, 7).

Tétel. A tg, ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg fiiggvények differencialha-
tok és

1
¢ / _ t / —
g'(@) cos?(z) ’ cte'(w) sin?(x) |
1 1
arcsin’(r) = g (x # +1), arccos’ (z) = Vg (x # +1),
1 1
arctg’(r) = TEaE arcctg’(x) = T

, h h
c¢) Ertelmezhetdk a th = S—h , cth = C—h tangens-hiperbolikusz és cotangens-
¢ s
hiperbolikusz fliggvények, és vizsgalhatdk tulajdonsigaik.

d) sh, ch, th, cth inverzeiként értelmezziik az arsh, arch, arth, arcth area-
fliggvényeket és vizsgalhatjuk tulajdonsagaikat.

Megjegyzés: A th, cth és az area fliggvények differencidldsi szabdlya is
egyszeriien bizonyithaté (lasd gyakorlaton).

9. Magasabbrendii derivaltak

Definicié. Legyen f : (a,b) — R adott fiiggvény. f 0-dik derivéltja:
fO = f HaneNés fD: (a,b) — R értelmezett és differencidlhaté
fiiggvény, akkor f n-edik derivéltja az f() = ( f ("_1))/ fliggvény.

Ha V n € N-re 3 (™ akkor azt mondjuk, hogy f akérhanyszor differen-
cidlhaté.

1. Tétel. Ha f,g: (a,b) — R n-szer differencidlhatd, akkor c- f, f+g, f-g
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is n-szer differencidlhaté és V x € (a,b) esetén
(c- )M (2) = e- f™(2) ;
(f +9) " (x) = F(2) + g™ () ;

n

(f- g)(") (z) = Z (7;) @ (x) -g("fi)(m) (Leibniz-szabély ).
i=0
Bizonyitds. Teljes indukciéval egyszerti.

o0

2. Tétel. Az f(z) = Y ax-2* (z € (—o,0)) hatvanysor ésszegfiiggvénye
k=0

akarhanyszor differencialhato és

fP@) =3k (k1) (kmnt ) et (2 € (—0.0)),
k=n

£(0)

n!

tovabbd a,, = (n=0,1,...).

Bizonyitds. A hatvanysorok differencialhatosagi tétele alapjan, teljes in-
dukciéval, illetve x = 0 helyettesitéssel egyszert.

10. Differencialhaté fiiggvények vizsgalata

a) A lokdlis szélsGérték sziikséges feltétele.
Tétel. Legyen f : (a,b) — R. Ha f-nek az x¢ € (a,b)-ben lokdlis maxi-
muma (minimuma) van és 3 f'(xzo), akkor f'(zg) = 0.

Bizonyitds. Ha példaul f-nek xp-ban lokalis minimuma van, akkor
3 K(x0,0) C (a,b), hogy f(z) = f(z0) = 0 (x € K(xo,4)), igy

I =) _ (0. bz i <2<

T — Io >0, hazg<z<az9+6
Ezért
fao) = lim 2@ =)
() = s &= — f'(z0) = 0.
Fen) =t LI

r—xo+0 xr — Xo
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Megjegyzés: A feltétel altaldban nem elégséges, ahogy ezt példaul az
f(z) = 23 (z € R) fiiggvény az xg = 0-ban mutatja.

b) Kozépértéktételek

Tétel (Cauchy). Ha az f,g : [a,b] — R fiiggvények folytonosak [a,b]-n
differencidlhatéak (a,b)-n, akkor 3 x € (a,b), hogy

(C-K) [f(b) = f(a)] - ¢'(x) = [9(b) — g(a)] - f' (=) -

Bizonyitds.

- Ah:la,b] =R, h(t) = [f(b) = f(a)] - g(t) = [9(b) — g(a)] - f(?) fiiggvény
folytonos [a, b]-n, differencidlhaté (a, b)-n, h(a) = h(b).

— h felveszi [a, b]-n szélséértékeit, igy 3 u, v € [a, b], hogy
h(v) < h(z) < h(u) (z € [a,b]).

— {u,v} = {a,b} esetén h(a) = h(b) és az el6bbi egyenlStlenség adja, hogy
h(z) = ¢, ésigy h'(z) =0 (z € [a,b]). Ez pedig h differencidlasdval adja
az allitast.

— Ha {u,v} # {a, b}, akkor u vagy v € (a,b) = h'(u) =0 vagy h/'(v) =0,
ami ¢ = u vagy « = v mellett h differencialdsaval adja az allitast.

Kovetkezmények:

1. Tétel (Lagrange). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differen-
cialhaté (a,b)-n, akkor 3 x € (a,b), hogy

(L-K) f(®) = fla) = f'(z)(b—a) .
Bizonyitds. Kovetkezik (C-K)-bdl g(x) = x vélasztédssal.

2. Tétel (Rolle). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a, b]-n, differencidlhato
(a7b)_n7 f(a) = f(b)7 akkor 3 x € (a7b)7 hOgy f/(l') =0
Bizonyitds. Kovetkezik (L-K)-bdl f(a) = f(b) miatt.

3. Tétel. Ha ¢'(z) # 0 (z € (a,b)) = ¢g(b) # g(a) (hiszen egyébként
(C-K) miatt 3z € (a,b), ¢'(x) =0), ekkor (C-K) irhaté az

fx) _ fb) = f(a)
g'(x)  g(b) —g(a)

alakban.
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4. Tétel (a monotonitas elegendd feltétele). Ha f : (a,b) — R diffe-
rencialhato, akkor

a) f' >0 = f monoton névekedd,

b) f' <0 = f monoton csékkend;

c) f'=0 = f =c, azaz konstans.
Bizonyitds. A Lagrange-tétel segitségével.

Legyen z1,x9 € (a,b) tetszbleges. Az f [x1,x2]-re vald leszilikitése teljesiti
a Lagrange-tétel feltételeit, igy 3 € (x1,x2), hogy

f(a2) = f(z1) = (x2 — 21) - f'(2)
igy barmely fenti 1, xo-re
a) >0 = f(x2)
b)  f <0 = f(z2)
c)  f'=0= f(a2)

f(z1) = f monoton novekedd;
f

IN IV

(1) = f monoton csokkend;

f(z1) = f = c, azaz konstans.

5. Tétel (a monotonitas szitkséges és elegendd feltétele). Legyen
f i {a,b) — R differencidlhaté fiiggvény, akkor
a) f monoton névekvs (csokkend) (a,b)-n <=, ha f' >0 (f' <0);
b) f szigorian monoton névekvé (csékkend) {(a,b)-n <=, ha
fr>0(f<0)é?{c,d) C(ab), hogy f'(x) =0 (z € (¢, d)).

Bizonyitds.
a) Az elégségesség jon a 4. tételbSl. A sziikségességhez legyen példdul f
noévekvo és x € (a, b) teszbleges, h olyan, hogy = + h € (a, b), akkor

flx+h) - flz)
h
b) — Elégségesség: Ha példaul f' > 0, akkor a) miatt f novekvs. Tegyiik
fel, hogy nem szigorian monoton névekvd, akkor 3 x,y € (a,b), x < y,
hogy f(xr) = f(y), de akkor (f monotonitdsa miatt) f(t) = ¢, ha
t € [z,y] C (a,b), ami ellentmondas.
— Sziikségesség: Ha példdul f szigortian monoton névekvd akkor a) miatt
f/ > 0. Ha 3 (¢,d) C (a,b), hogy f'(z) = 0 (x € (c,d)), akkor
f(x) = const (z € {(¢,d)), igy f nem szigorian monoton névekvd, ami
ellentmondas.

>0 = f'>0.
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6. Tétel (a szélsGérték egy elégséges feltétele).
Legyen f : (xg — 1,29 + 1) — R differencidlhaté fiiggvény és f'(x) = 0. Ha
a) f'(x) 20 (z € (xog—r20)), () <0 (x € (xg,20 + 1)),
akkor f-nek xg-ban lokdlis maximuma van;
b) fl(z) <0 (x € (xg— 1,20)), fl(x) >0 (z € (xg,x0+ 1)),
akkor f-nek xg-ban lokalis minimuma van.

Bizonyitds. Az 5. Tétel miatt f novekedd (illetve csokkend) az (zg — r, zg]
(illetve [xg,xo + r)) intervallumokon, igy xo-ban maximuma van.
A minimum hasonléan bizonyithaté.

c¢) Taylor-sorok, Taylor-polinom

Definicié. Legyen az f : (p,q) — R fiiggvény akdrhdnyszor differencidl-
haté. A

¢k (g
(T8) S0 iwr @maema)
k=0

k!

hatvanysort az f fiiggvény a-hoz tartozé Taylor-sordanak, mig n-edik rész-
letGsszegét, a

" ek (g
)@= w0 wacpa)
k=0

polinomot az f fliggvény a-hoz tartozé Taylor-polinomjanak nevezziik.

Ha 0 € (p, q), akkor az a = 0-hoz tartozé Taylor-sort f MacLaurin-sordnak
nevezziik.

Megjegyzések:

1. Minden konvergens hatvanysor Osszegfliggvényének Taylor-sora
(lasd: exp, sin,...)

2. Fontos kérdés: Mikor allithaté el6 egy fiiggvény Taylor-soraval?

Tétel (Taylor). Legyen f : K(a,r) C R — R, n € N é 3 f(), akkor
Vx € K(a,r) esetén 3 £(x) € K(a,r)\{a}, hogy

Fr(E(=))

n!

(T)  f(@) =Tha(z) + (z—a)"  (zcK(ar)) .
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Bizonyitds.
— Nyilvédnvald, hogy V © € K(a,r) esetén 3 M (z) € R (és igy egy
M : K(a,r) — R figgvény), hogy

() @) = Toale) + M) - L= (w e Klar)).
— Elegend$ megmutatni, hogy 3 £(x) € K(a,r)\{a}, hogy
(M) M(z) = f™ (&)

— Ehhez tekintsiik azt a g : K(a,r) — R fiiggvényt, melyre

gt) = f(x) = |fO) + F (W)@ —t)+ -+

(x ="

A A O TS Y —

(n—1)!
— g kovetkezo tulajdonsagai nyilvanvaldak:
g(z) =0, g(a) =0 (lasd (T*) is!),
g folytonos [a, z] vagy [z, a]-ban,
g differencidlhaté (a,x) vagy (x,a)-ban.
— Igy teljesiilnek a Rolle-tétel feltételei, ami adja, hogy 3 &(x) € (a,x) vagy
(z,a), hogy

n n—1
e = -7 gt ) EN
Ez pedig adja (M)-et, és akkor (T*) (T)-t.
Megjegyzések:
1. n = l-re a Taylor-tétel a Lagrange-tétel.
2. Az
R,(x) = W (x—a)” (x € K(a,r))

szerint definidlt R,, fiiggvény a Taylor-formula Lagrange-féle maradék-
tagja.

3. Ha 3 M, hogy V = € K(a,7), n € N esetén |f(")(x)] < M, akkor
lim R,(x) =0, ezért
n—oo

© £(k) (g
fo) =30 w0 @ e K@),
k=0 :
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igy az f figgvény Taylor-sordanak Gsszege.

. Az

1
f(x) = eXp(‘ﬂ) ke
0 , =0

fiiggvényre 3 f(M(0) = 0 (n € N), {gy az f fiiggvény 0-hoz tartozé
Taylor-sordnak Osszege a 0 fiiggvény, ami nyilvan # f.

. A Taylor-tétel alapjan becsiilheté f és T, eltérése, példdul:

1‘3 56‘27171
S — 4 (=) )| =
sin(z) <x T (2n—1)!>’
. (2n) 2n
_ S111 (5) ‘xQn < |£L" )
(2n)! ~ (2n)!
cAzIn(142) = f(z) (z € (—1,00)) fiiggvényre példdul
22 2 s 1 2l
In(1 —p— 4T (=)D (). .
n(l+e) =z-o+3 +(=1) LD 1+ nrl’

amibdl x = 1 véalasztdssal és hataratmenettel
1 1 1
In2=1—=-4+ = —.coqp (=) L. 4...
n 5 + 3 +(-1) - + )
ahol a jobboldal az ismert Leibniz-féle sor.

d) A széls6érték altalanos feltétele

Tétel. Ha f: K(a,7) — R (k — 1)-szer differencidlhatd (k > 2),
flla)=---= f*FY(a)=0é 3 f*)(a) # 0, akkor

a) ha k pdratlan, igy f(a) nem szélséérték;
b) ha k pdros, tgy f(a) széls6érték, hogy
f%®)(a) > 0 esetén f(a) szigort lokdlis minimum,
~ f®)(a) < 0 esetén f(a) szigorii lokdlis maximum.
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Bizonyitds.
~ A Taylor-tételt n = k — 1 mellett, f'(a) = --- = f*2(a) = 0 fel-

hasznalasaval felirva
(k=1)
fo) - sta) = L8 e
(x € K(a,r), &(x) € (a,z) vagy (z,a)) kévetkezik.

— Ugyanakkor példaul f*)(a) > 0 — a jeltartdsi tétel miatt — adja, hogy
3 K(a, ) C K(a,r), hogy

(k—1) _ r(k=1) (k—1)

@) g 57@ Sy e K@)
xr—a r—a
FE D ()
Ugyanigy f*)(a) < 0-ra pedig “——* < 0 (z € K(a,?)) kovetkezik.
r—a
— Az el6bbieket felhasznélva:
a) Ha k pératlan, akkor K(a,d)-n
(k—1)
signf(@) — £(@)] = sign ") ggn(e

nem allandé6 = f(a) nem szélséérték.
b) Ha k péros, igy

(k=1 (¢(g
sign[f(z) — f(a)] = SignfT(i())
és igy
f(ﬂ?) - f(a) >0 (< 0),ha f(k) >0 (< 0) K(a,é)—n’

ami adja ekkor is az allitast.

e) Konvex fiiggvények

1. Definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvény konvex (konkav) (a,b)-n, ha
YV 21,29 € {a,b) ésV p,q € [0,1], p+ g =1 esetén

(K) flp-z1+q-22) <p- flz1)+q- f(x2)

(illetve (K)-ban >) teljesill. f szigortan konvex (konkdv), ha (K)-ban
szigori egyenlOtlenség van.
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xr — T . Xy — X

Megjegyzés: Ha (K)-ban g = , D= (z € (x1,22)), akkor
X9 — Iq X9 — I
p,q €[0,1], p+q=1, pr1 +qr2 =z, igy
20) — f(x
0 @<L IE) s pa) @e ),

T2 — 1

f(z2) — f(z1)

T2 — I1

2 [l

kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy f grifjdnak pontjai az (z1, f(z1)) és
(x2, f(z2)) pontokon athaladé szel alatt vannak (V z1,z2 € (a,b), z1 < x2
esetén).

IN

(v —w2) + f(z2) (% € (z1,72))

1. Tétel. Az f : {(a,b) — R differencidlhaté fiiggvény <= konvex, ha az
f":{a,b) — R fiiggvény monoton névekvé.

Bizonyitds.
a) Ha f konvex, akkor (1) és (2) adja, hogy
f(@) = f(z1) < f(z2) — f(z1) < f(z2) — f(=)
T —x - Ty — X1 - Ty — T ’

ahonnan x — x; ill. £ — x5 hatdratmenettel jon, hogy
f(z2) = f/(x1) Va1 < x2 esetén, azaz f' monoton névekve.

b) Ha f’ monoton novekvé, akkor V 21 < z < x5 esetén (a Lagrange-tétel
miatt) 3 z1 € (x1,2), 22 € (x,22), hogy

f(x) - f(xl) _ f/(zl) < f/(ZQ) _ f(l‘g) - f($)

r — I T2 — X
melybdl révid szdmoldssal jon (2), azaz f konvex.
Megjegyzések:
1. Hasonl6 allitas igaz konkav fiiggvényekre is.

2. f <= szigorian konvex, ha f’ szigordan monoton novekvo.
3. Ha 3 f”, dgy: f <= konvex (konkdv), ha f” >0 (f” <0).
2. Definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvénynek az = € (a,b) inflexids helye,
(z, f(x)) inflexids pontja, ha 3 r > 0, hogy f konvex (konkav) (x — r, z]-en

és konkdv (konvex) [z, x + r)-en.
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2. Tétel. Az f : (a,b) — R differencidlhaté fiiggvénynek az x € (a,b) <
inflexids helye, ha szélséértékhelye f’-nek.

Bizonyitds.

a) Ha = € (a,b) inflexiés hely, akkor a definicié szerint 3 r > 0, hogy f
konvex (konkdv) (z — r,x]-en, konkav (konvex) [z, + r)-en = f’
monoton névekvo (cstkkend) (z —r, x]-en, csokkend (névekvo) [z, x +r)-
en = z szélsbértékhelye f’-nek.

b) Ha = € (a,b) széls6értek helye f’-nek, akkor 3 r» > 0, hogy f novekv)
(csokkend) (x — 7, z]-en, csokkend (névekvd) [z, z + r)-en = [ konvex
(konkdv) (z —r, z]-en, konkdv (konvex) [z, z+7)-en = x inflexids helye
f-nek.

f) L’Hospital-szabdly

Alapprobléma:

Ha f,g: K(a,r) — R adottak és lim f(x) = lim g(z) = 0, akkor létezik-e
r—a r—a

lim 1) és hogyan szdmithaté ki? (Lehet egyoldali hatdrérték is.)

a—a g(z)

Tétel (L’Hospital-szabdly). Legyenek f,g : (a,a + r) — R differencidl-

hatd fiiggvények, hogy lim f(z) = lim g(x) =0, g(x)-¢'(x) # 0. Ha létezik
!/

o tim 21 hatdrértck, akkor Iétezik a lim %) hatdrértek is, és a ketts
v—a g'(x) v—a g(z)

egyenlé egymassal.

Bizonyitds. Az f(a) = g(a) = 0 definicidval f és g a-ban folytonos fliggvény-
nyé terjeszthetd ki. Ha x € (a,a + r) tetszbleges, ugy f és g teljesiti az
[a, z]-ben a Cauchy-tétel feltételeit, igy 3 y € (a, z), hogy

f@) _ f@) —f@) _ )
9(x)  g(x)—gla) ¢'(y)

Ha (z,) olyan sorozat, hogy ,, € (a,z), x, — a, akkor 3 (y,)
! /
(a < yn < xp), hogy y, — a és f(@n) = I(yn), ugy lim f,(y") 1étezése
9(@a)  g'(yn) ym—a g'(Yn)
fl@n) o f(yn)

miatt 3 lim = lim
Tp—ra g(xn) Yn—a g’(yn)

ami adja az allitast.
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Megjegyzések:

1.

. Példdul: lim

Hasonlé igaz (a — r,a)-ra vagy K(a,r)\{0}-n értelmezett fiiggvények
esetén.

. Ha f(a) = g(a) = 0; f, g differencidlhaték a-ban, és ¢'(a) # 0, akkor

/
i 1) _ 1)
e—ag(z)  g'(a)
Ha f és g értelmezési tartomanya feliilrol, illetve alulrél nem korlatos,
akkor példaul
. . 1 . . . 1
lim f(z)= lim f <) , illetve  lim g(z)= lim g <>
Y Y

r—+00 y—0+0 T——00 y—0—0

miatt a L’Hospital-szabaly végtelenben vett hatarértékre is megfogal-
mazhato.

. A L’Hospital szabaly akkor is megfogalmazhaté, ha

lim f(z) = lim g(x) = 4o0.
r—a r—a

f(z)

. Ha lim f(z) =0, lim g(z) = +o0, akkor az f(z)-g(x) = —5= egyenléség

e (@)

miatt alkalmazhaté a L’Hospital-szabaly.
1 "1
GHol -1 _ & lim

z—0 €T z—0 T
L’Hospital szabdly alkalmazasaval.

% = 1 konnyen igazolhaté a
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1. feladatsor

1) Hatérozza meg az f : R — R, f(z) = 22 fiiggvény x¢,x pontokhoz
tartozé differenciahanyadosat, ha xo = 1, x = 1.1, illetve ha zy = —5,
= —5.1.

2) Az egyenesvonalii mozgdst végzé pont mozgasegyenlete s = 10t + 5t2.
Hatarozza meg atlagsebességét a 20 < ¢t < 20+ At idSintervallumban, ha
At = 1 vagy At = 0.1 vagy At = 0.01. Adja meg a t = 20-hoz tartozo
pillanatnyi sebességet.

3) A definicié alapjén hatdrozza meg az aldbbi fliggvények differencidlhé-
nyadosait:

fi(z) =2 (r € R, neN),
faz) = % (z € Ry),
fal@)=vz  (zeRLU{0}),
fil@)= Yz (@eR)

4) Szamitsa ki f'(1), f'(2), f'(3) értékét, ha

(
fl@)=(e-1)(z-27%@~-3° (zeRy).
5) Legyen ,
¢ ,reQ
f(x):{o 2 eR\Q.
Bizonyitsa be, hogy 3 f/(0).
6) Igazolja, hogy ha f(z) = z|z| (x € R), akkor f'(x) =2|z| (xz €R).
7) Legyen

1—=x , ¢ € (—00,1)
fl@)=< 1—-2)2—-2) , z€][l,2]
x—2 , T € (2,00) .

Bizonyitsa be, hogy f differencidlhaté R-en és hatérozza meg f'(x)-et.
8) Bizonyitsa be, hogy az

1
z2-sin— , x € R\{0
R
0 ,x=0
fliggvény differencialhaté xy = 0-ban.
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9) Legyen f : R — R differencidlhaté fliggvény. Bizonyitsa be, hogy ha f
paratlan, akkor f’ péros, illetve ha f péaros, akkor f’ paratlan.

10) Hatdrozza meg az fi(r) = 3x — 2% (x € R) fiiggvény képét az ¢ = 1,

mig az fo(z) = 22 — 4 fiiggvény képét az zo = 2-ben érint6 egyenest.

11) Ha f+g vagy f-g differencidlhaté z¢-ban, akkor f az-e xo-ban? Ha fog
differencidlhaté xg-ban, gy F-e ¢'(x9)?
12) Az alébbi f fliggvényeknél adja meg f'-t:

f) =232 + )0 (xeR),  fla) = —~

1 — 22 (x#:l:l)7
f@)=2+Vi+ 9T (weRy), fl@)=oV/1+22 (z€R),
f(x)::c5—%x4—4sc+3 (x €R),

3 1

— 7 5_ 2 _ _
f@)= =" +2° - - — o (@ £0, -1),

@) =aV/THa @eR),  f@)=yfot\fr+vi @eRry),
@ =\efeve @Ry, f@ =002 wem),

@ =\ To5 @em,  f@) =t @Ry,

1

1
f(l‘):1+\/5—17\/5 (x>071‘7é1>7
flz) =1 4+nz™)(1+mz™) (n,meN, zeR),
f(s)=(1-45*)(25° +1) (s€R),
[0 =26 - ot oh)t (pem),  fo)= 2T (g 2),
f(z) = (cosz®)ecos™sinT (3 € R), f(z) = sin(cos %) (x #0),
f(z) =In(v/322+2+2e°+1) (z€R),
f@)=a"  (@eR), f@)=1g’ (@ #0),
f(@) =In(n(In(z)))  (x€?),  fl@)=hl| (z#0),
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flx)=a®  (z>0),  f(z)=sin(z*")  (z>0),
fl@y=2""  (2>0), flz)=log,tgz® (z€?),

flz) = tg® (3224_;—’—1) (xe?), f(z) = V/tg 32 (xe?),
f(x) = arcsin % (xe?), f(x) = arctg % (xe?),
sh(2z + 1) +ch(3z — 1)

(JZ (x € ?)7

f) = sh?(z + 2)
f(z) = th(In(2z — chx)) (xe?),

flx) =+v1—tha? (x€7), f(z) = arsh(e”™ — ex\/x) (xe?),
fz) =

(.’L‘ earthm2 (.Z‘ c ?)’ f(x) _ parcha (l‘ c ?)7

r—1

1
flz) =log,(shz) (z€?), fl@)=h <th (“ >) (e ).
13) Bizonyitsa be az I/7. fejezet 2., 4. és 5. tételét.

14) Vizsgdlja az 1/8. fejezetben definiélt tg, ctg, arcsin, arccos, arctg,
arcctg, th, cth,arsh, arch, arth, arcth fiiggvények legfontosabb tulaj-
donségait, differencialdsi szabélyait.

15) Adja meg az aldbbi magasabbrendii derivaltakat:

A== (@#0), V(@) =7,
folz)=2* (z€R, keN), £5(z) =7,
fs(2) =x-In(z)  (z>0), §(x) =7,
falw) = ﬁ (w40, 2 £1), @) =,
f5(x) = z"e” (r €R, neN), én) (x) =7,
fo(z) =wzshz  (z€R), 51 () =7,
fr(x) =sinz (v €R), A () =7,
fs(z) = 23sin 3z (x € R), fgn) (x) =7.
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16) Legyen

37 el
fay=1 2

= , re[l2].

xr

Mutassa meg, hogy az f fliggvény folytonosan differencialhato.
Hatérozza meg azt az x € (0,2) szdmot (vagy szdmokat), melyekre

f(2) = f(0) =2f"(=).
17) Legyen f(z) = V22 (z € [-1,1]). Igazolja, hogy f(—1) = f(1), de
€ (~1,1), hogy f'(x) = 0.

18) Bizonyitsa be, hogy ha f : (a,b) — R differencidlhaté és f’ korldtos,
akkor f egyenletesen folytonos.

19) Bizonyitsa be, hogy ha f(z) = (22 —1)" (z € R, n € N), akkor
£ olyan n-edfokd polinom, melynek minden gycke valds, egyszeres és
(—1,1)-ben van.

20) Bizonyitsa be (a Lagrange-tétellel), hogy

|sinz —siny| < |z — y] (x,y € R),

a—>b a a-—2>b

In =
— <l <— (0<b<a),
1 1 1

<1nJr < — (neN).
n+1 n n

21) Bizonyitsa be, hogy ha f, g : [a,b] — R folytonos, f(a) < g(a), f és g
differencidlhaté (a,b)-n és f'(z) < ¢'(z) (x € (a,b)), akkor
f(z) < g(x) (x € [a,b]).

22) A 8. feladat segitségével bizonyitsa be, hogy
e*>1+z (xe€l0,00)), sinz <z (z €[0,00)),

r<tge (ee[02])

23) Hatdrozza meg az aldbbi fliggvények monoton szakaszait:
filz)=2+2—2* (z€R), fo(z) =3z —2® (z€R),

fa(z) (z € R), fa(x) =z +sin(z) (z €R).

2z
1422

24) Hatarozza meg az f(r) = x?tgx (;v € (—g, g)) fiiggvény 0-ponthoz

30



tartozé 4-edrendl Taylor-polinomjat.
25) frja fel az alabbi fliggvények Taylor-sorat:
filz)=V1l+z (x€[0,00),  folx)=In(l+2) (z€[0,00)),
fa(x) =tgz (x €R).
26) Igazolja az aldbbi egyenlStlenségeket:

3
x—%<sinx<x (x € (0,00)),
o+ L <tga (e (0.2))

3 =% 2))

27) Legyen P(z) = 62* — 723 + 22> —z+5 (z € R). Hatdrozza meg azt a
Q@ : R — R polinomot, melyre P(z) = Q(xz —1) (V¥ z €R).

28) A Taylor-tétel segitségével szamitsa ki /30, sin 18°, /250, In1.2,
arctg 0.8, (1.1)12 kozelits értékét és becsiilje meg a hibat.

29) Keresse meg az alabbi fiiggvények lokalis (és globalis) szélsdértékhelyeit
és szélsOértékeit:

file)=2+z—-2> (z€R), fo(x) = (¢ =1)* (z €R),
fa(z) = (x—1* (z€R), fa(z) = (x + 1% (z €R),
fs(x)=2% —62°+ 92 —4 (z€R), fs(z)= % (z € R),

fr(x) = cosx + %cos 2z (z € R), fa(x) = e®sin(z) (z € R),

x?
folz) =2¥z—1 (z€R), Frolz) = ﬁlil (z €R),
fuld)=e+ 1 (@#£0) fule) = 22 (@2 0)
f13(l‘) = 2% (!E (S [1,5]),
f1a(z) = |x2 —3z+2| (xe€[-3,10]),
f15(.’£) = \/5 — 4x (ZL’ S [*1, 1]),

fie(x) = sin(x + 1) cos(z +2) (x € [0,10]).

30) Bizonyitsa be, hogy ha f : [a,b] — R differencidlhaté, f/'(a) # f/(b),
akkor V A € (f'(a), f'(b)) esetén 3 zg € (a,b), hogy f'(x0) = A (Darboux-
tétel).
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31) Hatdrozza meg az aldbbi fliggvények konvex és konkdv szakaszait,
inflexiés helyeit:

fi(z) =32> —2® (z €R), fo(z) = V1+2? (z€R),
fa(@) =z +sin(z) (zeR), fi(z)=ln(l+2%) (zeR),
fsz)=e (z€R).
32) Bizonyitsa be, hogy ha =,y € Ry, = # y, akkor
7T
Ay <x+y

Tty
2 2 2

33) Végezze el a teljes fliggvényvizsgdlatot és a fliggvények dbrdzoldsét, ha:

7
) ; zlnz+ylny > (z+y)In

1
filx) =3z —2* (zeR), fg(x):sinergsin?)z (x € R),
4
f3(z) = varctgz  (z € R), fa(z) = +a? (z # -1),
9z + 23 e
folr) = T wp041), fale) = et (e ),
34) Hatdrozza meg az aldbbi hatérértékeket:
sin 3x . chx —cosx . tgx—=x
im ———, lim —————, lim ——,
z—0 sin 5 z—0 x2 z—0 T — COST
1-— T -1 In(1
lim ﬁ, lim ¢ , lim M,
x—0 x x—0 x x—0 €T
v_1 2_ % 11
lim & — - li M, lim (= — ,
z—0 T z—1 Jr—1 z—0\xr e —1
. 1 1 o1 1 1 . Inz
lim | — — , lm—-{——-—], lm —,
z—1\lnz x-—1 z—0x \thx tgx z—+o0 M

lim —. (a,n>0).
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II. INTEGRALSZAMITAS

1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

BEVEZETES: Az f : {(a,b) — R differencidlhaté fliggvényhez hozzdrendel-
hetd az f': (a,b) — R fuggvény.

KERDES: [ : {a,b) — R-hez létezik-e F : {a,b) — R, hogy F' = f ?

Definicié. Legyen adott az f : {a,b) — R fiiggvény. Az F : (a,b) — R
differencidlhat6 fiiggvényt az f primitiv fiiggvényének vagy hatarozatlan
integraljanak nevezziik, ha F' = f.

Az F fliggvényre az [ f jelolést hasznéljuk. [ f meghatdrozdsat integrélds-
nak mondjuk.

Az F = [ f fliggvény x helyen felvett értékét F'(z) = [ f(x)dz vagy ([ f)(z)
jeloli, ami gyakran a primitiv fliggvényt (hatdrozatlan integrélt) is jelenti.
A primitiv fiiggvény (hatérozatlan integrél) értelmezhetd f : H — R fiigg-
vényre is, ahol H intervallumok egyesitése.

1. Tétel. Ha f,F : (a,b) = R, F' = f (F = [f), dgy G : (a,b) — R
akkor és csak akkor primitiv fiiggvénye (hatdrozatlan integrélja) f-nek, ha
3C eR, hogy G(z) = F(x) + C.

Bizonyitds.

a) G(z) =F(x)+C = G'(x) =F'(z) = f(x) (z € (a,})) =
G primitiv fiiggvény.

b) HaG = [f = G'(z) = F'(z) (z € (a,b)) = [G(z) — F(z)]' =0
(x € {a,b)) = G(x)=F(z)+C.

Megjegyzés: Ha az f fliggvény értelmezési tartomanya nem intervallum,
akkor az allitds nem igaz.

ALAPINTEGRALOK:
/1dx_{ln(x)+c1 (x> 0)
x In(—z)+C2 (x<0)
1
fm“dxzwwr +C (xeRy, p#-1)
pt1 ’
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x
Ja® dw:a——&—C

o zeR, a>0, a#1)

(

[ sin(z d:z:ffcos( )+ C (x € R)

J cos(z) de = sin(z) + C (z €R)

/ ﬁ dx = arcsin(z) + C (x € (-1,1))
/ H;-T? dx = arctg(z) + C (r €R)

[ sh(z) dz = ch(z) + C (x € R)

[ ch(z) dz = sh(z) + C (z € R)
\/gczliﬂdx:arsh(x)—l—C:ln(x—i— 2+1)+C (x € R)
\/3% dx =arch(z) +C =In(z+ V2?2 -1)+C (z € (1,00))
/ () dx = —ctg(x) + Cy (x € (km,(k+ 1)m), ke Z)
/ COS; 5 o = te(@) + G (we (b2 kr+ 1), kez)

2. Tétel. Legyen f,g : (a,b) — R olyan, hogy 3 [ f és [g, és p,q € R
tetszéleges, akkor 3 [(pf + qg) és 3 C € R, hogy

[Ipf(x) + q9(2)] dz = p[ f(z) dz + q[g(z) de +C  (z € (a,b)) .
Bizonyitds. Legyen F' = [ f, G = [ g, akkor F', G’ létezése miatt
3 (pF + qG)’ is, és

(pF +qG)'(x) = pF'(z) + ¢G'(z) = pf(x) + q9(z)  (z € (a,})) ,

ami azt jelenti, hogy 3 [(pf(z) + qg(x)) dz és = pF(z) + ¢G(z) + C =
=p[flx)de+q[g(z)de+C (x€a,b)).

3. Tétel (parcidlis integralas tétele). Ha az f,g : (a,b) — R fiigg-

vények differencidlhatéak (a,b)-n és 3 [ f'g, akkor 3 [ f¢' is, és van olyan
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C eR, hogy

P)  [flx)d'(z)dz=f — [f(z)g(z) dz+C  (x € {(a,b)) .

Bizonyitds. A feltetelek miatt az f -g— f f g fliggvény differencidlhatd, és
= [f(@)g(x) da]' = f'(x)g(x) + f(2)g (x) — f(x)g(x) = f(x)g(x)

ami a hatdrozatlan integrdl definicidja miatt azt jelenti, hogy 3 [ f¢' és

teljesiil (P).

Megjegyzés: Ha P,(x) egy n-edfoku polinom, gy az aldbbi integralok a
parcidlis integralds tételével meghatérozhaték:

[P (z)e” dx [P, (z)sin(z) dz [P, (x)arcsin(z) dz |
[Py (x)In(z) dz,  [Pn(z)cos(z) de,  [P,(x)arccos(z) dz ,
[P (z)sh(z) dz [P, (z)arctg(z) dx ,
[ Pu(x) ch(x) dx | [P, (z)arcctg(x) dx .

4. Tétel (helyettesitéses integrailas tétele). Ha f : (a,b) — R,
g: {¢,d) — (a,b) olyanok, hogy 3 ¢ : (¢,d) — R és 3 f, akkor 3[(fog)-¢’
és van olyan C' € R, hogy
H)  [fg( )de = (([f)og)(x)+C = [f(t)dt|i—gz) +C
(xz € {c, d))
Bizonyitds. A feltételek miatt 3[([ f) o g’ és
([ fogl(z)=flg9(z)) g'(x)  (z€c,d)),
ami éppen azt jelenti, hogy 3[(fog)g és teljesiil (H).

Megjegyzés: Ha (a fentieken tiil) 3 g—1, akkor (H) a kovetkezé alakba is
irhato:

) [ f(@) (J(fog)g)og ) (@) +C = [f(g(t)g (t)dt|i—g—1(x) +C
(33 e, d))-
PELDAK Az
fm esetén a g(t) =sin(t) (te (-3, 7)),

2) [ R(sin(z),cos(z)) dz esetén (ahol R(u,v) raciondlis kifejezése u,v-nek
ésx e (—mm))a

g(t) = 2arctgt (t€R) (il tgg —t=g'(2) (z€(-mm),
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jax+b , _ Ljax+b _dt"—b
3) fR(J;, cz+d> dmesetenat—\/chrd—g (z), g(t)—m,

4) [ R(z,Vax?® + bz + ¢) dz esetén az Euler-féle (vagy trigonometrikus
(sin), illetve hiperbolikusz (sh, ch) fiiggvényes)
helyettesitéseket alkalmazzuk.
Racionadlis fiiggvények integralasa.
A parcialis tortekre bontds tétele szerint minden CI;:L((Z)) racionalis tortfiigg-
vény egyértelmiien el6all egy polinom és
a px +q
(x =0y 7 (224 rz+ s)k

(j,k € Ny, r* —45 < 0)

alaki tértek bizonyos (itt nem részletezett) dsszegeként, ahol (xz — b)) és
(22 + rz + 5)* a Quu(z) osztéi. Igy J 5” ((Z)) meghatdrozasa visszavezethetd

az +
a . pr +4q

—d —— d

/<x—b>ﬂ “S/<x2+m+s>k !

meghatdrozasara.

Megjegyzések:

1. Az ut6bbi két integraltipust gyakorlaton vizsgaljuk (az elsé kezelése azon-
nal 14thatd).

2. A 4. tétel utani 2), 3), 4) példdk esetén az integralas raciondlis tortfiigg-
vény integralasara vezethetd vissza.

3. Tovédbbi tn. racionalizal6 helyettesitések is vizsgalhatdk (pl. [ R(e®) dz,
binom integralok).

2. A Riemann-integralhatésag fogalma

Legyen [a,b] C R zért intervallum. A tovdbbiakban f : [a,b] — R tipusd
korlatos fliggvényekkel foglalkozunk.

1. Definicié. A

P=A{x; |la=ao<z1 < - <3; <+ <y =b} C[a,b]
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halmazt az [a,b] intervallum egy felosztdsdnak, az x; pontokat a felosztés
osztaspontjainak, az [z;-1, ;] (i = 1,...,n) intervallumokat a felosztas rész-
intervallumainak, mig Ax; = x; — x;_1 mellett a

|P|| = sup{Az; [i=1,...,n}

szamot a felosztds finomsdganak nevezziik.

2. Definicié. Legyen Py és P, [a, b] két felosztdsa. P, finomitdsa (tovabb-
osztésa) a Py felosztdsnak, ha Py C Py. A P = P, U P, halmazt a Py és Ps
egyesitésének nevezzik.

3. Definicié. A (Py;) normélis felosztdssorozata [a, b]-nek, ha klim | Pell =

= 0 teljestil.

4. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, P egy felosztdsa
[a, b]-nek.
M;= sup f(z), m; = inf  f(x) (M;,m; 3 és €R)

T€[Ti—1,2:] TE[Ti—1,%i]

5. Definici6é. Legyen f : [a,b] — R korldtos fliggvény, P egy felosztdsa

[a, b]-nek. Az

s(f,P)= > miAz;, S(f,P)= 3 M;Ax;, O(f,P)= > (M;—m;)Az;
i=1 i=1 i=1

szdmokat az f figgvény P felosztdshoz tartozé alsé, felsé, illetve oszcillacids

Osszegének, mig t; € [z;_1, 2;] esetén a

n

o(f.P) =) ft)Ax;
i=1
szamot az f fliggvény P felosztashoz és tq,...,t,-hez tartozo integralkoze-

lit& Gsszegének nevezziik. (Ezek ,geometrialiag” bizonyos , teriiletek”.)
1. Tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, akkor

a) VY Péso(f,P)re: s(f,P)<o(f P)<S(f,P);
b) VP, C Pyre: s(f,P1) <s(f,P2), S(f,P) <S(f,P);
C) VPl,Pg—re: S(f,Pl)SS(f,PQ)
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Bizonyitds.

a)

6.

Ha P = {zo,21,...,Zn}, t; € [xi_1, ;] tetszbleges, akkor m; < f(t;)
<M, = m;Ax; < f(tl)A,TZ < M;Ax; (l =1,... ,n) —
n n n
i=1

i=1 i=1
ami az allitas.

Legyen P = {330,..-,.1'“}, P, = {y07"'7ym}a P C P27 akkor
v [mi—17$i]_re 3 jvka hogy

[Tio1, 2] = [yj—1, 9] U Ulyr—1, ] (Tic1 = Yj—1, Ti = Yk).

Ha mz(-l) a P, m(2) a P»-hoz tartozé infimumok, akkor
m(l) < m(2) m( ) ési
i My, ks gy

<

adédik Vi = 1,..., n-re, amibél 6sszegzés utdn jon b) els6 fele. A masodik

hasonldéan kovetkezik.

Ha Py, P» tetszOleges felosztdsok, akkor Py, P, C Py U Py, igy a) és b)

miatt
s(f, 1) <s(f,PAUR) <S(f,PAUR) <S(f, ),

ami adja az allitast.
Definicié. Legyen f : [a,b] — R korldtos fﬁggvény. Az

b
1= fr=owls ), T= 7 =g, P)

szdmokat az f fliggvény [a, b] feletti alsd, illetve felsd Darboux-integraljdnak
nevezzik.

2.

Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, akkor I,I € R és I <

teljestil.

Bizonyitds. Az 1. Tétel c) része miatt V Pi-re s(f, P1) < S(f, P)V P esetén,

fgy 31 € R tovabba s(f,P,) <I = JIcRés <.

Koévetkezmény: V P-re s(f,P) < I<I < S(f,P) = 0<I—-1I<
< O(f, P).
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PELDAK:

1) fley=2 (v€lad]) = I=1

2) 3 f, hogy I# I (példaul a Dirichlet fiiggvény).

7. Definicié. Az f : [a,b] — R korldtos fliggvény Riemann-integralhaté
[a,b]-n, ha I = I. Ezt a k6z0s értéket az f [a, b] feletti Riemann-integraljdnak
nevezzik, és rd az I, fb f vagy fb f(x) dz jelolést haszndljuk.

Ha [e,d] C [a,b] és [ [c, d]-re vals lesziikitése Riemann-integralhaté [c, dj-n,
akkor azt mondjuk, hogy f Riemann-integralhaté [c, d]-n. ]i f az

C
[ [a,b] — R fiiggvény Riemann-integréljat jeldli [c,d]-n. Ha flq = g,

d d
akkor [ f= [g.
c C

3. A Darboux-tétel és kovetkezményei

Lemma. Legyen f : [a,b] — R korldtos (|f(z)| < K V z € [a,b]),
P ={a=uxz9,21,...,2, = b} [a,b] egy felosztdsa. Ha P* a P egy tetszdleges
finomitésa, akkor

(1) S(f,P)—S(f, P*) <2K ) (z; —wi—1) ,
ahol az 6sszegzés az 1j osztaspontokhoz tartozé intervallumokra térténik.
Bizonyitds. Legyen P’ olyan finomitdsa P-nek, melyben csak olyan 1j osz-

taspontok vannak, hogy z;_, < () < 2® < ... < 2® < g,
i€{1,...,n}. Legyen

m; = _inf f(z), M;= sup f(z),
z€[wi—1,2] z€lmi_1,7i]
és jelolie MM, ... M®*+D) az f szuprémumét az [z;_1,2;]-ben keletkez6
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k 4 1 1j részintervallumon. Ekkor [M;|,|m;| < K és |M®)| > |m;| miatt
S(f.P)— S(f, P') =

= M;(x; —x5_1) — [M(l)(z(l) —xiq) 4+ MEFD (g — m(k))} <
< Mi(w; — wi_1) — mi(a;(l) i+ a® -2 4 g — x(k)) =
= (M; —m;)(z; —xi-1) < 2K (x; — xi-1) .

Ha ezt figyelembe vessziik, akkor mér nyilvanvals (1) P egy tetszéleges P*

finomitasara.

Darboux-tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, akkor V e-hoz 3 §(¢),

hogy [a,b] V P felosztdsdra, melyre | P|| < §(¢)

(D) S(f,P)—I<e é I-s(f,P)<e

teljestil.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOleges, akkor I definiciéja miatt 3 Py felosz-
tésa [a, b]-nek, hogy

- €
(2) S(f7P0)—I<§
teljesiil. Ha rg a Py részintervallumainak szdma, igy legyen
€
0<d(e) =
<0E) =k

és P = {a = xo,...,x, = b} olyan, hogy ||P| < 6(¢). Ha P* = P U Py,
akkor P* finomitdsa Py-nak és P-nek is. Ekkor a lemma és d(g) definicidja
miatt

(3)  0<S(f,P)—S(f, P*) < 2K S (2 — wi_1) < 2Krod < g .
Ezutén (2)-t és (3)-at is felhaszndlva
T<S(fP) < S P)+5 <S(fR)+ 5 <I+¢

adédik, ami adja (D) elsd allitasét.
Ira a bizonyitas hasonlé.
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A Darboux-tétel kovetkezménye. Ha f : [a,b] — R korldtos fiiggvény,
akkor
a) [a,b] V(Py) normalis felosztdssorozatdra 3

klim s(f,Py) =1, klim S(f,Py)=1, és klim Of,P)=1—1;
b) [a,b] V(P:) normélis felosztdssorozatara 3 (o*(f, Py)) és (o%(f, Px))
integralkozelité Osszegsorozat, hogy
3 lim ol (f,P,) =1 illetve Jim o?(f,Py) =1 .
Bizonyitds.
a) Legyen £ > 0 adott, akkor a Darboux-tétel miatt 3 0(¢) > 0, hogy V P-re,

melyre [|P|| <d(e) |s(f,P) -1 <e, |S(f,P)—1I| <e.
Legyen (Py) normélis felosztéssorozat akkor klim | Px|| = 0 miatt

d(g) > 0-hoz 3 N1(d(¢)), hogy ¥V k > N1(d(g)) esetén || Py| < do(¢).
Ha tehat N(e) = N1(0(¢)), akkor ¥V k > N(e)-ra || Pyl < d(¢), igy

|5(f>Pk)_II<€’ |S(f7Pk)_I_|<57

ami (a hatdréték definiciéja miatt) adja az els6 két allitést.
A harmadik O(f, Pi) = S(f, Pr) — s(f, Px)-bdl jon k — oo esetén.

b) Legyen (Py) = ({z¥ | i =0,...,n.}) normalis felosztassorozat,
mic = inff([:cf_l, xﬂ)v Mzk = sup f([l’f_l,xf]) (1=0,....n),

akkor (a pontos korldt definicidja miatt)

El tllcz € [xf—lvxf]’ tIQCz € [xf—laxf] (7’ = la e ,’I’Lk),
hogy
1 1 .
m§+E>f(t’fz‘)2m§» Mz‘sz(tgi)>Mik_E (i=1,...,n).

Az egyenlétlenségeket Osszegezve kapjuk, hogy az ilyen moédon létezd
(th), illetve (t&,)-hoz tartozé o' (f, Py), illetve o%(f, Py)-ra

Z (mf + 11<3> Az > ot (f, Py) > s(f, Py),

illetve

S(f, Py) > o*(f, P) > 21: <Mi’C - ]1€> A:cf ,

41



azaz

S P + 2 > 0 (P 2 (7, P,

illetve
b—a

S(f.P) 2 (1P > S( P) =

teljesiil, melyb6l a) miatt kapjuk az 4llitdst.

4. A Riemann-integralhatésag kritériumai

és elegendo feltételei

1. Tétel. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Rie-
mann-integralhaté [a,b]-n, ha 3 I € R hogy ¥ € > 0-hoz 3 6(g) > 0, hogy V
olyan P felosztdsara [a, b]-nek, melyre ||P|| < d(¢), |o(f, P)—I| < € teljesiil
Y o(f,P)-re

Bizonyitds. B
a) Legyen f Riemann-integralhatd és I=1=1.
Legyen € > 0 tetszdlegesen adott, akkor a Darboux-tétel miatt 3 d(e),
hogy V P-re, melyre || P|| < d(e), S(f, P)—1 <e, I-s(f, P) < ¢ teljesiil,
amib8l I=1 =1 és s(f,P) <o(f,P) < S(f,P) miatt |o(f,P) —I| <e
teljesiil V o (f, P)-re, ami adja az &llitds elsd felét.
b) Tegyiik fel, hogy 3 I € R, hogy V ¢ > 0-hoz 3 §(¢), hogy V olyan P-re,
melyre |P|| < 6(g), |o(f, P) —I| < € teljestil V o (f, P)-re.
Ha € > 0 tetszOleges, akkor:
- %-hoz — a Darboux-tétel miatt — 3 0y (%), hogy ha ||P|| < 41 (g),
akkor
(1) I-s(f,P)<

)

W ™

- %—hoz — a feltétel miatt — 3 9 (%), hogy ha ||P|| < d2 (§>7 akkor

(2) o(fP)— 1] <% ;

- ﬁ-hoz dt¢; € [xi_l,xi] (P = {.Z‘l | 1= O,...,n}), hogy
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2.

€ .,
fti) —m; < 30— a) és igy

n

3) o(f.P) = s(f.P) = 3_(f(t) = mi)Aw; <

teljesiil.
Legyen 6(c) = inf{d; (£), 2 ()}, akkor || P|| < d(e) esetén (1)—(2)—(3)
miatt
=1 <|I=o(f,P)+|o(f,P)=s(f, P)|+|s(f, P) - | <e,

tehat [ = I B
Hasonl6an kovetkezik, hogy I = I.
Ezek adjék, hogy I =1 = I, azaz f Riemann-integralhaté.

Tétel. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Rie-

mann-integralhatd [a, b]-n, ha [a,b] ¥ (Py) normélis felosztdssorozathoz tar-
tozé ¥ o(f, Py) integralkizelitd dsszegsorozat konvergens.

Bizonyitds.

a)

3.

Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhaté, azaz I = I. Legyen (P;)
normélis felosztdssorozat, akkor s(f, Py) < o(f, Px) < S(f, Py),

a Darboux-tétel kovetkezménye és a renddr-tétel miatt adddik o(f, P)
konvergenciaja az I = I = I szamhoz.

Legyen (Py) tetszéleges normalis felosztassorozat, hogy V o(f, P;) kon-
vergens, akkor nyilvdn 3 I € R, hogy V o(f, Py) — I. Ekkor a Darboux-
tétel kovetkezményének b) része miatt 1étezé (o (f, Pr)) és (o?(f, Pr))
sorozatok hatarértéke is I, igy I = I = I, azaz f Riemann-integralhaté.

Tétel (Riemann-kritérium). Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény

akkor és csak akkor Riemann-integrdlhaté |a,bl-n, ha V & > 0 esetén 3 P
felosztdsa [a, b]-nek, hogy

O(f,P)=5S(f,P)—s(f,P)<e.

Bizonyitds.

a)

Legyen f Riemann-integralhaté, azaz [ = I = I és e > 0 adott. A
Darboux-tétel miatt %—héz 3 4(e) > 0, hogy ha P olyan felosztdsa [a, b]-

nek,melyre || P|| < 5(%), akkor

I-s(f,P)<< ¢ S(f,P)—I< % ,

| ™
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ami adja, hogy O(f, P) = S(f,P) —s(f,P) <e.

b) Tegyiik fel, hogy V ¢ > 0-ra 3 P, hogy O(f, P) = S(f,P) — s(f,P) <e.
Ekkor 0 < I —I< S(f,P) — s(f,P) = O(f,P) < € miatt kovetkezik,

hogy I =1, azaz f Riemann-integralhatd.

4. Tétel. Az f : [a,b] — R korlétos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integrédlhatd [a,b]-n, ha az [a,b] V (Py) normdlis felosztdssorozata esetén
(O(f, P)) nullsorozat.

Bizonyitds.
a) Ha f Riemann-integrélhato, akkor a Darboux-tétel kovetkezményének a)
része miatt klim O(f,P,)=1—-1=0.
— 00

b) Ha [a,b] V (Py) normalis felosztdssorozata esetén (O(f, Py)) nullsorozat,
akkor ugyancsak a Darboux-tétel kovetkezményének a) része miatt

I-1= klim S(f, Pr) — klim s(f, Py) = klim O(f,P,)=0
kovetkezik, ami adja, hogy I = I, azaz f Riemann-integralhato.
5. Tétel. f:[a,b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhatd.
Bizonyitds. ¥ P-re I — I < O(f, P), igy elég megmutatni, hogy V & > 0-hoz
3 P felosztésa [a, b]-nek, hogy O(f, P) < & (mert akkor I=I):
f folytonossiga adja egyenletes folytonossagat [a, b]-n, igy bi—hoz 34(e),
—a

hogy V o/, 2" € [a,b], |2’ — 2”| < §(e) esetén

@) = F@) < 57— .
Legyen P olyan, hogy || P|| < d(¢), akkor

n n

I-1<0(f,P)= Z(Mi —m;)Az; = Z(f(i’?;) — f@f)Az; <e.

i=1 i=1
(Itt felhaszndltuk, hogy f folytonossidga miatt 3 «f, z € [x;_1,2;], hogy
M, = f(al). mi = (@)

6. Tétel. Egy f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhatd.

Bizonyitds.
a) Ha f(a) = f(b)) = f(z) =C = az allitds igaz.
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3

f(0) = f(a)

(felhaszndlva példaul monoton névekvd f fliggvény esetén, hogy
m; = f(zi—1), M; = f(2;)) kapjuk, hogy

n n

j— 1< O(f, P) = (]\4z — mz)Aa:Z = Z[f(xz) — f(.%‘ifl)]ALL'Z‘ <

i=1 i=1

S L Do) — fim)] =<

b) Ha f(a) # f(b), akkor V & > 0 esetén olyan P-re, hogy || P|| <

ami adja, hogy I = I azaz f Riemann-integralhaté.

7. Tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté [a,bl-n, [c,d] C [a,b],
akkor f Riemann-integrdlhatd [c,d]-n is.
Bizonyitds. Legyen g az f [c,d]-re vald leszilikitése és (Py) [c,d] tetszOleges
normalis felosztassorozata. Ekkor 3 [a, b]-nek olyan (P}) normalis felosztas-
sorozata, hogy Py N[c,d] = P, V k € N. Masrészt 0 < O(g, P,) <
O(f, Pf) ¥ k € N és f Riemann-integrélhatésaga miatt klim O(f,Pf) =0,
—00
melyek a rendér-tétel miatt adjik, hogy klim O(g,P;) = 0. fgy a 4. tétel
adja, hogy g Riemann-integrélhatd, azaz f Riemann-integrélhaté [c, d]-n.
8. Tétel (az integril intervallum feletti additivitasa). Legyen
f:la,b] = R, c € (a,b), f Riemann-integralhato [a,c|-n és [c, b]-n, akkor f
Riemann-integralhaté [a,b]-n is, és

b c b

Jr=Jr+]Jf-
Bizonyitds. Legyen ¢ > 0 adott, g és h f [a,c|-re, illetve [c,b]-re vald
lesziikitése. A feltételek miatt g és h Riemann-integralhatok, igy a 3. tétel
miatt 3 Py és P» felosztédsa [a,c], illetve [c,bl-nek, hogy O(g, P1) < % és

O(h, Py) < g Ha P = PUP,, gy P [a,b] egy felosztésa, melyre O(f, P) =

O(g, P1)+0O(h, P,) < ¢, {gy a 3. tétel miatt f Riemann-integralhaté [a, b]-n.
Az egyenl8ség bizonyitasdhoz legyen (PL) (PZ) [a, ], illeteve [c,b] egy tet-
sz6leges normélis felosztdssorozata, akkor Py, = PLUP? esetén (Pj) normalis
felosztdssorozata [a, b]-nek. Ekkor a

(*) J(f,Pk)iU(g,Pkl)-‘rU(h,P]?)
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szerint definidlt (o (f, Py)) egy integralkozelitd Osszeg sorozata f-nek
b

[a, b]-n, melyre klim o(f,Py) = [ f teljesiil (az integral létezése miatt), igy
— 00 a

c b
klirn o(g,Pl) = [ f és klim o(h,P?) = [ f miatt (x)-bdl kapjuk a tétel

egyenlOségét.

Kovetkezmény.

Legyen f : [a,b] = R és P = {a = ag,a1,...,an-1,a, = b} egy felosztdsa
[a,b]-nek. Ha f Riemann-integralhaté V [a;—1,a;] intervallumon, akkor
Riemann-integralhaté [a,b]-n és

b nooa;
[f(z) d;vzz [ f(z) dx

i=10i-1

Bizonyitds. A 8. tétel felhasznaldsaval és teljes indukciéval azonnal kapjuk
az allitast.
9. Tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos és V ¢,d € (a,b), ¢ < d esetén f
Riemann-integralhaté [c, d)-n, akkor Riemann-integrélhatd [a, b]-n is.
Bizonyitds. A Riemann-kritérium segitségével bizonyitunk.
Legyen € > 0 tetsz6legesen adott és K olyan, hogy |f(z)] < K ¥V z € [a,b].
¢,d € (a,b)-t valasszuk dgy, hogy c < désc—a=b—-d < SLK Legyen
Py olyan felosztasa [c, d]-nek, hogy O(g, P1) < % (ahol g az f [c,d]-re valé
lesziikitése). Ekkor P = P; U {a, b} olyan felosztdsa [a, b]-nek, hogy

O(f,P)<2K(c—a)+O(g,P1)+2K(b—d) < e,

ami a Riemann-kritérium miatt adja, hogy f Riemann-integralhaté [a, b]-n.

10. Tétel. Legyenek f, g : [a,b] — R korldtos fiiggvények, hogy
f(x) = g(x) véges sok x € [a,b] kivételével. Ha f Riemann-integralhatd,
b b
akkor g isés [ f = [g.
a a
Bizonyitds. Legyen H = {z | f(x) # g(x)} és P olyan felosztédsa [a, b]-nek,
hogy H C P. A 7. tétel miatt f Riemann-integralhaté P V részinterval-

lumén, de akkor a 9. tétel miatt g is, és akkor a 8. tétel kovetkezménye
miatt kapjuk g Riemann-integralhatésdgat [a, b]-n. Az egyenléség abbdl jon,
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hogy ha (Py) az [a, b] egy normélis felosztéssorozata, akkor a t¥ € [zF | ¥

pontokat vélaszthatjuk dgy, hogy f(tF) = g(t¥) Vi-re és k-ra, ami adja,
hogy ekkor o(f, P*) = o(g, P*), melybdl hatardtmenettel, a 2. tétel miatt

f f= f g kovetkezik.

a

11. Tétel. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, H C [a,b] véges hal-
maz. Ha f folytonos [a,b]\ H-n, akkor Riemann-integrdlhato.

Bizonyitds. Ha P [a,b] olyan felosztédsa, hogy H C P, igy f P részinterval-
lumainak belsejében folytonos és ezért azok V részén Riemann-integralhato,
igy a 9. tétel miatt P részintervallumain és végiil a 8. tétel kdvetkezménye
miatt [a, b]-n is.

12. Tétel (Lebesgue-kritérium). Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény
akkor és csak akkor Riemann-integralhato, ha egy Lebesgue szerint nullmér-
tékii halmaztdl eltekintve folytonos. (H C R Lebesgue szerint nullmértékii,
haV € > > 0-hoz 3 {(an, n) | n € N} intervallumrendszer, hogy

HC U (@n,by) és Z(bn—an) <e.)

n=1 n=1

5. Kozépiskolai vonatkozasok, példak

a) Ha f : [a,b] — R folytonos, tigy Riemann-integralhaté, azaz I = I.
Az [a, ] egyenld részekre osztdsival nyert (Py) normalis felosztdssorozat,

mert || Pyl = % — 0. Igy a Darboux-tétel kévetkezménye miatt:
klim s(f,Py)=1=1= klim S(f, P) ,

igy a kozépiskolaban adott integral definicié a Riemann-integrallal meg-
egyez6 eredményt ad.

b) Tételeink alapjan egy Riemann-integralhaté fliggvény Riemann-integral-
jat ¥ (P) normalis felosztassorozathoz tartozé (s(f, Px)), (S(f,Pk)),
vagy (o(f, P)) sorozat hatarértéke megadja.
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c) Példak:
1
- Az f(x) =— (x € [a,b], a>0) fiiggvény esetén
x

Pk:{xﬁia<’“ Z) n:0,1,...,k}

b1
normalis felosztassorozatbdl kiindulva szamithato f — dx értéke.
T
a

— Mi a helyzet a g(z) = 2" (n €N, z € [a,b]) figgvény esetén?

6. A Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai

1. Tétel. Ha f,g : [a,b] — R Riemann-integrdlhatdk, p,q € R, akkor a
(p-f+q-9):]a bl — R fiiggvény is Riemann-integralhatd és
b b b
Jo-f+a-9)=p [f+a [g

Bizonyitds. V (Py) normalis felosztdssorozatra

U(pf—l—qg,Pk):pd(f,Pk)+qJ(g,Pk),

ami f és g Riemann-integrélhatésiga és a Riemann-integralhatdosag krité-
riuma (I1.4.2. tétel) miatt adja az &llitdst.

Megjegyzés: A tételbdl teljes indukcidval kévetkezik, hogy ha az
fi : [a,b] — R fuggvények Riemann-integralhaték és \; e R (i = 1,...,n),

n
akkor a > A, f; fliggvény is Riemann-integralhaté és
i=1

b n n b
/Z)\ifi =Y Nt
i=1 i=1 @

a

2. Tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhatd, akkor f? is, tovabba ha

1
Je¢>0, hogy |f(z)| > ¢ V x € a,b], akkor 7 is Riemann-integralhatd.
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Bizonyitds.

a)

3.

f

Legyen (Py) [a,b] egy normélis felosztassorozata, hogy

R ko
P, ={a=xg,27,...,2, =0},
és K olyan, hogy |f(z)] < K V z € [a,b]. Ha k € N tetsz6legesen
rogzitett, akkor V &F,nF € [k | 2¥] (i=1,... nk) esetén

IF2ER) = £ = [£(E) + FDIIFER) = fnF)] <
<2K|f(EF) — fF(nf)| < 2K (M} —mf)

Bk

ahol m¥ illetve MF az f infimuma, illetve suprémuma az [z¥ |, %] inter-
*k

vallumon. Ha m}*, illetve M;* jeléli f? infimumat, illetve suprémumat
[zF |, 2¥]-n, akkor az eldbbi egyenlStlenség miatt Vi = 1,...,ng-ra

M*F —mit = sup [f2(&F) = f2(nf)| < 2K (M} —my) .
&imi

Ha az utébbi egyenlStlenséget Ax¥-val megszorozzuk, majd Ssszeadjuk
azt kapjuk, hogy

0 < O(f2, ) < 2KO(f, Py) ;
ahol f Riemann-integralhatosaga és a I11.4.4. tétel miatt kh—>n<>lo O(f, P) =
=0, és akkor a renddr-tétel adja, hogy klglgo O(f%, P,) = 0, és igy — tjra
a I1.4.4. tétel miatt — adédik f? Riemann-integralhatésiga.
Az allitas masik része jon az
‘ L1 | A~ £
FE) L LFEDIS(f))

egyenlétlenség felhasznaldsaval.

< SIF(E) — Fb) <

Tétel. Haaz f,g: [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatdk, akkor

- g is, tovdbbd ha 3 ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢V @ € [a,b]-re, gy L is

Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Az

1 A |
f'g—z[(f‘*‘g)z—(f—g)ﬂ cs E—f'g

egyenléségek — az els6 két tétel felhasznalasaval — nyilvanvaléan adjak az
allitast.
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Megjegyzések:

1. A 3. Tétel teljes indukciéval adja, hogy véges sok Riemann-integralhatd
fiiggvény szorzata is Riemann-integralhato.

2. Riemann-integralhaté fiiggvények kompozicidja altalaban nem Riemann-
integralhato.

3. Legyen f : [a,b] = R, g : [c,d] = R és Ry C [c,d]. Ha f Riemann-
integralhaté és g folytonos, akkor g o f Riemann-integralhaté.

4. Tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is
Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Legyen

. [ f(z) , ha f(z) =0
g:la,b] =R, g=
0 , ha f(z) <0
és (Px) [a, b] tetszbleges felosztdssorozata, hogy Py = {zf,... 2% } (k € N).

k, Mi*k a g pontos also,

Ha k € N rogzitett és mF, MF jeldli az f, mig m}
illetve pontos felsd korlatjait [zF |, 2¥]-n, akkor
M —mtk < MF—ml (i=1,...,m)
teljesiil. Ezen egyenlétlenségeket Axf—val szorozva, Osszeadva
0<0(g, Px) < O(f, Pr)

adédik, amibél jon g, majd | f| = 29— f miatt | f| Riemann-integralhatdséga.

7. Egyenlotlenségek, kozépértéktételek
Riemann-integralra
1. Tétel. Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integrdlhatck és f < g,
b b
akkor [ f < [g.
Bizonyitds. Legyen (Py) tetszOleges normdlis felosztdssorozata [a,b]-nek,
th € [xF | 2¥] tetszéleges, akkor f(tF) < g(tF) miatt o(f, Px) < o(g, Pr),

ami adja az allitast.
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Megjegyzés: Ha f,g: [a,b] — R korldtos fliggvények és f < g, akkor

f<)g  és f<Jg.

Sl— &
Sle—
8 —jo
8 —jo

2. Tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integrdlhato, akkor

b

If

a

b
< JIfl.

Bizonyitds. |f| Riemann-integralhatésdgat mar bizonyitottuk, igy a
—If] < f < |f] egyenlStlenséghdl az 1. tétel miatt — [ |f| < [f < []|f],
ami adja az allitast.

3. Tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integ-
rélhatdk, tovabba

m< fx) <M, 0<g(x) (z€]ab]),
akkor

b b b
m-[g< [f-g<M-[g.

Bizonyitds. m g, f-g, M -g Riemann-integralhatok és
m-g<f-g<M-g

[a, b]-n, melybdl az 1. tétel miatt jon az allitds.

Kovetkezmények:
1. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhaté, m < f < M, akkor
1 b
< — <M.
= b—a L{f -
Bizonyitds. A 3. tételbdl g(x) = 1 vélasztdssal kapjuk az 4llitést.
2. Ha f : [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor 3 ¢ € [a, b], hogy
1 b
Jr

b—azy

fle) =
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Bizonyitds. f folytonossdga miatt m = inf f([a,b]), M = sup f([a,b])
1 b
figgvényértékek, az 1. kovetkezmény miatt b a f f € [m, M], igy
—a
1 b
Bolzano tétele miatt 3 ¢, hogy f(c) = b [ f, amit bizonyitani kellett.
—a

a

4. Tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség).
Ha f, g : [a,b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvények,akkor

Bizonyitds. Ha fbf2 = [¢* =0, akkor az |f(z) - g(z)| < L(f?(z) + ¢*(x))

b
Jf-g

egyenlétlenséghdl az 1. tétel (és a miiveleti tulajdonsdgok felhasznélasival)

b
| [ fg] =0 kovetkezik, igy igaz a bizonyitandé egyenl8tlenség.
a

b
Ha pl. [ f? > 0, akkor legyen F : [a,b] — R, F = (g — Af)?, ahol A € R
tetszolegesen rogzitett. F' Riemann-integralhaté és F' > 0, igy
b b b b
OS[F=N[f"=2)\[f-g+ [¢*.

Ebbél (hasonléan, mint a C-B-S diszkrét valtozatdnal) kovetkezik az &llités.

8. Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye

1. Definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhat6, akkor

2. Definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhatd, akkor az

(ILF) Filab — R, F(z)= [f(t)dt

a

szerint definidlt F' fiiggvényt f integraljanak, mint a fels6 hatar fliggvényé-
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nek nevezziik. Ezt szokds teriiletméro6 figgvénynek, vagy f integralfiiggvé-
nyének is nevezni.

1. Tétel. Legyen [ : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor F (f in-
tegralja, mint a fels§ hatdr fiiggvénye) folytonos [a, b]-n.

Bizonyitds. Hap,q € [a, ] tetsz6legesek, akkor (az el6z6 rész 2. tétele miatt)

q

If

< sign(q — p)flfl :
p p

£ korlatos, igy 3 K € R, hogy |f| < K. Ekkor V & > 0-ra §(¢) = % mellett

Vx,y € [a,b], |t —y|<d(e) = % esetén

F(x) -~ F)| = |[f - [f] = | [7| <signty — 2)f1£] <

<sign(y —z) [K = K[sign(y —2)|(y —z) = Kly —z| < ¢

x

kovetkezik, ami adja F' folytonossdgat V y € [a, b] pontban.

2. Tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integrdlhaté és folytonos az
x € |a,b] pontban, akkor az F (f integrdlja, mint a fels6 hatér fiiggvénye)
differencidlhaté x-ben, és F'(x) = f(x). (Tehdt, ha f ¥V x € [a,b]-ben
folytonos, gy F egy primitiv fiiggvénye f-nek.)

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszoleges, akkor f xz-beli folytonossdga miatt
3 4(g) > 0, hogy

Vitead], [t—z| <dle) = |f(t)— fla)|<e.
Legyen h olyan, hogy « + h € [a, b] és |h| < §(¢g), akkor — felhaszndlva, hogy

x+h
[ f(x)dt = hf(x) - jon:

z+h T z+h
(f f@ydt — [ft)yde— [ f(x)dt)




z+h 1 x+h 1
sign(h f|f |dt<Efsdt:Eh5:5,

IhI

ami azt jelenti, hogy

3F,(I):’llii%F(:lc—I—h})l—F(:lc) & = f(z) |

amit bizonyitani kellett.

Ha f : [a,b] — R folytonos, tigy ez igaz V x € [a, b] esetén, azaz F'(x) = f(z)
(z € [a, b)), tehdt F egy primitiv fiiggvénye f-nek.

Tehdt minden (intervallumon értelmezett) folytonos fiiggvénynek van primi-
tiv fliggvénye.

9. A Newton-Leibniz formula

Tétel (Newton-Leibniz formula). Legyen f,F : [a,b] — R olyan, hogy
f Riemann-integralhaté, F folytonos [a,b]-n és differenciglhaté (a,b)-n,
tovabbd F'(x) = f(x) (z € (a,b)), akkor

b
Jf=F() - F(a)

(Az F(b) — F(a) szamot szokés [F(x)]} médon is jelsIni.)

Bizonyitds. Legyen (Py) = ({zF | i = 0,1,...,nx}) tetszéleges normalis
felosztdssorozata [a, b-nek. F' teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit barmely
[z¥ |, %] intervallumon, fgy 3 t¥ € (zF_,, 2¥), hogy

F(z¥) — F(aF_)) = F'(tF) Azl = f(tF) Azt Vi=0,1,...,n; esetén.
Ezeket Osszegezve pedig

ng

F(b) — F(a) =) (F(«}) - F Zf (t) Az} = o(f, Pr)

i=1

kovetkezik V k-ra, {gy k — oo esetén (f integralhatésdga miatt)
F(b) — F(a) = o(f, Px) ff,
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azaz F(b) — F(a) = [ f (mert o(f, P;) konstans sorozat), és ezt kellett

8 —o

bizonyitani.

10. Parcialis és helyettesitéses Riemann-integralok

1. Tétel (parcidlis Riemann-integralds). Ha az f,g : [a,b] — R fiigg-
vények folytonosan differencidlhatck, akkor
b

ffg' = f(b)g(b) — f(a)g(a) = [ f'g -

a

t t
Bizonyitds. Legyen F' : [a,b] = R, F(t) = [ fg'+ [ f'g+f(a)g(a)—f(t)g(t),
akkor V t € [a,b]-re 3 F'(t) és

F(t) = ft)g'(t) + f'(H)g(t) — [f()g(D)] =0 (V€ [a,b]),
igy F(t) = ¢, illetve F(a) = 0 miatt ¢ = 0 és ezért F(b) = 0, ami F
definicigjabdl adja az allitast.

2. Tétel (helyettesitéses Riemann-integralas).
Ha g : [a,b] — [c,d] folytonosan differenciglhatd, f : [c,d] — R folytonos,
akkor

b

g(b)
[Fg@)g (x) de = [ f(x) da .

a g(a)

Bizonyitds. Legyen H : [c,d] — R, H(u) = [ f(x)dz, akkor H differen-
g9(a)

cidlhaté és H'(x) = f(z) (z € [¢,d]). Legyen tovdbbd G : [¢,d] — R

t g(t)
G(t) = [f(9(2))g (z) dz — [ f(z) dz,

g(a)

akkor 3 G'(t) = f(g(t))g'(t) — H'(g9(t))g'(t) = 0, és igy G(t) = c¢. De akkor
G(a) =0 c=0 = G(b) =0, ami G definicidja miatt adja az
allitast.
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11. Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok tagonkénti
integralhatosaga és differencialhatosaga
1. Tétel. Ha az f, : [a,b] — R (n = 1,2,...) fiiggvények Riemann-

integralhatdk [a,b]-n és az (f,) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergal az
f:[a,b] — R fiiggvényhez [a,b]-n, akkor f Riemann-integrélhaté [a,b]-n és

b b
1) f£=1m [f,
teljestil.
Bizonyitds.

a) f korlatos, mert (f,) egyenletes konvergencidja miatt V ¢ > 0 esetén
3 N(e), hogy Vn > N(e)ra |fn(z) — f(z)] <e (x € [a,b]), {gy

falz) —e < f(x) < fo(z) +¢ (x € [a,b], n > N(g)),

ami f, korldtossdga miatt adja f korlatossdgat.

b) f Riemann-integralhat6, mert ha & > 0 tetszOleges, 1gy —— 5 b ) -hoz (az
egyenletes konvergencia miatt) 3 N(g), hogy V n > N(g)-ra
€ €
2 n(r) — —— n P I v
@) 50 - g5 < S < @)t g (o)

teljesiil. (2)-b8l (az integrdl és az egyenlStlenségekre vonatkozé tételek
miatt) n > N(e)-ra

(o~ ) = | (- i)

safbfsafb(fnﬂ(,f_@):afb(fnm(lf_@) )

f<

Sl— &

b b c

I=1, azaz f Riemann-integralhato.

(b — a) = ¢ koévetkezik V € > O-ra, igy

c) (1) is teljesiil, mert ¥V € > O-ra 2 ° hoz 3 N(e) (az (f,) egyenletes

a
konvergencidja miatt), hogy V n > N(e)-ra
€
fule) = f@)| < 7 (wEfab]),
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igy f és fn Riemann-integralhatésiga és az integrél tulajdonsdgai miatt

b €
< JIf = fa Sm(b*a):57

b b
f=T == fn)

8 —o

ami adja (1)-et.

Kovetkezmény: Ha az f, : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatdk
[a,b]-n, és > f, egyenletesen konvergél [a,b]-n az f : [a,b] — R fiiggvényhez,

b oo b
akkor f Riemann-integrdlhaté [a,b]-n és [ f= > [ fn.

a n=1la

Bizonyitds. A Y f, fiiggvénysor (S,,) részletosszeg sorozatéra alkalmazzuk
az 1. tételt.

2. Tétel. Ha az f, : [a,b)] — R (n = 1,2,...) fiiggvények folytonosan
differencidlhatck [a,b]-n, valamely xo € [a,b] esetén (f,(xo)) konvergens,
tovabbd (f]) egyenletesen konvergens [a,b]-n, akkor (f,) egyenletesen kon-
vergdl egy f : [a,b] — R fiiggvényhez [a,b]-n, 3 [’ és

3) @)= lm fix) (€ fab)
Bizonyitds.

a) f; folytonossdga miatt V = € [a,b]-re 3 [ fI és a N-L formula miatt

Zo

J £ = fa(@) = falzo) V@ €lab] és¥neN esctén, fgy

(4) fol@) = falwo) + [ £ (@€ ab], neN).

b) Ha f/ — g : [a,b] — R, akkor (f; folytonossdga és (f/) egyenletes
konvergencidja miatt) g folyonos [a,b]-n. Ezért g Riemann-integralhaté
[a,b]-n és az 1. tétel miatt

lim [f = [g (V z € [a,b])
n—00 1 To
teljesiil, tovabba a konvergencia egyenletes. Ekkor (4) adja, hogy
3 f:[a,b] — R, hogy
lim fo(z) = f(z) (V= €lab]),

n—oo
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és a konvergencia egyenletes.

¢) Mésrészt — ugyancsak (4)-bdl — kapjuk g-re, hogy

fo= 1m [fu(e) - fulao)] = F@) ~ fza) (V€ [ab]) |

amib0l — felhasznélva, hogy g folytonos és igy f g differencialhat6 és
derivaltja g — kovetkezik, hogy 3 (f — f(z0))’ é:oz /!, azaz f' = g az
[a,b] intervallumon, igy f/ — f’, amit bizonyitani kellett.
Kovetkezmények:
1. Ha f,, : [a,b)] = R (n=1,2,...) folytonosan differencidlhatdk és
Jxg € [a,b], hogy io: fn(xo) konvergens és > f! egyenletesen konvergens
(a,bn, akkor 33 fo = fés 3 f/ = £

2. A tétel specidlis esete a hatvanysorok differencidlhatésagéara vonatkozd
tétel (hiszen a feltételek ekkor természetesen teljesiilnek).

12. Improprius Riemann-integral

1. Definicié. Legyen a € R, a < b < 400, f:[a,b) — R minden

[a,t] C [a,b) intervallumon korldtos és Riemann-integralhaté fiiggvény.
Tegyiik fel tovabbd, hogy b = +o0o vagy 3 € > 0, hogy f nem korlatos a
[b— &,b) intervallumban. Ha létezik a

t b
@ S, [ =1
véges hatarérték, akkor azt az f fliggvény improprius Riemann-integralja-
nak nevezziik [a, b)-n. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az fb f improprius integral
konvergens. Ha (1) nem létezik, akkor az impropriusaintegrélt divergensnek
mondjuk.

2. Definicié. Haa € R, —co <c¢ < a, f:(¢,a] — R minden [t,a] C (c,a]
intervallumon korldtos és Riemann-integralhaté, ¢ = —oo vagy 3 ¢ > 0,
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hogy f nem korlatos (¢, ¢ + £]-on. Ha létezik a

a a
2 li =
@) Jm [f =11
véges hatarérték, akkor azt az f improprius Riemann-integraljanak nevez-
ziik (¢, al-n. (A konvergencia illetve a divergencia az el6zéekhez hasonld.)

3. Definicié. Legyen —oco < a < b < 400, f : (a,b) = RV [z,y] C (a,b)
intervallumon korlatos és Riemann-integralhatd, tovabba a = —oo vagy
b = 4oo (vagy mindkettd) vagy 3 & > 0, hogy f nem korldtos az
(a,a + €] U[b—¢,b) intervallmon. Akkor a
Yy b
lim [f=][f
;3:;::9{ !
véges hatérértéket (ha létezik) f (a,b) feletti improprius Riemann-integrél-
janak nevezziik.

PELDAK:
1
o0 ——— Lhaa<-1
(o) Ja* dx = a+1 ao
1 divergens , egyébként.
1
o0 — ,a<0
(00) e T da = @
0 4o , a>0.

b b
1. Tétel. Ha az [ f, [g¢ improprius Riemann-integralok konvergensek,

a a

b
A1, A2 € R, akkor [(A1f + A2g) is konvergens, és

b b b
JOuf+X9)=X-[f+X-[g.

¢
Bizonyitds. Példaul [-re igaz, majd t — b — 0-val jon az allitds.
a

b b
2. Tétel. Legyen f,g : [a,b) = R, m < f < M, g >0, 3 [g, [fg

a
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improprius integralok, akkor

m-[fg<[Jfg<M-[g,

8 —o
8 —o
8 —o

illetve ha f folytonos, gy 3 £ € [a,b), hogy

b b
Jfa=1©)]g.
a a
Bizonyitds. A Riemann-integralra vonatkozé tétel alapjéan.

3. Tétel. Legyen a € R, b € Ry, a < b, f : [a,b) — R Riemann-
integrdlhaté ¥ [a, c] C [a,b) intervallumon, és d € [a, ).

b b
Ha az [ f improprius integrdl konvergens, akkor az [ f is az, tovdbbd
a d

b d b
ff:ff+dff

d b
(ahol [ f f [a,d] feletti Riemann-integraljat, mig [ f f [d,b)-re vald leszii-
a d
kitésének improprius integraljat jel6li.)
Bizonyitds. Mivel V x € (d, b)-re
d

[ fdt = [ f(z) do + { F(t)dt |

a

ebbdl kovetkezik az allitas.

b a
4. Definicié. Az [ f (vagy [ f) improprius integral abszolit konvergens,
a (&

b a
ha [ |f] (vagy [|f|) konvergens.
Megjegyzések:
b ta to
1. Ha példaul [ f abszolit konvergens = konvergens (mert ’ J f‘ < [1fD-
a t1 t1
b b
2. Legyen f,g : [a,b) — R, |f| < g, [g konvergens, akkor [ f abszolit
konvergens (majoréns kritérium).
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3. Megfogalmazhaték a parcidlis és helyettesitéses improprius Riemann-
integralra vonatkozo tételek és a N-L formula egy valtozata is.

4. Cauchy-McLaurin integralkritérium sorokra:
Legyen f :[1,00) — R, hogy f > 0 és monoton csékkend.
o0 o0
A > f(n) sor akkor és csak akkor konvergens, ha az [ f improprius
n=1 1
Riemann-integral konvergens.
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2. feladatsor
1) Vezesse vissza alapintagralokra a kovetkezd integrdlok kiszamitdsdt:
1—2\> T+a
3—a%)% du ; / d ; dz ;
x? 1 -
ﬁd;ﬂ; —— dx; V1 —sin2x dx ;
* NERVE2VES

/tggxdx; /ctthdx;

T 41 VaZz+1— Va2 -1
— dx ; dx .
| N

2) Hatdrozza meg az aldbbi integralokat:

1 1
——— dzx ; —— dzx ; V1 -3z dz ;
/0052(3.23—5) “ /\/a:2—|—9 v / T
1 1
dx - dr - 2 — 1od .
/2—|—3x2 v /\/31;2—2 v /(x 37 dos
1
Jase e
Utmutatés:

Ha [ f(z) duv = F(x) + C, akkor [ f(az +b) dz = LF(az +b) + C.
3) Hatarozza meg az alabbi integralokat:

221+ 23 d:c;/t z dzx ; /x26z3+8 dx /L dx ;
/ & V1—z2
1 1 x
/de; /—Sinfd:c; /%dw;/eidx;
3 — 222 2 T (2 —1)2 24 e*

2 . .
In“x . sin sin 2z
/ dz ; sin® zeosz dz ; | ——— du ; ——— dr.
x v ecos3 x 3+ sin“ x

Utmutatés:
N S . o ‘
[rr=tgsc @z [Lomnro g0

[ Ho@ng' @ do= [ 5oyt + iy
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4) A helyettesitéses integrélds tételét alkalmazva szdmitsa ki az aldbbi in-
tegralokat:

V11— du; /—x dz ; /1—2‘%d;
/a: x dx WS x (1—2%) x
1
/\/2+x2dm; /—dx; /Lda:;

T log x log(log x) 4+ 24
Jooat | om |7
_— ——— dzx
(1+2)y/z m\/ﬁ Ve 1

5) Algebrai dtalakitdsokkal szdmitsa ki az aldbbi integralokat:

1 1 1 1
/761.’17;/76&17;/, dx ; / dx ;
1+cosx 1—cosx sinx cosT

1 2 92— 2
/—dm / +xd;v; /x dx;/ﬂdx;

1—=z 1+z 2 — 2

1

dx rv2 — bz dx ;

/\/x—l—l—i—s/x—l / x2—|—m—2

1 . 9
/del', /Slnzdl’; /COSI’dl‘

/sinx -sin(z + «) dz /sin 3z - sinbx dx ; cos 5 sz T da ;

/sin?’zdl’; /sin4wdx; /ctg r dr .

6) Parciélis integréldssal hatdrozza meg az aldbbi integrélokat:

/hll' dw ; /(x2+29:)1nxd:v; /ﬁanxdx;

/(x —1)e” dx /xQe*h dx ; /:Ecosx dx ;

/(x +a)cha dz 2% sin 2z dx ; /arctgm dzx ;

sin" z dz .

/arcsmm dx ; /x2 arccosr dz ; /azarctgx dz ;

/ e cos 3z dz ;
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7) Végezze el az aldbbi raciondlis tortfiiggvények integraldsat:

/ 2x+ 3
B N B
(z —2)(x +5)
210
/xQ—i—w—de
4
T
—d
/;c4+5x2+4 v

2
z
v ) dx-
/<x23x+2> v

1
/<x+1><x2+1> s

22
—d .
/(x2—|—2x—+—2)2 v

tortfliggvények integraljaira:

1
—d
/1+\/E v
/:13\3/24—95 s
4+ 24+ '

/x\/x2+m+1dx;

/ 1
— dzx ;
1+sinx + cosx

1
/ dx
1++vV1 -2z —22

1
[
(2+ cosx)sinx

/\/eaf —1dx.

/(l‘+1)( ;

P T

23 +1
23 — 5x? + 6x
T
3 — 31 + 2
22+ 5x+4
xt 4522 +4

dx

dr

1
[ e e
/ 22+ 3z —2
(x—1) (2242 +1)2

8) Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az aldbbi integrdlokat raciondlis

/ 1+2\1f+\f)

/ 21‘—3

/\/362—690—70337;
1-t

/ ik dx ;
1+tga

/ 1
2sinx —cosx + 5

ew
/1—62“7 dz ;

9) Szamitsa ki az aldbbi integralokat (vegyes feladatok):

4 —4 2
/mdm

3

27 . 3
d .
/9149: Z 5

dx ;
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1
V1+e®

. 2
3 e dx;

dx

e cosbx dr ;

e sin® x dx ;

1
3+ 1

| @iy

/1—\/a:+1dx.
1+ Yz +1
/cos6x

sin® x
/ zesinx dr ;

/;dx-
ver —1 '

/shazcos bx dz ; /

zlnzx

| avep

dzx ;

/

— e —

dx ;

T3

dx

10) Dontse el, hogy az aldbbi f

Riemann-integralhatok:

fl@)=z+5;

/ch4x dx ;

1

1+a24 428

/\/1—x2 dx ;

/xw(l +Inz) de ; /ac|x| dx ;

/max(l;a:2) dz ; /xf”(x) dz ;

flx) =a”;

/x”lnx dx ;

/sinxln(tg x) dz ;
/xsin\/E dx ;

x
/x3—1dx;
/ 1 dz ;
(x+1)(224+ 1) (23 +1) ’
a3 41
d . d .
(z —1)100 /a:6+1 v
/1\/ 24+2c+2d / ! d
-V x x; ———— dz;
x (1-2)vV1—2a?
.2
/Sin5xcosxdx; /Lﬁ dx ;
1+sin“x
/ace””sinzmdx; /#dx;
(1+e%)?

/; g -
shz +2chzx ’

A=

/\/1 — z2arcsinx dzx ;

/e_‘””| dx ;

/f’(?x) dr .

dx

: [-1,1] — R fuggvények koziil melyek

f(z) = sign(z) ;
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1 T 2 7hai Q
f<x>={a:  haz#0 f(x)={ Vo

0 ,haz=0 —1 , egyébként

1
11) Hatérozza meg [ f(z) dx értékét, ha:
-1

f(@) =3, f(z) = [z] ; f(@) =2 f(z) = {z};
1
5 , halz|><
OE .
-2 , ha \x|§§

12) Szémitsa ki az aldbbi integralok értékét:

2 8 T

[ 2? da ; [ ¥ dx ; [sinz dx ;
—1 —1 0

31 v3oq T

3 Ve

9 1 -1 1 ¢sin(w log )

d . d . d .
_{x2—3m—|—2 v _j;x2+4x+5 v { x v
s 1 1
[sin®z dz ; Ja?e" dx ; [ arccosz dux .

0 0 0

13) Szamitsa ki az aldbbi hatédrértékeket:

_ 12 n—1Y

n

. 1 . 1P 4+2P ... P
Mmoo mTow 0> 0).

k=1

14) Hatérozza meg az F : R — R fiiggvény lokalis széls6értékhelyeit, ha:

x T

2 .
F(m):/logl—gt dt ; F(;v):/ sin

2+ cost

0 T
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15) Hatédrozza meg az F : (0,00) — R fliggvény derivaltjét, ha:

z2 ) VT
F(z)= [e 2 dt; F(z) = [ cos(t?) dt .
T 1
16) Bizonyitsa be, hogy:
k 2¢—1
P P il ! - , han=2k
2 2 2 i=1 21
[ sin™(z) dz = [ cos™(z) dx = ki1
0 0 I1 - ,han=2k+1.
i=1 21
17) Dontse el, hogy az aldbbi improprius integralok koziil melyek konver-
gensek:
[ 1 71 T
/;daz; /;dx; /\/?dz;
0 1 1
[e ] o0 t
fe_“’Q dx ; [ sinz dz ; /arcsgx dx .
oo oo x
1
18) Szamitsa ki az aldbbi improprius integralokat:
1 2 00
1 1 1
— dz ; — dx — dz
/\/5 v /\/4—x2 “ /a:3 v
0 2 1
o0 7o 7o
—3x . .
‘Ofe d:U, /mdl’, /1—x2d$
—o00 2

19) Hatérozza meg az aldbbi integrdlokat:

1
1 .
2 sin x
Je* dua; / dx ;
0

2P(1—z™)"de (p>0,n>0, m>0).

O =l

0 X

67



68



I1I. A RIEMANN-INTEGRAL
ALTALANOSITASA ES ALKALMAZASA

1. Korlatos valtozasu fiiggvények

1. Definicié. Legyen f : [a,b] — R adott fiiggvény,
P ={a=uxp,21,...,2, =b}

[a, b] egy felosztdsa. A

1) V(b P) = S F(esn) — fla)]
k=0

......

nevezzik.

2. Definicié. Legyen f : [a,b] — R adott, P az [a,b] egy tetszdleges fel-

osztasa, akkor a
n—1

) V(fila,b]) = sup V(f.la,b], P) = sup S 1f(@re) = fla)]
k=0

szémot az f fiiggvény [a,b] feletti teljes (totdlis) valtozdsdnak (varidcié-
jénak) nevezziik.

3. Definicié. Az f : [a,b] — R fiiggvény korlatos valtozésu [a, b]-n, ha
3) V(f,la,b]) < 400

teljestl.

1. Tétel. Ha f : [a,b] — R monoton, akkor korldtos valtozésii.

Bizonyitds. Ha példdul f monoton névekvs, P egy felosztdsa [a,b]-nek,
akkor f(xp1) — f(zk) >0V k-ra, gy
1

n

V<f7 [a,b],P) =

(]

(f(@rp1) = f(xr)) = f(b) = f(a) V¥ P-re,

=
Il

0

ezért V(f, [a,b]) = f(b) — f(a) < 400, amit bizonyitani kellett.

~—~
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2. Tétel. Ha f : [a,b] — R korldtos vdltozdsu, akkor korldtos.

Bizonyitds. Legyen x € [a,b] tetszbleges, P = {a,x,b} az [a,b] egy felosz-
tasa, akkor

V(f,la,b], P) = |f(z) = fa)| + [ f(0) = f(2)] < V(] [a,b]) < +o0,
fgy [f(2) = f(a)] < V(f,[a,b]), azaz
fla) =V (f,la, b)) < f2) < fa) + V(S [a,0])

ami adja f korlatossagat.
Megjegyzés: Egy folytonos fiiggvény nem feltétleniil korlatos véaltozéasu.
3. Tétel. Ha f,g: [a,b] — R korldtos véltozasi fiiggvények, akkor

f+ag, f—g, f-g:]a,b — R korldtos valtozdsiak. Tovdabba g > o > 0

(o0 € R) esetén = is korldtos valtozdsi.
g

Bizonyitds. Példaul F = f + g-re
|F(xhs1) = Fze)| = |f(@re1) + 9(@rt1) — fze) — g(zi)] <
< |f(@rea) = f@e)| + 1g(zrr1) — gl
és ezért (1) miatt
V(F,[a,b], P) < V(f,[a,b], P) + V(g,[a, ], P) ,
amibdl (2) miatt
V(F, [a,b]) <V (f,[a,b]) + V(g, [a,b]) < +00
kovetkezik, ami adja az allitast.
A masik két allitas hasonléan bizonyithato.
4. Tétel. Ha f :[a,b] — R adott fiiggvény, c € [a, b] tetszbleges, akkor
(4) V(£ la,b]) = V(fla,c]) + V(f,[c,b])
teljestil.

Bizonyitds.
— Legyen Pi [a,c], P» [c,b] egy felosztasa, akkor Py U P, felosztésa [a, b]-
nek és (1) miatt

V(f7 [a7b]7P1 UPQ) :V(f7[a7c]7pl)+v(f7 [va]7P2)
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kovetkezik, amibdl (2) miatt el6bb
V(fa [a7 C]a Pl) + V(f, [Cv b]a PQ) S V(f, [a,b]) 9

majd
(5) V(f.la,c]) + V(f,[e.0]) < V(f[a,b])
kovetkezik.
— Legyen most P = {a = 0, Z1,...,%j,Tjt1,---,Tn = b} [a,b] tetszbleges

felosztésa, hogy xz; < ¢ < xj41, akkor
P ={a=ux9,21,...,25,c}, P, ={c,xj41,...,2, = b}
felosztésa [a, cl, illetve [c, b]-nek, tovdbba

[f(@j41) = ()| < [f(@j40) = F(O +[f(e) = f(z;)]

miatt

n—1
V(f,[a,8], P) = > [ f(wkr1) = flan)] <
k=0
j—1
< | f@rgr) = fa)l + 1£(e) = F@)| + [ (i) — fO)l+
k=0

£ 1) - flaw)| =

k=j+1
= V(f? [a,c],Pl) + V(f’ [C’ b]7P2) < V(f’ [a,c]) + V(fa [C7 b]) )
illetve

V(f;la, b)) <V (fla; c]) + V(] [e; b))

adddik, mely (5)-tel egyiitt adja az allitast.

Kovetkezmények:

1. f:[a,b] — R akkor és csak akkor korldtos valtozdsu [a, b]-n, ha korldtos
véltozdsu [a, c]-n és [c, b]-n.

2. Ha f : [a,b] — R olyan, hogy monoton az [a,a41], [a1,a2],..., [an—1,D]
intervallumokon, akkor korldtos véltozdsu [a, b]-n.
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5. Tétel (Jordan). Az f : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor
korldtos valtozdsu [a, b]-n, ha léteznek g, h : [a,b] — R monoton fiiggvények,
hogy f=g—h.

Bizonyitds.

a) Legyen f = g — h, ahol g, h monoton. Ha P tetsz6leges felosztdsa [a, b]-
nek, akkor

n—1 n—1
V(f.la,b], Z l9(zr41) = g(@i)| + Y |P(@pra) — hlwy)| =
k=0

= 19(b) = g(a)| + [n(b) — h(a)] ,
ami adja, hogy f korldtos véltozédsu [a, b]-n
b) Legyen f : [a,b] — R korldtos véltozdsu.
1 .1
5 V(a2 +f@)) 5 hlz) =5 (V£ ]aa]) - fl2)) -
Nyilvanvald, hogy f = g — h. Megmutatjuk, hogy g, h monoton noveke-

doek:
Legyen a < x <y < b, z,y tetszolegesek, akkor

o)~ 9(x) = 3 V(7 leol) + (o) — F(@)]

g(x) =

Maésrészt

—(fly) = f(@) < |F(y) = F(@) < V(S [2,9])

ami (az el8bbivel egyiitt) adja, hogy ¢g(y) — g(z) > 0, {gy g monoton
noveked§ [a, b]-n
h monoton noévekedd volta hasonldéan jon.

2. Riemann-Stieltjes integral

1. Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R korldtos fiiggvények,
P ={a=uxz9,21,...,2, = b} [a,b] egy tetszOleges felosztésa, t) € [x_1, Tk
tetszéleges. A

o(f,9,P Zf tk) - — g(zk-1)]
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szémot az f fliggvény P felosztdshoz, és a t,, (kK = 1,...,n) értékekhez
tartozd, g-re vonatkoz6é Riemann-Stieltjes integralkozelité Osszegének ne-
vezzik.

2. Definicié. Az f fliggvény Riemann-Stieltjes integrdlhaté a g fiiggvényre
vonatkozdan [a, b]-n, ha [a,b] ¥V (P,) normdlis felosztdssorozatéhoz tartozé
YV (o(f, g, P.)) Riemann-Stieltjes integralkozelits osszegsorozat konvergens.
E sorozatok (egyébként kozos) hatdrértékét, a

T o(f.9.P) = [ fdg < f f<x>d9(w>>

szamot az f fliggvény g-re vonatkozé Riemann-Stieltjes integréljanak ne-
vezzik [a, b]-n.

Megjegyzés: Ha g(z) =z (v € [a,b]), f:[a,b] — R korldtos,akkor a
Riemann-Stieltjes integrdl a Riemann-integralt adja.

b b b b b
1. Tétel. Ha 3 [fidg, [fodg = 3 [(f1 + fo)dg = [f1dg + [ f2dy.
a a a a a

Bizonyitds. A definicié kozvetlen felhaszndlasaval.

b b b b b
2. Tétel. Ha3 [fdg, [fdgo = 3 [fd(g1 + g2) = [fdg1 + [ fdgo.
Bizonyitds. A definicié alapjan.

b b b
3. Tétel. Ha 3 [fdg ésk,l € R = 3 [(kf)d(lg) = kL[ fdg.

Bizonyitds. A definici6 alapjan.

b c b b c b
4. Tétel. Haa < c<bés3 [fdg, [fdg, [fdg = [fdg= [fdg+ [fdyg.
Bizonyitds. A definici6 alapjan.
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b b
5. Tétel (parcialis integralds). Ha az [fdg és [gdf integrdlok egyike
a a

létezik, akkor a masik is és
b b
[fdg+ [gdf = [f - 4]’
a a
Bizonyitds. Legyen (Py) [a,b] egy normélis felosztdssorozata, hogy

Py ={a=af,f,... ,ak =0b} (k e N).

Legyenek adottak a t¥ € [#F_ 2% (k € N, i = 1,...,n) értékek, tovabbd
th=a és tnk+1 = b, akkor

Pr={a=t5th, ..tk th ., =b} (keN)
esetén (Py) is normalis felosztdssorozata [a, b]-nek, mert nyilvin
1PEN] < 2[| Pl -

(Itt bizonyos indexekre tF = t¥ 1 is teljesiilhet, gy a felosztdsban elfajulé
intervallumok is lehetnek.)

Tovébbé tF | <k  <tbF (keN, i=1,...,n;+1) is teljesiil. gy
fvg;Pk Zf tk ( ?fl)] =

= f(t1) [9(a)) — g(a)] + f(t5) [9(a5) — g(a})] +-- -+
+f(tn,) [9(an,) = g(ar, 1)) =
= —g(a) [f(t) = f(@)] — g(a?) [f(t5) = f(#1)] — -~ =
—g(b) [f(b) = f(t5,)] + F(B)g(b) — f(a)g(a) =

ni+1

== > glh) [f(t5) = FEE)] + f(b)g(b) — f(a)g(a) =
i=1
= —o(g, [, ) + f(b)g(b) — fa)g(a) ,

b
ami k£ — oo hataratmenettel adja az allitast, ha f gdf 1étezik.
b a
Ha [ fdg létezését tessziik fel, akkor a bizonyitdsban felcseréljiik f és g

a
szerepét.
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6. Tétel. Ha f,g : [a,b] — R, f folytonos, g korldtos valtozdsi, akkor
b
3 [ fdg és

< M -V(g,la,b]), ha|f| <M .

Bizonyitds.
b
a) [ fdg létezéséhez azt kell megmutatni, hogy V (Py) normélis felosztdsso-

rozatdra [a, bl-nek V (o (f, g, Px)) sorozat konvergens. Ez igaz, ha Cauchy-
sorozat, azaz ha V & > 0-hoz 3 N(¢), hogy V p,q > N(e) esetén

lo(f,9.8p) —o(f,9,Fg) <e.
Legyen ¢ > 0 tetszoleges. f egyenletes folytonossaga miatt
< > 0-hoz 3 6(e), hogy ha t1,ts € [a,b], [t1 — ta| < d(e),

1+ V(g [a,b])
akkor
€
* t) —fl)| < ——F———+< .
Legyen (Py) tetszdleges normélis felosztdssorozata [a, b]-nek, hogy
P, = {zF | i = 0,1,...,n1} és legyenek adottak a tF € [zF | a¥]

feltételeket teljesité szdmok. (Py) normalis felosztdsorozat, igy 55(6)—

1
hoz 3 N(e) = N(33(2)), hogy ¥ p.a > N() esetén | B, 1By < 50(2).
Megmutatjuk, hogy ekkor
|U(fagapp) _U(fag7pq)| <e.
Ha p,q > N(e) tetszdlegesen rogzitett és P, UP, = P =
={zm |m=0,1,... r} akkor egyszertien kovetkezik, hogy

fagv thp (Zm 1)] 3
fagv thq - (Zm—l)] )

ahol o(f,qg,P,), illetve o(f, g, P,) Gsszegben [g(zm) — g(#m—1)]-et akkor
és csak akkor szorozzuk éppen az f(t7), illetve az f(t]) értékekkel, ha

[2m—1,2m] C [x]_1,27], illetve [2n—1, 2m] C [2§_,2]] teljesul Mésrészt
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7.

az adott [2,-1,2m] intervallumokhoz tartozé f(t]) és f(t]) szorzokat
meghatdrozé ¥

79

t§ szdmokra
67 — 5| < | Bpll + 1Pl < 6(e)

teljesiil, igy (*) miatt

[f(&) — fE)] <

Mindezeket tekintve

o (f,9: Bp) = o(f,9, Pl = > [F(E)) = f(tD] [9(zm) = 9(zm—1)]| <

m

< Z |f(t‘:)) - f(tjﬂ |g(zm) - g(Zm71)| <

&
1+ V(g [a,b]) -

€
< ; m l9(zm) — 9(zm-1)| =

3

- 1+ V(g,[a,b]) Z l9(2m) — g(2m-1)| <€ .

Tehét bizonyitottuk a (o(f, g, Px)) sorozat Cauchy-tulajdonsdgat és igy

konvergencidjat, V (Py) normélis felosztdssorozat esetén.

Az egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz legyen (Py) az [a, b] tetszOleges felosz-
tassorozata, az el6bbi osztaspontokkal, akkor |f| < M miatt

o0 POl = |3 F(E8) [oek) — gl )] | <
=1

< MZ |lg(af) — g(zf )| < MV (g,[a,b]) ,

melybol k — oo hatardtmenettel kovetkezik az egyenlotlenség.

b
Tétel. Ha f,g:[a,b] = R, f és g folytonos, akkor 3 [ fdg és
b b /
Jfdg= [f(z)g'(z) dz



Bizonyitds.

b
a) [fdg létezéséhez az el6bbi tétel miatt elegendd beldtni, hogy ¢ korldtos

a

véltozdsti. Legyen P = {xz; | i=0,...,n} [a,b] egy felosztdsa.

g:la,b] = RY [x;_1,2;] (i =1,...,n) intervallumon teljesiti a Lagrange-
tétel feltételeit, {gy léteznek t; € (x;—1,2;) (i = 1,...,n) szdmok, hogy

9(xi) — g(wi—1) = g'(t:)(v; — wi-1) (Z = 1, )
Miésrészt g' folytonossdga miatt 3 K, hogy |¢'(z)] < K V z € [a,b] (azaz
g’ korldtos), igy

Vg, la,b], Z l9(zi) = g(wi1)| = Y 19/ (t:) (s — wi1)| < K(b—a)
i=1
V P felosztasara [a, b]-nek, ami adja, hogy g korlatos valtozasi.
Az egyenléség bizonyitdsdhoz abbdl indulunk ki, hogy f és ¢’ folyto-
b

nossaga miatt a jobboldali integrél is létezik, az [ fdg el6bb bizonyitott
a

létezése mellett.

fgy elegendd belatni, hogy egy adott (Py) normalis felosztassorozat esetén
valamely (o (f, g, Px)), illetve (c*(f - ¢’, Pi)) integrdlkozelité osszegsoro-
zatok hatdrértékei megegyeznek, illetve kiilonbségiik 0-hoz tart. Legyen
(Py) a szokdsos médon adott normélis felosztdssorozat, t& € [zF |, z¥)
(keN, i=1,...,ng) tetszélegesen adottak, gy

f?g7Pk Zf tk (mffl)}

b
[ fdg egy integralkozelits Gsszegsorozata.

G.

Ujra alkalmazva g-re a Lagrange-tételt V [zF i LTk (keN, i=1,... ,n)
intervallumon kapjuk, hogy 3 ¢F € (zF |, 2%) (ke N, i = 1,. ), hogy

Ti_1,%4

g(@f) —g(zi ) =g'(€)af —afy) (keN, i=1,... ,nk) :
Ezért

a(f,9, Pr) th’@ )A(zf)  (keN)
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teljesiil. Ha itt t¥ helyett £F-t frunk, tgy

f9 P Zf A (ken)

b
az [fg' egy (o*(f - ¢',Py)) integralkozelits Osszegsorozatit definidlja.
Elég tehat megmutatni, hogy
(*) kllrr;'U(fagka)_U*(f'g/vpk)|:0'

Ehhez felhasznéljuk, hogy f egyenletes folytonossdga miatt V & > 0-hoz
34(e), hogy V t1,ta € [a,b], [t1 —ta] < 0(g) esetén |f(t1) — f(t2)| < e, ami
adja, hogy ha [|P; || < d(e), akkor [t —&F| < d(e) és gy [ f(tF)—f(EF)] <e.
Ekkor

0(f,9, Pe) = 0™ (f - g, Pl = |D_(f(tF) = F(€D)g' (€) Aaf)| <

i

< Zlf (t5) = fEDg (€N A@ET) -

n
Mivel pedig a (3" |¢'(€F)|A(zF)) sorozat a (¢’ folytonossdga miatt 16tezd)
i=1

[19'| integral egy integralkozelitd dsszegsorozata, igy hatdrértéke éppen

gz az integral, ami azt jelenti, hogy € = 1-hez 3 N, hogy V k > N-re
Sl EIAE) < flg1+ 1,
i=1 @
ami adja, hogy
0.7 =" 5/ Pl < (19 + 1

V & > O-ra, ezért igaz (%) és akkor a kordbban mondottak szerint a
tételben megfogalmazott egyenléség is.

3. Definicié. Legyenek f = (f1,..., fn) : [a,b] = R", g:[a,b] — R adott
fiiggvények. Az f vektorértékii fiiggvénynek a g (skaldr értékii) fiiggvényre
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vonatkozé Riemann-Stieltjes integréljén [a, b] felett az
b e b
Jfdg=|[fidg,...,[fndg ) €R"

b
vektort értjiik, ha az [ f;dg integralok léteznek.
a

4. Definicié.
Legyenek f = (f1,...,fn) : [a,0] = R™, g=(g1,...,9n) : [a,b] — R™ adott
figgvények. Az f vektorértékii fiiggvénynek a g vektorértékii fiiggvényre
vonatkozé Riemann-Stieltjes integréljén [a, b] felett az

nop

b
[fdg =" [ fidg;

i=19

b
szdmot értjiik, ha az [ f;dg; integralok léteznek.
a

Megjegyzések:
1. Ha a 3. definiciéban g(x) = z, x € [a,b], akkor az
b b b
a a a
vektor az f vektorértékii fiiggvény Riemann-integralja [a, b] felett, ha az

b
[fi (i=1,...,n) Riemann-integrélok léteznek.

b
2. Az [ fdg tipusi Riemann-Stieltjes integralra a paragrafus 1-5. és 7. tételei
a
valtoztatas nélkiil, mig a 6. tétel kis valtoztatassal atviheto.

3. Newton-Leibniz-tétel Legyenek f,F : [a,b] — R™ olyanok, hogy [
Riemann-integralhatd, és F' = (F{, ..., F}) = f, akkor

Bizonyitds:
b

b b
Jf= [t [ fe) = (FLb) = Fi(a), ..., Fu(b) — Fu(a)) =

a
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= (F1(b),...,F,(b)) — (Fi(a),...,Fy(a)) = F(b) — F(a)

. Legyen f : [a,b] — R™ Riemann-integralhaté, akkor || f|| is az, és

b

i
a
Bizonyitds: Ha f = (f1,..., fa), akkor || f|| = /ff + -+ f2.

Az fi,..., fn fiiggvények Riemann-integralhatok, igy az fZ,..., f2 fiige-
vények is, tovabba a négyzetgyok fiiggvény folytonossdga miatt az || f||
fiiggvény is Riemann-integralhato. B

b
< JILI-

b b
Legyen y = (y1,-..,Yn), ahol y; = [ f;, ekkor y = [ f és

b
n n b n
Il =0t =S wifsi = [ (Sws
j=1 j=1 j=1

a
a

A C-B-S-egyenlitlenség alapjan

Youifi) <lyllfOl  (a<t<b),
ami adja, hogy

b b
lyll* = wi [ fi < Iyl JILI -

Ha y = 0, akkor a tétel nyilvan igaz, ha y # 0, akkor az utébbi egyenl6t-
lenséget ||y||-kel osztva adédik az allitas.

3. Gorbék ivhossza

1. Definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,0] — R™ folytonos fiiggvényt

R™-beli gorbének nevezziik. [a, b]-t paraméter-intervallumnak, f-t a gorbe
egy paramétereléallitasdnak nevezziik. f(a) és f(b) a gorbe kezdd, illetve

végpontjai. Ha f(a) = f(b), akkor f zart gérbe. Ha f kélcsondsen egyér-
telmi, akkor ivnek nevezziik.
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2. Definicié. f = (f1,..., fa) : [a,b] — R" sima gorbe, ha f folytonosan

differencidlhaté (azaz f' = (f1,...,f}) : [a,b] — R™ folytonos) és

ST >0 (€ [a,b)
i=1
teljestl.

3. Definicié. Az f = (f1,..., fa) : [a,b] — R™ gorbe képe a

= {(f1(t),.., fa(t)) [ t € [a,b]}
halmaz. (A képet — néha jelolésben is — azonositjuk a gorbével.) T egy
pontja az f gbrbe t6bbszords pontja, ha 3 (legalabb két) ¢,t" € [a, b], hogy
f@t) = f()

Megjegyzések:

1. AG={(x,y) € R? | 2% +y? = 1} egységkor egy paraméteres eldéllitdsa
az f = (cos,sin) : [0,27] — R? fiiggvény. Belathats, hogy az egységkor

sima, zart gorbe.
2. Ha a,b € R", a # 0 adott vektorok, akkor az
E={at+b= (a1t +by,...,ant +b,) eR", t € R}

ponthalmazt a b-n dthaladé @ irdnyd n-dimenzids egyenesnek nevezziik.
(At — at+be Rt e R leképezés az egyenes egy paraméteres el6alli-
tésa.)

3. Legyenz,y c R"ész #y. Az {z+t(y—=x)|t€0,1]} C R" halmazt az
z-et és y-t Osszekotd n-dimenzids szakasznak nevezziik. (Természetesen

day) = e =yl =[S @ = w2 dw0) =zl = [T a?)

4. Definicié. Legyen f = (fi,..., fn) : [a,b] — R™ egy gorbe
P ={a=to,t1,...,tn = b} [a,b] egy felosztdsa, | f(t;) — f(ti-1)|l az f(t:)
és f(ti—1) pontokat &sszekots szakasz hossza. Az

3

UL P) = If () = St
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szdmot az f gorbébe a P felosztdsa esetén beirt torottvonal hosszanak nevez-
ziik. (Beldthatd, hogy ha Py C P, akkor £(f, P1) < ((f, P2).)

5. Definicié. Az f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ gorbe rektifikalhat6, ha
az {{(f, P) | P tetszoleges felosztdsa [a,b]-nek} halmaz korlatos. Az ekkor
1étezd

{(f) = sup{£(f, P)}(=£(f,[a,b]))

szamot az f gorbe ivhosszanak nevezziik.

Megjegyzések:

1. Az ivhossz nem fiigg a gorbe paraméterel6allitasatol.

2. Az 2,y € R" pontokat 0sszekitd szakasz fvhossza ||z — y|.

3. Ha f:[a,b] — R™ gorbe, c € [a,b], f rektifikdlhaté [a,b]-n, dgy

E(i7 [a7 b]) = f(i, [a7 C]) + f(i7 [C7 b]) .
(Makai I.: Differencidlszdmitds I., 88-89. oldal)

Fontos a kovetkezo:

Tétel. Legyen f = (fi,...,fn) : [a,b] — R" sima girbe, akkor rekti-
fikalhato, és ivhossza

b b n
4 fant) = I/ e = [\ > £2(0)

Bizonyitds. Legyen P = {xz; | i = 0,...,m} [a,b] egy felosztésa, akkor a
78. oldal 3. és a 80. oldal 4. megjegyzések miatt

ff

kovetkezik, ahonnan 0sszegzés utan kapjuk, hogy

:lei(wi)* x11||<2f||f )| dt = fo )|l dt .

i=1%i—-1

£ (i) = f(zia)ll = f If @l dt (i=1,....,m)
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Kovetkezésképpen

f(i)=up€fP Sfb )| dt .

Az ellenkez6 irdnyu egyenlétlenség bizonyitasihoz legyen € > 0 tetszéleges.
f" egyenletesen folytonos [a,b]-n, ezért 3 §(¢) > 0, hogy s,t € [a, b],

|s —t| < &(e) esetén
1£) = f'(s)ll <e

Legyen P = {a; | i = 0,...,m} egy olyan felosztdsa [a,b]-nek, melyre
IP|| < d(e). Ha x;-1 < t < x;, akkor ezekbdl kivetkezik, hogy

£/ O =1 @)l < IF' (1) = £ (@)l < e,

azaz
17O < Il +<
fgy
JUf@haes T (1f @l +2) do= £ (@)l Aw + 20z =
T S (wi)dt|| + eAwx; = 71 /() + /(@) — f1(0)] dt]| + eAx; <
<| T rwa+| 1) -so)af +ean <

< @) — f@)l+ [ 1) — f@olldt + A, <

LTj—1

< f (i) = floio1)]| + 2eAm; .
Ha Gsszeadjuk ezeket az egyenlétlenségeket, akkor azt kapjuk, hogy

b
JILF @) Idt<Z||f (w:) = f(w51) |+2EZA:C1

i=1
=U(f,P) +2€(b— a) <U(f)+2e(b—a).
Mivel ¢ > 0 tetsz6leges, ebbdl kovetkezik, hogy

fllf ) dt < e(f) -
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Ezutdan mar

() < JIF @I dt < £(f)

8 =

adja az allitast.

Kovetkezmények:

1. Legyen ¢ : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fliggvény, akkor az
[ = (f1,f2)  [ab] = R (fi(t) = t, fa(t) = g(t), t € [a,0]) ayg
grafjdnak (grafikonjdnak) egy paraméteres el6éllitdsa, melyre
f(t) = (1,4'(t)) teljestl, igy ha G jeloli a g &ltal adott gorbét, akkor

ivhosszara
b

0G) = [\/1+4g"(t) dt

kisvetkezik (1)-bél.

2. Tekintsiik az f = (cos, sin) : [0, 27] — R? egységkort.
Legyen s € (0,27], f_:10,s] — R? f [0, s]-re val6 lesziikitése. Ekkor £,

az egységkor egy {ve. (1)-bdl jon, hogy

°f,) = j\/sin2(t) + cos?(t) dt = jl dt = s

az egységkor adott ivének hossza. Ha s = 2w, akkor /(f) = 27 az
egységkor kertilete. Ez adja, hogy a mi m-nk megegyezik a kozépiskolas -
vel. s-t a PyOP;s sz0g tvimértékének nevezziik. A 360°-os szog ivmértéke

2.

3. f = (fi.fo):[0,27] — R2, fi1(t) =7 -cost, fa(t) =r-sint (t € [0,27])
az origd kozépponti r sugari kor. (1)-bél jon, hogy

2 27
of,) = f\/TQ sin®(t) +r2cos2(t) dt = [r dt = 2rm .
0 0
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4. Gorbementi-integral

Definicié. Legyen g = (g1,...,9x) : [a,b] — R™ adott gorbe,

f : g(la,b]) — R™ vektorfiiggvény, hogy f = (fi,...,fn). Az f fiiggvény

g gorbementi-integraljan (jelolése [f) az fog : [a,b] — R™ fiiggvény g-re

g
vonatkozé [a, b] feletti Riemann-Stieltjes integrdljat értjitk (ha létezik), azaz
b

Jf=[({fog)dg= (fiog) dgi .
g a

1

o
Il

S

1. Tétel. Ha g rektifikalhato [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor létezik
az f fiiggvény g gorbementi integralja.

Bizonyitds. Felhasznéljuk, hogy ha g rektifikdlhaté, akkor a g; fliggvények
korldtos véltozdstak. gy mivel f; o g : [a,b] — R folytonos fiiggvény, g;

korlatos valtozasa
b

b
= 3 [(ficg)dg; (i=1,...,n) = 3 [(foyg)dg,azaz [f.

a g
2. Tétel. Ha3 [f és ||(fog)(x)| < M, akkor fi’ < M- ((g).
9 g9
Bizonyitds.
b n b n b
TH = (fog) dg|= > [(fiog) dgi| <> |[(fiog) dgi| <
9 a i=19 i=1 19

sl

i=1

fl dgi

a

< M-L(g) -

3. Tétel. Ha g’ folytonos [a,b]-n, f folytonos g([a,b])-n, akkor

n_op
ff > [(fiog)(a)gi(x) da
i=1%
Bizonyitds.
b n oy n oy
Jf=[(fog)dg=>" [(fiog) dgi=Y [(fiog)(x)gi(x) du .
g a i=19 i=1
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Tovabbi tulajdonsagok:

1. Additivités f-re, illetve a g gorbére.

Példdul legyen g =g' Ug®> és3 [f (i=1,2) = I [f=> [[.
9=9 vy o =t

2. Ha g irdnyitott gorbe, —g az ellentétes irdnyitasi, akkor [ f = —[Ff.
-9 g

Megjegyzések:

1. R2-beli gorbék esetén a kivetkezd jelolések szokdsosak:

g z(t),y(t) (t € la,b]) ;
i‘re: i(x,y) = (P(m,y),Q(Js,y)) ((1'7?/) € g([a’b})) ;

b b
JP((t),y(t) dz(t) + [Q(x(t), y(t)) dy(t) =
JPdz+ [Q dy = [(P dz+Q dy)

@
=]
@

[~

—
~

=
I

—

Nt

Ilyenkor f P dz-et a g gorbementi abszcissza szerinti, f Q dy-t a g gorbe-
g 9
menti ordindta szerinti goérbementi-integralnak nevezzik, illetve azt
mondjuk, hogy [(P dx + Q dy) a (P,Q) fiiggvénypér g gérbementi in-
g
tegralja.
— Ha g az z-tengelyre merdleges szakasz — [P dz=0.
g

— Ha g az y-tengelyre merdleges szakasz = JQ dy =0.
g

~ Ha g(x) = (z, f(x)), f: |a,b] — R folytonos, akkor

b b
JPde= [Pz, f(z)) dz,  [Qdy= [Qx,f(x))f (z) dx .

g
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2. R3-beli gorbékre:

g(t) = (x(),y(t),2(t))  (t€a,b]);
f(x,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,y,2), R(z,y,2))  ((z,9,2) € g([a,0])) ;

a b b
J£=JP),y(t), 2(t) dz(t) + [Q(x(t),y(t), 2(t)) dy(t)+

+be(J;(t),y(t),z(t)) dz(t)= [Pdx+ [Qdy+ [Rdz=
= [(Pdx+Qdy+ R dz) . . . .

Utébbit a (P, Q, R) fiiggvényhdrmas g gérbementi integraljanak is neve-
zik.
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3. feladatsor

1) Korldtos véltozdstak-e az aldbbi fliggvények:

fi(z) =sin®z (x €0, 7)); fo(z) =2® =32+ 4 (x €[0,2]);

1 ,zelo1

sin— , x € (0,1] 1 z€[0,1)
f3($)— Z _ ; f4($): 2 ,’JJE[LZ),

0 ;=0 2, zel23

1 1

f(x)_{xsinx cze(0,1] f(x)_{ﬁsmx ,we(0,1]
5 - y J6 - )

0 , =0 0 , =0

¢ ,x€fi—-14) i=1,...,n
f7<x)_{cn ,T=n

2) Bizonyitsa be, hogy ha f,g : [a,b] — R korldtos véltozdstak [a,b]-n,
akkor f - g is az.
3) Legyenek f, g : [a,b] — R korldtos valtozasu fiiggvények. Bizonyitsa be,

hogy
V(f+g,[a,b]) <V(f[a,b]) +V(g,a,b]),

tovabba
V(kf,[a,b]) = [k[V(f,]a,b]) (kER).
4) Legyen
=1 wewn) & gw={) TEY
) = T , és g(z) =
1, ze(3,1]
Létezik-e flf dg és }g df?
0 0
5) Legyen
B 1 ,xG[O,%) . 0,z [07%)
@={; ega @) e

1
Bizonyitsa be, hogy nem létezik [ f dg.
0

(Altalziban: a Riemann-Stieltjes integrdl nem létezik, ha 3 x¢ ahol sem f
sem g nem folytonos.)
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2
6) Hatdrozza meg [ x° d(|z|?) értékét.
-1

7) Legyen

)

fz) =

= og= O
8 &8 8
m m

(1 ,z€l01)
2e(0) oo ={ ) T
; (1,2]
2 2
Bizonyitsa be, hogy 3 [ f dg (bar 3 [ f).
0 0

8) Legyenek a < a1 < ag < -+ < a, < b tetszdleges valds szamok, tovdbbd

1 ,z#a;, i=1,...,n
g9(x) =

¢ ,rx=a;, i=1,...,n, (€R)’

b
Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény. Hatdrozza meg [ f dg-t.

9) Legyen g(x) =sinz (x € [0,n]). Hatdrozza meg [z dg(x)-et.
0

1
10) Legyen g(z) = €l*l (z € [~1,1]). Hatdrozza meg [ z dg(z)-et.
21

4
11) Legyen g(z) =k (z € [k—1,k], k=1,2,...). Hatdrozza meg [ z dg(x)-
1

et.
12) Legyen f(x) =c¢ (x € [a,b]) és g : [a,b] — R korldtos véltozdsu.
Bizonyitsa be, hogy
b

[f dg=clg(b) —g(a)] .

a

13) Legyen
1 ,2eQno,1]
)= { ,
0 ,zeR\QNIO,1]
és g(x) =: [0,1] — R nem konstans, monoton névekedd fiiggvény.

1
Bizonyfitsa be, hogy # [ f dg.
0
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14) Legyen [ : [a,b] — R™ egy gorbe, P = {a = xo,21,...,2, = b} [a,b]
egy felosztédsa, g, az f lesziikitése az [€k—1, x] intervallumra. Bizonyitsa
be, hogy

U(f)=14Ug,)+---+Lg,) -

15) Legyen f : [a,b] — R" és g : [c,d] — R" ugyanazon goérbe paraméter-
eléallitasa. Bizonyitsa be, hogy 3 s : [a,b] — [c,d] folytonos és monoton
figgvény, hogy f(t) = g(s(t)) (t € [a,b]), tovdbba {(f) = {(g).

16) Legyen f = (f1, f2) : [-3,3] — B2, ahol fi(t) = 2~ 1, fo(t) = 15— 3¢,
Van-e az f gorbének tobbszoros pontja?

17) Rektifikdlhaté-e az
LsinT [ t>0
)= (¢t V&t > telo,1
s =(e{ 7)) eeba)
gorbe?
18) Hatdrozza meg az aldbbi gérbék ivhosszat:

f(t) = (3cost, 3sint, 2t) (t € [0,27]) ;
g(t) = (¢, 3t%, 5t°) (te0,2)) ;
wt) = (1. 20 3t°) (t€[0,2) ;
k(t) = (tcost, tsint, t) (telo,x]).

19) Szamitsa ki az aldbbi gérbementi integréalokat, azaz [ Jf-et, ha:

g
(t)=(t%, 2t, t) (t€]0,1]), f(z1,22,23) = (23423, 2123, T172);

- g

- é a (2,0,1) és (2,0,4) pontokat sszekotd iranyitott egyenes szakasz,
f(x1,22,23) = (221, —322, 3);

—ga(0,0,0) és (1,1,1) pontokat dsszekotd iranyitott egyenes szakasz,
fr1, 22, 23) = (v123, —22, 21);

- g(t) = (t, t2, t3) (te]0,1]), f@1, 20, 23) = (w123, —T2, T1);

~9a(0,0,0,0) és (1,1,1,1) pontokat Gsszekotd szakasz,
f(@1, w0, 23, 14) = (124, T2, —a21y, x3);

)

(t) = (g:lait,..., 3 ait> (te0,1]),

Jj=1

Sy, xn) = (i X2, znjlx12>
j=



