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I. A TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK
DIFFERENCIALSZAMITASA

1. A fontosabb linearis algebrai el6ismeretek

Az Analizis 1. targy III. (Vektorterek, euklideszi terek, metrikus terek cimii)
fejezetében definidltuk a vektorteret, a skaldris szorzatot, vektorok euk-
lideszi norméjat, vektorok euklideszi tavolsagat, illetve ezekhez kapcsolddva,
specidlisan az R" euklideszi teret, melynél az

1 n

R"=Rx.--- xR
halmazbdl indultunk ki és az

r=(x1,...,%n), Y= (Yy1,...,yn) €R"

vektorok Osszegét: r+y=(x14+y1,.- -, Tn+Yn),
A € R szdmmal valé szorzatét: Ar = Az, ..., Axy)

szerint értelmeztiik, és megmutattuk, hogy R" vektortér e két miveletre
nézve.
R"™ n-dimenziés, melyben az

er = (1,0,...,0), ea = (0,1,0,...,0),..., en = (0,...,0,1)

vektorok bazist, az tigynevezett standard-bazist alkotnak.
Definidltuk az R"-beli vektorok

n
belsd szorzatat: (x,y) = > xiyi,
i=1
n
normajat: x|l = 3,
i=1
n
euklideszi tavolsagat: dz,y) =z —y| =1/ D (x; — yi)?,
i=1

és a hozzajuk kapcsolodo legfontosabb tulajdonsagokat is attekintettiik.



A matrix fogalma is ismert.
Ha az A maétrix n sort és m oszlopot tartalmaz, akkor n x m-es méatrixnak
nevezziik, melyben jelélje a;; az i-edik sor j-edik elemét (i a sor-, j az
oszlopindex).
Ha A = (a;5), B = (bij) n x m-es matrixok, akkor dsszegiik az a C' n x m-es
matrix, melyre

C'=A+ B = (ai; + bij) = (cij)-
Az A = (a;j) n x m-es matrix A € R skaldrral valé szorzata a

AA = ()\aij)

n X m-es matrix.

Az n x m-es matrixok e két miuiveletre nézve vektorteret alkotnak.

Az A = (a;) nxm-es és a B = (byj) m x p-s matrixok szorzata az a C' nxp
tipusu matrix, melyben

m
Cij = > Qikbrj,
k=1

azaz

A-B=C= (Cij) = (Zaikbkj) .
k=1

A maétrixszorzas fontosabb tulajdonséigai:
A-(B-C)=(A-B)-C,
A (B+C)=A-B+A-C, (A+B)-C=A-C+B-C,
(M) -B=XA-B)=A-(AB),

(dltaldban: A- B # B - A).

Az 1 xn tipust matrixot sormatrixnak, mig az n x 1 tipusut oszlopmatrixnak
nevezziik. Az

(1, xpn) — (21 ... Xp)
és
z1
(X1, . ) —
Ty
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések linearis izomorfiat adnak R™ vala-

mint az 1 xn, illetve n x 1 tipusi matrixok vektorterei kozott. A kovetkezok-
ben R" elemeit, ha mast nem mondunk, oszlopmatrixokkal reprezentaljuk.
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Ugyancsak ismert a lineéris leképezés (transzformacio) fogalma is:
Az A:R"™ — R™ leképezést (transzforméciét) linedrisnak nevezziik, ha

Alz+y) = Alz) + Aly),  Vo,y eR",
A(Ax) = MA(x), Ve e R" AeR
teljestl.

Az A : R™ — R™ linedris leképezések Osszességét szokas L(R™,R™)-mel
jeldlni.

Legyen A m X n-es matrix, Ggy az
Alz) =A-x (x € R™)

szerint értelmezett leképezés (transzformécié) A : R™ — R™ tipust linearis
leképezés (transzformécio).

Maésrészt ismeretes, hogy barmely A : R” — R™ linearis leképezés
Alx)=A-x (x € R", A m X n-es métrix)

alakba irhato.

Igy barmely A : R™ — R™ linearis leképezés azonosithaté egy A m X n-es

matrixszal.
Ha A € L(R™,R™), akkor az

[All= sup {[A=]}

[E{RS

szamot az A linearis leképezés normajanak nevezziik.
A norma fontosabb tulajdonsagai:

[Az || < LA fl=[]; [A]] < +00;
A+ Bl < [[All + IIBII; IAAL = AL ITAT;
IBA] < |[BI| [|All (Ae L(R™R™), B e LR™,RY)).

2. A differencialhatésag

A tovébbiakban olyan f: D C R™ — R™ tipusu fliggvényekkel foglalko-
zunk, ahol D nyilt halmaz R"-ben és f = (f1,..., fm), ahol f1,..., fi, az f
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komponens fiiggvényei. R™ és R™ elemeit is oszlopmatrixokkal reprezental-
juk (ha mast nem mondunk).

1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R™ fliggvény dif-
ferencidlhaté az xg € D pontban, ha létezik egy A € L(R™,R™) lineéris
leképezés, hogy

=0.

o L (@) = (o) = Al = x0) e

T [ — zol|rn
Ekkor f/(zo) = A az f fiiggvény xo-beli differencidlhdnyadosa, mig
df (zo,z — x0) = f'(z0)(z — 20)

az [ xo-beli els6 differencidlja.

Megjegyzés: Ha f : D C R" — R tipusu fiiggvény, tgy f'(z) = A =
(a1 ... an) 1 X n-es sormétrix, mig az elsé differencial a

n
d f(zo,x — xo) = Zai(iﬁi — Z0i)
i=1
szam.

1. Tétel. Ha az 1. definiciéban (1) az A = Ay és A = Ay esetén is teljesiil,
ugy A1 = A, (azaz a differencidlhanyados egyértelmiien meghatarozott).

Bizonyitds.
0 < It i Az)(ﬂcu— zo)ll _ [[Ax(z — 9|3|0) - AT|(33 —zo)|| _
T — X T — X
_ A (@ = 2o) = [f(2) = flo)] + [f(2) = f(20)] = Az(z —mo)|| _
[ — ol B
< @) — f(Hon) - f‘|1|1(3j —zo)ll | If @) = f(on) - f‘|1|2(35 — o)
xr — X T — Zo

és (1) miatt
A = )@~ a0)]
Ty | — o]
teljesiil. Utobbibdl x — xg = th esetén, ahol 0 £ h € R™ rogzitett, 0 £t € R
Ay — Ag)th Ay — Ag)h
oy (A = Ahl  (Ar — An)h|
10 [£h]] il

=0




kévetkezik, ami adja, hogy (A — A2)h = 0, igy példdul h = e; (j =
1,2,...,n) valasztassal kapjuk, hogy A; — Ay =0, azaz A; = As.

2. Tétel. Az f: D C R" — R™ fiiggvény <= differencialhaté az xo € D
pontban, ha
a) létezik A € L(R™,R™) linedris leképezés és w : D C R — R™
fiiggvény, hogy
(2) flx) = f(xo) = Az — o) + w(2)
és lim w(z) =0.
v || — o
vagy
b) létezik A € L(R™,R™) linedris leképezés és w : D C R" — R™
fliggvény, hogy

(3) f(x) = fzo) = Az — w0) + w(z)|z — 2o
és lim w(z) =w(xzg) =0.
r—X0
Bizonyitds.
A) Rendezés és abszoliutérték képzése utdn (2) és (3) is adja (1) tel-
jestilését.

B) (1)-bél a hatarérték definicidja és tulajdonsagai miatt kapjuk a) és b)
és igy (2) és (3) teljesiilését.

3. Tétel. Ha az f: D C R" — R™ filiggvény differencialhaté az xo € D
pontban, akkor ott folytonos is.

Bizonyitds. Elegend6é megmutatni, hogy

(%) lim [ f(z) = f(zo)|| = 0.

T—XT

Az el6z6 tétel b) része adja, hogy létezik A € L(R™, R™) linedris leképezés,
ésw: D C R" — R™ fiiggvény, hogy lim w(x) = w(xg) =0 és
r—xo

1 (@) = f(zo)ll = [|A(z — @0) + w(@)l|z — wol]| <
< [[A(z = zo)[| + [lw(@)| |z = zol| < Al [l = zol| + llw(@)[ ||z = zol|-

A kapott egyenl6tlenségb6l © — xg hatardtmenettel kapjuk (x)-ot.
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Megjegyzés: A tétel megforditasa altalaban nem igaz. Példaul az

—— (z,y) # (0,0,
flz,y) = Ty

0 (z,y) = (0,0)
fliggvény folytonos a (0,0) pontban, de nem differencidlhatd.

4. Tétel. Az f = (f1,...,fm): D CR" — R™ fiiggvény <= differencial-
haté az xg € D pontban, ha az f; (i =1,...,m) fiiggvények differencidlha-
tck xo-ban, tovabba f'(xzg); = f!(xo).

Bizonyitds. Ismeretes, hogy v = (y1,...,Ym) € R esetén

| < < .
Jmax [yl < llyll < vim max fy] ,
igy

1<i<m

max |fi(z) — fi(x0) — [A(z — z0)];] - | f(z) = f(z0) — A(z — z0)]| <

[l = ol [l = ol

v/m max {fz(cc) — fi(zo) — [A(z — -To)]i|

1<i<m

[ = ol

teljesiil, ami adja a tétel dllitasait (egyrészt © — x¢ hatardtmenettel, mas-
részt fl(zg) = A; = f'(x0); miatt).

3. Iranymenti és parcialis derivalt

1. Definicié. Legyen f: D C R" - R™, g € D és e € R” (Jle]] = 1)

adott. A
f(wo +te) — f(xo)
t

értéket, ha létezik, az f fliggvény zo-beli e irdnymenti differencialhdanyado-
sanak nevezzik.

Def(xO) = }E}%

1. Tétel. Haaz f : D C R" — R™ fiiggvény differencialhaté az rg € D
pontban, akkor V e € R™ iranymenti derivaltja létezik és

D f(zo) = f'(z0) - € .
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Bizonyitds. Az el6z6 paragrafus 2. tételének b) részét x = xq + te,
A = f'(x¢) mellet hasznalva

fxo + ’fi) — flzo) _ %[f/(mo)(mo +te — x0) + w(zo + te)t]] =
2]

= ['(z0) - e +w(wo +te)

kovetkezik (|t| < § esetén — alkalmas 6 mellett), ami ¢ — 0 hataratmenettel
adja az allitast.

Megjegyzés: A tétel megforditasa altalaban nem igaz.

2. Definicié. Ha f = (f1,..., fm) : D CR®* = R™, 2y € D és
e; = (0,...,0,1,0,...,0), akkor a
of; :
Difi(z0) = 92 (o) = Do, fy (o)
Zg
(it =1,...,n, 5 = 1,...,m) szamokat, ha léteznek az f j-edik kompo-
nensfiiggvénye i-edik valtozodja szerinti parcidlis derivaltjainak nevezziik x(-
ban.

Megjegyzés: Ha ¢;(t) = fj(zo1,...,Toi—1,1, Z0it1,---»Ton) ([t] < 9),
akkor

D; fi(wo) = ¢} (woi) -

2. Tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R" — R™ fiiggvény az xy € D
pontban differencidlhatd, akkor ¥V D; f; parcialis derivalt létezik és

[ (z0) = (Difi(20))mxn

Bizonyitds.

Az el6z6 paragrafus 4. tétele adja, hogy barmelyik f; differencidlhaté zo-ban
és akkor az el6z0 tétel szerint V e-re, igy V e;-re is 3 D, f;(xo) = D, f;(xo).
Tovabba:

fi(xo) = (fi(®0))mx1 & [fi(wo)]s = fi(x0) - i = De, fj(x0) = D fj(x0)
miatt kapjuk f'(xg) eléallitasat is.
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3. Tétel. Ha az f = (f1,...,fm) : D C R — R™ fiiggvény barmely
parcialis derivaltja létezik az xg € D egy K(xg,0) kérnyezetében és folyto-
nosak xg-ban, akkor f differencialhaté xg-ban.

Bizonyitds.
— Ha x € K(z0,9), akkor nyilvdn a
Co = Lo = ($01,...,$‘0n),...,ci = (wl,...,$i,x0i+1,...,xon),...
ey =x=(T1,...,Ty)
pontok is K (xg,d)-ban vannak és a
[cio1,ci] ={8i(t) | Si(t) = (z1,-- -, i1, t,T0ig1,- -+ Ton), t € [Toi, T3]}
szakaszok is K (xg,d)-ban fekszenek.
— Barmely rogzitett j-re (j =1,...,m) a
©ji = filleior,ey  wii(t) = f3(Si(t)),  t € [wos, i), (i=1,...,n)

egyvaltozds fliggvények folytonosak [xg;, z;]-n és differencidlhaték
(xoi, z;)-ben, tovabba

#Gi(t) = Difi(Si(t))  (i=1,...,n).

gy a Lagrange-tétel miatt 3 tii € (xos, i) (i=1,...,n)
pji(ri) — @ji(woi) = @i (tg:) (T — x0i) =
= D; f;(Si(t5:)) (@i — woi) = Dif;(&i(@)) (@i — oi) -
— Ezeket felhaszndalva barmely rogzitett j-re:

£5(x) — £(0) = ; Fies) = fi(eion)] = ; F5(Si(20)) — £;(Si(01))] =
= >_lwji(zi) — pji(woi)] = éDz‘fy‘(ﬁjz‘(@“))(ﬂ% — T0i) =

[D;f(&5i(x)) — Difj(xo)l (i — xos)

[l = ol

n

= iDifj(iUo)(xi — Tg;) + -

[l = ol
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— Ebbol
Aj(z —xz0) = > D;fj(xo)(zi — x0i) »
=

; (D4 f;(&5:(x)) — Dif;(wo)] (2 — woi)

wilx) = T # X
(@) [z — 2ol o7

0, T = Ty

valasztassal egyrészt
fi(@) = fi(zo) = Aj(x — o) + wj(@)llz — 2ol , € K(x0,0)

masrészt a D; f; figgvények xo-beli folytonossiga és

Li — Toj <1
|z — o]
miatt
lim w;(z) =w;(zg) =0
r—x(
kovetkezik, ami V j = 1,...,m-re f; differencidlhatésagat jelenti az x
pontban.

— Végiil az el6z6 paragrafus 4. tétele adja az f = (f1,..., fm) fliggvény
differencidlhatésagat az o pontban, amit bizonyitani kellett.

A 2. és 3. tétel felhasznélasaval egyszeriien bizonyithaté a kovetkezo:

4. Tétel. Ha f : D C R® — R™ adott fiiggvény, akkor a kovetkezo
allitasok ekvivalensek:

a) VD;f; (i=1,...,n, j=1,...,m) létezik és folytonos D-n.
b) f differencidlhaté D-n és ' : D — L(R™ R™) folytonos D-n.

Bizonyitds.
— Tegyiik fel, hogy a) teljesiil, akkor a 3. tétel miatt f differencidlhaté
YV xg € D-ben, tovabba Vaxg € DésVi=1,...,n, j=1,...,m esetén

fi(@o) = (D1fj(x0) ... Dnfi(20)) ,

13



ami a D; f;-k xo-beli folytonossdga miatt adja fj’ xo-beli, mig
i
=1
fin
az f' xo-beli folytonossagat.
— Tegyiik fel, hogy b) teljesiil. Akkor egyrészt a 2. tétel miatt
3D, fi(x) = (f'(x)e;u;) NVxzeD,i=1,....n, j=1,...,m)

teljesiil, ahol {e1,...,en} R™ {uy,...,uy} R™ standard bézisai.

Igy V x,29 € D esetén

D fj(x)—D; fi(zo)] < ||f'(x)—f'(x0)] Vi=1,...,n,j=1,...,m)

ami f’ folytonossdga miatt adja D; f; folytonossagat V zo € D és
1=1,...,n, 7=1,...,m esetén.

Az egyvaltozos fiiggvények differencidlhatéosiaganak fogalma és az eldbbi
tétel alapjan természetes a kovetkezo:

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R"™ filiggvény folyto-
nosan differencialhaté D-n, ha

a) f differencidlhaté és f’ folytonos D-n,

vagy
b) V D, f; létezik és folytonos D-n

teljestl.

4. Differencialasi szabalyok

1. Tétel. Ha az f,g : D Cc R" — R™, A\ : D — R fiiggvények diffe-
rencialhaték xo € D-ben, akkor az f + g, \f, § (A # 0) fiiggvények is
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differencialhatok és
(f +9) (x0) = f'(x0) + ¢'(w0),
(M) (2z0) = f(20)N (w0) + (o) f' (w0),
(i) (o) = )\(fEO)f’(ﬂ?(;\)z;f(%)X(%)

teljestil.
Bizonyitds. A definicié alapjan példdul az els6 esetben az

|(f +9)(@) = (f + 9)(x0) — (f'(20) + ¢ (20))(x — x0)| <

[l = ol N

Hf xo) — f'(z0)(z — 350)” X ||9(37) —g(z0) — 9'(z0)(z — l‘o)H

||x—x0|| [l = ol

egyenlotlenségbol, x — xg hataratmenettel jon az allitas.

2. Tétel (az Gsszetett filiggvény differencidlhatésiga).

Ha f:DCR" —-R™, g: EC f(D) C R™ — RF olyan, hogy f differen-
cidlhaté xo € D-ben és g differencialhato f(zg)-ban, akkor az

F =gof:D — R fiiggvény differencialhaté xo-ban és

(OD) F'(xo) = g'(f(20)) - f'(w0) -
(D és E nyilt halmazok és (OD)-ben métrixok szorzdsa szerepel.)
Bizonyitds.

— f xo-beli és g yo = f(xo)-beli differencidlhatésidga miatt (A = f'(x0),
B = ¢'(yo) mellet) 3 e(h), n(¢), hogy

lim e(h) = limn(¢) =0

h—0 £—0
és
| f(zo +h) = f(zo) — Ah|| = e(B)[Al ,

illetve
l9(yo +€) — g(yo) — BE|| = n(0)|| 4]

teljesiil minden olyan h € R™, ¢ € R™ esetén, amikor f(zg+h) és g(yo+¥)
értelmezett.
— Legyen h adott és ¢ = f(xg + h) — f(xg), akkor

(+) 1Ol = [|f(zo + k) — f(zo) — Ah+ Ah|[ < (e(h) + [|A]]) ||
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”F(ﬂﬁo +h) — F(zg) — BAhH = Hg(f(l'o +h)) —g(f(zo)) — BAhH =
= ||g(yo + €) — g(yo) — BAR|| =
= |l9(wo + &) — g(yo) — B+ B — BAh|| <
< |lg(wo +£) — g(yo) — BL|| + || B(t — Ah)| =
= n(O|€]| + |B(f(z0 + ) — f(z0) — AR)|| <
< n(0)(e(h) + [[A]]) Al +1IBlle(h)[|A]
kovetkezik. fgy h # 0 esetén
| F(zo + h) — F(zo) — BAR||
i

Ebbél h — 0 esetén (felhasznalva, hogy (x) miatt ¢ — 0, és akkor
e(h) — 0, n(f) — 0 is teljestil)
. ||F(xo + h) — F(xo) - BAR| _

1
h0 1] !

< n(0)(e(h) + [|Al) + | Blle(h) -

ami adja F = g o f differencidlhatésagat és (OD) fennalldsat is.

Megjegyzések:
1) Ha k = 1, akkor (OD) alakja
F’(l‘o) = (DIF(ZL'()) ce DnF(xo)) =

D1 fi(zo) ... Dnfi(zo)
= (Dag(f(0)) - Dmg(f)) | z
lem(xO) anm(xO)
és akkor pédaul
D;F(z0) = Ig:leg(f(lvo)) - Dj fr(zo) .
2) Ha k=1, n=1, akkor F(t) = g(f1(t),..., fm(t)),

F'(a0) = 5y (a0) = 3 Dyg((a0) o)
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3. Tétel. Legyen f : D C R — R", zg € D, f(xg) = yo. Tegyiik
fel, hogy g az yo egy kornyezetét R"™-be képezé fiiggvény, hogy g(yo) = xo
és g(f(x)) = id(z) V € K(x0,6). Ha f differencidlhaté xg-ban és g
differencialhato yg-ban, akkor

g (o) = (f'(z0)) ™"
(Itt (f'(20))~1 az f'(xo) métrix inverzét jeléli.)
Bizonyitds. Az id : R™ — R™ fiiggvény derivéltja az

1 ... 0
I, = S

n X n-es identikus matrix, igy
9(f(x)) =id(z) (z € K(z0,6)) és (OD)
miatt
9' (o) f'(x0) = I,

ami adja, hogy ¢'(yo) az f'(z¢) métrix inverze.

Megjegyzés: Ha egy f differencidlhato fliggvénynek létezik differencialha-
t6 inverze, akkor sziikségképpen f’(x) nem szinguldris matrix.

5. Kozépértéktételek és kovetkezményeik

A kovetkezdkben az egyvaltozos fluggvényekre ismert Lagrange-féle ko-
zépértéktétel felhasznalasaval mondunk ki, illetve bizonyitunk be hasonlo
tipusu tételeket.

1. Tétel. Ha az f : D C R" — R fiiggvény differencialhaté a D (nyilt)
halmazon és D tartalmazza az xy és xo + h végpontu [z, xo + h]-val jel6lt
szakaszt, akkor létezik ¢ = xo + toh (0 < ty < 1) pont ezen a szakaszon,

hogy
f(zo+h) = f(xo) = f'(c) I
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Bizonyitds. A
D(t) = flzo+th)  (t€]0,1])

szerint definialt fiiggvény az Osszetett fliggvény differencialhatosagara vo-
natkozé tétel miatt differencidlhaté és

D'(t) = f'(wo +th) - h (t €10,1])

Tovabba @ teljesiti az egyvéltozds Lagrange-tétel feltételeit a [0, 1] interval-
lumon, igy 3 tg € (0,1) (és igy ¢ = xg + toh), hogy

f(xo+h) = f(zo) = O(1) = P(0) = ¥ (to) - 1= f'(c) - h .
2. Tétel. Legyen D C R" nyilt és konvex halmaz (azazV x1,x0 € D —>

[x1,22) C D). Ha f : D — R differencidalhaté D-n és 3 M € R, hogy
|f'(z)|| < M (Y z € D), akkor

[f(z) = fy)l < Mllz—yl|  (Vz,y€eD)
teljestil.

Bizonyitds. Legyen x,y € D (konvex) = [x,y| C D, igy az 1. tétel miatt
(x = o és y = xo + h mellett) 3 ¢ € (z,y), hogy

f(@) = f(y) = f'(c)(x—y),
melybol

[f(@) = fW)l = 1f ()@ =)l < I ()l —yll < Mz -yl

kovetkezik tetszoleges x,y € D esetén, amit bizonyitani kellett.

Kovetkezmény: Ha a 2. tétel feltételei mellett még f/(z) =0 (z € D) is
teljesiil, akkor f(z) =c¢ (z € D).

3. Tétel. Ha az f : K(x9,0) C R" — R fiiggvény ¥ D;f (i = 1,...,n)
parcidlis derivéltja létezik, akkor V. h € R™, 0 < ||h]| < ¢ esetén léteznek
Cly.-.,Cn € K(xg,0) vektorok, hogy

(%) flxo+h) = f(xo) = ZlDz-f(cz')hz' (h=(h1,....hn)).
Bizonyitas. A 3. fejezet 3. tétele bizonyitasanak elsé részét ismételve

fi=1f x=uz0+h, x; —xo; = h; valasztassal kapjuk, hogy 3 ¢; = & (x)
vektorok K (zg,d)-ban, hogy (x) teljesiil.
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Kovetkezmény. Ha az f : D C R" — R fiiggvény V D, f parcialis de-
rivaltja létezik és korlatos valamely K(xg,d) C D kdrnyezetben, akkor f
folytonos xg-ban.

Bizonyitds. A 3. tétel miatt (x) teljesiil, melybdl

£(zo +B) = f(zo)] = |3 Dif(e)

kovetkezik (ha |D;f(¢;))| < M Vi=1,...,n).
Ebbél pedig, felhasznélva, hogy h — 0 bol h; — 0 is kovetkezik (V i-re)
kapjuk, hogy

h <MYl (k] < 9)

}{igb|f($o+h)—f($o)|=0,

ami adja, hogy
lim f(z) = f(zo)

T—XT0Q

és igy (mivel z( torlédési pontja és pontja is D-nek) f folytonos xg-ban.

Megjegyzés: A kovetkezmény igaz f = (f1,...,fm) : D C R" — R™
tipusu figgvényekre is, ha V D; f; 1étezik és korldtos valamely

K(z¢,6) C D-ben. Ekkor V f; folytonossaga teljesiil zo-ban (a kovetkez-
mény miatt). Ugyanakkor az f;-k zo-beli folytonossaga adja az
f=1(f1,-.., fm) figgvény folytonossagdt is xo-ban.

6. Magasabbrendii derivaltak, Young és Taylor tétele

1. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fiiggvény kétszer
differencialhaté az xg € D-ben, ha

— 30 >0, hogy f differencialhaté K (z¢,d) C D-n,
—aD;f (i=1,...,n) figgvények differencialhatok xq-ban.

Ekkor (a kordbbiak szerint) léteznek a D;(D;f) (i,j = 1,...,n) parcidlis
derivaltak xp-ban és a
D;(Dif)(wo) (= D3Dif (wo) = Dy f (o) =
o0 f
—%%ﬁM%WMD
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szamokat az f fiiggvény xp-beli masodrendii, i-edik és j-edik valtozo szerinti
parcialis derivaltjainak nevezzik.

Ha D; C D jeldli azon z-ek halmazat, ahol 3 D; D, f(x), akkor
D;D;f: D; — R az f i-edik és j-edik valtozé szerinti mésodrendli parcidlis
derivalt fliggvénye Di-en.

Megjegyzések:

1) Definidlhaték a magasabbrendii parcidlis derivéltak is:
Ha adott i1,...,i,—1-re 3 Dy, ... D; _ f (= D4, i, f) K(x0,0)-n, akkor

Di, i, f(w0) = Di, (Ds,..i,_, [)(@o)
az f fliggvény i1, ...,1, valtozok szerinti r-edrendii parcidlis derivaltja xq-
ban. Ha iy =iy = --- =i, = k, gy
Diyf=Dy...Dyf

a k-adik valtozo szerinti r-edrendii ,,tiszta” parcialis derivaltat jeloli.

2) Mivel f' = (D1f,...,Dnf), igy a kétszeri differencidlhatésig fogalma
ekvivalens a kovetkezovel:

— 36 >0, hogy f differencidlhaté K (zg,d)-n,

— f’ differencidlhaté xg-ban.

f"(x0) = (f") (x0)-t f xo-beli masodik derivaltjanak nevezziik.

2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az

f=(fi,.--, fm) : D C R* — R™ filiggvény kétszer differencidlhaté az
xo € D pontban, ha az fi,..., f,, fliggvények kétszer differencidlhatok zq-
ban és

f (o) = (fi' (w0), - - -, frn(w0))-

3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R" — R fliggvény r-szer
(r > 2) differencidlhaté xzp-ban, ha
— 30 >0, hogy f r — 1-szer differencidlhaté K(xg,d)-n,
—aD;...D; f (1 <iy,...,i.—1 <n)r— l-edrendii parcidlis de-
rivalt fiiggvények differencidlhatok zg-ban.

Ez ekvivalens azzal, hogy 3 f("=1 z, egy kornyezetében és ez differencidl-
hato zg-ban.
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4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fiiggvény kétszer
folytonosan differencidlhaté x¢g € D-ben, ha a D;f,..., D, f fliiggvények
differencidlhatdk az xg valamely K (xg,d) C D kornyezetében és a

fliggvények folytonosak xg-ban.

Ez pontosan azt jelenti, hogy f differencidlhaté K (xg,d)-ban és f’ differen-
cialhato és derivaltja folytonos xg-ban.

(Hasonlbéan definidlhaté a fiiggvény r-szer folytonos differencialhatésiga is.)

»Gyakran” igaz adott fliggvényre, hogy Dy D;f = D; Dy f, vagyis az igyne-
vezett vegyes parcialisok megegyeznek, de van ellenpélda is.
Most egy elegendo feltételt adunk a vegyes parcidlisok egyenloségére.

1. Tétel (Young). Legyen f : D C R” — R az a € D pontban kétszer
differencialhato, akkor

DkDJf(CL) = D]Dkf(a)
V 1<k, j<n esetén.

Bizonyitds. A tételben szerepld parcidlis derivaltakat ugy szamitjuk, hogy
a véltozdk xy, és x; kivételével dllanddk, igy elegend6 csak

f: D cC R? — R tipust fiiggvényt tekinteni, mely kétszer differencidlhaté
az a = (xo,yo) pontban, és megmutatni, hogy

D1 D f (o, y0) = D2D1 f (20, yo)-
Tekintsiik a D nyiltsdga miatt 1étezo
(20,20 + h] X [yo,yo +h] € D (V2]h| < 6, K(a,d) C D)
négyzetet, és legyen

A(h) = f(l'o + h7y0 +h) - f(l'o +h7y0) - f(x()uyo +h> +f(l'0,y0) :
Megmutatjuk, hogy

. A(h . A(h

Lim }52) = D1D>f(x0,%0) A Lim h2) = D2 D1 f(x0,90)
is teljesiil, ami adja az allitast.
Legyen

F(x) = f(x,y0 +h) — f(z,v0), x € (20,0 + A,
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akkor egyrészt
A(h) = F(xzo+ h) — F(x0)

masrészt, mivel f differencidlhaté (xg,yo) egy kornyezetében, ha h ,elég
kicsi”, akkor F' differencidlhaté [xg, xg + h]-n és

F'(z) = D1 f(z,y0 + h) — D1f(z,90) -
Alkalmazva F-re [zg, zo+ h]-n az egyvaltozds Lagrange-tételt, kapjuk, hogy
3¢ = (xg+9h) € (xg,z0 + h)
A(h) = F(zg + h) — F(xg) = F'(xg + 9h)h =
= [D1f(xo + Ph,yo + h) — D1 f(xo + Fh,yo)]h
Ebbdl pedig, felhaszndlva Dy f (zg, yo)-beli differencidlhatésagat

A(h) = [D1f(x0,y0) + D1D1 f(x0,y0)0h + DaD1 f(x0,y0)h + wi—
=D f(x0,y0) — D1D1 f(x0,y0)0h — DDy f(x0,10) - 0 — wa]h =
= Dy D1 f (0, yo)h* + (w1 — wa)h

ahol 5 5
fimy T = i =
igy
;lzii% A};h) = DD f(xo,y0) + %12% e D2 D f(0,y0) -

A masik egyenl6ség, ugyanezen gondolatmenettel jon a

G(y) = f(xo + h,y) — f(x0,y), A(h) = G(yo + h) — G(yo)

kiindulédssal (el6bb az egyvaltozos Lagrange-tételt hasznalva G-re az
[Yo, Yo + h] intervallumon ,,elég kicsi” h-ra, majd Dy f (z0,yo)-beli differen-
cidlhatésagat).

Megjegyzés: A tétel altalanosithato f: D C R™ — R, xg € D-ben r-szer
differencialhato fiiggvényekre, ekkor

D;, . i, f(xo) = Dy, .. j, f(x0)

V (i1,...y0) AN (J1,.-..,Jr) r-tagl, természetes szamokbdl allé sorozatra,
melyek egymdasbol atrendezéssel keletkeznek (1 < iy, js < n).
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5. Definicié. Az f: D C R" — R™, zy € D-ben differencialhatoé fliggvény
xo-beli, az x — x¢ megvaltozashoz tartozo elsé differencialjan a

df (xo,x — z0) = f'(x0)(x — x0) (x —xo € D)
fliggvényt értjik. Ha h = x — xq, Ugy

df (wo, h) = f'(xo)h

az xg-beli, h megvaltozashoz tartozé elso differencidlja f-nek. Ez minden
olyan z-re értelmezhetd, ahol 3 f'(z), ekkor

df (z,h) = f'(z)h
f x-beli, h-hoz tartozo els¢ differenciélja.
Ham=1, x —xg =h = (hi,...,hy), akkor f z-beli, h-hoz tartozé elsé
differencidlja

df (z,h) = é Fur ()
alakd, ha 3 f'(x) = (fo,(z) ... fz,(2)).

6. Definicié. Legyen f : D C R® — R, zy € D olyan, hogy 3 f(") ()
(f r-szer differencidlhaté zo-ban). Ekkor d'f(x,h) = df(x,h) f x-beli, h-
hoz tartozé elsé differencidlja. Ha d"~!f(z,h) az f z-beli, h-hoz tartozé
(r — 1)-edik differencidlja értelmezett valamely K (xg,d)-n, akkor f zq-beli,
h-hoz tartozé r-edik differencialjan a rogzitett h mellett x fiiggvényeként
tekintett d"~1 f fiiggvény elsé differencialjat értjiik zo-ban, azaz

n

d" f(xo,h) = > (A" f)a; (x0)hi -

=1

2. Tétel. Legyen f : D C R"™ — R r-szer differencialhaté az xy € D
pontban, akkor

drf(xoa h) = Z fﬂfil Ty (xo)h’h s h’ir
i1yemrir=1
(ami r-edrendti forma az fy, . .., (o) egyiitthatckkal).

Bizonyitds. r = 1-re igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy x(¢ egy kornyezetében

n

dr_lf(ﬂl:, h) == . Z fmil...xir_l (x)hzl cee hir_l )

11,...,2'7«,1:1
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ekkor

n

d" f(wo, h) = 32 (d" 7' f)a, (w0, h)hi =

=1

= Z < Z fmil-nwi?ﬂ_lxi (xo)h'il SR hirl) h; =
=1

? 21 yeeeylp—1=1
n
= Z fxil B (x())hil e h’ir
21 4eee,2p=1

kovetkezik, ami adja indukciéval az allitast.
Hasonléan bizonyithato a kovetkezo:

3. Tétel. Ha f : D C R™ — R r-szer differencialhaté D-n, akkor az
F(t) = f(x+th) fiiggvény minden olyant € R-re, amelyre x+th € D, r-szer
differencialhato és

FU\(t) = d"f(z + th, h).

Bizonyitds. r = 1-re
F'(t) = f'(x +th) - h=d" f(z +th,h).
Tegytik fel, hogy (r — 1)-re igaz az allitas, akkor

FO(0) = (FO-Dy(p = W )

VY geeny ’L‘r,1:1

=y ( Yo fu s a (T th)Ry, ...hir1> h; =d" f(z + th,h).
i=1

4. Tétel (Taylor-formula). Legyen f: D CR" - R, x € D és f (r+1)-
szer differencidalhato az [z, x + h] C D szakaszon, akkor 3 6 € (0,1), hogy
df (z, h) d"f(xz,h) d"f(z+0h,h)

1! d (r+1)!

(TF)  flz+h) = f(x)+
Bizonyitds. Tekintsiik az
F:[0,1] - R, F(t) = f(x +th)

figgvényt. F' a f (r + 1)-szeri differencidlhatésaga miatt (r + 1)-szer diffe-
rencidlhaté és az elobbi tétel miatt

(%) FOW) =d'f(x+th,h) (i=1,...,r+1)
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vVt e |0, 1]-re.

fgy F teljesiti az egyvaltozos Taylor-tétel feltételeit, ezért to =0 A t =1
esetén 3 6 € (0,1), hogy

F'(0) F)(0) FU+1)(g)

1 L 1" —17”—}—1
TR A R i s TRE
ami (x) miatt adja a (TF)-et.

F(1) = F(0) +

7. Paraméteres integral differencialhatésaga

Definicié. Legyen D C R”™ nyilt halmaz, [a,b] C R zért intervallum és
f: Dxla,b] — R folytonos fliiggvény. Ekkor barmely rogzitett x € D esetén
at— f(x,t) (t € [a,b]) fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhaté. A

o(r) = ff(sc,t)dt (x € D)

szerint értelmezett ¢ : D — R fliggvényt az f fliggvény paraméteres in-
tegraljanak nevezziik.

Fontos az alabbi:

Tétel.

a) Az f: D x [a,b] — R fiiggvény ¢ : D — R paraméteres integralja is
folytonos fiiggvény.

b) Ha a D x [a,b] halmazon léteznek a D;f (i = 1,...,n) parcidlis
derivaltak és folytonosak, akkor o folytonosan differencialhato D-n
és

(%) D;o(z) = [D;f(x,t)dt (i=1,...,n; z €D).

Bizonyitds.
a) Legyen zo € D tetszOleges és K(xg,r) olyan kornyzete xo-nak, hogy
lezartja K (xzg,r) C D (ilyen nyilvan létezik). Az f fliggvény egyenletesen
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folytonos a K(xg,r) X [a,b] kompakt halmazon, azaz

Ve>036>0, Vu,ve K(xg,r) X [a,b] N |lu—v]|<d =

— | f(w) — f(v)] < —

bh—
fgy, ha 0 < § < r, akkor

5
b—a '’

Vitela,b N xe K(xg,d) = |f(z,t) — f(zo,t)] <

kovetkezésképpen V x € K (xq,d) esetén

b

Jf(a,t) = flxo,t)dt

a

b
lp(x) — @(z0)| = < [1f(z,t) = f(zo,t)|dt <e

ami adja ¢ folytonossagat xg-ban. Loy p folytonos fiiggvény.
(x) teljesiiléséhez, D;p definiciéja miatt azt kell belatni, hogy

b

90($+ Sei) _ 90(1') - fDif(x,t)dt] —

(o) lim :

s—0

a

= lim [f (l(f(:v—l—sei,t) — f(z,1)) —Dif(m,t)> dt] =0.

s—0 a S

9(2) = f(x + zei,t) (2 [0,5])

figgvényre alkalmazva az egyvaltozds Lagrange-tételt kapjuk, hogy
36 € (0,1), hogy

Yos) — (0] = (7l + ses 1) — f(,) = Dif(x + Bser ).
D, f folytonossaga miatt

Ve>036>0, VseR, |s|]<i =
= |Dif(z +0se;,t) — Dif(z,t)| <

€
b—a
és gy

Jq(Dif(x + 0se;,t) — D;f(x,t))dt| < e,
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ami adja (o)-t.
D,y folytonossdga () miatt a tétel a) részébdl adddik.

8. Lokalis szélsoérték

Ismeretes a kovetkezo: akkor mondjuk, hogy az f : D C R™ — R fligg-
vénynek az xo € D pontban lokalis maximuma (minimuma) van, ha 3§ > 0,

hogy
Ve K(zg,6) = flz) < f(zo) (f(z) = f(0))-

Az egyvialtozés esethez hasonléan igaz a kovetkezo:

1. Tétel (a lokdlis szélsGérték 1. sziikséges feltétele).
Ha f: D CR" - R, zg € D (nyilt), f differencidlhaté xo-ban és f-nek
lokalis szélséértéke van xg-ban, akkor f'(xq) = 0.

Bizonyitdas. Ha f-nek lokalis szélséértéke van zo-ban, akkor 3K (xg,d) C D,
hogy

f(x) < flzo) (f(z) = f(z0)) V€ K(x0,6),
igy ha e (||e| = 1) tetszOleges R™-ben és |t| < d, akkor

f(xo +te) — f(xo) <0 (> 0),
igy f xo-beli differencidlhatésaga miatt a 3.1. tétel adja, hogy
flzo+te) — f(xg) [ £0(>0), hat—0+0
{zo(gm,lthO—o,

ami csak ugy lehetséges, ha f'(zg)e = 0, melybdl e tetszbleges volta miatt
jon, hogy f'(xo) = 0.

f'(z0)e = D, f(xp) = lim

t—0 t

2. Tétel (a lokalis széls6érték 2. sziikséges feltétele).
Ha az f: D C R" — R fiiggvénynek lokalis széls6értéke van xq € D-ben és
3 fu,(x0), akkor f,, (zo) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek xg-ban lokalis szélsGértéke van, ugy a
o(t) = f(zo1,. ., Toi—1,t, Toit1s- -+ Ton)

fliggvénynek is t = xg;-ben, igy f.,(xg) = ¢'(z0;) = 0.
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A 6. fejezet 2. tétele r = 2 esetén adja, hogy az f: D C R™ — R fiiggvény
xo-beli h = (hq,..., hy)-hez tartoz6 2. differencidlja, ha 3 f”(z)

d2f($0,h) = ﬁé j}iwj(xO)hihja

ij=1

ahol a Young-tétel miatt f... (o) = fo 2, (T0) is teljesiil. A méasodik diffe-
rencidl tehat ekkor a h;-k kvadratikus forméaja. Linearis algebrabdl ismert,
hogy egy

q(hy,...,hn) = > ai;hih; (aij = aji)

1,j=1
kvadratikus forma

— pozitiv definit, ha ¢ > 0V h = (hy,...,hy) # (0,...,0),
— negativ definit, ha ¢ <0V h = (hy,...,hy) # (0,...,0),
— indefinit, ha felvesz pozitiv és negativ értékeket is.

Tovabba — Sylvester tétele szerint — egy kvadratikus forma <= pozitiv,
illetve negativ definit, ha a

ail ... QA1n
A, =

an1 oo Apn

ailr ai2

Z&lzz ail Z& =
Y 2
az1 as2

ugynevezett bal fels6 sarokdeterminansok pozitivak, illetve valtakozva ne-
gativak és pozitivak.

Ezen fogalmak, a Taylor-tétel és a differencialhatosag definicidja alapjan
bizonyithato a kovetkezo:

3. Tétel (a lokalis széls6érték elegendd feltétele).

Ha az f : D C R® — R fiiggvény kétszer differencialhato az ro € D
pontban, tovabbd f'(xg) = 0 és d*f(xo, h) pozitiv (negativ) definit, akkor
xo-ban f-nek szigori lokalis minimuma (maximuma) van.

Bizonyitds. Elegendd a minimum esetét bizonyitani (hiszen a maximumnél
csak — f minimumét kell tekinteni). A szigord lokalis minimum definicidja
szerint azt kell belatni, hogy

3 K(20,9), f(zo+h)— f(zo) >0 (0 <|n]] <6).
3 f"(x9) = 3 K(x0,01) C D, hogy f differencidlhaté K(xg,d1)-en,
igy az [xo,xo + h| szakaszon is, ha ||h|| < d;. Alkalmazhaté tehdt f-re a

28



Taylor-tétel az [z, xg + h| szakaszon r = 0 mellett, igy 3 6 € (0,1), hogy
||| < 01 (h = (h1,...,hy)) esetén

(T)  flwo+h) — fxo) = df(zo + Oh, h) = é fou (0 + OB By

teljesiil. Ha ¢; olyan kicsi, hogy f”(z¢) 1étezése miatt differencidlhaté
fo, (i=1,...,n)-re (a 2. fejezet 2. tétele szerint)

foi(xo 4 0h) = fu,(z0) + (f2,) (x0)0h + wi(h)||h| =
= (fz,) (x0)0h + wi(h)||h] = 9% foiw; (o) hy + wi(R)[R]|

j=1
ha ||h|| < 01 (ahol felhasznaltuk azt is, hogy f'(xo) = 0, illetve
fo,(x0) =0 (i=1,...,n)), és ]}Lin%wi(h) =0(i=1,...,n) is teljesiil.

fu, (o +0h) (i=1,...,n) elébbi alakjat (T)-be helyettesitve:

M:

f(zo +h) = f(xo) =0

2 fuiw; (xo)hihj + ;wz‘(h)\!h\!hi =

15=1

n o hi hy hi ,
R I Z%(Nm]“M

1

:Pq@m@+§§%mmﬂwm2
ahol

u = (u Up) = fu fon
I N T R T

ésigy Jul| =1ésu; <1 (i=1,...,n) is teljestl.
A fenti egyenl6ség jobboldalan:

— A d?f(xo,u) egyrészt az ||ul| = 1 altal definidlt egységgdombon értelme-
zett, folytonos fiiggvénye u-nak és a tétel feltételei miatt d?f(zo,u) > 0
teljesiil. Az egységgdmb kompakt halmaz R"-ben, igy d?f(xq, u) felveszi
m > 0 minimumét, azaz d?f(xg,u) > m > 0;
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— limw;(h) =0 A |u| <1 (i=1,...,n) miatt

—0

1 n
}ILIH%)EZWZ(}L)UZ =0 = 4 K(l’o,(S) C K(Qﬁo,(sl),
- =1

12 m
S Ewtu] <5 (nl <o)
=1
E két tényt felhasznalva kapjuk, hogy
m m
flwo+h) = flwo) = (m = 5 ) 0lInlI2 = SolhI* >0 (Il <3, h+#0),

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzések:

1) A tétel feltételei mellett A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigoru lokalis
minimuma, (—1)’A; > 0 (i = 1,...,n) esetén szigoru lokalis maximuma
van f-nek xp-ban.

2) Ha d?f indefinit, akkor az el6bbi bizonyitds mutatja, hogy f-nek nincs
szélsbértéke xo-ban (az adott feltételek mellett).

9. Inverzfiiggvény-tételek

A 4. fejezet 3. tétele utan megjegyeztiik, hogy egy differencialhaté
f:D CR" — R" (D nyilt) fiiggvény differencialhaté inverzének létezéséhez
sziikséges, hogy f’(r) métrixa nem szinguldris, ami a linedris algebrabdl
tanultak szerint azt is adja, hogy det f/(z) # 0.

Megmutatjuk, hogy folytonosan differencialhaté fiiggvények esetén a fel-
tétel — legaldbbis lokalisan — elégséges is.

1. Definicié. Az f: D C R" — R" leképezést (fiiggvényt) reguldrisnak
nevezziik, ha folytonosan differencialhato és

Dyfi(z) ... Dpfi(z)
det f'(x) = : : #0 (x e D).
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2. Definicié. Az f : D C R™ — R"™ leképezést (fliggvényt) lokélisan
invertdlhaténak nevezziik D-n, ha V xg € D esetén 3 K(xo,7) C D, hogy
fli(zo,r) (f leszilikitése K (xo,r)-re) invertalhaté fiiggvény.

1. Tétel (a lokalis invertalhatésag elegendd feltétele).
Legyen f : D C R™ — R" reguldris leképezés (fiiggvény), akkor lokdlisan
invertalhaté D-n

Bizonyitds. Legyen xg € D tetszoleges.

Azt kell megmutatni, hogy 3 K(zo,7) C D, hogy a f|k(s,,r filggvény
invertalhaté. Ez teljesiil, ha V z,z + h € K(xg,7) esetén f(x + h) = f(x)
adja, hogy h = 0 (14sd Analizis 1., I/3. fejezet, 1. tétel).

Tekintsiik a

Difi(y1) - Dnfi(yr)
2
K:D"CcR" —R K(yi, . yYn) =
Difo(yn) - Dnfu(yn)
fliggvényt, mely nyilvdn a determindns elemeinek polinomja, igy (a D;f;
fliggvények folytonossidga miatt) folytonos az (xg,...,x9) € D™ helyen,

tovabba K (zo,...,x) = det f'(zp) # 0, ami (a jeltartdsi tétel miatt) adja,
hogy 3 K(xg,7r) C D, hogy
K(yi,...,yn) #0, VY, Yn € K(xo,7).

Ha z,x + h € K(xo,r) C D tetsz6legesek, akkor f = (f1,..., fn) differen-
cidlhatosdga miatt V f; : D — R komponens fliggvény teljesiti az 5. fejezet 1.
tételének (az 1. kozépértéktétel) feltételeit, igy 3 ¢; € (x,x+h) C K(zo,r),
hogy

fi(z+h) — fi(z) = éDJ;-(q)izi G=1,....n)

teljestl.
Ha f(z + h) = f(x) akkor az ut6bbi egyenléségek adjak a

épﬁ#ﬂ%zo (Gj=1,...,n)

homogén linearis egyenletrendszert hq, ..., h,-re, melyek determinansa
K(ciy...yen) #0,igy hy =+~ =h, =0 = h=0.
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2. Tétel (az inverz fliggvény folytonossaga). Haaz f : D C R" — R”
fiiggvény (D nyilt) reguldris és kolcsonosen egyértelmii D-n, akkor

a) f(D) nyilt R™-ben;

b) az f fiiggvény g : f(D) — D inverz fiiggvénye folytonos.

Bizonyitds.

a) Azt kell belatni, hogy V yo € f(D) esetén 3 K (yo,9) C f(D) (VYyo € f(D)
belsé pont). D nyiltsdga miatt 3 Q C D zart téglalap, hogy
2o = [ (yo) € Q° (Q° a Q belseje).
A @ halmaz Bd Q-val jelolt hatara kompakt R™-ben, igy f folytonossaga
miatt f(Bd @) is kompakt R™-ben.
f kolecsonodsen egyértelmi D-n, igy f(BAQ) Ny = 9, ezért f(BdQ)
zartsdga miatt 3 6 > 0, hogy K(yo,20) N f(BdQ) = @.
Meg kell mutatni, hogy V y € K(yo,d)-hoz 3 z* € Q, hogy y = f(z*)
(mert akkor K (yo,d) C f(D) is igaz).
Adott y € K(yo,0)-ra legyen

n

O(x) = || f(x) —yl* = 3 (ful@) — y)*

k=1
¢ folytonosan differencidlhato, valos értéki fliggvény, igy létezik mini-
muma a ) kompakt halmazon. Vegye fel ezt az x* € @)-ban. Megmu-
tatjuk, hogy f(z*) =y.
Ha y € K(yo,9), akkor @(x¢) = ||f(z0) — yl|*> = |ly — wol* < 62, {gy
Hgngﬁ < 62,
Mésrészt V x € BdQ-ra f(z) ¢ K (yo,29), igy ®(z) = ||f(z) — y|* > 62,
igy @ minimumat Q°-ban veszi fel. Ekkor ®-nek z*-ban lokdlis mini-
muma van, ezért ¢’ (z*) = 0.
@ definiciéjabol

D;b(x) = ég(fk(:c) D) G=1,....n)

kovetkezik, igy
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n

#(0) = ( £ 2000 - WD (o). E2hla) - WIDufi(2) ) =

k=1
Difi@) ... Dufi(a)
=2((f1(z) = 1) - (fnlz) —yn)) : : =
=2((f1(x) —w1) .- (fn(@) = yn)) [ (2).
A @' (z*) = 0 egyenlet tehat a

2((f1(z™) —y1) ... (ful@™) —yn)) f'(2") = 0
matrix egyenletet jelenti. A feltételek miatt f’(x*) nem szinguléris, igy
f(x*) —y =0, azaz f(z*) =y.
b) g = f~': f(D) — D folytonos, ha V U C D nyilt halmazra V = g~ (U)
nyilt f(D)-ben. De V = g~ 1(U) = (f~1)"Y(U) = f(U), igy az a) részt
az U C D nyilt R™-beli halmazra alkalmazva — V = f(U) C f(D)
nyilt R"-ben és igy f(D)-ben.

3. Tétel (az inverz fiiggvény regularitiasa). Haaz f : D C R" — R"
fiiggvény (D nyilt) reguldris és kolcsonosen egyértelmii D-n, akkor a
g: f(D) — D inverz fiiggvénye reguldris.

Bizonyitds.

— El6szor azt mutatjuk meg, hogy a g = (g1, ..., gn) fliggvény differencisl-
haté ¥ yo = (Yo1,-- -, Yon) € f(D) pontban.
Legyen z¢g = g(yo) € D. f = (f1,..., fn) differencidlhaté zg-ban —
vV f; komponens fliggvénye is, igy d w; : D — R (i = 1,...,n), hogy
wi()

lim =0 és

A T — o]

(+) Filo) = filwo) = 32 D filwo) (o — 05) + (o) =
j:

- jil Djfi(xo) + wi(ﬁ(iﬁjxgnﬁoj) (x; —x0;) = é:lf;}(x)(xj — Zoj),
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ahol az

D, (o) + wi(z) (25 — ij)’ (x £ o)
| — zol]?

Dj fi(wo), T =2

szerint definidlt fiiggvény folytonos xg-ban (ahogy ez konnyen lathato).

Ha y = (y1,...,yn) € f(D) tetszOleges, akkor (x)-bdl az z = g¢(y)

helyettesitéssel ((y1,-..,un) =y = f(9(y)) = (f1(9(¥));-- -, ful9(y))))

v~ v = X L5000l 0) ~ g,w)]  (=1...m)

egyenletrendszer adddik a g;(y) — ¢;(vo) (7 = 1,...,n) ismeretlenekre,
melynek determinansa:

M(y) = det( £ (9(y)))

A g fiiggvény yo-beli és az f;; fliggvények zo-beli folytonossiga miatt (a
determinans definicidja alapjan) az M fliggvény folytonos yo-ban és

fii(9(yo)) = fi;(x0) = Dj fi(zo)

nxn

miatt

M (yo) = det f'(z0) # 0

(utébbi f regularitdsa miatt). Igy 3 K (yo,r), hogy M(y) # 0, ha
y € K(yo,7), ezért (a Cramer-szabdly miatt)

B0 - aiw) = T = L)

ahol M, (y) az M(y) determindnsbdl gy keletkezik, hogy j-edik oszlopat
kicseréljiik az
Y1 — Yo1

Yn — Yon

oszlopra, a tobbi valtozatlan marad. Fejtsiik ki M, (y)-t ezen oszlop sze-
rint, ugy

() gj<y>—gj<yo>:_é)g;my)(yi—ym) G=1,....n),
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ahol g;;(y) az M(y) egyik aldetermindnsanak és M (y)-nak a hdnyadosa,
igy folytonos fliggvénye y-nak yg-ban.

(0) az }

wi(y) = > [95;(w) — 955 (wo)] (i — voi)

=0

valasztassal a
gj(y) - gj(yo) = Zlg;j(yo)(yz' — Yoi) -l—wj(y) (j=1,...,n)

alakba irhato, ahol
. wi(y) oo Yi — Yoi

i 20— 8 im0 iy o) =2 | <0,

v=vo [ly —woll  Ztv—wo ! ’ 1y — yoll
ami adja V g; és igy a g = (g1, - .., gn) fliggvény yo-beli differencialhato-
sagat.
Most belatjuk, hogy g folytonosan differencidlhaté. Korabban belattuk,
hogy ha f-nek létezik g differencidlhaté inverze, akkor V y € f(D)-re

—1
g9'(y) = [f’(g(y))} :
igy a ¢’ fiiggvény harom fiiggvény Osszetétele:

o) % p L LRy L LR RY),

ahol 7 minden nem szingularis matrixhoz az inverzét rendeli.
/" a feltétel szerint, g az el6zd tétel miatt, Z pedig azért folytonos, mert
ha A egy n X n-es, nem szinguldris matrix, ugy A~! = (bij)nxn’ ahol
(—1)j+i det Ajz'

det A ’
fgy az [f'(x)]~! métrix elemei folytonos fiiggvények (det f'(x) # 0 és f
folytonos differencidlhatésaga miatt). Mindez adja ¢’ folytonossagat.
detg'(y) #0 (Vy € f(D)) abbdl kovetkezik, hogy f’ nem szinguldris, igy
inverze sem, azaz ¢’ sem.

bij =

Az el6z6 harom tétel eredményeinek Osszefoglalasa a kovetkezo:

4. Tétel (inverzfiiggvény-tétel). Ha az f : D C R" — R"™ fiiggvény a
D nyilt halmazon regularis, akkor lokalisan invertalhato és a lokalis inverzek
regularisak, azaz ¥V xoy € D esetén 3 U és V nyilt részhalmaza R™-nek, hogy
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xg €U C D, f(U)=1V, tovdbb4 f kolcsonosen egyértelmii U-n, a g = f~!
fiiggvény folytonosan differencidalhaté V-n, és det g’ # 0 V-n.

Bizonyitds.

Az 1. tétel adja f lokdlis invertalhatésagat D-n, igy V xg € D esetén létezik
K (z9,9) = U C D nyilt halmaz, hogy f kolcsonosen egyértelmit U-n. A 2.
tétel miatt az f(U) = V halmaz nyilt R"-ben, mig 3. tétel miatt a g = f~!
lokalis inverz reguléris V-n.

Megjegyzések:

1) Az f: D C R" — R" fiiggvény lokalis invertdlhatésagat ugy is fogal-
mazhatjuk, hogy az y = f(x) egyenlet, illetve az

Yy = (y17~~~,yn) = (fl(xla-")xn)a'--vfn(mlw")xn)) :f(ﬂf)
miatt adédo
yi = fi(x1, ..., xp) (i=1,...,n)

egyenletrendszer megoldhaté xz1,...,x,-re az y,...,y, figgvényében (ha
YV xg € D-re x és y az xq és yo = f(xg) elég kis kornyezetében vannak).

2) Az 1-4. tételek bizonyitasa mutatja, hogy igazak a kdvetkezd tételek is:

1.* Tétel. Ha az f : D C R™ — R"™ folytonosan differencialhaté fiiggvény
olyan, hogy 3 xg € D, hogy det f'(x¢) # 0 (azaz f'(x¢) nem szinguldris),
akkor 3 K (xg,r), hogy f invertalhaté K (xq,r)-en.

4. Tétel. Ha az f : D C R" — R" folytonosan differencialhato fiiggvény
olyan, hogy 3 xo € D, hogy det f'(xg) # 0 (azaz f'(x¢) nem szingularis),
akkor 3 U = K(xo,0d) hogy f kolcsonosen egyértelmii médon képezi le U-t
egy V' C R™ nyilt halmazra (azaz invertalhaté U-n) és az inverz fiiggvénye
folytonosan differencialhaté V -n.
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10. Implicit fuggvények.

Definicié. Legyenek D, C RF és Dy C R” nyilt halmazok és
fz(fl)"'yfn):D:Dl XD2 CRk+TL—>Rn

adott fliggvény (fiiggvényrendszer).
Ag=(g1,-..,9n) : D1 — R" fiiggvényt (fiiggvényrendszert) az

(1) fla,y) =0 (= (z1,...,2%), Y= (Y1, Yn))
egyenlet (illetve az

(1) filx1, o Tk Y1y -y Yn) =0 (i=1,...,n)
egyenletrendszer) megolddsdnak nevezziik, ha

(2) flz,g(x)) =0 (z € D)

teljesiil. Ekkor a g = (g1,...,9n) fliggvényt (fiiggvényrendszert) az (1)
egyenlet dltal adott implicit fiiggvénynek (fiiggvényrendszernek) szokés ne-
vezni.
(Ha k = n = 1, gy az f és a g fiiggvény f : D C R? — R, illetve
g:D; C R — R tipusi.)
Fontos kérdések:

— Mikor létezik implicit fiiggvény?

— Mit mondhatunk (alkalmas feltételek mellett) az implicit fiiggvény

differencidlhatésagarol?

Jelolések:
— Ha f=(f1,...,fn) : D C R™ — R"™ differencidlhaté, ugy

f/;g; a(flvvfn)
S0 O(x1,...,Tm)

~ Ha f: D CR™ R (D= D; x Dy nyilt), akkor

fl:l% g_;;:| (xz(xlavxk)vy:(ylvvyn))

Megjegyzés: Az implicit fiiggvény meghatarozasanal egy n egyenletbdl
allé k 4+ n ismeretlenes egyenletrendszert oldunk meg ugy, hogy az utolsé n
ismeretlent fejezziik ki az els6 k-val (az egyszeriiség kedvéért).
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1. Tétel. Legyen f : D = Dy x Dy C R¥™ — R"™ (D; és Dy nyilt)
differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik az (1) egyenlet &ltal
adott (2)-t teljesité g : D1 — R™ differencialhaté implicit fiiggvény. Akkor

of

of o

(1) S 9(a) + 5 (. g(a) g (0) =,

: of o o

illetve ha a 3 n X n-es matrix nem szinguldris az (x, g(x)) pontban, akkor
oy [Of “of

(D2) /@)=~ | L woen]  Hagta)

teljestil.
Bizonyitdas. Ha létezik differencidlhato g, ugy legyen
hoH:Dy — R h(z) = (2,9(x)),  H(z) = f(h(z)) = f(z,g(x)),

akkor egyrészt H(x) = 0 (x € Dy) mésrészt (az Osszetett fiiggvény differen-
cidlasi szabalya miatt):

0= #'(a) = (1) ' 0) = | (hio) o] - )| =
= Doyt + Lo gt g @

0
azaz (ID1) teljesiil. Ha pedig —f(cc,g(:c)) nem szinguléris, ugy (ID1)-et

dy
of - , e s .
a—(a:, g(x)) -gyel balrdl szorozva, rendezés utan kapjuk (ID2)-t is.
Y

2. Tétel (implicitfiiggvény-tétel). Legyen f : D C R¥*" — R™ olyan

0
folytonosan differencialhaté fiiggvény, hogy 3 (a,b) € D, det 8—f(a, b) # 0
Y

0
(azaz a—f(a, b) nem szinguldris). Akkor 3 K(a,r) C R¥ és egy egyértelmiien
)
meghatdrozott, folytonos g : K(a,r) — R"™ fiiggvény, hogy g(a) = b és
f(z,9(x)) =0 (x € K(a,r)) (azaz az (1) altal meghatdrozott, (2)-t teljesits
implicit fiiggvény K (a,r)-en). Tovabba g folytonosan differencialhato.

Bizonyitds. Az adott feltételek mellett legyen
F:DCRM" SR F(z,y) = (2, f(z,y)),
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akkor egyrészt

Iy 0
Pl o
or 0Oy
.y . R ) of .
masrészt (ahogy ez kénnyen ellendrizhetd) det F’ = det 0 &Y
Y
det F'(a,b) = det ?(a, b) #0
Y

(azaz F'(a,b) nem szingularis), végiil

F(a,b) = (a, f(a,b)) = (a,0)
is teljestl.
F folytonosan differencidlhaté D-n, igy az elébbiek miatt teljesiti az el6zo
paragrafus 4. tételének feltételeit, igy 3 U = K((a,b),d) C RFt™ nyilt
kornyezet, hogy
— az F figgvény U = K((a,b),d)-t kolesonosen egyértelmiien képezi
le egy V C RF*™ nyilt, az (a,0) pontot tartalmazé halmazba,
— az F fuggvény GG : V — U inverz fliggvénye folytonosan differencidl-
hato.

Ekkor F' definiciéja miatt (x,y) = G(z, f(x,y)), ami adja, hogy G az els6 k
valtozét valtozatlanul hagyja (ahogy F' is), ezért 3 h: V — R” folytonosan
differencialhato fiiggvény, hogy

G(z,2) = (z,h(z,2))  (z€R" yeR").
Megmutatjuk, hogy 3 K(a,r) C R¥, hogy a
g(z) = h(x,0) (x € K(a,r))
fliggvény a keresett implicit fiiggvény.
Legyen K(a,r) C R¥ olyan, hogy K(a,r) x [(0,...,0)] C V (ez létezik V
nyiltsédga és (a,0) € V miatt).
Ha x € K(a,r), ugy (z,0) € V = G(z,0) = (x,h(x,0)) és igy (mivel G
az I inverze)
(z,0) = F(x,h(x,0)) = (z, f(x, h(x,0))),
ami adja, hogy

0= f(z,h(z,0)) = f(z,9(x))  (z € K(a,r))
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és
(a,b) = G(a,0) = (a, h(a,0)) = (a, g(a))
miatt g(a) = b teljesiil. Tovabba — definicidja miatt — g folytonosan diffe-
rencialhato.
Végiil g egyértelmiisége abbdl jon, hogy ha g; és gs is implicit fiiggvény,
akkor f(x,g1(x)) = f(z,g2(x)) teljesiil, ami F' definicidja miatt adja, hogy
F(z,g1(2)) = (z, f(z,91(2))) = (@, f(x, 92(2))) = F(x, g2(x))

melybol F' invertalhatosdga miatt

91(x) = g2(z) (v € K(a,7))
kovetkezik, azaz hogy g1 = go.

11. Feltételes szélsoérték

Definicié. Legyen f: D C R - R, h = (hy,...,h,) : D — R". Az f
fiiggvénynek az o € D (D nyilt) pontban a

hMz)=0  (hi(z) =+ = hn(z) =0)
feltétel mellett feltételes lokalis szélsGértéke van, ha
= h(zo) =0 (hi(zo) = -+ = hn(z0) = 0)

~36>0,VaeK(x,6) A hx)=0 flx)< f(zo) (f(x) > f(z0))

teljesiil.

Tétel (a feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen
f:DcCR" -~ R h=(hy,...,h,) : D — R". Ha az f fiiggvénynek
az vo € D (D nyilt) pontban a h(x) = 0 feltétel mellett feltételes lokélis
szélsoértéke van, tovabba f és h folytonosan differencialhatok az xy egy
kérnyezetében, akkor

— vagy a (Dj h; (330)) matrix minden n-edrendii aldetermin&an-

nX(k+n)
sa zérus

—vagy 3\ € R (i =1,...,n) szamok, hogy a

F:D—R, F(z)=f(z)+ _:Zn:lAihi(x)
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fiiggvény minden parcialis derivaltja zérus xo-ban, azaz

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a
(l)‘7 hz (3]0))

matrixnak létezik egy n-edrendii nem zérus aldeterminansa.

Feltehetjiik, hogy az, amelyet az utolsé n oszlopbdl alkothatunk. A h
fiiggvény teljesiti az implicitfiiggvény-tétel feltételeit, igy a h(x) = 0 egyen-
letrendszer megoldhaté az utolsé n valtozodjara, azaz

3 K(QZOl,...,.I'Ok,(S) = K(fo,é) C Rk és g = (gl,...,gn) . K(fo,(s) — R"
fiiggvény, hogy

nXx(k+n)

(1) hzy,...,ze,q1(x1, .y xk), -y gn(@1, ..., xk)) =0
((z1,...,2,) =T € K(Tp,0))

és folytonosan differencialhato.

Legyen G : K(Tp,6) — R, G(T) = f(T,91(T),...,9n(T)), akkor G differen-

cidlhat6 és az Ty € R¥ pontban kozonséges szélséértéke van, igy

(2) DjG(To) = D;f(wo) + lewf(xo) Djgr(To) =0 (j=1,...,k)
Miésrész (1)-bol kapjuk, hogy

Djhi(xO) + ZDk—i—rhi(mO) ' ngT(EO) =0 (7' = 17 cee N .] = 1)’ . wk)a
r=1

illetve itt rogzitett j mellett az i-edik egyenletet \; € R-rel szorozva és
osszegezve

(3) 2_AiDjhi(wo) + > Ai - Diyrhi(zo) - Djgr(To) =0 (j=1,...,k)
i=1 i=1 r=1
Ezutan (2)-t és (3)-at rogzitett j mellett Gsszeadva
Djf(zo) + > AiDjhi(wo)+
i=1
+ > D;gr(To) | Ditr f(x0) + D XiDypyrhi(zo)| =0
r=1 i=1

adodik 7 =1,...,k esetén.
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Valasszuk A1, ..., \,-t Ugy, hogy
(5) Diyr f(wo) + > AiDigrhi(xo) =0 (r=1,...,n)
i=1

legyen. Ez lehetséges, mert (5) egy inhomogén linedris egyenletrendszer
A1,y Ap-re, melynek determindnsa det(Dy1rhi)nxm # 0 a feltevés szerint,
igy létezik megoldédsa. Ezen A1,..., A, valds szamokkal (4)-bél

Djf(zo) + > AiDjhi(zo) =0  (j=1,...,k)
i=1
kovetkezik, ami — (5)-tel egyiitt — adja, hogy a

n
F=f+> \ih;
i=1
fliggvény minden parcidlis derivaltja zérus xg-ban, és ezt kellett bizonyitani.

Megjegyzés. A tétel szerint a lehetséges feltételes széls6érték helyek meg-
hatarozasahoz a

=1

k+2n egyenletbdl all6 k + 2n ismeretlenes (21, ..., Tkin, A1, - -, An) €gyen-
letrendszert kell megoldani.
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1. Feladatsor

1) Szémitsa ki az aldbbi fliggvények parcidlis derivaltjait:

fi(z,y) =a* +yt — 42y’ ((z,y) € R?);
folz,y) = log(x2 + y2) (:(:2 + y? # 0);
f3(x,y) = arctg (%) ((z,y) € D =7);
falr.y) = aretz ((2,y) € D =7)
[5(z,y) = \/m2—Ty2 (2% 4+ y* # 0);
fo(z,y) =z -sin(z +y) ((z,y) € R?);
2
frl(w,y) = y"” (y # 0);

1

fS L,Y,%2) =
( ) Vvt +y? + 22

(2% +y* + 22 #0);

z
T
f9(x7yvz) = <§) ($,y,Z > O)a
fl()(xay)z) :xyz (a:,y,z>0);
fll(xay7z):x% (x,y,z>0).

2) Bizonyitsa be, hogy az
1
F0.00=0. f@y) =@ +y)-snm—s  (@yeR)

szerint értelmezett fliggvény a (0,0) pontban parcidlisan differencidlhaté,
illetve differencidalhato.

1 1
3) Szémitsa ki az f(x,y) = 2% +y? ((z,y) € R?) fiiggvény e = (ﬁ’ E)

iranymenti derivaltjat.
4) Milyen e iranyhoz létezik az f(z,y) = ¥zy ((x,y) € R?) fiiggvénynek a
(0,0)-ban irdnymenti derivaltja?

5) Legyen f : R? — R, f(z1,22) = 2172, széamitsa ki f irdnymenti de-
rivaltjat az a = (a1, az) pontban az e = (1,0) vektor szerint.

6) Legyen f:R"™ — R™ f(x) = B-x+b, ahol B egy m X n-es métrix és
b € R™. Bizonyitsa be, hogy f differencidlhaté és f'(x) = B.
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7) Legyen

x2y

Fay) = 2142 (z,y # (0,0)) .
0 (z,y) = (0,0)

Bizonyitsa be, hogy f-nek (0,0)-ban 1étezik barmely irdnymenti derivalt-
ja, de nem differencialhaté.

8) Milyen e-re létezik Def(0,0)7 Létezik-e Dy f(0,0) és D2 f(0,0)? Differen-
cidlhaté-e f (0,0)-ban? Folytonos-e f (0,0)-ban? Ha:

- JO.0=0, [y = s (@) £ (0,0)
$2y2
- JO0)=0, J(y) = e (50) £ (0,0)
3
- JO.0=0, Jy) = o (@) £ (0,0)

- fla,y) = |zylz .
9) Mely pontban differencidlhaté az

f(x1, 29, 23) = \/a:% + 222 + 323 ((z1, 20, 23) € R?)
figgvény?

10) Bizonyitsa be, hogy az f(z,y) = |zy| fliggvény differencidlhaté (0, 0)-ban,
de nem folytonosan differencialhaté (0,0) barmely kornyezetében.

11) Bizonyitsa be, hogy ha f : D C R™ — R olyan, hogy barmely D, f létezik
és xg egy kornyezetében korlatos, akkor f folytonos xzg-ban.

12) Létezik-e D, f(0,0) ha
F0.00=0,  f@9) = s @) £ 0.0,

13) Bizonyitsa be, hogy Dy, f = Dy f, ha f-et a kovetkez6 képletek valame-
lyike értelmezi:

f(z,y) = 2 — 22y — 3y ; fx,y) :arccos\/E .
Y
14) Bizonyitsa be, hogy ha

f(0,0)=0,  f(x,y) ==y
akkor Dy, f(0,0) # D, f(0,0).

22 — o2

x2+y2’

(z,y) # (0,0) ,
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15) Legyen f:R? — R2, f(r,¢) = (rcos,rsinyp)
a) szamitsa ki f'-t és det f’-t,
b) szdmitsa ki az S = [1,2] x [0, 7] képét f-re.
16) Legyen f:R* —R? f(z,y) = (2% — y°, 2zy)
a) szamitsa ki f'-t és det f’-t,
b) hatérozza meg az S = {(z,y) | % +y? < a?, x>0,y > 0} halmaz
képét f-re. (Utmutatas: vezessiik be az © = arcost, y = arsint
transzformacidt.)

17) Legyen f :R? — R2, f(x,y) = (e® cosy, e® siny)
a) szamitsa ki f'-t és det f’-t,
b) hatdrozza meg az S = [0, 1] x [0, 7] halmaz képét f-re.
18) Legyen f:R?® — R3, f(p,p,0) = (0cosfsinp, psinfsin ¢, ocos @)
a) szamitsa ki f'-t és det f’-t,
b) hatarozza meg az S = [1,2] x |0, g] x [0, g] halmaz képét f-re.

19) Legyen D = {(x1,22,23) | 1 + 1 + z2 + x3 # 0},

X
:D —R3 x) = .
f:D— f(x) [ a—
1

(1—|—.CIZ'1—|—.CIZ'2—|—.CIZ'3)4 '

Bizonyitsa be, hogy det f' =

2z

= 1—||2 Szémitsa
— |

20) Legyen zy € R™ rogzitett, f: K(zg,1) — R", f(z)

ki f/(x)-et.
21) 1Irja fel az aldbbi fiiggvényekre vonatkozé Taylor-formulst (adott a pont-
ban, adott r € N rendig):

— f(z1,22) =27 ((x1,22) e Ry xR), a=(1,1), r=2;
— f(a:l, xo, 333) = l";’ —+ l’g + l’g — 3%‘1%‘21‘3 ((56'1, X9, 56'3) - R?’)
a=(1,1,1), r=4.

22) Irja fel 2 — 1 és y — 2 polinomjaként az
x4+ 32%y% + 2297 + 12 illetve  2y? — 221° + 32%y
polinomokat.
23) Szamitsa ki 1.02100-01 kozelits értékét.
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24) Trja fel a Taylor-formulét a (0,...,0) pontban az
flz1,...,zn) =exp(z1 + -+ ) ((x1,...,z,) € R™)

fliggvényre.

25) Vizsgalja a lokalis szélséértéket az alabbi fiiggvényekre:

f(z,y) =2 + 2y + y* — 3ax — 3by (z,y) € R? a,beR
f(z,y) =2* +9° — 3azy (z,y) €ER? a>0;
f(z1,20) = 27 — 23 (z1,22) € R?;
f(z1,20) = 2} — 3wy23 (z1,22) € R?;
f(z1,22) = |x1| + |22| (z1,22) € R?;
f(x1, 20, 23) = x129 + T2X3 (21,22, 23) € R? ;
f(z,y) =sinz +siny + sin(z + y) , OSx,ygg;

f(z,y) = coszcosycos(z +y) , 0<z,y<m;

Fan o) = (1@ o xpy) T e 230

1421+ +2x,
26) Legyen f: R3 — R?, hogy

000 -0 & reoo-(y o)

Legyen g : R* — R?, g(z,y) = (z + 2y + 1, 3xy).
Hatérozza meg (g o f)'(0,0,0)-t

27) Legyen f:R? - R3? ¢g:R3 — R?,
f(z1,22) = (2™17%2 325 — cosxy, 2 + 29 + 2),
9(y1,y2,93) = (3yr + 242 + 3, i —y3 + 1).
a) Ha F(z) = g(f(x)), gy hatdrozza meg F’'(0)-t
b) Ha G(y) = f(g9(y)), tgy hatarozza meg G'(0)-t

28) Legyen f : R%? — R2, f(r,¢) = (rcosp,rsiny).
Bizonyitsa be, hogy ha D = (0,1) x (0,b) C R?, akkor f’ nem szinguldris
D-n, de f <= kolcsonosen egyértelm D-n, ha b < 2.
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29) Bizonyitsa be, hogy az
fiRP =R fa,y) = (2% — y? 2ay)
fiiggvény kolesonosen egyértelmit a D = {(x,y) € R? | z > 0} halmazon.
Hatdrozza meg f(D)-t és (f~1)'(0,1)-et.
30) Bizonyitsa be, hogy az
f:R? = R?, f(x,y) = (e cosy, e” siny)
fiiggvény kolcsonosen egyértelmii a D = {(z,y) € R? | 0 < y < 27}
halmazon. Hatdrozza meg f(D)-t és (f~1)’(0,1)-et.
31) Hatarozza meg a feladatsor 19. feladatdban szerepld f fliggvény inverzét.
32) Hatéarozza meg a feladatsor 20. feladatdban szerepld f fliggvény inverzét.

33) Legyen
g:R* - R?, 9(z,y) = (2ye®®, zeY),
f:R2 - RS, flz,y) = Bz — 92,2z +y, vy + ).

Bizonyitsa be, hogy létezik K((0,1),r) C R? melyet g kolcsonosen egyér-
telmtien képez le a (2,0) egy kornyezetébe.
Hatdrozza meg (f o g~ 1)/ (2,0)-t.

34) Legyen f:R? - R, f(x,y) = 2% +y? — 5.

a) Az (a,b) = (1,2) pont teljesiti az f(x,y) = 0 egyenletet, Dy f(1,2) # 0,
D> f(1,2) # 0, igy az egyenlet lokalisan megoldhaté barmelyik valtozd-
ra (a masik fliggvényében). Keressen olyan y = g(x) megoldast, mely
egyértelmi és olyat, mely nem egyértelmii az x = 1 egy kornyezetében.

b) A (v/5,0) pont is teljesiti az f(z,y) = 0 egyenletet. Létezik-e a v/5-
nek egy kornyezete, melyre az f(x,y) = 0 egyenlet megoldhaté y-ra x
figgvényében?

35) Legyen f : R? — R, f(z,y) = 22 — 33, akkor f(0,0) = 0. Létezik-e a
0-nak olyan kornyezete, melyen f(x,y) = 0 megoldhaté y-ra = fiiggvé-
nyében? Differencidlhato-e a kapott fiiggvény x = 0-ban?

36) Vizsgélja az y? — 2% = 0 egyenlet megoldhatésigét a (0,0) és (1,1) pont
kornyezetében.

37) Legyen f : R3 — R? folytonosan differencidlhat,
_ g (1 2 1
f(37_172)_07 f(37 172)_(1 -1 1>
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38)

39)

40)

Bizonyitsa be, hogy létezik g : B C R — R? folytonosan differencialhaté
fiiggvény (B nyilt), hogy

f(z,g1(x),g2(x)) =0 (xreB) é ¢g(3)=(-1,2).
Hatérozza meg ¢'(3)-at.

Megoldhaté-e az
r? — xow3 =0
333:{’—332—2333:0

egyenletrendszer xs-re és xs3-ra az xp fiiggvényében az 1 = 1 pont egy
kornyezetében?

Igazolja, hogy a
3x1—|—x2—x3—xi =0
1 —To+2x3+2x4 =0
2x1 + 2x9 — 3x3 4+ 224 =0

egyenletrendszer megoldhaté az
a) T, Ta, x4 ismeretlenekre x3 fiiggvényében,
b) x1, x3, x4 ismeretlenekre x, fliggvényében,
c) xo, T3, T4 ismeretlenekre x; fliggvényében,

de nem oldhaté meg az x1, x2, x3 ismeretlenekre x4 fiiggvényében.

Keresse meg f széls6értékhelyeit a h = 0 feltételre, ha

a) f(x1,$2):$1+2332 ; h(xlaxQ):x%_‘_x%_l ;

b) f(x17$2ax3) =x1 — T2 -+ 2%3 ’ h(xlax27x3) = ZC% + ZC% + 233% —2 ;
c) f($1,$2):95%+331332+93§ ) h(ﬂflaﬂh):ﬂ?%"'x%—l ;

d) f(z,y) =™ +y™, hz,y) =z +y—2a (a>0,m>1);
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(z,y,2) = zyz WMz,y,z) =a° +y° +2° -3
(z,y,2) =2 + 202 + 322, hi(z,y,2) =2* +9° + 22 —1;
hg(x,y,z):x—l—2y+3z,

e) f
f) f

n

g) f(a:l,...,a:n)zz ! : h(a:l,...,a:n):in—l (x; > 0);
i=1

1— =z
i=1 ¢

h) f(zy,...,2n) =22 ... 22, h(:cl,...,:cn):Zx?—l (x; >0) .
i=1

41) Hatédrozza meg az 52 — 6zy + 5y? = 8 ellipszisen azokat a pontokat,
melyek maximalis, illetve minimélis tavolsdgra vannak a (0,0) ponttdl.

42) Hatéarozza meg a
Iy = {(z1,22) | 2% — 25 = 3} és Ty ={(x1,22) | x2 =221}
gorbék tavolsagat.
43) Hatarozza meg az alabbi fiiggvények maximumét és minimumaét:
a) flay) =a' -y, (,y) € D= {(z,y) | 2* +¢* < 1};
b) flz.y)=(x+3)°+y*, (z,y)€D={(z,y)|2”+y* <4}.

44) Hatédrozza meg az z2 432+ 22 —9 = 0 gémbfeliilet azon pontjait, amelyek
a legnagyobb, illetve legkisebb tévolsidgra vannak az (1,5,-10), (1,2,2),
illetve a (-2,1,0) ponttdl.

49



50



II. RIEMANN-INTEGRAL R™BEN
1. Riemann-integral téglan
a) Riemann-integral fogalma téglan

A Riemann-integral fogalma (és ebbél eredGen tulajdonsédgai is) az R”
téglain (intervallumain) szoros analdégiat mutat az f : [a,b] — R tipusu
fliggvényekre felépitett Riemann-integrallal.

A tovabbiakban legyen @ = [a1, b1] X+ - - X [an, b,] C R™ egy tégla, vagy n-
dimenzids intervallum (ahol az [a;,b;] C R (i =1,...,n) intervallumokat @
komponens-intervallumainak nevezziik), mig f : Q — R korlatos fiiggvény.

1. Definicié. A Q = [a1,b1] X -+ X [ay, by] tégla mértékén (térfogatin) a
V(Q)= (b1 —a1) ... (bn —an)

valds szamot értjiik. (Specidlisan ez n = 1-re egy valds intervallum hossza,
n = 2-re egy téglalap teriilete.)

2. Definicié. Ha Q = [a1,b1] X - -+ X [an, b,] adott tégla, Ugy a
P = Py x---x P, halmazt () egy felosztasanak nevezziik, haV j =1,...,n-re
P; az [a;,b;] intervallum egy (kordbban mar definialt) felosztasa, azaz

Py =Awji | aj = wjo <wj <--- <wjr; = by}

Ha V j-re Ij; = [zj—1,25] (i = 1,...,k;) jeloli az [a;,b;] komponens-
intervallum P; altal meghatarozott részintervallumait, akkor a
T“Zn = Ilil X oo X Inin téglékat (ahol il = 1, ceey ]{21, ce ,Zn = 1, ceey kn)

a @ tégla P felosztas altal meghatarozott résztégldinak (részintervallumai-
nak), mig a
[Pl = sup {diamT;, ., }
21 yeeesln
szamot (ahol diam T3, ; aT;, ; tégla dtmérdje) a P felosztas finomsdga-
nak nevezzik.

3. Definicié. Legyen P! és P? Q két felosztdsa. P? finomitdsa (tovabb-
osztdsa) Pl-mek, ha P! ¢ P2. A P = P! U P? halmazt a P! és P?
felosztasok egyesitésének (illetve P! c P! U P2 és P? c P! U P? miatt
k6z0s finomitasanak) nevezziik.
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4. Definicié. (P*) normilis felosztdssorozata Q-nak, ha klim | P¥|| = 0

teljesiil.

Megjegyzések:

) HaP=Px--x P = [P = anll 1Pell?, N Pell < (1P

2) Ha (P*) = (PFx---x Pk dgy (P*) <= normalis, ha (PF) (i =1,...,n)
normalis.

3) PlCc P2 <= P CcP?(i=1,...,n).

) Q= U T,

11 9eeey in

5. Definicio. Legyen Q C R" tégla, f : Q — R korlatos fliggvény, P a @)
egy felosztdsa és T;, . ; e felosztas résztégldi, tovabba

n

mi, i, = _inf {f(z)} M. ., = sup {f(z)}
€T i €Ty . in
(ezek f korlatossdga miatt 1éteznek).
A
s(f, P)=>"miy i, V(T . 4,) S(f,P)=>Mi, .i,V(Ti . .i,)

O(fv P) = S(f7 P) - S(fv P) = Z(Mllln - mllln)V(TH’tn)

szamokat az f fliggvény P felosztashoz tartozo alsé, felso, illetve oszcillacios
osszegeinek, mig tetszoleges t;,. ;, € T, .., pontokra a

o(f, P)=> f(ts. .i,)V(Ti,..4,)
szamot az f fliggvény P felosztashoz és t;, ;. pontokhoz tartozé integral-

kozelité Osszegének nevezziik, ahol az Osszegzés kiterjed a () tégla P altal
meghatarozott osszes résztégldjara.

1. Tétel. Ha f: QQ — R korlatos fiiggvény, akkor
a) ¥ P sV o(f, P)re: s(f, P) < o(f, P) < S(f, P);
b) ¥ P C P2re: s(f, PY) < s(f,P%), S(f,P') > S(f, P%);
c) V Pt P2re: s(f, Pt) < S(f, P?).

Bizonyitds. Ld. Analizis I1. 11/2. fejezet, 1. tétel, annyi médositdssal, hogy
a b) résznél V T; téglaval kell dolgozni.

1.0.%n
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6. Definicié. Legyen f : (Q — R korlatos fliggvény. Az
1= [of =suw{s(f,P)}  T= [of =inf{S(f,P)}
J P P

(1étezd) szamokat az f fliggvény @ feletti alsé, illetve felsé6 Darboux-integ-
raljanak nevezziik.

2. Tétel. Legyen f: Q) — R korlatos fiiggvény, akkor
LIeR é I<I, 0<I-I<O(f,P).
Bizonyitas. Ld. Analizis I1. 11/2. fejezet, 2. tétel és kovetkezménye.

Példak:
1) Ha f(z) =k (r €Q) = I=1.
2) Ha
1 , x € @AxV koordinataja racionalis.
J(z) = { 0 , z €@ egyébként,
akkor I # I.

7. Definici6. Az f: Q) — R korldtos fliggvény Riemann-integralhaté Q-n,

ha I = I és ezt a kozos értéket az f figgvény () tégla feletti Riemann-

integraljdnak nevezziik, és rd az I, [ f, vagy [ f(z)dx jeloléseket haszndl-
Q Q

juk.

Megjegyzések:

1) Az el6z6 1. példa fiiggvénye Riemann-integralhato.

2) Létezik nem Riemann-integralhaté fliggvény (a 2. példa fiiggvénye).

b) A Darboux-tétel és kovetkezményei

Darboux-tétel. Ha f : Q — R (Q C R" tégla) korlatos fiiggvény, akkor
V e > 0-hoz 3 §(e) > 0, hogy Q V P felosztasdra, melyre ||P| < d(¢),

S(f,P)—1I<c¢ é I—s(f,P)<e
teljestil.
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A Darboux-tétel kovetkezménye. Ha f : () — R korlatos fiiggvény,
akkor

a) Q V{(P*) normalis felosztdssorozatdra
3 lim s(f,P*) =1, Jim S(f,P*) =T, Jim O(f,P"y=T-1;

b) Q V(P*) normalis felosztdssorozatdra 3 (a'(f, P¥)) és (o2(f, P*))
integralkozelito 6sszegsorozatok, hogy

lim o!(f, P*) =1, kli_)rgOJQ(f,Pk) =1.

k—o0

Bizonyitds. A jelolések megfelel6 médositasaval, mint valésban.

c) A Riemann-integralhatésag kritériumai és

elegendo feltételei

1. Tétel. Az f : QQ — R fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralha-
t6 Q-n, ha3 I € R, hogyV € > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy V olyan P felosztdsara
Q-nak, melyre ||P|| < 6(¢), |o(f,P) —I| < € teljesiil V o(f, P)-re.

Bizonyitds. Megegyezik a valds esettel, megfelel6 jelolések mellett, de

30— a) helyett V()

-t kell hasznélni.

Adhaté a Darboux-tételt nem hasznalé bizonyitas is:

a) Legyen f: @ — R Riemann-integralhatd, azaz I = I =1 ése> 0 adott.
Ekkor I és I definiciéja miatt 3 P felosztasa Q-nak, hogy

S(f,PY-IT<e é I-s(f,P')<e¢
teljesiil. Ha || P°|| = 6(¢), tgy || P|| < 6(¢) esetén [ =1 =1 és
s(f, P") < s(f,P) < o(f, P) < S(f,P) < S(f,P°),
illetve az elobbi egyenlotlenségek miatt kapjuk, hogy
lo(f,P)—1I|<e (V o(f, P)-re).

b) A megforditds bizonyitdsdhoz legyen ¢ > 0 adott.
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-3 = %-hoz 3 PP felosztdsa Q-nak, hogy

(1) = s(f,P) < 2
teljestil.
— A feltétel miatt 4 I, hogy %—hoz =) (g), hogy V P’-re, melyre
€
P <é (—)
1P <6 (5
€
2) o(f,P) 1] < 5.
Legyen P = PO U P, gy || P|| < ||P'] és ||P|| < ||P°|| miatt (1) és
(2)-bél
€ ) €
(3) _I—S(f,P)<§ €S |O-(f7P)_I|<§
kovetkezik.
— %(Q)-hoz (my, . i, definicidja miatt) 3 ¢;, ;. € T;,. 4, (ezek a Q P
felosztasahoz tartozo résztéglai), hogy
€
bivoin) = Miy iy, < o770

amibol 0sszegzés utan kapjuk, hogy
o(f,P)—s(f,P)=2(f(ti..in) — Miy.i,, )V (Thy ) <

4 < 3‘/?@) Y V(T a,) =

(3) és (4) felhasznalasaval:
=1 <|[I—o(f,P)|+[o(f,P)—s(f,P)|+|s(f,P) -] <e

kovetkezik, ha |P| < 6(¢) = & (g)

Hasonléan jon, hogy |I — I < g, melyekbdl I — 1| < e és igy (e
teszOleges volta miatt) I = I adddik, azaz f Riemann-integralhaté

Q-n.

Wl ™

2. Tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha V (P*) normaélis felosztdssorozathoz tartozd
V (o(f, P*)) integralkozelité dsszegsorozat konvergens.
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Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., I1/3. fejezet, 2. tétel).

3. Tétel (Riemann-kritérium). Az f: @Q — R korlatos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhato (Q-n, ha V € > 0 esetén 4 P felosztasa

Q)-nak, hogy
O(f,P)=5(f,P)—s(f,P) <e.

Bizonyitds. Mint valésban, de az a) részben elkeriilhet$ a Darboux-tétel, a
kovetkezok miatt: B
Ha f Riemann-integralhato, ugy I = I = I. Ekkor 3 P felosztasa (Q-nak,

hogy

I—s(f,P) < és S(f,P)—I<%,

€
2
ami adja, hogy

O(f,P) = S(f, P) —s(f,P) <e,
amit bizonyitani kellett.

A b) részben eleve nem hasznaljuk a Darboux-tételt.

Kovetkezmények:
1) Legyen f(z) =k (z € Q), akkor 3 [k =kV(Q) =k > V(T},. 4,), ahol
Q

az Osszegzés az Osszes P altal meghatarozott résztéglara megy.

2) Legyen Q C R™ tégla és {Q1,...,Q,} a Q-t lefedd téglak véges kollek-
ciéja. Akkor

V(Q) < :z”;;V(Qi)

4. Tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté Q-n, ha Q ¥V (P¥) normaélis felosztdssorozata esetén (O(f, P¥))
nullsorozat.

Bizonyitds. Mint valésban.

5. Tétel. f:(Q — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

€ €
Bizonyitds. Mint valésban, csak —— helyett ———-t hasznalunk.

b—a V(Q)
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Definicié. Az A C R” halmazt Lebesgue szerint nullmértékiinek nevezziik
R™-ben, ha V € > 0-ra 3 megszamlalhaté sok Q1,...,Q,... tégla, hogy

AclJ@n & i_'flw@n) <e.

n=1

6. Tétel (Lebesgue-kritérium). Az f:(Q — R korldtos fiiggvény akkor
és csak akkor Riemann-integralhato, ha egy Lebesgue szerint nullmértékii
R"™-beli halmaztdl eltekintve folytonos.

Bizonyitds. Nem kell.

Megjegyzések:
1) Ha B C A és A nullmértékii, ugy B is az.

2) Ha A = |J A; és az A;-k nullmértékiiek, gy A is.

n=1
3) A C R" <= nullmértékii R"-ben, haV e > 0-ra3 A-nak Q¥,...,Q%, ...
nyilt lefedése, hogy > V(Q,) < e.
n=1

4) Ha @ C R™ tégla, tigy Bd @ nullmértékii.

5) Ha f : @ — R egy megszdamlalhatéan végetelen halmaztdl eltekintve
folytonos, akkor Riemann-integralhatoé.

6) Ha f = 0 egy nullmértékii halmaztdl eltekintve, akkor [ f = 0.
Q

7) Ha f > 0és [ f =0, akkor f =0 egy nullmértékii halmaztdl eltekintve.
Q

7. Tétel. Ha az f : Q1 — R fiiggvény Riemann-integralhatoé és
Q2 C Q1 (CR") is tégla, ugy f| O Riemann-integralhaté (Qo-n.

Bizonyitds. Lasd Analizis I1., 11/4. fejezet 7. tétel ([a,b] A [c, d] helyett
@1 N Q2-t hasznalva).
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8. Tétel (az integrdl additivitasa téglara). Legyenek QQ1,Q2 C R"
olyan téglak, hogy nincs ko6zos belsé pontjuk és Q = Q1 U Q2 is tégla
(azaz van kozos lapjuk). Ha az f : () — R korldtos fiiggvény Riemann-
integralhaté (Q1-en és QQ2-n, akkor (Q-n is és

ff ff+ff
Q1

Bizonyitds. Ld. Analizis II., 11/4. feJezet, 8. tétel (azzal a kiegészitéssel,
hogy olyan P! A P? felosztésai is 1éteznek Q1 A Q2-nek, hogy P = P! U P?
felosztéasa @Q-nak, tovabba a normaélis felosztassorozatok is ilyenek legyenek).

Megjegyzés: A tételbdl kovetkezik, hogy ha egy @) téglét koz0os bels6 pont
nélkiili Q1, ..., Q résztégldkra bontunk, hogy Q = U Qiésaz f:Q — R

fliggvény Riemann-integralhaté V Qi-n, akkor Rlemann integralhaté (Q-n is
és

ff fo

1= lQ’L

Utébbi igaz alsd, illetve felsé Darboux-integralokra is.

d) A Riemann-integral miiveleti tulajdonsdgai,

egyenlotlenségek, kozépértéktételek

1. Tétel. Ha az f,g: Q — R korlatos fiiggvények Riemann-integralhatok,
p,q € R tetszéleges konstansok, akkor a (p- f+q-g) : Q@ — R fiiggvény is
Riemann-integralhato és

Jo-f+a-9)=p [f+aq-[g
Q Q Q

Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., I1/6. fejezet, 1. tétel).

2. Tétel. Ha f : Q — R Riemann-integrélhatd, akkor f? is, tovdbbd ha
1
J¢>0, hogy |f(z)| > ¢ Vze@, akkor 7 is Riemann-integralhato.

Bizonyitds. A jelolések megfelel6 médositdsaval, mint valésban (1d. Analizis
IL., I1/6. fejezet, 2. tétel).
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3. Tétel. Ha az f,g : Q — R fiiggvények Riemann-integralhatdk, akkor
f g is, tovabba ha 3 ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢V x € Q-ra, gy S is Riemann-
integralhato. I

Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., II/6. fejezet, 3. tétel).

4. Tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is
Riemann-integralhato.

Bizonyitds. A jelolések megfelel6 médositdsaval, mint valésban (1d. Analizis

IL., I1/6. fejezet, 4. tétel).

5. Tétel. Ha f,g: Q) — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor

Jof< Jog N Jof < Jou-

Ha tovabbd f,g Riemann-integrdlhatdk, akkor [ f < [g.
Q Q

Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., I1/7. fejezet, 1. tétel).
6. Tétel. Legyen f: (@ — R Riemann-integralhato, akkor
e
Q Q
Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., I1/7. fejezet, 2. tétel).

7. Tétel (kozépértéktétel). Legyenek f,g : Q — R Riemann-integral-

hatok, tovabba
m< fr) <M, 0<g(x) (re€Q),

akkor
mfg< [f-g<M][g.
Q Q Q

Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis I1., I1/7. fejezet, 3. tétel).
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Kovetkezmények:

1. Legyen f : (@ — R Riemann-integralhato, m < f < M, akkor

mefM

Bizonyitds. A T.tételbdl g = 1 valasztdssal, [ 1 = V(Q) miatt jon az 4llitas.

2. Ha f: @ — R folytonos fiiggvény, akkor 3 ¢ € ), hogy
1
flo)===Jf-
V(Q)c{

Bizonyitds. Mint valésban (1d. Analizis II., I1/7. fejezet, 3. tétel, 2. kvet-
kezmény).

e) Az integrél kiszamitasa (a Fubini-tétel)

Cél: Az n-dimenzids tégla feletti integral kiszamitasanak visszavezetése
alacsonyabb dimenzi6ju integralokra, az tgynevezett ismétléses (szukcesz-
sziv) integraldssal.

Tétel (Fubini). Legyen Q = A x B C R", ahol A C R*, B C R™ téglék.
Legyen f : Q@ — R korlatos fiiggvény, melyet f(x,y) alakban irunk, ha
r€A N ye B.VYuxe A esetén tekintsiik az

I@)= [, flay) & @)= [, i)

also és felso integralokat.
Ha3 [ f, akkor az I, I : A — R fiiggvények Riemann-integrdlhatdk és
Q

ff - f [IyEB f(x’y)} = f {nyB f(xay)] .
Q T€EA TEA
Bizonyitds.
— @ egy tetszbleges P felosztdsara P = P4 x Pp (ahol P4 az A, mig Pp a
B tégla egy felosztasa).
A tovabbiakban (a jelolés egyszeriisitéséért):

— t4 jeloli az A tégla P4 altal meghatarozott (dltaldnos) résztéglajat,
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— tp jeldli a B tégla Pp altal meghatdrozott (dltalanos) résztéglajat,
— ta X tp pedig Q tégla P dltal meghatarozott (dltaldnos) résztégldja
lesz.

— A bizonyitas kulcsa annak a belatasa, hogy
(1) S(fap)SS(LPA) A S(fap)ZS(I_7PA)
TetszOleges t 4 X tp résztéglara és xg € t4-ra

m{AxtB < f(zo,y) (Vye€tp) = My ity < Mty -

Az utébbi egyenlétlenséget V (¢ g)-vel szorozva és Gsszegezve az Gsszes tp
résztéglara, kapjuk V xg € ta-ra

S, V(ts) < s(f(wo,), Pe) < [, F(w0,y) = I(0)

tp

Ebbol pedig V t4-ra
I
tz:mthXtBV(tB) S m%A
B

kovetkezik, melyb6l V (¢ 4)-val szorozva, 6sszegezve és felhasznédlva, hogy
V(ta)V(tg) = V(ta x tp), kapjuk, hogy s(f, P) < s(I, Pa).
(1) masik egyenl6tlensége hasonléan bizonyithaté.

— Az I < I egyenlétlenség miatt nyilvan teljestil:

(2) s(I Pa) <s(I,Pa) 6 S(IPa) < S(I,Pa) .
— (1), (2) és a kozelit6osszegek tulajdonsagai miatt:
< S(L Pa) < _
) s(f,P) <s(L Pa) , S, Pa) <S(f, P) -
S S(I, PA) S

— f Riemann-integralhato, igy a Riemann-kritérium miatt V € > O-ra
3 P = P4 x Pp felosztdsa @Q-nak, hogy S(f, P) — s(f, P) < ¢ igy

S(_[,PA)—S(_I,PA)<€ és S(I_,PA)—S(I_,PA)<€

is teljesiil, azaz (a Riemann-kritérium miatt) I és I Riemann-integralha-
tok.

- IPA Sf ]PA és S(I_,PA)SII_SS(I_,PA)
A A
miatt végiill [I, [T és f [ is (3) két széle kozé esik, {gy e tetszdleges
A A

volta miatt kapjuk a blzonyltando egyenloségeket.
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Megjegyzés: A tétel a masik sorrendben valé integraldsra is kimondhaté
és ugyanigy bizonyithato.

A Fubini-tétel kévetkezményei:

1) Legyen Q = A x B (A C R¥, B C R™ tégldk), f : Q@ — R korldtos
fiiggvény.

Ha 3 ffesteAraEl [ f(z,y),vagyVye Bre3d [ f(x,y), akkor

yebB z€EA
[f=J !f f(x,y)] vagy  [f= [ [f f(fl?,y)]-
Q z€A |yeB Q yEB |z€A

teljestl.

2) Ho A =[a,b] CR, B=[c,d] CR, f:Q = la,b] X [¢,d — R korlatos
fiiggvény, hogy

b d
3 c{f [ [ f(z,y) dedy
és .
Vzelab 3 ff(a:,y)d
vagy ’
b
Vyeled 3 [ flz,y) de
akkor _ -
b d b [ d
[ [ flx,y) dedy = [ | [ f(z,y) dy| dx
vagy
b d afw
[ [ flx,y) dedy = [ | [ f(z,y) dz| dy

teljesiil, azaz a kettds integral kétszeres ismételt (valés Riemann) integrallal
szamithato.

3) Legyen Q = [a1,b1] X -+ X [an,b,] C R™ tégla, f : @ — R folytonos
fiiggvény, akkor

ff f((lf C}Pf(xl,...,mn)dxn>...)dml
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2) Riemann-integral korlatos R"-beli halmazon

Definicié. Legyen S C R” korlatos halmaz, f : S — R korlatos fiiggvény,
tovabba fg : R™ — R olyan, hogy
flx) ,z€S

h@ﬂ:{o zeCS .

Legyen ) C R™ olyan tégla, hogy S C Q.
Az f fiiggvényt Riemann-integralhaténak mondjuk S felett, ha 3 [ fg és

Q
az

Jr=[1s
S Q
szamot az f fiiggvény S feletti Riemann-integraljanak nevezziik.

Megjegyzés: Az itt definialt integral fiiggetlen () megvalasztasatol.

Bizonyitas. Teljesiiljon elészor, hogy S C Q1 C Q.
— Legyen E C QY azon pontok halmaza, ahol fg nem folytonos, akkor
fg} o, és f5| 0, A% FE halmaz és Bd ()1 bizonyos pontjaiban nem folytonos.

Mivel Bd @ Lebesgue-szerint nullmértékii, igy [ fs és [ fs létezése

Q1 Q2
azzal ekvivalens, hogy F Lebesgue-szerint nullmértékii. A két integral

tehat egyszerre létezik, vagy sem.

— Ha mindkét integral 1étezik, akkor — mivel )1 végpontjai a Qo téglat
véges sok @); résztéglara bontjak, melyek kozott ott van @) is — kapjuk,
hogy

k
[ fs=> [fs=[fs, mert [ fe=0(0i=2...,k),
Q2 1=1Q; Q1 Q:

hiszen a @); tégldknak csak a nullmértékii hataran lehet fg nem O.

Ha Q1 és Q5 tetszoleges, hogy S C Q1 AS C @2, akkor 4 @3, hogy ()1, Q2 C
Q)3, igy az elobbi gondolatmenet adja az allitast.

Lemma. Legyen S C R", f,g:S5 — R, tovabba F,G : S — R olyan, hogy
F(z) = max{f(z),9(z)}  é  G(x)=min{f(z) g(z)}

a) Ha f és g folytonos xg-ban, akkor F és G is.
b) Ha f és g Riemann-integralhaté S-en, akkor F' és G is.
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Bizonyitds.
a) Legyen f és g folytonos zp-ban.
— Ha f(zo) = g(xo) = r, akkor F(z¢) = G(z9) = r. Ekkor V ¢ > O-ra
30(e), hogy V& € S, |x — xg| < () esetén

flx) —r|<e A l9(2) —rl <e,
igy
|F(z) — F(zo)| =
|f(z)—r[<e , f(x)>g(x)
= |max{f(2),9(z)} - 7| —{ lg(z) —r[<e , f(z) < g(2)
illetve
|G(z) — G(x0)| =

- it ehgtan) - = { M e 1) <ot
lg(z) —r[ <e -, flx) = g(x)
teljesiil V x € S, |x — xg| < 6(¢) esetén, ami éppen F' és G xg-beli
folytonossagat jelenti.
— Ha f(xo) > g(zo) V f(zo) < g(z0), akkor f — g folytonossdga miatt
3 K(zo,0), hogy

flx) —g(x) >0 Vv f(x)—g(z) <0 Ve K(xg,)NS
Ebbdl jon, hogy F(x) = f(z) és G(x) = g(x) vagy
Fz)=g(x) N G@)=f(z) (ze€K(x9,0)NS)
= az allitas.

b) Tegyiik fel, hogy f és g Riemann-integralhat6 S-en. Legyen @ olyan

tégla, hogy S C Q, akkor 3 [ fs és [ gg, igy fs és gs folytonos Q-n egy
Q Q
Lebesgue-szerint nullmértéki halmaz, D illetve E kivételével.

Mivel nyilvanvald, hogy
Fg(r) = max{fs(z),gs(z)}  é  Gg(x)=min{fs(z),gs(z)}

teljesiil, igy az el6bbiek miatt Fig és Gg folytonos Q-n a DUFE nullmértéki
halmaz kivételével. Masrészt Fs és G g korlatos is (fs és gg korlatossaga
miatt), igy Fs és Gs Riemann-integralhato.
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Tétel (az integrdl tulajdonsagai). Legyen S C R”™ korldatos halmaz,
f,g: S — R korlatos fiiggvények.

a) Ha f és g Riemann-integralhato S felett, akkor \f + g is, és
JOMf+ug)=A[f+nfg (ApeR).
S S

S
b) Ha f és g Riemann-integralhato S felett és f(x) < g(x) (x € S) =
[f<[g
S S
¢) Ha f Riemann-integralhato S felett, akkor |f| is Riemann-integral-
haté és ff' < [If].
S S

d) LegyenT C S. Ha f > 0 S-en és Riemann-integralhaté T-n és S-en,
akkor [ f < [ f.
T S

e) Ha f Riemann-integralhaté az Sy és So felett, akkor Riemann-integ-
ralhaté S7 U Sy és S1 NSy felett is és

f r=r+]f= ] f

S1US5 S1 Sa S1NS2

Bizonyitds.
a) Mivel (A\f + ng)s = Afs + pgs, igy a 1/d, 1. tétel és a definicié miatt

JOf 4 ng) = [N +pg)s = [(Afs+ ugs) =
S Q Q

=AM fs+ufgs=A[f+ulg
Q Q S S

b) fs < gs ésaz 1/d, 5. tétel miatt
Jr=]fs<[gs=]g
S Q Q S

¢) |f| Riemann-integralhatésiga az |f(x)| = max{f(z), —f(x)} egyenléség
miatt a lemmabdl jon, az egyenlStlenség pedig a —|f(x)| < f(x) < |f(x)|
egyenlStlenségbdl és b)-bél adddik.

d) Ha f >0ésT C S, akkor fr < fg és akkor b) adja az allitast

e) Legyen S = 51 USy és T = 51N Sy és tegyiik fol eloszor, hogy f > 0.
Legyen tovabba () olyan tégla, hogy S C (). Ekkor

fS('T) = maX{fS1 (aj)v fSQ (.CIZ')} és fT<$) = min{f51 (.I'), f52 (.I)}
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és fg, és fs, Q feletti Riemann-integralhatésagabdl, a lemma miatt fg
és fr integralhatok @Q-n, igy f integrélhaté S és T felett.
Altalaban legyen

f+(@) =max{f(z),0} &  f_(x)=max{—f(z),0}
ekkor f és 0 S7 és Sy feletti Riemann-integralhatésaga, a lemma miatt,
adja fi és f_ Riemann-integralhatésagat, de fo > 0¢és f_ > 0, igy f+
és f_ Riemann-integralhat6 S és T felett.
Ekkor f = fi — f_ és a) adja f Riemann-integralhatésdgat S = S U Sy
és T = S1 NS, felett.
Az egyenlGség bizonyitasa az

fs(x) = fs,(x) + fs,(z) — fr(z) xeR"

egyenldséghdl, a)-t felhasznalva jon.

Kovetkezmények:
1. Ha S Cc R”, f; : S —- R, (i = 1,...,k) korlatos fiiggvények, melyek

k

Riemann-integralhatok S felett, akkor Y A\;f; (\; € R) is Riemann-integ-
i=1

ralhato és

2. Legyenek S; C R™ (i =1,...,k) korlatos halmazok, tovabba
k
f: U Si; — R Riemann-integralhato ¥V S;-n, akkor f Riemann-integralhato
i=1

k
az S = |J S; halmazon. Ha még az is igaz, hogy V' i # j-re S;N.S; Lebesgue

i=1
szerint nullmértékii R™-ben, akkor

[s-

k

>/
18,

1=

Bizonyitds. Ha k = 2, akkor az &llitds jon e)-bol, mert a feltétel miatt

[ f=0isigaz.
$1NSs

Altaldban pedig teljes indukciéval bizonyitunk.
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Megjegyzések: Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbiakat:

1) Legyen S C R™ korlatos halmaz, f : S — R korlatos és folytonos
fiiggvény. Tovabbd E azon xy € Bd S-ek halmaza, melyekre lim f(x) =0
T—X0

nem teljesiil. Ha E Lebesgue szerint nullmértékii, akkor f integralhaté S-en.

2) Legyen S és f 1)-beli tulajdonsdgt és A = S° (S belseje). Ha f in-
tegralhat6 S-en, akkor A-nisés [ f= [ f.
S A

3. Jordan-mérheto halmazok R"-ben

1. Definicié. Legyen S C R™ korldtos halmaz. Ha az f(z) =1 (x € R™)
konstans fliggvény Riemann-integralhaté S-en, akkor azt mondjuk, hogy S
Jordan-mérhet6 R™-ben és az

szamot S Jordan-mértékének nevezzik.

Megjegyzések:
1) Ha S = Q C R" egy tégla, akkor
my(Q) = [1=V(Q),
Q
azaz egy () tégla Jordan-mértéke éppen a korabban definialt térfogata.

2) A Jordan-mérhetéség és Jordan-mérték fogalmét szemléletesebbé teszi a
kovetkezé gondolatmenet:
- my(S)= 1= [1g, ahol Q C R™ tégla és S C Q. Igy S mérhetSsége
S Q
azzal ekvivalens, hogy

Jols = f_Q ls
azaz az

1 ,zef
1lg: R" — R, ls(z) =

0 ,xeCS

fiiggvény (S karakterisztikus fliggvénye) alsé és fels§ Darboux-integ-
ralja megegyezik, tovabba S Jordan-mértéke ez a kozos érték.
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Jols =sup{s(ls,P)} &  [,1s =inf{S(ls,P)}
J P P
ahol P a @) tégla egy tetszéleges felosztasa.
— Ugyanakkor
s(1s, P) =3, V(Tiy..i,)) = §(S, P),

illetve
S(ls,P) = Z* V(Til...in) = J(S, P):

ahol >~ és >_" olyan i; . ..1i,-ekre valé Osszegzést jelent, hogy

Veel; ., = T€ S0 (bels6 pont S-ben),

illetve

T, . N(SUBAS) #£0

teljesiil.
Igy (S, P) és J(S,P) az S halmazt, adott felosztds esetén beliilrdl,
illetve kiviilr6l kozelité (egyméshoz csatlakozd és kozos belsé pont
nélkiili) téglak térfogatainak Gsszegei.
Nyilvan igaz, hogy: 0 < j(S, P) < J(S,P) < m(Q) (a s és S megfelels
tulajdonsdgai miatt).

— A korabbiak miatt

Jols = SgP{S(ls,P)} = sup{j(5, P)} = m.;(5),

illetve
Jo1s = mf{S(1s, P)} = inf{J(S, P)} = m3(S)

is teljesiil, ahol az m.s(S) és m*(S) szamokat az S halmaz belsé és
kiils6 Jordan-mértékeinek szokds nevezni.
Tovabba 0 < m,;(S) < m*%(S) < m(Q) és m,;(S) és m%(S) értéke
nem fiigg a () tégla megvalasztasatol.

— Mindezek alapjan ugy is fogalmazhatunk, hogy egy S C R"™ korlatos
halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhet6, ha

m.;(S) = m5(S) = m,(S)

és ezt az my(S) szamot az S halmaz Jordan-mértékének nevezziik.

3) Ha Q° a Q C R™ tégla belseje, akkor Q¥ Jordan-mérhetd és
m;(Q°) = m,(Q)
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Bizonyitdas. Ha Q = [ay1,as] X -+ X [an, b,] és V (elég kicsi) € > O-ra
Q- =la1 +¢e,by —¢] x -+ X [ay +&,b, — €],
akkor
Q.CcQ’cQ

teljesiil, ami a korabbiak (az 1. megjegyzés, a Jordan-mérték definicidja, az
integral tulajdonsagai) miatt adja, hogy

—

(b — a; = 22) =ms(Q2) = Qf lo. < Jo. 1. < Joolo <

< Jooloo < Jolo :@[1(2 = m.(Q)-

7

Ebbol pedig € — 0 hataratmenettel jon, hogy
ms(Q°) = [oolgo = [go lgv = ms(Q)

amit bizonyitani kellett.

1. Tétel. Az S C R" korlatos halmazra mj(S) = 0 akkor és csak akkor,
ha V € > 0-ra 3 véges sok S-et lefeds zart tégla (vagy zart kocka), hogy
Jordan-mértékiik osszege kisebb, mint €.

Bizonyitds. Feladat.

2. Tétel. Az S C R™ korlatos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérheté
ha my(BdS) =0.

Bizonyitds.

— El6szor megmutatjuk, hogy
(1) m’(Bd.S) = m*(S) — m.s(S)
teljestl.

Ha S C @ (tégla), akkor BdS C @, tovabba ha P egy tetszOleges
felosztasa (Q-nak, akkor

melybél elébb (a belsé és kiilsé Jordan-mérték definiciéja miatt)

J(BAS, P) > m*5(S) — mus(S) |
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majd
(2) mj(BdS) = m5(S) —m.;(S)

kovetkezik.
Ugyanakkor m?(S) és m,;(S) definiciéja miatt az is igaz, hogy V ¢ > 0-
hoz 3 P! és P? felosztasa Q-nak, hogy

5

J(S, Py <my(S) 45 §(S. P >ma(S) -5
amibél P = P! U P? esetén

m5(BdS) < J(BAS,P)=J(S,P)—j(S,P) <

< J(S, PY) — j(S, P?) < m%(S) — mus(S) + ¢
kovetkezik, ami adja a
(3) m5(BdS) <m5(S) — m.s(9)

egyenlétlenséget, (2) és (3) pedig (1)-et.
— Ha S Jordan-mérhet6, ugy

0=m5(S) —m.;(S) =m5(BdS) >m.;(BAdS) >0

adja, hogy 3 m;(Bd S) = 0.
— Ha m;(Bd S) = 0, akkor

0 = m*(Bd S) = m*(S) — mas(S)

adja S Jordan-mérhetdségét.

3. Tétel. Az S C R"™ korlatos halmaz <— Jordan-mérhets, ha hatara
Lebesgue szerint nullmértékii.

{1 , T ES
lg =
0 ,zeCS

Bizonyitds. Az

fiiggvény az S halmaz belsejében és kiilsejében is folytonos (hisz ott kons-

tans), igy Bd S-en kiviil folytonos.

— Ha Bd S nullmértékii, akkor (a Lebesgue-kritérium miatt) 1g Riemann-
integréalhaté V @ (S C Q) tégla felett, igy

3 [1=[1g,
5Q
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azaz S mérheto.
— Ha S mérhetd, akkor (ugyancsak a Lebesgue-kritérium miatt) Bd S null-
mérték.

4. Tétel.

a) Ha S Jordan-mérhetd, akkor mj(S) > 0.
b) Ha Sy és Sy Jordan-mérhets, S1 C Sy, akkor my(S1) < my(S2).
c) Ha Sy és Sy Jordan-mérhetd, akkor S1U Sy és S1 NSy is az, tovabba

mJ(Sl U 82) = mJ(Sl) + mJ(Sg) — mJ(Sl N Sg)

teljestil.

Bizonyitdas. A Jordan-mérték definicidja és az integral el6z6 fejezetbeli b),
d), e) tulajdonsiga adja az &llitdst.

Kovetkezmény: Ha S; és Sy Jordan-mérhetd, kozos belsé pont nélkiili
halmazok, akkor m;(S1 N S2) =0, igy
mJ(Sl U Sg) = mJ(Sl) + mJ(SQ) )

melybdl teljes indukcioval a Jordan-mérték véges additivitasa, azaz
k k
mg (U Si) = > my(5;)
i=1 i=1

is kovetkezik, ha S;-k (i = 1,...,k) paronként kozos belsé pont nélkiili
halmazok.

Megjegyzések:
1) Bizonyithat6, hogy a Jordan-mérték transzlacié (eltolds) -invaridns, azaz
egy S Jordan-mérhet6 halmaz S* eltoltjara igaz, hogy 3 m;(S*) = m(95).

2) A Jordan-mérték tehdt egy nemnegativ, végesen additiv, mozgasinvari-
ans mérték, melynél az egységkocka mértéke egy.

Egy f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhaté fiiggvény Riemann-
integraljanak geometriai (mértékelméleti) tartalmara mutat a kovetkezd:

5. Tétel. Ha f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhato fiiggvény,
akkor az
S={(z,y) | = € [a,b], y € [0, f(z)]} C R?
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halmaz Jordan-mérheté és

(a Riemann-integral megadja a gérbe alatti halmaz Jordan-mértékét).

Bizonyitds.

— f Riemann-integralhaté = V& > 0-hoz 3 P; = {xo, ..., z,} felosztdsa
[a, b]-nek, hogy
1) -2 <s(f,P)<S(FP)<I+.

-~ Ha 0 < f(x) < K, akkor P, = {0,mq,...,m,, My,...,M,, K} egy
felosztésa [0, K]-nak, (ahol m;, M; a szokdsosak).

— Ekkor P = P; x P, egy felosztasa [a, b] x [0, K]-nak, melynek a tételben
definialt S része, és

(2) S(f7P1):J(S)P) és S(f7P1)Z.7(S7P)
nyilvanvaloan teljesiil.
— Ve > 0-hoz (m¥%, m,; definiciéja miatt) 3 P’ felosztasa [a, b] x [0, K]-nak,
hogy
€

(3) IS P)-miS) <5 & (S P)Zma(S) -3
— Ha P* = PU P’, hogy P* = P; x Py, akkor P* finomitdsa P-nek és
P’-nek, illetve P; is P;-nek.

Ekkor
(1) miatt: S(f,Pr)—1<<
2 o = [I-my(9) <«
(2) és (3) miatt: S(f,Pf)—m*%(S) < 2
illetve
(1) miatt: I—s(f,Py)< =

2 — My £ .
(2) és (3) miatt: My (S) — s(f, PF) < g } — |/ J(S)] <

— Utébbiak adjék, hogy m.;(S) = m%(S) = I, amit bizonyitani kellett.

Kovetkezmények:

1. A tétel feltételei mellett az f grafja, a Gr f halmaz Jordan-mérhets és
Jordan-mértéke 0.
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Bizonyitds. S mérhet6 —> Bd S Jordan-mérhet6 és m;BdS = 0, de
grf CBdS = az allitas.

2. Ha f: [a,b] — R folytonos fiiggvény |a, b]-n, akkor Gr f Jordan-mérhetd
és mygrf =0.

Bizonyitds. Ha f folytonos = Riemann-integralhaté, igy ha f > 0 az 1.
kovetkezmény adja az éllitdst. (Bizonyitsa be, hogy akkor is, ha f > 0 nem
teljesiil!)

6. Tétel (a Riemann-integralhatésag elegendd feltétele).

Legyen S C R™ Jordan-mérhet6. Ha az f : S — R fiiggvény korlatos és egy
Jordan szerint nullmértékii A C S halmaztdl eltekintve folytonos, akkor f
Riemann-integralhato S-en.

Bizonyitds. fs folytonos a CS és S°\ A halmazokon, igy fs nem folyto-
nossagi helyei a D C A U Bd S halmazban vannak, mely Jordan-szerint
nullmértéki, igy Lebesgue-szerint is, ami adja, hogy fs Riemann-integral-
hato V @ téglan, amire S C @), azaz f Riemann-integralhato S-en.

2. Definicié. Legyen K C R"~! kompakt és mérhet6 halmaz,
¢, U : K — R folytonos fliggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € K). Az
S={(z,t) |z e K, &(z) <t <V(z)}

halmazt egyszerii tartomanynak nevezziik R™-ben.

Bizonyithat6 a kovetkezo:

7. Tétel. Az S C R” egyszerii tartomany kompakt és Jordan-mérheté
R"™-ben.

8. Tétel (a Fubini tétel egyszerii tartomanyra). Legyen S egyszerii
tartomany, f : S — R folytonos fiiggvény, akkor f integralhato S-en és

t=U(x)
F f= fax,t
(¥) J /K Lq{m ( >]

Bizonyitds.
— & A W folytonossaga és K kompaktsiga miatt 3 M €¢ R A Q Cc R*!
tégla, hogy S C Q x [-M, M].
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— f folytonossaga és S mérhetosége adja Riemann-integralhatosagat.

— Ha adott z¢p € Q, akkor fs(xo,t) = 0 (ha zg ¢ K), vagy folytonos
legfeljebb két R-beli pont kivételével.
fgy a Fubini-tétel adja, hogy

(%) ng / =/ f fs(@,t).

Qx[—M,M] TEQt=—M
t=M
Mivel pedig [ fs(z,t) =0, ha z ¢ K, {gy (x) adja,hogy
t=—M
(%) Jf=/ f fs(z,1).

S rzeK t=—
Végiil pedig
f(@,t) , te[®(x) ¥ (z)]
0 , egyébként

fs(z,t) :{

és (xx) adja (F)-et.

9. Tétel. Legyen G C R" nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differen-
cialhato fiiggvény. Ha E C G Jordan-mérheté és kompakt halmaz, akkor
g(Bd E) Jordan-mérheté és (n-dimenziés) Jordan-mértéke 0.

Bizonyitds.

— FE Jordan-mérhetd, igy Bd E is és m;(Bd E) = 0. Masrészt Bd E zartsaga
és E kompaktsiga miatt BA E C FE, ezért (Bd E korlatossiga miatt)
kapjuk, hogy Bd E kompakt halmaz.

€
— my(Bd E) =0 (az 1. tétel miatt) adja, hogy V &€ > 0 esetén ————-hez
. (M+/n)"
3Q1,...,Q, CR"™ zart kockdk, melyek lefedik Bd F-t és

my(Q

Z < G

ahol egyrészt feltehet, hogy V @Q; G-ben van (hiszen Bd E' kompakt,
CG zart és BAENCG = 0, igy Bd E és C'G téavolsaga pozitiv), masrészt

T
H = |J Q; kompaktsiga és ¢’ folytonossaga miatt ¢’ korldtos H-n; legyen
i=1

M = sup lg"@)l (gy llg'(x)| < MV z € H).
Tre
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— Az elébbiek és a feltételek miatt g V Q;-n teljesiti a 2. kozépértéktétel
feltételeit, igy
lg(z) =g < Mllz =yl  (Vz,yesi=1,....r).
Ez az egyenlotlenség adja, hogy ha a @); kocka oldala ¢;, akkor

diam g(Q;) = sup |g(z) —g(y)|| <M sup |z —y| =

ami adja, hogy ¢(Q;) elemei befoglalhaték egy M/nf; atmérdji zart
gombbe, illetve akkor egy ilyen oldali @) zart kockaba is.
- gy

o5 9 (U Q)= Usoc U

miatt g(Bd E) lefedhet6 az r szamu QF zart téglaval, melyek 6ssz Jordan-
mértékére

ZmJQ ZV ZM\/_)”K”—(M\/E)”ZmJ(Qi)<e
=1 =1
teljesiil, ami adja, hogy m;(g(Bd F)) = 0, amit bizonyitani kellett.

Kovetkezmény. Ha a tétel feltételei mellett még az is igaz, hogy
det ¢’ () # 0 (g reguldris) és g kdlcséndsen egyértelmii (injektiv) G-n, akkor
g(FE) mérhetd.

Bizonyitds. Az inverz fiiggvényekre vonatkozé 2. tétel miatt g az E° nyilt
halmaz (E belseje) pontjait g(F) belsé pontjaiba viszi 4t (g(E°) C (g(E))?),
igy Bdg(F) C g(BdFE) és m;j(¢g Bd E) = 0 adja, hogy Bd g(F) mérhetd és
my(Bdg(F)) =0, ezért g(E) mérhetd.
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4. Integraltranszformacié

Az egyviéltozoés fliggvények Riemann-integraljandal ismert a helyettesitéses
integrélas tétele:

Legyen g : [a,b] — [c,d] folytonosan differencidlhaté fliggvény, hogy
c=g(a), d=g(b), f:][c,d] — R folytonos fiiggvény, akkor

b g(b)
(1) [f(g(x))g'(z)dx = (f)f(t)dt-

Ha g szigortian monoton [a, b]-n (azaz a fentieken til az is teljesiil, hogy
g'(x) #0, x € [a,0]), Ggy a = g '(c) és b = g~'(d) (ha g ndvekvs), vagy
a=g1(d) és b= g 1(c) (ha g csokkend) teljesiil. Igy (1) frhaté a

d 9~ (d)

Jf@)de= [ f(g(t)g'(t)dt

c g1 (e)
vagy

97 (d)

fl@)de == [ fg(t))g'(t)dt

g=1(c)

alakba, ami egyiittesen a
b

[ f@)e = [ Flo@)lg'®)dt

a

alakba irhat6 (és ekkor g lehet novekvé vagy csokkend is).

Cél: A tétel altalanositasa, amikor f n-véltozds valds értéki fiiggvény, g
pedig R™ — R™ tipusu transzformacio, elég jo tulajdonsagokkal.
Kérdés:
a) milyen g fiiggvényt kell helyettesiteni a ,régi” valtozé helyére, azaz
milyen ¢ transzformaciéval vezessiink be 1j valtozdkat,
b) az intervallumok helyett milyen részhalmazait tekinthetjiik R™-nek,
c) s végiil, hogy f(g(x))-et, |¢’(z)| helyett, mivel kell szorozni?

A korabbiaknal sokkal nehezebb és hosszadalmasabb az elobbi , kivanal-
maknak” megfelel6 kovetkez6 altalanositas bizonyitasa.
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Tétel (integriltranszformaécid).

Legyen G C R™ nyilt halmaz, g : G — R" folytonosan differencialhato,
hogy detg'(x) # 0 (V = € G) (azaz regularis leképezés) és kolcséndsen
egyértelmii leképezés. Ha E C G 0Osszefiiggd, mérheté és kompakt halmaz,
mig [ : g(E) — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor az (f o g)|det ¢’
fiiggvény Riemann-integralhato az E2 halmazon és

(I-T) f(fog)‘detg'|: ff

E g(E)

Megjegyzések:
1) (I-T) irhaté a
J f@)dz = [ f(g(t))]det g'(t)|dt
9(E) E

alakba (ahol x = (x1,...,2,), t = (t1,...,tn)), vagy A = g(F) mellett
(ahol az el6z6 paragrafus 9. tétele és annak kovetkezménye miatt A = g(FE)
mérhetd, kompakt és Gsszefliggd is)

[ Fade = [ fg(t))|dety/ (1)l

g~ (A)
2) A tétel akkor is igaz, ha csak f Riemann-integralhatdsagat tessziik fel.

Illetve e mellett csak FF kompaktsagat és mérhetoségét koveteljiik meg.

3) Igaz az integraltranszforméci6 tételének kovetkez6 alakja is:
Legyen G C R” nyilt halmaz, g : G — R"™ folytonosan differencidlhaté G-n,
E olyan Jordan-mérheté halmaz, hogy E C E C G és g|go injektiv. Ha
f: g(F) — R Riemann-integralhato, akkor 3 [(f o g)|det ¢'| és

E

(I-T) J(fog)ldetg|= [ f
E 9(E)

teljestl.

4) Ha f = 1 (és g-re az eredeti, vagy a mddositott feltételek teljesiilnek),
akkor

myg(E) = [|detg'| .
jo

5) Utébbiak adjidk a Jordan-mérték transzldcié (illetve mozgds) invarian-
ciajat.
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6) A tétel adja, hogy ha g : R™ — R" linedaris leképezés, det g’ # 0 és
E C R™ kompakt és mérheté6 halmaz, akkor g(F) szintén kompakt és
mérheto, tovabba

myg(E) =|detg'|m,E .

7) Az integréltranszformacié (ahogy valésban is) az adott integral kisza-
mitasdnak egy eszkdze (mddszere), melynek révén esetleg ,,jobb” fiiggvényt
kell integralni , alkalmasabb” g=1!(A) = E tartomanyon.

Altaldnos ttmutatds nincs arra, hogy mikor milyen helyettesitést kell
alkalmazni, de (az egyvaltozés esethez hasonléan) tudunk , tippeket” adni.

Példak:
1) Legyen A = g(E) = {(z,y|z,y > 0, 2° +y? < a®)}. Szdmitsuk ki a
[[z*y*dzdy integralt.
A
Megoldas: Vialasszuk g-t a
g(r,p) = (rcosp,rsingp)

polar-transzformaciénak.

detg’ =

cosy —rsing|
sing  rcosy

Tovabbd g az E = {(r,¢) |0 <r < a, 0 < ¢ < T} nyilt téglalapot képezi
az A halmazba kolcsonosen egyértelm@i médon és det ¢' = r > 0 is teljesiil
E-n.

fgy
[[x*y*dzdy = [[(rcosp)?(rsing)? - rdrdp =
A E

= [[ 1r*(cos¢ - sinp)’drdp =

C—up

lf TSS'inQTQS”drl dp
0
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Az utébbi integralas pedig mar nem tul nehéz. Itt egy korcikk alaku tar-
tomany helyett egy téglalapon kell integralni és a fliggvény sem bonyolédott
el tulsagosan.

2) Szamitsuk ki a [ sin /22 + y2dady integralt, ha
S

S={(z,y)|n* <2 +y* <4n’}.

Megoldas: Alkalmazzuk most is a g(r, ¢) = (rsin ¢, r sin ) polar-transzfor-
méaciét. Ez most az

E={(ro)|mn<r<2m 0<¢<2r}

zart téglalapot képezi az S halmazba, det ¢’ = r > 0 és ,majdnem” kolcso-
nosen egyértelmi médon (hol a ,,baj”?), de akkor is igaz, hogy

[[sinv/x? + y?dxdy = [[(sinr) - rdrde =
S E
2 /27
= [[ rsinrdrdp = [ (f rsinrdr) dy

[7,27] x [0,27] 0 \m

és ez utobbi integral ,,mddszeresen” szamithaté. Most egy korgytirti alaka
tartomany helyett jott az egyszerlibb téglalap és a fiiggvény is kedvezébb
lett szamunkra.

Megjegyzés: Ha az eredeti tartomany korgytrticikk, akkor gondolhatunk
a polar-transzforméciora.

3) Szamitsa ki az
ry=a’>, xy=20>, y=x, y=2x (x,y > 0)
gorbékkel hatarolt tartomany Jordan-mértékét.

Megoldas: Az adott S tartomany most:

79



A tanultak szerint m;(S) = [[1dydy, ha az [1 létezik. A hatdrols
S S

gorbék egyenletei azt ,,sugalljak”, hogy olyan g transzformécié kell, melynek
inverzét az
Y

(*) t=uay, s=" (z,y > 0)

szerint g~ (z,y) = (zy, %) (x,y > 0) adja. g-t a (x) egyenletrendszer
egyértelmii

x=1/-, y = ts (t,s > 0)

megoldasa miatt pedig a

g(t,s) = (\/g, \/E> (t,s > 0)

transzformacié adja.

Konnyen ellenorizhet6, hogy ez az
E={(ts)|a®*<t<2d? 1<s<2}
téglalapot képezi S-re kolcsonosen egyértelmii médon és

1 Vit

N 3 1
det ¢'(t,s) = 12\/€ 12\/‘;_ =5, >0

2Vt 2Vs

teljestl F-n. igy

1
mJ(S):ffldxdy:ffl-?dtds:
S E §
2a?

2 2a?
f( 2—1Sds>dt: [ Inv2dt = a?In/2
1 (1,2

a2

4) Legyen S = {(z,y,2) |z,y > 0, ? + y® + 2® < a?}. Szamitsuk ki a
[[[2?z dxdydz
3

integralt.
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Megoldas: Alkalmazzuk a
g(r,p,9) = (rsinpcosd, rsin psind, r cos @)

térbeli poldr transzformdciét. Most det g’ = r?sinp > 0 (ahogy ezt mar
szamoltuk). g (ahogy ez konnyen beldthato) az

E={(r,g,9)]|0<r<a, 0<p<m, 0<¥<m/2}

halmazt kolcsonosen egyértelmii moédon képezi le S-re.

fgy
[[[2*2 dzdydz = [[[(rsinpcosd)?(rcos ¢)*r? sin ¢ drdpdd =
S E
= Iff r9sin® o cos? p cos® ¥ drdpd?
(0,a)x(0,m)x(0,%

ami a Fubini-tétellel szamithatd.

5) Legyen S C R? az 1 = —a:%, T = 219 — x% és x1 = 2—2x9 — x% gorbék
altal hatdrolt tartomény. Szdmitsuk ki [[xq dzidzs- t.
S

Megoldas: A hatarolé gorbék egyenletei (ha nem is olyan egyértelmiien,
mint példdul a 3. példdban) azt sugalljak, hogy g—!-et

() t1:$1—|—$%
(@]
to :21‘2—(1‘14—1‘%)

mutatja, azaz g~ '(x1,22) = (v1 + 23,222 — (x1 + 23)). Ekkor g-t a (o)
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egyenletrendszer

ty+t2\’
[L'1:t1— 5

_t1+t2
2

2
t1 + 2 t1 + 12
t1,t2) = | t1 — .
g(t1,t2) (1 ( 9 >; 5 )
g az

E ={(t1,t2) |t1 =0, to =0 és 2t1 + t2 = 2 egyenletek altal hat. tart.}

T2

megoldasa adja:

halmazt képezi S-be és
1 1
, 1—§(t1+t2) —5(151 +i2)|

az F halmazon. fgy

2
ffxl dxldan = / [tl . (tl +t2)
g 2

[ t i)’ 1
_ 1 ot (it _ b
2/[@] <t1 ( 5 ))dtzldt148.

0
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2. Feladatsor

1) Legyen (P*) = (PF x --- x PF) a Q C R" tégla egy felosztassorozata.
Bizonyitsa be, hogy (P*) <= normalis, ha (PF) (i = 1,...,n) normélis.
2) Legyenek P! és P? a Q C R™ tégla felosztdsai. Bizonyitsa be, hogy
PlcP? < P'cP?(i=1,...,n).
3) Bizonyitsa be, hogy ha f : @ — R korlatos fliggvény, akkor @ barmely
P! C P?-t teljesit6 felosztdsara
SLPY <SP 6 S(LPY) = S(1.P)
teljestl.

4) Legyenek f,g:@Q C R olyan korlatos fiiggvények, hogy
f(x) < g(z) (z € Q). Mutassa meg, hogy

Jof < Jog & foSng

teljesiil.
5) Legyen Q = [0,1] x [0, 1],
1 ,hax=y
0 ,hax+#y

Mutassa meg, hogy f Riemann-integralhato.

f:Q—R, f(w,y)={

6) Legyenek f, g :[0,1] — R nemnegativ és monoton névekedd fiiggvények.
Bizonyitsa be, hogy a

h: 10,1 x[0,1] =R, h=f-g
fiiggvény integralhaté a @ = [0,1] x [0, 1] téglan.
7) Adja meg a Darboux-tétel (t6bbvéltozos fliggvényekre érvényes esetének)
bizonyitasat.
8) Legyen @ = [0, 1] x [0, 1],
f: Q=R f(z,y)=uzy.
Hatérozza meg fQ f és f_Q f értékét.
9) Legyen @Q C R™ tégla és {Q1,...,Q,} a Q-t lefed6 véges halmazrendszer
(téglakbdl). Bizonyitsa be, hogy V(Q) < > V(Q,).
i=1

o0
10) Ha A= |J A; és A; C R” (i € N) nullmértékii halmazok R™-ben, akkor
1

n—
A is nullmértékit R™-ben.
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11) Bizonyitsa be, hogy A C R” <= nullmértékii R"-ben, ha
Ve > 0ra 3 Anak Q,...,Q0, ... nyilt tégldkbdl all6 nyilt lefedése,

hogy > V(Q,) < ¢ teljesiil.

n=1
12) Bizonyitsa be, hogy egy @@ C R™ tégla esetén a Bd @ halmaz nullmértékii
R"™-ben.

13) Mutassa meg, hogy egy A C R” nullmérték(i halmazra A és Bd A nem
feltétleniil nullmértékiiek R™-ben.

14) Legyen f : @ — R integralhaté a Q C R™ téglan. Bizonyitsa be, hogy

— ha f = 0 egy nullmértékii halmaztdl eltekintve, akkor [ f =0,
Q
—ha f>0¢és [ f=0,akkor f = 0 egy nullmértékii halmaztdl elte-
Q
kintve.

15) Legyen f : [a,b] — R folytonos fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy a
Gy ={(z,y) | y = f(z)} C R? halmaz (f grafja) nullmértékii R*-ben.

16) Vizsgalja meg, hogy léteznek-e az aldbbi integralok. Ha igen, gy haté-
rozza meg értékiiket.

// x\/y dxdy ;
// xe™ dxdy ;

// 5132—|—y ) = dxdy , (a,b>0, c#0);

% [0,b]

0 () s

[~1,2]%[~1,0]x[0,2]

/ V1 —ycos?x dedy (0<04<g).

[0,a]x[0,1]
17) Legyen f : [0, 7] x [0,1] — R olyan, hogy

f(z,y) ={

cosx , ha y racionalis

0 , ha y irracionalis
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Bizonyitsa be , hogy
1
/(ff(w,y) dw) dy
0
0

T

1
J[ rew sy s (ff(:v,y) dy) da
[0,7] % [0,1] 0

0

létezik, de

nem létezik.
18) Legyen f :[0,1] x [0,1] — R olyan, hogy
1

E ,ha0<xr<y<l,

1
—— S, hal0<y<z<l,
x
0 , egyébként.
Bizonyitsa be, hogy

j(ojf(x,y) dx> dy  és O/l(zf(x,y) dy) d

létezik és nem egyenld, de f nem Riemann-integrélhaté [0, 1] x [0, 1]-en.

19) Bizonyitsa be, hogy S C R™ korldtos halmazra [ f = [ fs (S C Q) értéke
15

Q
nem fiigg a () téglamegvalasztasatol.

20) Bizonyitsa be a II/2. fejezetben kimondott lemmat.
21) Szémitsa ki az aldbbi integréalokat:
a) [[(z*+y?) dady,ha Sazy=x, y=x+4a, y=0, y=3a
S

egyenesekkel hatarolt tartomany;
b) [f(a? +y?) dedy, ha S = {(2,y) | 2® + 4 < a, a > O};

)
S
c) gfxy2 drdy, ha S = {(z,y) |0 <z < 5, 0<y < \2pz, p>0};
d) [f(2*+y) dedy, ha S = {(z,y) |0 <z <1, 2? <y <z}
S
e) [[cos(z+y) dedy, ha S ={(z,y) |0<y <7, 0<z <yh
S
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fff 1+az+y+ ) dxdydz, ha Sazx =0, y=0, 2 =0 és

x + y + z = 1 sikok &altal meghatarozott tetraéder;
ffef”2+y2 drdy, ha S = {(z,y) | 2> + y*> < R%, R > 0};

fff (2% +y?+22) daedydz, ha S = {(z,y, z)|r? +y*+2%2 < R?, R > 0}.
22) Szamltsa ki az alabbi gorbékkel hatarolt tartomanyok Jordan-mértékét:

5
a) Ty = ,x+y:§ (a > 0);

b) y* = 2px+p,y —2gqz +¢*  (p.g>0);
c) 2’ =ay, 22 =by, 2° = cy?, 2° = dy? (0<a<b 0<c<d).

23) Szamitsa ki az alabbi feltételekkel hatarolt testek

Jordan-mértékét (térfogatat):

a) z=1+z+y, 2=0,z2+y=1,2=0, y=0;
b)x+y+z:a,$2—|—y2:R2,g;:())y:(),z:() (CL>R\/§),
c) z=a+y?,y=2>,y=1, 2=0.
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I1I. PRIMITIV ES INTEGRAL
(VAGY POTENCIAL) FUGGVENY

1. El6zmények és azok kiegészitése

a) A tartomany (nyilt, osszefliggé halmaz), R™-beli gorbe, sima gorbe fo-
galma ismert.

b) g = (g1,--.,9n) : [a,b] — R™ szakaszonként sima gorbe, ha folytonos és
véges sok sima gorbe egyesitése. Bizonyithaté (lasd példaul PAal-Shipp-
Simon, Analizis II., 143. oldal) a kévetkezd:

Tétel. A D C R" nyilt halmaz akkor és csak akkor Gsszefiiggd, ha bar-
mely két pontja osszekétheté D-ben halado szakaszonként sima gorbével.

c) D C R™ az xzy € D-re nézve csillagtartomédny, ha V x € D-re az [zg, z]
szakasz D-ben van. Egy csillagtartomany nyilvan osszefiiggd.

d) Ugyancsak ismert az f = (f1,..., fn) : 9([a,b]) — R™ fiiggvény
g=1[91,--.,9n] : [a,b] — R™ gérbementi integralja, és annak kiszdmitasa,
ha f folytonos és g sima:

[£= (o g = 3 f(f0 o = 35 (50 )l (00t

illetve ezek felirdsa a specidlis R3-beli jelolésekkel.

2. Primitiv fuggvény, Newton-Leibniz formula

Definicié. Legyen D C R" tartomany. Akkor mondjuk, hogy a F': D — R
fliggvény az f : D — R" fliggvény primitiv fiiggvénye, ha F' differencialhato
és F' = f. (Ha példaul f = (P,Q,R): D C R®* - R3 F:D — R, akkor
F' = f azt jelenti, hogy F, = P, F, =Q, F, =R.)

Konnyen bizonyithaté (lasd Pal-Shipp-Simon, Analizis I1., 149. oldal), hogy
ha F' primitiv fiuggvénye f-nek, akkor f V GG primitiv fiiggvénye
G =F 4+ C (C € R) alaku.
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Tétel (Newton-Leibniz formula gérbementi integralra).

Legyen D C R" tartomany, f : D C R®™ — R"™ folytonos fiiggvény a
g : la,b] — D szakaszonként sima gorbe, F' : D — R az f egy primitiv
fiiggvénye. Ekkor

Jf=F(g(b)) — Fg(a)).

Bizonyitds. A feltételek miatt 4 a =1ty <t1 <--- <t, =b, hogy
FogV [ti—1,t;] (i =1,...,n) intervallumon differencialhaté és

(Fog)(t)=F'(g9(t)g'(t) = f(g(t))-g'(t)  (t€[tir,ti], i=1,...,n).
Alkalmazva a Newton Leibniz formulat

[5=3 ] (Foat/ =

1=1t; 4

= S [Flg(t) - Flylti-1)] = Flo(0) - Flg(a))

amit bizonyitani kellett.

Kovetkezmény. Legyen D C R™ tartomany, f : D — R" folytonos
fiiggvény. Ha f-nek 3 primitiv fliggvénye, akkor ¥ D-ben haladé g sza-
kaszonként sima zart gorbére [ f = 0.

g

Bizonyitds. A tételbdl g(a) = g(b) miatt jon az &llités.

3. Integral (vagy potencial) fiiggvény

és kapcsolata a primitiv fliggvénnyel

1. Tétel. Legyen D C R" tartomany, f : D — R" folytonos, hogy V D-ben

haladé g szakaszonként sima zart gorbére [ f = 0. Legyen x¢ € D rigzitett,
g
x € D tetszbleges és g : |a,b] — D egy xo-t x-szel Osszek6td szakaszonként

sima gorbe (g1(a) = xg, g1(b) = x). EkkorV go D-ben haladd, xo-t x-szel
Osszekotd szakaszonként sima gorbére [ f = [ f, azaz [ f értéke csak x-tél

g1 g2 g
tiigg, fiiggetlen az xg-t x-szel 6sszekotd ttol.
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Bizonyitds. g1 U (—g2) zart gorbe, igy
0= [ f= ff+tff ff ff,
g1U(—g2) —9g2

ami adja az allitast.

Definicié. Legyen f : D C R™ — R" folytonos, hogy V D-ben haladé
zart gorbére (mely szakaszonként sima) vett integralja 0. Legyen zy € D
rogzitett, © € D tetszéleges, g : [a,b] — D xo-t x-szel 6sszekotd szakaszon-
ként sima goérbe. Az el6bbiek szerint egyértelmii

=[f (x € D)

X
figgvényt f integrél (potencidl) fiiggvényének nevezziik. Jelolése: [ f.

zo

2. Tétel. Legyen D C R™ tartomany, f : D — R™ folytonos fiiggvény,
melyre [ f =0V D-ben haladé szakaszonként sima zdrt gérbére. Ekkor a

g
® integralfiiggvény f-nek (ro-ban eltiing) primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds. Legyen x € D és K(x,r) C D, g1 az x¢ € D-t z-szel Osszekotd,
D-ben haladé szakaszonként sima gorbe, h € R™ olyan, hogy 0 < |h| < r és
g2(t) = x +th (t € [0,1]) z-et & + h-val Gsszekdtd szakasz.

Ekkor g1 U g2 zo-t x + h-val koti Ossze és igy

x+h

®(x+h) = ff ff+ff ff+ff (z +ff,
g1
illetve ebbol
O(x+h)—P(x) = ff:ff(m+th)-hdt
o 0

kovetkezik, amibdl — f folytonossagat felhasznalva —

(x4 h) — O(z) — U flx +th) — f(x))h dt| <

sup {|f(z + th) — 3:|}|h|—>0, ha h—0
t€[0,1]

adddik, mely éppen @ differencidlhatésdgat jelenti, és hogy @' = f.
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Megjegyzés: Tobbvaltozos esetben tehat a folytonossag nem elég garancia
a primitiv fliggvény létezéséhez, ahhoz kell valami maés is.

4. A primitiv fuggvény létezésének
tovabbi feltételei

1. Tétel (a primitiv fliggvény létezésének sziikséges feltétele). Ha
valamely D C R"™ tartomanyon értelmezett f : D — R™ differencialhaté
fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor f derivalt matrixa szim-
metrikus, azaz D;f; = D, f; (1 <i,j <n).

Bizonyitds. Ha f differencidlhaté és 3 F' primitiv fiiggvénye, akkor F/ = f
miatt F' kétszer differencialhato, igy a Young-tétel miatt

amit bizonyitani kellett.

Ha a tartomanyra tovabbi feltételeket tesziink, akkor a derivalt matrix
szimmetridja elégséges a primitiv fliggvény létezéséhez:

2. Tétel (a primitiv fliggvény létezésének elegendd feltétele).

Legyen D C R™ valamely xg € D-re nézve csillagtartomany és f : D — R"
folytonosan differencialhato fiiggvény. Ha f derivalt matrixa szimmetrikus,
azaz D;f; = D;f; (1 < 14,j < n), akkor f-nek van primitiv fiiggvénye,

X
nevezetesen ®(z) = [ f egy xo-ban eltlind primitiv fiiggvény.
o

Bizonyitds. Mivel D xg-ra csillagtartomany, igy az xg-t x-szel 6sszekoto g
gorbe legyen az [xg, x| szakasz, ekkor

S(a)= [ f = bff(:co btz — 0))(x — w0) dE -

D;f; (i,7 = 1,...,n) folytonossdga miatt teljesiilnek a paraméteres in-
tegralok differencidlasara vonatkozo tétel feltételei, igy @ differencialhaté
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[eN
n

S
&

(z) D;[f(zo + t(z — z0))(x — xo)]dt =

I
O, O, O .
NSE

[t - Dy fi(wo + t(x — 20))(2j — w0j) + filwo + t(z — x0))] =

<
Il
MR

t- %fz(wo + t(ﬂ? — Zl?o)) + fz(l'o + t(lL’ — .TL'())) dt =

1 1
filx) = {fi(mo +t(z — xo))dt + Offi(l‘o +t(z — xo))dt = fi(x)
(i=1,...,n). Igy ® = f is igaz.

Megjegyzések:

1) A tétel igaz igynevezett egyszeresen Osszefiiggd tartomanyokra is.

2) Ha D C R3 egy tartomdny, f = (P,Q,R) : D — R3 egy erétér, akkor
f primitiv fliggvényét az erGtér potencidljanak nevezik. A két tétel azt
mondja: valamely csillagtartomanyon értelmezett erétérnek akkor és csak
akkor van potencidlfiiggvénye, ha P, = Q,, Q. = R,, P, = R,, vagy
V D-ben haladé zart, szakaszonként sima g-re [ f = 0.

g

3) rot f = (R, — Q., P. — R,, Q. — P,). igy (ha D C R® csillagtartomany)
az f: (P,Q,R) : D — R? er6térnek akkor és csak akkor léteik primitiv
(potencidl) fliggvénye, ha rot f = 0 (rotdciémentes).

91



3. Feladatsor

1) Legyen f(z,y) = (y, —z) ((x,y) € R?) adott fiiggvény, a g goérbe vezessen
az (1,0) pontbdl a ( ,0) pontba, hogy
[—
(te

a) g(t) = (=t,0) (t €[-1,1]),
b) g(t) = (cost,sint) (t € [0,7]).

Szamitsa ki [ f-et.
g

2) Legyen

f(a.y) . i (@.y) € B?)
xr = s
g a[0,1] x [0,1] négyzet hatdra. Szdmitsa ki [ f-et.
g
3) Legyen f(x,y,2) = (yz,0,2y) ((z,y,2) € R?) adott fiiggvény, g pedig az

1

a) g(t) = (acost,bsint,ct) (0 <t < —7) gbrbe,

DO |

vagy
b) az a)-beli gérbe kezdd és végpontjat 6sszekotd szakasz.

Szamitsa ki [ f-et.

9
22 2
4) Szémitsa ki [(z+y)dz+(z—y)dy-t, ha g az _2+b_2 = 1 ellipszis (pozitiv
a
9
irdnyitassal).

5) Hatédrozza meg az aldbbi fliggvények primitiv fiiggvényeit:

iz y) = (yz);  fole,y) = (@y);  fslz,y) = (@ —yy—2);
fa(z,y) = (x+y,x —y) ((z,y) € R?* minden esetben);

" _ L Y - 2 )
f5(,y) (WW,WW) ((z,9) € RA\{(0,0)});

fen = (4-1) @0,

2’
6) Szamitsa ki az aldbbi gérbementi integralokat:

[ ydx + zdy, ahol g az [(—1,2), (2, 3)] szakasz;
9
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7)

[ zdzx + ydy, ahol g az [(0,1), (3, —4)] szakasz;
9

[(z —y)dx + (y — x)dy, ahol g az [(1, —1), (1,1)] szakasz;
g
Bizonyitsa be, hogy az

_ —Y i " 2
f(x,w( T \/x2+y2> ((,y) € BA\{(0,0))

fiiggvénynek nem létezik primitiv fiiggvénye. Ha f a T = R?\ E halmazon
értelmezett, ahol E = {(z,0) | = < 0}, akkor 1étezik primitiv fiiggvénye,
hatarozza meg.

Legyen T C R? egy téglalap f = (P,Q) : T — R? adott fiiggvény
(folytonosan differencidlhaté). Bizonyitsa be, hogy

z Yy
@y (z,y) = [ Pz, yo)dz + [ Q(z,y)dy
Zo Yo
és Y
Dy(z,y) = [ P(x,y)dz + [ Qxo,y)dy
o Yo
primitiv fliggvénye f-nek.

Hatéarozza meg az

fi(z,y,2) = (2,9°,=2%); faln,y,2) = (yz,2z,2y)  ((2,y,2) €R?)
fiiggvények primitiv fliggvényét.
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