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I. DIFFERENCIALEGYENLET,
CAUCHY-FELADAT FOGALMA

1. Bevezeto feladatok

Legyen adott az egyenesen mozgd pont v sebességfiiggvénye, mely
folytonos. A to id6épillanatban tartézkodjon a pont az Sy helyen.
Hatdrozzuk meg a pont S utfiiggvényét!

Megoldds: A sebesség definiciéjabdl kovetkezik az
(1.1) S'(t) = v(t) (teR)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert fliggvény.
Az egyenletben S’ szerepel (ez nehézséget jelent), de (1.1) azt mu-
tatja, hogy S primitiv fliggvénye v-nek (ez viszont j6), igy

(%) ma:/uﬂw+c

teljesiil. Ugyanakkor a feladat szerint S(tg) = Sp is teljesiil, igy a
probléma az

(1.2) S'(t)=v(t) (teR),  S(to) =So

alakban fogalmazhat6 meg, azaz (1.1)-et az S(tg) = Sy feltétel mel-
lett kell megoldani, ami (x) miatt adja, hogy C = Sy, igy az

ﬂn=&+/mﬂm (t € R)

to
szerint adott a feladat megoldésa.

Mennyi ideig emelkedik egy vg = 100 ™ /gec kezdGsebességgel fiiggs-
legesen felfelé 16tt rakéta?



Megoldds: Fizikabdl ismeretes, hogy a rakéta v sebességfiiggvénye
és derivaltja kielégiti a

(1.3) V'(t) = —g — kv?(t)

egyenletet. Ennek a megolddsat kell keresni a v(0) = 100 feltétel
mellett és meg kell hatdrozni azt a T id6pillanatot, amikor v(T') = 0.
A feladat tehét

(1.4) v'(t) = —g — kv3(t),  v(0) =100, o(T)=0

megolddsa. Lathatd, hogy most a keresett v fiiggvény és a v’ de-
rivaltfiiggvénye is szerepel. A megoldds most nem nagyon ,14tszik”.

Az (1.1) és (1.3), illetve (1.2) és (1.4) altaldnositasa elvezet a differen-
cidlegyenlet, illetve Cauchy-feladat fogalmahoz.

2. Differencidlegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovdbbiakban egy keresett fliggvényt, y(z) ennek a helyette-
sitési értékét z-ben. Legyen f : D C R?2 — R adott, ekkor a

(2.1) y' = flz,y)  (illetve y'(z) = f(z,y(2)))

egyenlet az (1.1) és (1.3) egyenletek altaldnositdsdnak tekinthets. (2.1)-
et elsérendi kozonséges explicit differencidlegyenletnek is szokas nevezni.

Altaldnosabban:

1. definicié. Legyen D C R*t!, f: D — R folytonos fiiggvény (ahol
D egy tartomény). Az

(22) v = fzyy,. .y

egyenletet n-edrendii k6zonséges explicit differencidlegyenletnek nevezziik,
ennek specidlis esete n = 1-re a (2.1) elsérendl kozonséges explicit
differencidlegyenlet.



Az y : I — R (ahol I C R intervallum) fiiggvény megoldésa (2.2)-nek
I-n, ha

1) y n-szer differencidlhato,
2) (z,y(2),...,y" Y (2)) €D, Vzel,
3) y"(2) = f(z,y(@),...,y" (), Vzel

teljesiil.

Tovéabbi altaldnositas:
2. definicié. Legyen F : D C R™*?2 — R adott folytonos fiiggvény. A
(2.3) F(w,y,y',...,y(")) =0

egyenletet kdzonséges n-edrendii differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y : I — R fiiggvény megoldésa a (2.3) differencidlegyenletnek az I
intervallumon, ha

1) y n-szer differencidlhato,

2) (z,y(2),...,y™(z)) €D, Vzel,

3) F(m,y(w),...,y(")(x)) =0 Vzel
teljestil.

Megjegyzés. Ha (2.2), illetve (2.3)-ban f, illetve F az y,y/, ...,y 1),
illetve y,4/,...,y™ véltozéinak linedris fiiggvénye, akkor a (2.2), illetve
(2.3) differencidlegyenlet linedris, egyébként nemlinedris.

3. definicié. Legyen D C R**! tartomény, f = (f1,...,fn) : D = R®
folytonos fiiggvény. A

(24) yI:(ylla7y;)=f(m7y):f($7ylaJyn)
egyenletrendszert, amely az
(241) y;:fz(xaylaayn) (/L:l:)n)

alakba is frhatd, elsérendii kozonséges (n ismeretlen fiiggvényt tartal-
maz0) explicit differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik.



Azy = (y1,...,yn) : I = R" fliggvény (fliggvényrendszer) a (2.4) (illetve
(2.4")) differencidlegyenlet-rendszer megolddsa I-n, ha

1) y (illetve az y;-k) differencidlhaté(k),
2) (z,y(z)) = (z,y1(2),...,yn(2)) €D Vzel,
3) y'(2) = f(z,y(@) (lletve yi(@) = fi(z,41(2),- .-, yn(z))
i=1,. ,n) Veel
teljestl.

3. Kezdeti érték probléma vagy
Cauchy-feladat

1. definicié. Legyen D C R"*! tartomdny, f : D — R folytonos
figgvény, (o, Yo1,---,Yon) € D rogzitett. A
(3.1) .

yn) :f(mayayla"'ay(nil))a y(Z)(:L.O) = Yoi+1 (z:O,,n—l)

problémét egy n-edrendii explicit kdzonséges differencidlegyenletre vonat-
kozé kezdeti érték probléménak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik (ez

n=1lrey' = f(z,y), y(zo) = yo alakd).

Az yD(x) = yoip1 (i = 0,...,n — 1) kikStéseket kezdeti feltételeknek
nevezzik.

Az y : I — R fiiggvény megoldésa (3.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y n-szer differencidlhato,

2) (z,y(z),...,y"V(z) €D Vzel,

3) y™ (@) = f(2,y(@), ...,y V(@) Vael,
4) yD(2o) = yoirs (=0,...,n—1)

teljestil.

Megjegyzés. Hasonl6 a helyzet a nem explicit esetben is,
F:D c R**? — R fiiggvénnyel.



2. definicié. Legyen D C R**! tartomény, f = (f1,-..,fn) : D = R"
folytonos fiiggvény, (zo,y0) = (Zo,Yo1,- - ->Yon) € D adott pont. A
(3.2) vy =f(zy), y@)=y H=®1---,yn))

problémét egy differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozd kezdeti érték
probléménak vagy Cauchy-feladatnak nevezziik.

Az y = (y1,...,yn) : I = R fiiggvény megoldésa a (3.2) (DER-KEP)-
nek, ha

1) y differencidlhatd,
2) (z,y(z)) = (z,y1(x),...,yn(z)) €D Vzel,
3) y'(z) = f(z,y(z)) Vazel,
4) y(zo) = o
teljesiil.

Tétel (4tviteli elv). Legyen D C R**! tartomany, f : D — R folytonos
fiiggvény, (o, Yo1 - - -, Yon) = (Zo,Y0) € D rogzitett. ]
Az y: I — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldésa a (3.1) (n-KEP)-
nek I-n, ha az (y,y',...,y"™Y) vektorfiiggvény (fiiggvény n-es) megol-
désa a

Y = Y

(*) ' : Yi(Zo) = Yoi (i=1,...,n)
Yn-1 = Yn
y;L = f(.’L',yl,...,yn)

(DER-KEP)-nek I-n.
Bizonyitas.
a) Ha y: I — R megoldésa (3.1)-nek I-n, akkor az
(@) =yx), @) =y®), ... yule)=y" ()

(x € I) szerint definidlt (yi,...,y,) vektorfiiggvény megoldasa (x)-
nak, mert



y1(2) =y' (@) =92(2),  ya(2) = 9" (2) = y3(2),
Yno1(@) =y V(@) = yn(),
Un(z) = y™ (@) = f(2,9(@),y'(2), ..., V(@) =
= f(@,y1(2), ..., yn(2)),
(z € 1), illetve yd (z¢) = yoiy1 (i =0,...,n —1)-bdl

y1(ﬂ70) = Yo1, ) yn(l‘o) = Yon,

azaz,
yz(:cg) = Yoi (i:l,...,n)
adédik.
b) Ha (y1,...,yn) megolddsa (x)-nak I-n, akkor y.(z) = y;y1(z)
(i=1,...,n-1, x € I), igy

(n-1)

Yn(@) =yl 1(2) =y o(@) = =y" V@), zel,
AZAZ
yV (@) = yh(@) = f(&p1(@),..., 90" (@), zel
és

y§z)(x0) = Yoi+1 (Z = 0,...,”— 1)7
tehdt y; =y : I — R megoldasa (3.1)-nek I-n.

Megjegyzés. Az atviteli elv lehetdvé teszi, hogy (n-KEP) feladatok meg-
oldhatdsagat (DER-KEP) megoldhatdsigéra vezessiik vissza.
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II. ELEMI UTON MEGOLDHATO
DIFFERENCIALEGYENLET-
TIPUSOK

1. Szeparabilis differencialegyenletek

Definicié. Legyenek f : [a,b] = R, g : [¢,d] = R (g # 0) adott
folytonos fiiggvények. Az

(S2) y' = f(x)g(y)

differencidlegyenletet szepardbilis (szétvélaszthaté valtozdji) differen-
cidlegyenletnek nevezziik.

Tétel. Azy : [a,b] = [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor
megoldasa (SZ)-nek, ha

(5ZMo) (( / ﬁdt) oy) (z) = / F(t)dt

(z,20 € [a,b]; y,y0 € [c,d]) teljesiil.

Bizonyitds. f és 1/g folytonosak, igy az

F(z) = / fO)dt+Cy (0 € [a,1]),

Q
—~
<
~—

|

1
/mdt—{— Co (yayO € [c,d])

Yo

szerint definidlt F : [a,b] = R, G : [c,d] — R figgvényekre F' = f, G' =
1/g teljesiil.

a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor

G(y(w)) =F(z)+C:—Cy (x € [a, b]),

11



ami y, F, G differencidlhatésidga miatt adja, hogy
G'(y(@) y'(@)=F'(z) (z€]lad]),

azaz
y'(z) = f(2)g(y()) (2 €[ab])
teljesiil, tehat y megoldésa (SZ)-nek.

b) Ha y megolddsa (SZ)-nek, akkor

!
x
f@ = 2LE (@)
9(y())
és a helyettesitéses integrilds tétele miatt barmely z,zo € [a,b]
esetén
/ [y [l
f(t)dtz/ dt = / Ll oy | @
/ 9(y(®) 9(t)
zo To yo=y(zo)

kovetkezik, azaz (SZMo) teljestil.
Megjegyzések.

1) A tétel szerint y(zo) = yo is teljesill, igy az y' = f(x)g(y), y(xo) = yo
kezdeti érték probléma megoldasat kaptuk meg.

2) A kovetkez6 formélis médszert gyakran hasznaljak:
dy dy
S7Z) — —— = f(z)dz —> /—=/fa:dm ),
7 9(y) ) 9(y) (e ()

amit megoldva y-ra kapjuk (SZ) megolddsat. Az (zo,y0) ponton
athaladé megoldashoz Ugy kell megvalasztani az integraciés kons-
tansokat, hogy a (x) egyenldség teljesiiljon = = zg, y = yo mellett.

Ez teljesiil, ha
Yy z
dt /
— = t)dt ,
/ g(t) 1)
Yo Zo

ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

3) Vizsgédlhaté olyan eset is, amikor valamilyen yo € [¢, d]-re g(yo) = 0
(ekkor y(z) = yo nyilvdn megoldds, de lehetnek mas megoldasok is).

12



2. Valtozéban homogén
differencialegyenletek

Tétel. Legyen f : [¢,d] = R adott folytonos fiiggvény, y : [a,b] = R
olyan, hogy 0 ¢ [a,b] és 3 ¢’ [a,b]-n és y(z)/z € [c,d].
y akkor és csak akkor megoldésa [a, b]-n a

r— (Y
(VH) v =1(%)
valtozéban homogén differencidlegyenletnek, ha az
w:[a,b] > R u(x)i@

fiiggvény megoldésa [a, b]-n az

szeparabilis differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Nyilvanvald.

3. Azy =f (%) differencidlegyenlet

— Ha ¢ = v = 0, akkor a cimben egy (VH) tipusi egyenlet szerepel,
mondjuk f : R — R tipusi adott folytonos fiiggvény esetén.

— Ha
a b
o B ‘—aﬂ—ba—o,
b
azaz ha g = E = ), illetve a = Aa, b = A3, akkor a cimben szerepld
egyenlet dtmegy az

y' =glax + By +7)

alakba, melyet az
u(z) = az + By(z) +7

13



helyettesitéssel az
u'=a+py =a+Bg(u)

alakba frhatunk, ami egy specidlis (SZ) egyenlet.

— Ha
a b
© 5o,
akkor az
ar +by+c =
ar+Py+y = 0

linearis egyenletrendszernek pontosan egy &, megolddsa van.
Ekkor beldthaté (igen egyszeriien), hogy az

y:H—R (¢H z€eH = ax+py+v#0)

fiiggvény akkor és csakis akkor megolddsa H-n az altalanos differencial-
egyenletnek, ha a

Y:H* >R ¢t)=yt+&—n (H ={t|t+{ecH})

fliggvény megoldésa az

differencidlegyenletnek, ahol

F(z):f(a+bz)_

a+ fz

4. Elsorendu linearis differencialegyenletek

A kovetkezdkben sziikségiink lesz az aldbbi, a paraméteres integralok
differencidlasara vonatkozd, a korabbindl részben altaldnosabb, de keve-
sebb valtozdszadmu és egyszerilibb értelmezési tartomédnyu fiiggvényekre
teljesiild tételre.

14



Lemma. Legyenek ¢, : [a,b] — R folytonosan differencidlhaté fiigg-
vények, hogy
c<p(z),¢(z) <d, z€lal.

Legyen tovabba f : [a, b] x [¢,d] — R folytonos és az els§ valtozdja szerint
folytonosan differencidlhaté fiiggvény [a,b] X [¢,d]-n. Ekkor a

Y(z)
h(z) = / f@tdt € lab]
o(z)
fiiggvény differencidlhaté, és V = € [a, b] esetén
Y(z)
W(z) = / D1 f(z,t)dt + f(z, ()¢ (2) — f(z, o(z))¢' (z) -

o(z)
Bizonyitas.

d d
Ha ¢(m)i/f(x,t)dt = Elgb'(x):/le(z,t)dt.

Ha F(z,y,z) z/f(m,t)dt = E|D1F=/D1f;
Y Y

3 DyF = —f(z,y);
3 D3F = f(z, 2).
Mivel h(z) = F(x,p(x),y(x)) é 3 Di1F, DyF, D3F;
3K (x) = DiF + D2Fy' + D3 Fy';

az allités.

vy

Definicié. Legyenek f, g : [a,b] — R adott folytonos fiiggvények,
y : [a,b] — R differencidlhaté ismeretlen fiiggvény. A

(LIH) y' = f(x)y + g(x)

15



differencidlegyenletet elsérendii linedris inhomogén, mig az

(LH) Y = flx)y

differencidlegyenletet elsérendi linedris homogén differencidlegyenletnek
nevezzik.

Tétel. Az y :[a,b] - R fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa (LIH)-
nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(LIHMo) y(z) = cyn(z) +yp(z) (2 € [a,b)),

ahol yy : [a,b] = R az (LH) differencidlegyenlet sehol el nem t{ing,
yp : [a,b] = R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa.
Tovébba, ha xg € [a, b] régzitett, akkor barmely = € [a, b]-re

(H) yu(z —eXP<ff )

Bizonyitas.
a) Legyen y megoldasa (LIH)-nek, zg € [a, b] adott, akkor
y'(z) = f(@)y(z) + 9(z) (v €[a,b]),

melyet exp (— Jf (t)dt) # 0-val szorozva kapjuk, hogy

y'( exp( ff ) F@)y( exp( ff )
=gz eXP( ff )

16



amibdl 1athatd, hogy z € [a, b] esetén

£ (0] s ()

Ez pedig adja, hogy

y(z) exp ( f f(@® ) fwg(T) exp (— jT" f(t)dt) dr +c,

x
melyet exp ( I f (t)dt) -vel szorozva
€T

y(z) = cexp (f f(t)dt) + [ g(r)exp (f F(t)dt — ff(t)dt) dr

— cexp (f f(t)dt) 4+ [ g(r)exp (f f(t)dt) dr

Zo
adddik, melybél (H) és (P) figyelembevételével jon (LIHMo).
Ha y (LIHMo) alaki, akkor ((H)-t és (P)-t tekintve)

yu(x) = f(x)exp (ff ) f@)ym(z) ,

azaz (H) megolddsa (LH)-nak.
Ugyanakkor (P)-b6l, a lemma

o@) =20, Y@=z, flo,r) = g(r)exp (ff(t)dt)

speciélis vélasztdsa mellett barmely z, 7 € [a, b] esetén

:zf:g(T) exp ({ f(t)dt) 2)dr + g() exp (ff )

2) lf g(7) exp ([ f(t)dt) dr

= f(z)yr(z) + g(x)

+9(x) =

17



adédik, azaz yp megolddsa (LIH)-nek.
Végiil pedig (LIHMo) differencidldsaval barmely z € [a, b] esetén

y'(z) = [cym +yp)' (2) = cyy () + yp(z) =
= cf(@)ynu(z) + f(@)yp(z) + 9(z) =
= f(@)[cyu () + yp(2)] + 9(2) = f(2)y(z) + 9(z) ,

azaz a (LIHMo) alaku fiiggvény valéban megoldédsa (LIH)-nek.

5. Egzakt differencialegyenletek

Definicié. Legyen D C R? tartoméany, P, : D — R adott fiiggvények.
Az

(E) P(z,y) + Q(z,y)y’' =0

egyenletet egzaktnak nevezziik, ha az f = (P, Q) : D — R? fiiggvénynek
létezik primitiv fiiggvénye, azaz létezik F' : D — R differencidlhaté
fliggvény, hogy

F'=f, azaz DiF =P és DyF=Q
teljesiil.
Megjegyzés. (E)-t szokds az
(E') P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0
alakban is {rni.

Tétel. Az (E) egzakt differencidlegyenletnek az y : I — R differencidl-
haté fiiggvény (melyre (z,y(z)) € D, ha = € I) akkor és csak akkor
megolddsa I-n, ha 3 C € R, hogy

(EMo) Flz,y(x)=C  (z€l),

ahol F az f = (P, Q) figgvény primitiv fiiggvénye.

18



Bizonyitas.

a) Legyen y (EMo) alakd, akkor az Osszetett fliggvény differencidldsi
szabalya szerint

Dy F(z,y(z)) + DoF(z,y(2))y'(z) =0 (z€1)

kovetkezik, ami D1 F = P és Do F = -val adja, hogy y megoldasa
(E)-nek.

b) Ha y megolddsa (E)-nek I-n és (E) egzakt, akkor

0= DiF(e,y(z)) + DoF e,y = 5 Flay@@) (e l)

teljesiil, ami adja (EMo)-t.
Megjegyzések.

1) Egy egzakt differencidlegyenlet megoldasihoz elegend6 az F' primitiv
fligvény meghatarozasa.

2) Ha f = (P,Q) : D — R? olyan, hogy D csillagszerii tartomdny, f
folytonosan differencidlhaté (azaz P és @ is), tovabbd DaP = D1Q
D-n, akkor létezik f = (P, Q)-nak primitiv fliggvénye. Ha (zq, yo)
egy csillagkozéppont és g : [a,b] — D olyan szakaszonként sima
gorbe, mely az (zg,y0)-t (z,y)-nal koti Gssze, akkor ez a primitiv
fliggvény az

(z,y)
Fen=[1= [
9 (z0,90)
integralfiiggvény (lasd Analizis ITI., II1.4.2. tétel).
3) A 2) megjegyzés feltételein til teljesiiljon, hogy g(t) = (z(t),y(¢))

folytonosan differencidlhaté (g(a) = (zo,%0), 9(b) = (z,v)), ak-
kor a gorbementi integral kiszdmitdsara vonatkozé ismert tétel (1asd

példaul Analizis I1.) alapjan, ha 3 g~1, dgy
97 (z,y) 97 (z,y)
Faw) = [ Pa@w®)®d+ [ Q.o @d.
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4) Ha D téglalap vagy korlap, akkor barmely rogzitett (zo,yo)-bol
barmely (z,y) € D elérhetd a tengelyekkel parhuzamos szakaszokbdl
allé torottvonal mentén, példaul:

A A

A folytonos vonalra:

9(t) =g' () Ug*(t) = (=" (1), () U (2*(1),%°(2)) ,

ahol

(s v {057 e

igy

T Y
Flz,y) = / P(t, yo)dt + / Qe t)dt
o Yo

A szaggatott vonalra (hasonléan):
T Yy
Fa) = [ Plt)it+ [ QGao, vy
Zo Yo

5) F(z,y) utébbi két alakjidban szokds az elsd integrdlban t — z, a
masodikban ¢ — y hasznélata is, ekkor

x Y
Fla,y) = / Pz, yo)de + / Q. y)dy |
Zo Yo
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illetve

x Y
F(z,y) = /P(w,y)dw+/Q(wo,y)dy-
Zo Yo

6) Az (E) egzakt egyenlet (zg,yq)-on dthaladé megoldasiat C' = 0 mel-
lett kapjuk.

7 Az y' = f(z)g(y) (g9 # 0) szepardbilis egyenlet egzakt differencial-
egyenlet.

6. Integral6 szorzd keresése

Definicié. Ha y teljesiti (E)-t és 3 u: D — R (u # 0) fiiggvény, hogy
a (uP, uQ) figgvénynek létezik primitiv fiiggvénye, azaz a

(*) w(z,y) Pz, y)dr + p(z,y)Q(z,y)dy =0

differencidlegyenlet egzakt, akkor u-t az (E) egyenlet integrald szorzdja-
nak (Euler-multiplikdtordnak) nevezziik.

Megjegyzések.

1) Ha létezik integralé szorzo, ugy ((E) és () ekvivalencidja miatt) (E)
megolddsa visszavezethet a (x) egzakt differencidlegyenlet megol-
déséra.

2) Integrald szorzét az aldbbi mdédon kereshetiink:

DopP =DipQ & Qua—Ppy=(Py—Qu)p
melybdl ha p = p(w(z,y)) (pl- w(z,y) =z vagyy vagy z+vy ...)

du dp
QEW:I: - P%wy = (Py Qx)/‘ s

illetve
W) _ P=Qa
pw)  Qug — Puwy
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kovetkezik, ami adja, hogy

= exp/ (w)dw ,
sz Pwy
ha, Py—Qs

m azZ W fuggvénye

7. A Bernoulli- és Ricatti-egyenlet

1. tétel. Legyenek f,g:[a,b] = R adott fiiggvények, a € R\{0},
a#1. Az y:[a,b] = R (y > 0) differencidlhaté fiiggvény akkor és csak
akkor megolddsa [a, b]-n a

(B) y'(z) + f(2)y(@) + g(z)y*(z) = 0
Bernoulli-féle differencidlegyenletnek, ha a
Y:lab] >R Y(z) =y *(z)
fliggvény megoldésa a
P'(z) + (1 - a)f(z)p(z) + (1 - a)g(z) =0
linedris differencidlegyenletnek [a, b]-n

Bizonyitds. y(z) = [b(@)] ™% & y'(x) = T [W(@)] =T - ¥/(a)

miatt (B) akkor és csak akkor teljesiil, ha

a

(@)]77% -9/ (2) + f@)[p(@)] 7= +g(@) ()] 7= =0,

AZaZ
P'(z) + (1 — ) f(@)¢(x) + (1 - a)g(x) =0

bérmely z € [a, b] esetén, amit bizonyitani kellett.

2. tétel. Legyenek f,g,h : [a,b] — R adottak, y,yp : [a,b] = R diffe-
rencidlhatdk és yp egy megoldédsa az

(R) y'(2) + f(2)y*(2) + g(2)y(z) + h(z) =
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Ricatti-féle differencidlegyenletnek. y akkor és csak akkor megoldisa
(R)-nek, ha a

Yila,b] >R, (z) =y(z) —yp(2)
fliggvény megoldésa a

V(@) + [2f(2) yp(2) + 9(2)]¥(2) + f(2)*(z) =0
(B) differencidlegyenletnek.

Bizonyitas. Egyszerd.
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I1I. EGZISZTENCIA-TETELEK
CAUCHY-FELADATOKRA

1. Segédeszkozok a funkcionalanalizisbol

A linedris tér, normadlt tér, metrikus tér, teljes metrikus tér fogalma mar
ismert az Analizis I-ITI.-b6l.
Fontos lesz szdmunkra az aldbbi két eredmény.

1. tétel (Banach-féle fixponttétel). Legyen (X,d) teljes metrikus
tér, A : X — X kontrakcid, azaz olyan leképezés, hogy 3 a € (0,1),

hogy
d(Az,Ay) < ad(z,y)  (Vz,y € X)

teljesiil, akkor A-nak pontosan egy fixpontja van, azaz pontosan egy
x € X létezik, hogy Ax = z.

Bizonyitas. Legyen zo € X tetszlleges, (z,) pedig
1 = Axg, ..., T, =Ax, 1 =A"x0
szerint definidlt sorozat X-ben.

— El8szor megmutatjuk, hogy (z,) Cauchy-sorozat:
Legyen m > n, ekkor

d(mnamm) = d(An$07Am$0) < ad(An_leJAm_lxo) <

S Ot"d(;vo,a:m_n) S
< a”{d(mo, 1)+ + d(mm—n—hmm_n)} <
< and(-'EO;.'L'l){l +a+---+ am—n—l} <

< a"d(mo,ml)Za” =
n=0
n
= loiad(l‘oaml) ;
ami " — 0 miatt adja, hogy V& > 0 A ng(e) € N, Vm,n >
ng(e) = d(xn,zm) <c€.
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— (X, d) teljessége miatt (x,) konvergens, azaz 3 x € X, hogy

lim z, = .
n—oo

— Megmutatjuk, hogy = fixpontja A-nak. Egy kontrakcié nyilvan foly-
tonos (d(Az, Azg) < ad(z, o) miatt), igy

Az = A( lim z,) = lim Az, = lim 2,41 =z,
n—oo n—oo n—oe
tehat z fixpontja A-nak.

— A fixpont egyértelmiien meghatarozott, mert ha Az = x és Ay =y
is teljestl, ugy

d(z,y) = d(Az, Ay) < ad(z,y) ,
ami « < 1 miatt csak dgy lehetséghes, ha d(z,y) = 0, azaz ¢ = y.

2. tétel. Egy teljes metrikus tér barmely zart altere is teljes metrikus
tér.

Teljes metrikus térre fontos példa a Cy[a, b] tér:
— ennek alaphalmaza: Cila,b] = {f : [a,b] = R¥ | f folytonos};

— Cyla, b] lineéris tér a fiiggvényekre értelmezett Gsszeaddsra és ska-
larral valé szorzasra nézve;

— Cila,b] normélt tér az ||f|lo = sup {||f(z)|lg+} szerint definidlt
z€[a,b]
normdval (ami igen egyszeriien bizonyithatd);

— Cyla, b] metrikus tér a d(f,g) = ||f — gllo szerint definidlt (a || ||o
normabdl szadrmaztatott) metrikaval.

— Cy[a, b] ezen metrikaval teljes metrikus tér.
Legyen (fn) (fn € Ckla,b]) Cauchy-sorozat, akkor Ve > 0 I ng(e) €
N, Vn,m >ng(e) = ||fn— fmllo <&, ami adja, hogy

(*) ”fn(m)_fm(m)”Rk < ||fn_fm||0 <e (V.’IJE [a,b]),

azaz az (f,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens [a, b]-n (a
fliggvénysorozatokra vonatkoz6 Cauchy-féle konvergencia kritérium
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miatt), tehdt 3 f € Cila, b], hogy fn — f egyenletesen. Ugyanakkor
(mert folytonos fliggvények egyenletesen konvergens sorozatéanak ha-
tarfiiggvénye) az f folytonos. Ekkor (x)-bdl V n > ng(e) és z € [a, b]
esetén
Ifn(z) = f(@)llrr <€,
illetve ebbdl
lfn="fllo<e  Vn2>ne

kovetkezik, tehdt (f,) konvergdl az f € Cy[a,b] elemhez a Ci[a,b]
metrikus térben, ami adja az allitést.

Megjegyzés. Ha k = 1, 4gy Ci[a, b]-t egyszeriien C|a, b]-vel jeloljiik és
az [a, b] feletti folytonos, valés értékii fiiggvények terének nevezziik.

Definicié. Legyen Gy CR™, I =[a,b], G=IxGy, f: G- R". f
Lipschitz-feltételt teljesit G-n (az utolsé m véltozéjdban), ha 3 L > 0,
hogy V (z,41), (z,y2) € G-re

7z, 91) = (2, 92)lr» < Llly1 — y2llrm -

2. Egzisztencia és unicitias tétel
DER-KEP-re

Igen fontos a DER-KEP probléma kovetkezd 4tfogalmazédsa (visszaveze-
tése integralegyenlet-rendszerre):

Lemma. Azy:I — R" differencidlhaté fliggvény akkor, és csak akkor
megolddsa az

(DER-KEP)  y'=f(z,9), y(@)=y% (z,9) € DCR"™

problémdénak, ha folytonos megoldasa az
X
(1ER) @) =w+ [ (o)
To
integralegyenlet-rendszernek. (Itt f : D — R™ folytonos fliggvény.)
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Bizonyitas.

a) Ha y: I — R™ megold4sa (DER-KEP)-nek, akkor

y'(x) = flzy(@) (zel).

f és y folytonossiga adja, hogy f(z,y(z)) folytonos I-n, igy létezik
az

/ F(ty(t))dt

integral és
y(@) = yo + / ftyt)dt  (zel),
zo

ahol y(zo) = yo, azaz teljesiil (IER).

b) Ha y : I — R™ folytonos megoldésa (IER)-nek I-n, akkor f(z,y(x))
folytonossiga miatt

/ F(ty ()t

differencidlhaté és derivéltja f(z,y(x)), masrészt (IER) adja, hogy
y differencidlhaté és y'(z) = f(z,y(z)) (z € I), tovdbba (IER) sze-
rint y(zg) = o is igaz, ebbdl pedig kovetkezik, hogy y megolddsa
(DER-KEP)-nek.

Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KEP) megoldhatésiga és a megol-
dés egyértelmiisége (egzisztencia és unicitds) egyet jelent (IER) megold-
hatésagaval és a megoldas egyértelmiiségével.

Tétel (Picard-Lindelof egzisztencia és unicitds tétel).

Legyen G1 C R™ nyilt halmaz, I =[a,b] CR, D=IxGy, f: D - R"
folytonos fiiggvény, hogy 1étezik L > 0, hogy

I1f(z,y1) = f(zy2)llrn < Llly1 —y2[lrm (¥ (z,31), (z,92) € D),
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azaz Lipschitz-tulajdonsigi D-n. Legyen tovabba xq € I és yo € G
rogzitett. Akkor 3 a > 0, hogy az

(DER-KEP) y'=f(zy),  ylzo) =yo
Cauchy-feladatnak az I; = I N[zy — a,z¢ + «] intervallumon 1étezik

megoldésa és az egyértelmi.

Bizonyitas. A lemma szerint elegendd az (IER) integralegyenlet-rend-
szer folytonos megoldasainak létezését és annak egyértelmiiségét bizo-
nyfitani.

a) A létezés bizonyitdsa:
— Gy nyilt, igy 37 > 0, hogy T' = {y [ [ly — yoll < r} C G, és

fgy az I x T C D teljesiil és I x T zart. Ekkor f folytonossiga
miatt 3 K > 0, hogy ||f|| < K I x T-n.

— Legyen a = min{%, L+r1} , [ =1IN[zg —a,z0 + al.
— Tekintsiik az
X=C:={¢|y¢: 51 = T, ¢ folytonos}
halmazt a

d: X xX >R, dpr,p2) = sgp{llsm(w) — p2(x)|I}

metrikdval. (X,d) zart altere a kordbbiakban tekintett, Cy,(I7)
teljes metrikus térnek, igy teljes metrikus tér.

— Ertelmezziik (X, d)-n az A leképezést

mmmyﬁm+/fmmmw (L)

Zo

szerint. A : X — X tipusd, mert 1p = Ay folytonos [1-en (az
integrélfiiggvény ismert tulajdonsdga miatt), tovdbbd

9 (x) = woll =

T 1ot < [l17 o)t <

< Kllz— a0 < Ka<r
miatt ¢(I,) C T is igaz, igy ¥ = Ap € X.
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— A kontrakcid, mert ha @1, € X, gy
x

JIF(t01() = f(t, 02(t))]dt

Zo

< f||f(t, e1(t)) — f(t,2(t))| dt <

[(Ap1) (@) = (Ap2)(2)]| = <

< [ Ld(p1, p2)dt <

Zo

< Lz — mo||d(1, p2) <

L
< Lad(pr,p2) < L—Hd(%,@z)

(hiszen L/(L + 1) € (0,1)).
— Az 1. tétel (Banach-féle fixponttétel) miatt A-nak létezik fix-

pontja, azaz Jy € X folytonos fiiggvény, hogy (Ay)(z) = y(z)
(VY z € I), vagyis

y(@) = yo + / fty@)dt (@ el)

teljesiil, tehdt létezik megoldédsa (IER)-nek, és igy (DER-KEP)-
nek I-en.

b) A megoldés egyértelmiiségének bizonyitdsa:
A Banach-féle fixponttétel miatt a megoldds egyértemi is az I1-en
differencidlhaté fliggvények koérében I7-en.

Megjegyzések.

1) A tétel feltételei mellet a (DER-KEP) megold4sat (az A leképezés
fixpontjat) az

Yo(r) =yo, k() =yo+ /f(t;ykq(t))dt (k=1,2,...;2 € 1)

Zo

szerint definidlt (y) fliggvénysorozat hatarfiiggvénye adja.
Az eljarast Picard-féle szukcessziv approximéciénak nevezziik.

30



2) n = 1 mellett az elsérend{l explicit differencidlegyenletre vonat-
koz6 Cauchy-feladatra vonatkozé Picard-féle egzisztencia és unicités
tételt kapjuk.

3) Egy példa: A
(KEP) y =azy, y0)=1

Cauchy-feladatnak megfeleld integrélegyenelet:

xz

(IE) y(z) =1+ /ty(t)dt

Ekkor

x> 1 (22\° 1 (22"
=1+ 4 (Z) = (2
y(@) +2+2!(2> + +k!<2>’ ’

és yr(z) — exp(x?/2) egyenletesen, igy (KEP) megoldésa:

y(z) = exp (”’;) (z € R).

3. (L-DER-KEP) megoldhatésiga

Legyenek g¢;;, vi : I = R (4,5 = 1,...,n) adott folytonos fliggvények,
akkor

n
vi= 9i(@)y; +¢i(x),  wilwo) =voi  (i=1,...,n)
j=1

egy linedris differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé Cauchy-feladat,
mely az
Y1 ©1

y= N pY= > g: (gij)nxn
yn (pn



jeloléssel az

(L-DER-KEP) y' =g@)y+o),  yl@o) =10

I
Il

alakba is irhaté.
Ez ekvivalens az

T

(L-IER) y(@) = yo + /@(t) y(t) + o(t)] dt

Zo

integralegyenlet-rendszerrel.
Legyen D = I x R™, akkor az

f:DCR™ SR, f(z,y) = g(@)y + p(z)
folytonos fiiggvényre V (z,y'), (z,3?) € D esetén

[ £@@,y") = f,9?)| = [lg@) ' —y?)] =

_ Iy [z ()0} —y;)] <nkly =] = L' -7

i=1 J=

teljesiil, azaz Lipschitz-tulajdonségu, igy az (L-DER-KEP) megoldhaté és
a megoldas egyértelmi I; C I-n.

4. (n-KEP) megoldhatésiga

Tétel (egzisztencia és unicitds tétel (n-KEP)-re).
Legyen G; C R" nyilt halmaz, I = [a,b] CR, D=IxGy1, f: D =R
folytonos fiiggvény, hogy 3 L > 0, hogy

|f(x,y") = f@,9”)| < L|jy" —¢*||  (V(z,9"), (z,9°) € D),

azaz Lipschitz-tulajdonsdgi D-n. Legyen tovabbad z¢g € I, yo € Gi
rogzitett.
Akkor 3 a > 0, hogy az

(’I”L-KEP) y(n) = f(wa Ys--vs y(nil))a y(Z) (1’0) = Yoi+1
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(¢=0,...,m — 1) Cauchy-feladatnak az I = I N [zo — @, o + «] inter-
vallumon létezik megoldasa és az egyértelm.
Bizonyitds. Az 4tviteli elv szerint (n-KEP) ekvivalens az

Y1 =92
(A) .I yl('TO) = Yoi (Z = 17"')”)
Yn—1 = Yn

!

Yn :f(wayla"'ayﬂ)

Cauchy-feladattal, azaz y : I; — R akkor, és csak akkor megoldéasa
(n-KEP)-nek, ha (y,y', ...,y D) : [} - R" megolddsaa (A) (DER-KEP)-
nek, ahol

f=(f17---afn)7 fk(may):yk-f-la (k:l,...,n—l), le:f

Ko6nnyen ellenérizhetd, hogy teljesiilnek a Picard-Lindelof-tétel feltételei,
igy a kapott (DER-KEP)-nek (és igy (n-KEP)-nek) létezik megoldésa és
egyértelmd.

Ko6vetkezmény (L-n-KEP megoldhatésdga). Legyenek
ai,---,05,0 1 I — R folytonos fiiggvények, o € I, yo € R™ rogzitett.
Akkor az

Z (n) = (n—1) .
(L-n-KEP) { y ay(z)y + -+ an(z)y + b(x)

y(z) ('Z.O) = Yoi+1 (Z = 07 .- ,TL)
Cauchy-feladatnak egy és csak egy megoldasa van I-n.
Bizonyitds. Most az (L-n-KEP)-nek megfelel6 (DER-KEP)
y'(x) = A(@)y(z) + B(z),  y(zo) =1%o

alakd, ahol

0 10 0 0
An=| ¢ ! ! Bw=|
an(x) ay () b(z)

és ekkor alkalmazhaté tételiink.
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5. Egzisztenciatétel DER-KEP-re

Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). Legyen D C Rt!
tartoméany f : D — R” folytonos fiiggvény, (zo,y0) € D. Akkor az

y' = f(z,y),  y(ze) =yo

Cauchy-feladatnak 1étezik megoldasa.
(De nem feltétleniil egyértelmi, lasd példaul az y' = /|y| differencidl-
egyenletre vonatkozé Cauchy-feladatot.)

Bizonyitas. Nem kell.
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IV. MAGASABBRENDU LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Az n-edrendi linearis homogén
differencidlegyenletek altalanos elmélete

1. definicié. Legyenek a; : I - R (i = 1,...,n) folytonos fiiggvények.
A

n
(H.D) v+ ai@)y" =0
=1

egyenletet n-edrendi linedris homogén differencidlegyenletnek nevezziik.
Egyszeri szamolassal bizonyithaté a kdvetkezd tétel:

1. tétel. Ha az y1,...,yr : I — R fiiggvények megolddsai (H,D)-nek
I-n, akkor V ¢1,...,cr € R esetén az

k
y= Z CilYi
i=1
fliggvény is megoldds I-n.

2. definicié (linedris fiiggdség és fiiggetlenség).
Az y1,...,yr : I = R fiiggvények linedrisan fliggéek I-n, ha létezik
k

c1,...,cr € R (3 ¢? > 0) konstansrendszer, hogy
i=1

(*) Zczyz(ﬂf) =0 (Vz € I).

Y1,---,Yk = I — R linedrisan fliggetlenek, ha (%) csak dgy teljesiil, ha
¢=03G=1,...,k).
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3. definicié. Az yiy,...,y, : I =& R n — l-szer differencidlhaté figgvé-
nyek Wronski-determinansa:

Y1 Y2 Yn

| own Ys - Y
W:W(yla---:yn): :

n— n—1 n—1

SO gl

2. tétel (Liouville-formula). Ha az y1,...,y, : I — R fiiggvények
megoldasai (H,D)-nek I-n és x¢ € I adott, akkor

T

W(2) = Wg (@), .., yn(z)) = W(z0) exp | — / ax (t)dt

o
Bizonyitas. Konnyen beldthatd, hogy
yio --- Y
i -+ Y
Wiz)=| . +---+
y§n.—1) . y7(1n—1)
Y1 . Yn Y1 . Yn
+ y§n‘—1) L e + yyb'_z) L m =
Jrn el Py T e
Y1 Yn
= ) y§n72) ) y%n72) =
> ai(@)yi" — > ai(a)y?
i=1 =1
Y1 Yn
n :
=— Z a;(x) (n_2) (nooy| = —ay ()W (x) (z € I).
i=1 Y. = -0 Un
y§n—z) ystn—z)



fgy W az
y'(z) = —ar(@)y(z),  y(zo) = W (o)
(1-KEP) probléma egyértelmiien 1étezd
W(z) = W (zo) exp —/al(t)dt
o

megoldésa, és ezt kellett bizonyitani.

1. kovetkezmény. (H,D) egy vi,- .., y, megoldisrendszerének
Wronski-determindnsa vagy = 0, vagy sehol sem 0.

4. definicié (alaprendszer). Azyi,...,yn: I — Rfiiggvények (H,D)
alaprendszerét alkotjak, ha megoldasai annak és linedrisan fiiggetlenek.

3. tétel. yq,...,yn : I = R akkor, és csak akkor alaprendszere (H,D)-
nek, haVy; (i =1,...,n) megoldds I-n, és W(x) # 0.
Bizonyitas.

a) HoW(z) #0 (x € I) és ¢1,-.., ¢, € R olyan, hogy

n

Zciyi(a:)ZO (Vxel),

akkor

n .
(O) Zciygj)(a:)zo (Vzel,j=0,...,n—1)

i=1
teljesiil, ami egy linedris egyenletrendszer ¢4, ..., ¢,-re, melynek de-
termindnsa éppen W(z) #0(z €l) = a1 =---=¢, =0 =
az yi,-..,Yn megoldasok linedrisan fiiggetlenek = y1,...,y, alap-
rendszer.

b) Ha y1,...,y, alaprendszere (H,D)-nek és létezne xo € I, hogy
n
W (zo) = 0, akkor léteznének cy,...,c, € R (Y ¢ > 0) konstansok,
i=1
hogy

Y @)=0 (=1,...,n-1)
i=1
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egyenletrendszer megold4sai.
Legyen y (H,D) olyan megoldédsa I-n, melyre

yD(20) = ey (@) =0 (j=0,...,n—1).
i=1

Az igy kapott (n-KEP)-nek csak egy megolddsa van. De y = 0 és
n

y = Y cy; is megoldas, igy
i=1

Zciyi(x)zo Vzel),
=1

azaz Y1, . ., Yyn-ek linedrisan fiiggbek, ami ellentmondas.
Igy W(z) A0V z e I

4. tétel (H,D altaldnos megoldédsa). Legyen y1,...,yn:I = R
(H.D) alaprendszere I-n, akkor (H,D) ¥V y : I — R megoldésa

y(z) = Zcz'yi(w) (zel)

alaku, ahol ¢y, ..., ¢, € R konstansok.

Bizonyitas.

Ha y1,...,¥» (H,D) alaprendszere, akkor W(zg) # 0V o € I. Ha
y : I = R egy tetsz6leges megolddsa (H,D)-nek, akkor legyen ¢1,...,c,
a

(o) chg") (zo) =y (z) (j=0,...,n—1)

egyenletrendszer (W (zg) # 0 miatt létezd) megolddsa.
Ekkor a

P(z) = Zciyi(x) (z el

szerint definidlt fliggvény olyan megolddsa (H,D)-nek I-n, melyre tel-
jesiilnek a _ ‘
D (zo) =y (zo)  (j=0,...,n—1)
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kezdeti feltételek (o) miatt.
Igy 9 és y ugyanazon (H,D)-re vonatkozé (n-KEP) megolddsai, ezért
megegyeznek, azaz

y(z) =P(z) = Zciyi(-%’) (z €I,

amit bizonyitani kellett.

Megjegyzések.
1) Az éltaldnos megoldashoz igy elég az alaprendszert meghatdrozni.
2) Belathat6 (14sd Késa 90. oldal), hogy alaprendszer mindig létezik.
3) Az alaprendszer meghatdrozasara nincs dltaldnos médszer.

Fontos viszont az aldbbi, D’Alembert-t6l szidrmazé fokszadmcsokkentd

eljarés:

5. tétel. Ha ismert (H,D) m szdmd linedrisan fiiggetlen y1,...,ym :
I — R megoldésa I-n, akkor (H,, D) megolddsainak meghatirozasa visz-
szavezethetd egy (n — m)-edrendi linedris homogén differencidlegyenlet
megoldéséara.

Bizonyitas.
— Legyenek y1,...,Ym (# 0) linedrisan fiiggetlen megoldésai (H,,D)-nek,
mig y : I — R egy tetszOleges megoldas, akkor legyen

azaz
v@) = () [ u(w)ds

Innen

y = y'l/u(a:)dx-{-ylu, ey, yM = yin) /u(w)d$+---+y1u("*l)

kovetkezik. 3,7/, ...,y™ kapott értékeit (H,D)-be helyettesitve:

y%") + Zaﬂm)y?”] /uda: +yu™ Y 4 A(z)u =0
i=1
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adédik, melybél — felhaszndlva, hogy y1 # 0 megolddsa (H,D)-nek —
kapjuk, hogy u teljesiti a

(H(n-1)D) w4+ Qu(z)u" + -+ Quo1(z)u =0

(n—1)-edrendd differencidlegyenletet és viszont: ha w teljesiti (H(,—1)D)-
t, akkor a (A)-ben definiélt y teljesiti (H,D)-t.

— Vélasszuk most (A)-ben y-nak rendre az ys,. ..,y fliggvényeket,
akkor a

(a') ukz(y—k) (k=2 ..m)

Y1

fiiggvények megolddsai (H(,—1)D)-nek, tovdbb4 linedrisan fliggetlenek,
mert ellenkezd esetben 3 as,...,a, € R (3" a? > 0), hogy

m
S auila) =0 (@el),
=2

ami adja, hogy

ai/ui+a1=0 (.Z'EI).

m
=2

Ebbdl, a (A')-b8l adédé

egyenlGség miatt

m
Zai&+a120 (:EEI),
1=2 h
illetve
m
Zaiyi(a:) =0 (x el
i=1
kovetkezne, ellentétben azzal, hogy w1, . ..,y linedrisan fiiggetlenek.
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— Igy (H(n—1)D)-nek ismert m — 1 linearisan fliggetlen megoldésa,
ezek ug,...,uUn. EDbbSl az elébbi eljardssal meghatdrozhaté (H,—2)D)
m — 2 szamu linedrisan fiiggetlen megoldédsa. Az eljarast folytatva egy
(Hn—m)D) n — m-edrend{ differencidlegyenlethez jutunk.

Ha (H(,—m)D) megoldésait meghatarozzuk, akkor azokbdl (H(,—m+1)D),
...»,(H@m-1)D) és igy (H,D) megoldasai is adottak lesznek (A) szerint.

2. kovetkezmény. Legyen y; : I — R (y; # 0) megoldisa az
(H2D) y" +a1(2)y’ +ax(x)y =0

differencidlegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldasa (H2D)-nek, ha az

!
w:I>R  u= (ﬂ)
N

fliggvény megoldésa az

(H:D) u' + (al(w)+2%)u:0

differencidlegyenletnek. fgy (H2D) altaldnos megoldasa

y=cy /eXp [—/ (al(m) + 233&;) d:c] dx =
=cy / ﬁ exp [—/al(w)dm] dx .

Bizonyitas. Az elébbi eljiras azonnal adja (H1D)-t, ami egy szepardbilis
differencidlegyenlet, az

w= c/exp [—/(al(x) +2)dw] dr =
— e / %exp [— / al(x)da:] dr |

megolddssal, ami y = y; [ udz szerint adja az 4llitast.
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2. Konstansegyutthatds linearis homogén
differencialegyenletek

Definicié. Ha (H,D)-ben
G =aeR  (zel),
akkor a kapott
(KH,,D) y™ + Xn: aiy™ D =0
i=1
egyenletet n-edrendli konstansegyiitthatés linedris homogén differencidl-

egyenletnek nevezziik.
(KH,D) karakterisztikus polinomja:

(KP) P ="+ aiAm,
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:

(KE) AT+ e A =0
=1

Tétel. Ha A1,..., \x € R p1,...,pr (€ N)-szeres (kiilonboz6) gyokei
(KH,,D) karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - -+ + p, = n, akkor

e geMT . ghilghz
(AR) :
eMT  gerwT o pPE—lek®

alaprendszere (KH,D)-nek, ha Ay, ..., \; valésak.

Ha példdul Ay = a+i8, A2 = a—if konjugélt komplex gyokei (KE)-nek,
hogy p1 = p2 = p-szeresek, akkor (AR) els6 két sora helyett

€*® cos Bx, ze*®cosPBz, ..., xPle®®cospfx
e*®sin Bz, xe*®sinfBzr, ..., aP le®®sinfx

szerepel. (Hasonld a helyzet a tovabbi komplex gyokok esetén is.)
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Bizonyitas. (Csak a valés esetre)

a)

(AR) elemei megoldédsai (KH,D)-nek:

—eN? (i = 1,...,k) esetén egyszerii helyettesitéssel gyézddhetiink

meg errol.

—xet® . gPiTleM® (j =1,...,k) esetén fel kell hasznélni azt is,

hogy ha \; p;-szeres gy6ke (KE)-nek, akkor
P(\)=P'(\)=---=PP=D()\) =0

teljestl.

(AR) fiiggvényei linesrisan fiiggetlenek:
Tegyiik fel, hogy linedrisan fiiggek. Ekkor léteznek ¢; (3 ¢? > 0)

=1
konstansok, melyekkel képezve (AR) fiiggvényeinek linedris kom-

binéciéjat, az azonosan 0-nak addédik, ami adja, hogy
(1) eM?P, (z) +---+ e P, (z)=0,

ahol m < k, P, fokszdma < ny, és létezik P,, , hogy abban létezik 0-
t6l kiilonboz6 egylitthaté. Legyen ez P,, = P, l-edfokd. Szorozzuk
meg (1)-et e~ *=%-szel, akkor

Pl(ar)e(’\l”"")z 44 an_l(x)e()‘m—lf)‘m)”” +P, ()=0

kovetkezik, ahol \;—\,, #0 (i = 1,...,m—1). Az utébbi egyenletet
N, + 1-szer differencidlva kapjuk, hogy

Pl@)e®= 7 oy Pl (@)emmimime =,

ahol P} (z) is l-edfokd, azaz z! egyiitthatéja nem 0. Ebb6l e*m®-szel
valé szorzas utan
2) Pl (z)eM" 4+ P,

adédik.
Az eljérdst m — 1-szer ismételve ( (2)-vel kezdve) kapjuk, hogy

lf’[”*l(:zz)e’\lz =0,

(:c)e’\’"‘lw =0

ahol le_l is l-edfokt, ami viszont azt jelentené, hogy egy l-edfoki
polinom azonosan nulla, ami lehetetlen.
Igy (AR) fiiggvényei linedrisan fiiggetlenek.
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Kovetkezmény. Az
(KH»D) ' +ay +awy =0
karakterisztikus egyenlete a méasodfokud
(KEz) M tad+as=0
egyenlet, igy ha ennek gydkei:
a) A, A € R A\; # Xy, akkor (KH2D) dltaldnos megolddsa

y = Cle/\uc + 026/\295;

b) A1 = X2 = A¢ € R, akkor (KH;D) altaldnos megolddsa

y = 1% + ¢y x %

) M = a+if, A = a—1if (a,f € R), akkor (KH:D) &ltaldnos
megoldédsa
y = [e1 cos Bz + ¢z sin fz]e*”.

3. n-edrendii linearis inhomogén
differencialegyenletek

Definicié. Legyenek a;,b : [a,b] = R (i = 1,...,n) adott folytonos
fliggvények, akkor az

(IH.D) y™ + 3" ai(2)y™ ) = b(x)
=1

differencidlegyenletet n-edrendi linedris inhomogén differencidlegyenlet-
nek nevezziik.

1. tétel. Legyen y, partikuldris megoldésa (IH,D)-nek. Az y akkor, és
csak akkor megoldédsa (IH,D)-nek, ha az

yg: I > R, yu(z) = y(z) — yp(@)

szerint definidlt fliggvény megolddsa az (IH,D)-bdl képzett (H,D)-nek.
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Bizonyitas.

a) Ha y és y, megolddsai (IH,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
(IH,D)-t kivonva egymdasbdl

(v —up (”)+Zaz (y—yp) " =0

adédik, azaz y — y, = yu valéban megolddsa (H,D)-nek.

b) Ha y, megoldasa (IH,D)-nek és y g megoldasa (H,D)-nek, akkor a két
egyenlet Osszeadésa adja, hogy y = yu +y, is megoldésa (IH, D)-nek.

Kovetkezmény. Ha y, (IH,D) egy partikuldris megoldasa, yi,...,yn
pedig (H,D) alaprendszere, akkor (IH,,D) dltaldnos megolddsa

n
yzzcz’yz’-l-yp-

Hogyan hatdrozhaté meg y,?

2. tétel (a konstansvaridlds médszere (IH,D)-re). Ha yi,...,y,
az (IH,,D)-bdl képzett (H,D) alaprendszere ésac;: I - R (i=1,...,n)
fliggvények kielégitik a

n

()i @)y (@) =0 (=0,....,n=2), 3 c@)y" " (z)="b)

egyenletrendszert I-n, akkor
(P) v I =R yp(e) = cil@)yi(o)

megoldésa (IH,D)-nek.
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Bizonyitas. (P)-b6l (C) felhasznildsival:

y,(x) = ZI ci(x)yi(z) + Z:lcz(x)yi(w) = gci(w)yé(w)
(" D(z) = 3 @)y P (@) + 3 i@y (@) = 3 i)yl ()
i=1 i=1 i=1
ROED ey (@) + > ci(2)y™ (z) =
= _Elcz(x) l— Zlaj @)y (@)| +b(z) =
1= J=
=— 3 o) [z ()" <m>] T b(a) =
Jj= i=
=-x a;(@)yy" ) (z) + b(x)
J:
azaz y, teljesiti (IH,D)-t, amit bizonyitani kellett.
Megjegyzések.
1) (C) ¢f,...,cl -re egy inhomogén linedris egyenletrendszer, melynek

determinansa a Wronszki-determindns, melyre W (z) # 0 (I-n). Igy
léteznek ¢; (1 =1,...,n) fliggvények, hogy

ci(z) =i(z) (zel, i=1,...,n),

:/@.(x)dx (t=1,...,n)

adja a ¢; fliggvényeket.

amibdl

2) (IH2D) esetén
(IH2D) y" +ar1(@)y’ + az(z)y = b(z),
és ha y1, y» alaprendszer, akkor (C)

, & (@)1 (2) + & (@)y2() = 0
() { & (@) (z) + &b (@)} () = b(z)
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alakd. Ebbdl pedig

‘ 0 ya(x)

CI (.CL') — b(.’ll') yIZ(:L') - _ b(ﬂ&')yQ(:I;)

) = @ m@) W), n@)
, @)y (o)

%@ = (), 12 @)

illetve

b(z)y2(x) / b(z)y: (x)
ca(x) = | —~ 77— —dz; ) = | &=F—————dz
D= [T m@ ™ O T )
kovetkezik. Tovabba ezen c; és cs fliggvényekkel a partikularis meg-

oldés
Yp(z) = cl(@)y1(2) + c2(z)y2(z) (2 €.

4. Linearis differencialegyenlet-rendszerek

1. definicié. Legyenek g;j,¢; : I — R (4,5 = 1,...,n) folytonos
fiiggvények. A

n
j=1
illetve az (y1,.-.,yn) " = 4, (©1,--0n)" = @, (Gij)nxn = g jelolé-
sekkel a
(LIHDER') y' +9@y=¢

egyenletrendszert linedris inhomogén differencidlegyenlet-rendszernek,
mig az

(LHDER) Y +g(x)y=0
egyenletrendszert linedris homogén differencidlegyenlet-rendszernek ne-

vezzik.
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Megjegyzések.

1) (LIHDER), illetve (LHDER) megolddsainak meghatirozdsa visszave-
zethet6 az n-edrendi linedris differencidlegyenletek elméletére.

2) Ugyanakkor 6nall6 elmélet is kidolgozhat6, mely szoros analégiat
mutat az n-edrendii linedris differencidlegyenletek elméletével. A
kovetkezOkben kimondott tételek bizonyitasa is hasonld, természe-
tesen bizonyos médositdsokkal (példdul mds egzisztencia és unicités
tételt kell hasznalni, médosul a Wronski-determindns fogalma is).

1. tétel. Ha Y5>y, megolddsai (LHDER)-nek, akkor
y=ay, +- ey, (c1,-..,cx €ER)
is az.

2. tétel. Ha Y,--Y, linedrisan fiiggetlen megolddsai (LHDER)-nek,
akkor barmely y megoldésra létezik c1,...,c, € R, hogy

g:clg1+...+cngn_

2. definicié. Az (LHDER) YooY, (y, = W11y Yn1) ey y =

=n

(Y1ns--->Ynn) ") linedrisan fiiggetlen megolddsaibol képzett
Yir -+ Yin
=1 :
Yni -+ Ynn

matrixot alap-, vagy megolddsméatrixnak, mig a
W =deto

determindnst az y RERRRY /M fliggvények Wronski-determindnsanak
nevezzik.

3. tétel. Hay,...,y :I — R" megolddsai (LHDER)-nek és zo € I
rogzitett, akkor

W) =Weoew |- [ Sgathdt|  @eD)

teljesiil. Igy W (z) =0, vagy W (z) # 0 (z € I).
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4. tétel. 1 akkor, és csak akkor alapmatrixa (LHDER)-nek, ha W (zx) #
0(zel).

Megjegyzés. Itt is a f6 feladat az alaprendszer meghatarozdsa, melyre
sltaldnos mdédszer nincs, de itt is haszndlhaté D’Alambert redukcids
mddszere, melynek lényege: ha ismert (LHDER) egy megolddsa, akkor
az egyenletrendszer eggyel kevesebb egyenletbdl all6 differencidlegyenlet-
rendszerre vezethetd vissza.

5. tétel. Ha Y, megoldésa (LIHDER)-nek, gy y akkor, és csak akkor
megoldésa, ha y — Y, =y, megolddsa a (LIHDER)-bdl képzett (LHDER)-
nek. Azaz (LIHDER) dltaldnos megolddsay =y, + Y, alaku.

6. tétel (a konstansvaridlds médszere). Hay ,...,y (LHDER)
alaprendszere és ¢; : [a,b] = R (i = 1,...,n) olyan fliggvények, hogy
teljesiil a
n
Dy = e
i=1
azaz a

c1(@)yn (z) + -+ + cp(T)y1n(z) = 1(2)
: (z € [a,])
1 (T)Yn1 (%) + -+ - + 3, (T)Yna (®) = pu(T)

egyenletrendszer, akkor
y,(x) = ;Ci(w)gi(w) (z € [a,b])

megoldédsa (LIHDER)-nek.
Megjegyzések.

1) Ha (LHDER) konstansegyiitthatds, azaz g = A konstans métrix, azaz
9ij(x) =a;; € R (i,j =1,...,n), akkor az

(KLHDER) Yy +Ay=0
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megoldasait az

alakban keressiik, ahol A € R vagy C.
Ekkor (KLHDER)-bél kapjuk, hogy

y' = Aee?® = —Ace?,

azaz Ac = —Ac, illetve (A + AE)c = 0 egyenletrendszer teljesiil.
Mésképpen fogalmazva y = ce’® akkor, és csak akkor megolddsa
(KLHDER)-nek, ha,

(*) (A+AE)c=0,

ahol F az egységmatrix. Ez egy homogén linedris egyenletrendszer
cre.

Linedris algebrdbdl ismert, hogy (x)-nak akkor, és csak akkor 1étezik
nemtrividlis megoldédsa, ha

air + A ais ... ain
as1 azxs + A ... asn,
det(A+AE) = | —0,
ani1 an2 eee Apn+ A

azaz A megolddsa a
P,(A) =det(A+ AE) =0

karakterisztikus egyenletnek, ami n-edfokd.

Ennek n (valds vagy komplex) megolddsa van, melyekhez meghaté-
rozhatdk a ¢ # 0 vektorok (ezek csak egy multiplikativ konstanstdl
eltekintve egyértelmfiiek).

Ezutén eljuthatunk (KLHDER) alaprendszeréhez is (ha A1,...,An
mind valésak, akkor egyszer(ibb az eset most is).

Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszert:

w T (eenan (3 ) o (O)
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Tekintsiik a homogén

Yi—y1—y2=0
H
(H) {yé—yl—y2=0

differencidlegyenlet-rendszert. Ennek megoldésait az

Az
_ (Y1) _ [ce
(*) y= (yz) - (CQe’\””>
alakban keresve kapjuk, hogy (x) akkor, és csak akkor megoldésa

(H)-nak, ha

()\—1)61—02:0
—c1+A=1)cz =0 .

Ez egy linedris homogén egyenletrendszer c;, co-re, melynek akkor,
és csak akkor 1étezik trividlistdl kiilénbozé megoldasa, ha

A-1 -1
-1 -1

‘:(A—DQ—I:Az—ZA:O,

azaz, ha /\1 = 0, )\2 = 2.

AM=0 = —ca—-c=0 < c=-—c (¢ tetsz.),

ne ()= () = we ()

=
=2 = c¢—-c=0 & cr=0C ,
=

2z 2z
_ (Y12 _ [ae _ (€
- ()= (0) = = (e)

Az alapmatrix:
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alaprendszere a homogén differencidlegyenlet-rendszernek, ami adja,
hogy

_ 1 e i (z) = ¢1 + c2e®
EH(.T) —a (‘1) te (eh) = {ng(m) = —c1 + 2™
a vizsgélt (H) konstansegyiitthatds linedris homogén differencial-

egyenlet altaldnos megoldésa.
Ekkor (a 6. tétel miatt)

megoldésa (IH)-nak, ha

{ ci(z)-1+chy(x)-e** =0
i) - (1) +cy(z) - e* =2

teljesiil, melybdl

0 e ‘ 1 0
2z
R L PPN b - 2 I AP
Cl(.fL') 227 57 02('7:) 2¢27 26 N )
illetve
2
T
ci(z) = 1
11
co () —/ge*hdm = —Ze @ —/———e*” =
— _26721' _ %e—Zx



alakban kapjuk, amibol kovetkezik, hogy

Az elébbi példa differencidlegyenlet-rendszerének masik megoldasas:
Az

I — =
Yo=Y —yY2=2

differencidlegyenlet-rendszer elsé egyeneltét differencidlva (az egyen-
letek adjak, hogy y1 és vy, is kétszer, s6t akdrhanyszor differencial-
hatd)

Y —y1—yy =0

kovetkezik, melyet Gsszehasonlitva a differencidlegyenlet-rendszerrel
eliminalhatd v és ya, és az

y—2y =1

maéasodrendii konstansegyiitthatds linedris inhomogén differencial-
egyenlet adédik y;-re.
A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete: A2 — 2\ = 0, ami
akkor, és csak akkor teljesiil, ha Ay = 0, A2 = 2, amibdl kapjuk,
hogy

y1a(r) = c1 + cpe®® (z € R).

Keressiik y;p-t

y1p(x) = c1(x) + ca(x)e*”

alakban, ez megoldés, ha ¢} (z) és ch(x) teljesiti a

ci(x) -1+ ch(z)-e** =0
ch(z) -0+ ch(z)-2e2* =z
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egyenletrendszert, amibdl kovetkezik, hogy

0 621'
T 2e* xe?® x x?
ci(z) = T T T T (@) =-=—,

0 2%

T z 1
yl(x):—————g+cl+cze2z

és

r 1
y2(z) = y1(z) — w1 (x) = T 1"z @ + ¢y e*®

5. Konstansegyutthatds linearis
differencidlegyenletek megoldasa
Laplace-transzformaciéval

Definicié. Az f:[0,00) = R fiiggvény Laplace-transzforméltjin az
oo

ﬂ@ﬁﬂﬂMﬁ/aﬁWﬂt (s €Ry)

0

szerint definidlt F' = L[f] : Ry — R fiiggvényt értjiik, ha az improprius
integral konvergens. Inverzét (ha létezik) £ !-gyel jeldljiik.

A Laplace-transzformalt tulajdonsigai:

1) Ha 3 L[f(t)] és L[g(¢)], akkor 3 L[a f(t) + bg(t)] =
= aL[f(8)] + bLIg(D)]-

2) Ha 3 L[f(t)] = F(s), akkor 3 L[e* f(t)] = F(s — a).
3) Ha 3 L[7()] = F(s), akkor 3 L[f(et)] = LF (2).
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4) Ha f ,elég j6”, akkor
L [fW)] = s"L O] = 5" F(0) = "2 F(0) = - =
—sf2(0) = f (0
specidlisan: £ [f'(t)] = sC[f(t)] — £(0).

c -l 1
n—1 ,at
6) L [e™t] = i [fn _61)!] = (S_IG)H (a €R).
7) L[sinwt] = 32:—)7u)2 ; Llcoswt] = T (w € R).

8) Egy folytonos fiiggvény egyértelmiien meghatirozott Laplace-transz-
formaltja altal.

Alkalmazds (KIH,D) megolddsira:
Képezziik

n
(KIH,, D) v+ ™) =b(t)
i=1

mindkét oldaldnak Laplace-transzformdltjat, akkor £ 1. tulajdonsiga
miatt

L [y‘")] + Xn: a;L [y(""')] = L [b(t)]

illetve 4. tulajdonsaga miatt

(s" + Z:; a,-s"") Ly®)] = y(0) +

n—2
3"72 + E :ai8n7172
i=1

adédik, melybél £ [y(t)] meghatdrozhat6. Ennek ismeretében pedig — a
8. tulajdonsig miatt — valamint az 5-7. tulajdonsdgok felhasznalasaval
meghatarozhatd y(t) is.

n—1
Sn—l + § :aisn—z—l
i=1

+4'(0)
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Példa.
Oldjuk meg a kovetkezd (KIH3D)-re vonatkozé Cauchy-feladatot:

() y" =3y +2y=3¢", y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=2.
Képezve a Laplace-transzforméltat
L[y"] —3L[y']+ 2L [y] = 3L [€']

adddik, illetve ebbdl (4. miatt)

S3£[y]_5_2—3s£[y]+2£[y]=5%1

kovetkezik, melyb6l egyszerli szdmoldssal (parciélis tortekre bontédssal)

s+24+ 2 1 1 2 1

Lyl = (s—1)2(s + 2) :_9(3+2) +9(s—1) +3(s—1)2 + (s—1)3

adédik. Végiil

1 1 2 1
y(t) = —56_% + §et + gtet + §tzet

adja (x) megolddsat (8-at is felhaszndlva).
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V. PEREMFELADATOK,
STABILITAS

1. A peremfeladat fogalma

Altalsban, ha egy

y™ = f(z,y,y,...,4"Y)

alaku differencidlegyenletnél azon feltételek, melyek esetén a megoldas
egyértelmiien jellemezhetd, nem egy helyre vonatkoznak (mint a kezdeti-
érték-feladatnal), hanem azon [a, b] intervallum két végpontjira, amelyen
a megoldast keressiik, akkor peremfeladatrdl beszéliink.

Az alkalmazasok miatt kiilondsen fontos a masodrendii linedris differen-
cidlegyenletre vonatkozd peremfeladat definidldsa.

Tekintsiik az

(1) v +ar(x)y’ +ao(z)y =b(z) (v €[a,b])

differencidlegyenletet a kdvetkezd peremfeltételek valamelyikével:
elsérendii peremfeltétel: y(a) = n1,y(b) =02,
mésodrendii peremfeltétel:  y'(a) = n1,y'(b) = 1,

harmadrend{i peremfeltétel:  a1y(a) + asy'(a) =n1,
Bry(d) + B2y’ (b) = na.

Nyilvan az els6-, és masodrendli peremfeltétel specidlis esete a harmad-
rendli peremfeltételnek, melyet Sturm-féle peremfeltételnek neveziink.
Szokas még y(a) — y(b) = m1, y'(a) — y'(b) = n2 alakd peremfeltételt
is tekinteni, melyet 17y = 12 = 0 esetén periddikus peremfeltételnek is
neveznek.

Sturmtdl szarmazik a kovetkez6 alakd peremfeladat:

(S) (p@)y) +a(z)y =b(z) (€ [a,b)),
ary(a) + azp(a)y'(a) = m
(SPF) { Bry(b) + Bap(b)y' () = mz
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ahol p folytonosan differencidlhatd, ¢,b folytonos figgvények [a,b]-n,
tovabba p > 0, a2 + a2 >0, 82+ 2 > 0.

Megjegyezziik, hogy (1) a p(z) = ef *1(®)% gyorzissal adja (S)-t. A
p(a), p(b) szorzdk beveztésének a peremfeltételekben praktikus okai van-
nak.

Ha b(z) =0, p1 = n2 = 0, akkor a fenti (S)+(SPF)-hez tartozé homogén
peremfeladatot kapjuk.

Megjegyzés. A peremfeladat megolddsdban alapvetd feladat a ho-
mogén egyenlet alaprendszerének meghatirozdsa. Megmutathatd, hogy
ha y; és yo a homogén differencidlegyenlet alaprendszere, akkor az inho-
mogén peremfeladatnak akkor, és csak akkor 1étezik egyértelm{i megol-
désa, ha

a1y1(a) + azpla)yi(a) aiyz(a) + asp(a)ys(a) £0
Bry1(b) + Bap(b)yi ()  Biya(b) + Bap(b)ys(b)

Ekkor a homogén peremfeladatnak csak trividlis megolddsa van.

Az ltaldnos elméletet nem vizsgéljuk.

2. Sturm-Liouville rendszerek

A kovetkezOkben egy szabad paramétert is tartalmazé peremfeladatot
tekintiink.
Az

y" +ar(@)y’ + [a2(z) + Ay =0, =z €[a,b

masodrend differencidlegyenlet, melyben egy A paraméter is van, a

s <o | [ oo = a0  slo) =ata)
(z € [a,b]) jelolésekkel a vele ekvivalens

(S-L) (p(2)y")" +[a(z) + As(@)]y =0, € [a,b]

alakba irhaté, melyet Sturm-Liouville egyenletnek is neveznek.
Feltessziik, hogy A € R, ¢ és s folytonos, p folytonosan differencidlhatd
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fiiggvények az I = [a, b] intervallumon.

(S-L) reguldris, ha p és s pozitivak, mig ha a jobboldalon 0-t6l kiilonboz6
fiiggvény van, ugy inhomogén (S-L) egyenletrdl beszéliink.

(S-L)-t az

(PF) { aly(a) + Oézp(a)y'(a) =0

B1y(b) + Bap(b)y'(b) =0

peremfeltételek mellett vizsgaljuk, ahol ay, as, fB1, B2 nem mind zérus
valés konstansok.

(S-L)-t és (PF)-et egytitt Sturm-Liouville rendszernek nevezziik, jelolése:
(S-L-R).

Azon A-kat, melyekre (S-L-R)-nek 1étezik 0-t6l kiilonb6z6 megoldésa sajat-
értékeknek, a hozzdjuk tartozd megoldasokat pedig sajatfiiggvényeknek
nevezzik.

Példa. Tekintsiik az

y(0)=0, ¢'(m)=0

specidlis Sturm-Liouville rendszert.

n —_
suR) Yo =O O<z<m

RERPSVAYE

a) Ha A <0, Ggy az alaprendszer e , és igy az altalanos

megoldas:

(A= [Al=
)

Yy =ce + coe

de a peremfeltételek miatt ¢; = co = 0, ezért y = 0.

b) Ha X > 0, akkor az alaprendszer cos v Az, sin+v/Az, és igy az altald-

nos megoldas:
y = AcosVAz + BsinVz.

A peremfeltételek miatt:

y(0) = Acos0+ Bsin0 =0 = A=0,
y’(w):—A\/Xsin\/XrJf—B\/Xcosx/Xw:O = BVXcosVir=0.

Ha B = 0 lenne, Ggy y = 0 adédna, ha B # 0, akkor cos vVAr = 0
miatt

Vr =

+nm =

b 2n+1 o A= 2n+1
2 2 -

2
m 5 ) (n=0,1,2...),
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azaz az (S-L-R) sajitértékei a

(2n +1)?
4

valds szamok, mig a hozzajuk tartozé sajatfiiggvények

An = (n=0,1,2,...)

2n+1
2

yn(x) = sin x (n=0,1,...).

Megjegyzések.
1) Ha (S-L)-ben p(a) = p(b) és (PF) az y(a) = y(b), y'(a) = v'(b) alakot
olti, akkor periédikus Sturm-Liouville rendszerrdl beszéliink.

2) Adott sajatértékhez tobb (linedrisan fiiggetlen) sajatfiiggvény is tar-
tozhat.

3) Vizsgélhatd a kiilonboz6 sajatértékekhez tartozo sajitfiiggvények or-
togonalitdsa a p sulyfiiggvényre, ami azt jelenti, hogy ha példdul ¢;
és ¢y, kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozd sajatfiiggvények, akkor

b
[ei@en@pis=0 G #b.

A példdban p = 1, [a,b] = [0, 7], igy azt kell megmutatni, hogy

%i+1  2j+1
/sin ’; 2 sin ]2+ s=0  (i,j=0,1,...; i #§).
0

4) Vizsgélhaté a sajatértékek elhelyezkedése is (pl. egy reguldris (S-L-R)
sajatértékei s(z) > 0 esetén valésak).

5) Egy regularis (S-L-R) sajdtfiiggvényei egy konstans szorzéig egyér-
telmien meghatarozottak.

6) Egy reguldris (S-L-R) altaldnos megoldédsa a sajdtfiiggvények segit-
ségével az
y= Z CilYi
i
fiiggvénysorral éllithaté eld (14sd Fourier-sorok).
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3. Parcialis differencidlegyenletek
peremfeltételekkel

Legyen adott az (0,0) és (I,0) pontban régzitett hir, melynek x pontja
a t id6pillanatban az u(z,t) magassidgban van. A rezgést az

(RHD) @ — 2@
ot? - Oz

parcidlis differencidlegyenlet irja le, ahol a = \/F/u (F a feszitéers, u
az egységnyi hosszra esd tOmeg.) A rogzitettséget a

(P) w(0,6)=0  u(l,t)=0

peremfeltételek fejezik ki.
A t = 0-ban a hir alakjat egy f, sebességét egy ¢ fliggvény irja le, azaz
teljesiilnek a

(K) wz,0) = fz),  w(z,0)=p(@) (z€lab])

kezdeti feltételek is.

Megoldandé tehdt (RHD) a (P) perem-, illetve a (K) kezdeti feltételek
mellett (ez egy hiperbdlikus parcidlis differencidlegyenletre vonatkozd
vegyes feladat).

Keressiik (RHD) megolddsat az

(52) u(z,t) = X (2)T(t) (xe0,0],teRy)
alakban. Ezt (RHD)-be helyettesitve

X(z)T"(t) = a> X" (x)T(t)
adédik, melybdl kévetkeznek a

(H2D1) X"(z) + XX (z) =0 (z €10,1]),
(HsDs) T"(t) +a*XT(t) =0 (teRy)
maéasodrendd homogén differencidlegyenletek.

(P) most az X(0)T'(t) = 0, X(I)T(t) = 0 alakot olti, amib6l u(z,t) Z 0
miatt kapjuk (HzDi)-re a

(P1) X0)=0, X =0



peremfeltételt.
Az el6bb méar lattuk, hogy (H2D:1) megoldédsa

X(z) = AcosVAz + Bsin Vz (z €10,1]),
amibdl (P1) miatt jon, hogy csak
k2 - 72
2
mellett van megoldés és ez A = 0 miatt

Ak =

Xk(m):Bksinkl—Ww (k=1,2,...).

(H2D2)-re pedig, adott A\ = (k?7?)/(1?) esetén (azaz adott Xj-hoz) a

Tk (t) = Ck cosakT7r t+ Dy, sinaant

megoldés kovetkezik. fgy u-ra;

ug(z,t) = [Ek (:osczkl—7r1f+F,c sinakth sinkTWx

adddik, mely teljesiti (RHD)-t és a (P) peremfeltételeket.
Megmutathatd, hogy

1
2
Ekzj/f(x)sink%a:dx,
0
2 / k
. km
Fk_%/cp(x)smedx
0
mellett az
= = km km km
u(z,t) = ug(z,t) = Erpcosa—t+ Fpsina—t| sin — x
() = Lnort) = 32 | Bucosal ] 14 Fysina’ [t on

fiiggvény megoldasa (RHD)-nek és teljesiti a (P) perem- és (K) kezdeti
feltételeket is.

Ez a megoldasi médszer a Fourier-mdédszer (ami felhasznélja a Fourier-
sorok elméletét is).
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4. Stabilitas

Legyen adott az y' = y differencidlegyenlet és y(t) az egyenlet y(0) =7,
mig z(t) a z2(0) = 1 + ¢ kezdeti feltételt kielégitd megolddsa. Ekkor

/y
n
F]

/idyzo/ldt = 2(t) = (n+e)e (t>0)

n+e

t

/1dt Sy =ne (t>0),

dy

QL | =

adja, hogy

2(t) —y(t) =ee®  (t>0).
Az adott differencidlegyenletnél a valtozé kezdeti feltételekhez tartozo
megoldésok kiilonbsége tlim e! = +oo miatt +o0-hez tart.

—00

Ha most az y' = —y differencidlegyenletet tekintjik, igy az y(0) = n,
illetve 2(0) = n + € kezdeti feltételeket teljesitd y(t), illetve z(t) meg-
olddsok kiilonbségére (az elébbivel azonos médon) kapjuk, hogy

2(t) —y(t) =ee™*  (t>0),

ami adja, hogy lim (z(t) — y(t)) = 0, hiszen lim et = 0.

t—00 —00
Cél: Megadni annak kritériumét, hogy egy adott differencidlegyenlet
megoldésa folytonosan fiigg a kezdeti feltételektdl abban az értelemben,
hogy z(0) és y(0) kis eltérése esetén az |z(t) —y(t)| eltérés is kicsi a t > 0
intervallumon.
Az ilyen tipusi probléméik a differencidlegyenletek stabilitdselméletéhez
tartoznak.

1. definicié (stabilitds, aszimptotikus stabilitds). Legyen
f:D cC R*! — R™ adott fiiggvény, mely legaldbb az

So={t,y) | t>0, ly—z®)| < a}
halmazon értelmezett és folytonos, ahol z : [0,00) = R” az

y' = f(t,y)
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differencidlegyenlet megoldédsa a 0 < ¢t < oo intervallumon.
Az z(t) megoldast stabilnak nevezziik, ha V € > 0-hoz 3 §, melyre
lly, —2(0)|| < & esetén az y(0) =y, kezdeti feltételt teljesitd y megoldds
minden ¢ > 0-ra értelmezett és
lly(t) —z@)| <e  Vte[0,00)

teljestil. Az z(t) megoldast aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha sta-
bil és lim [ly(t) — 2(8)[| = 0.
g

Egy z(t) megoldést instabilnak neveziink, ha nem stabil.
2. definicié (mdtrix polinomja). Legyen
P,(z) =ap+ a1z + -+ anz™ (z € R)
egy valés polinom, B = (B;;) egy n x n-es matrix, akkor P,(B) alatt a
P.(B) = agE + a1B + -+ + a, B"

matrixot értjiik és a B matrix polinomjanak nevezziik.
Ha B = At (ahol A = (a;;) n x n-es métrix), akkor

P, (At) =agE + a1 At + - - - + a, A™t"

egy t-t6l fliggé matrix.

d
Megjegyzés. %Pn(At) = AP/ (At), ahol P! (z) a P,(z) derivéltja.
3. definicié (mdtrix hatvanysora). Legyen

f@) =Y ad® (2| <)
k=0

adott hatvanysor az r konvergenciasugdrral, akkor rendeljiik hozzd a
B = (B;;) métrixhoz az f(B) métrixot, hogy

(MH) f(B) = > ay B <I|B||e = [XIBi|* < T) :
kZ::o i’j| |
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o0

Tekintsiik a Cj n x n-es métrixok C = ) C} végtelen sordt. Ha
k=0

Cr = (cfj) és C = (cij), Ugy ez az egyenl8ség a kovetkezd n? ,darab”

o0
cij = Y cf; végtelen szamsor roviditése.
k=0

o
Azt mondjuk, hogy a >~ Cj métrix sor konvergens, illetve abszolit kon-
k=0

oo
vergens, ha az n® ,darab” Y cf; szdmsor is ilyen tulajdonsigu.
k=0

Megjegyzések.

1) ||B|le-t & B métrix euklideszi norméjinak nevezziik, melyre — a
norma szokésos tulajdonsigain til — ||AB||le < ||4|le || Blle, [|4z||e <
|Alle [|z]le (z € R™) is teljesil.

2) Az (MH) hatvénysor abszolit konvergens, ha s = ||B||. < r, mert

akkor ||B2||. < ||B||? = s%,...,||B*||. < s*, ..., ami adja az abszolit
konvergenciat a majorans kritérium miatt.
3) Az

f(At) = aoE + a1 At +--- = ZakAkt’“
k=0

t-t6l fiiggd sor abszoldt konvergens, ha [t| < r/(||4]|c) = to és egyen-
letesen konvergens a (—to, to) barmely zart intervalluman, azaz az n?
szdmu szamsor mindegyike egyenletesen konvergens, tovabba f(At)
tagonként differencidlhaté és

d

pr (At) = Af'(At) .

Kovetkezmény.
2

B
eB:E+B+7+...,

tovdbbs (eA?)’ = Aedt; eB+C =eBeC (ha BC = CB) (ef)! =e 4.
Ezek segitségével egy masik (a kordbbitdl eltérd) utat taldlhatunk
a konstansegyiitthatds linedris homogén differencidlegyenlet-rendszerek
alaprendszerének és a konstansegyiitthatds linedris inhomogén differen-
cidlegyenlet-rendszerek altaldnos megoldasanak meghatarozisara.
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1. tétel. legyen (A),xn konstans métrix, akkor a

(KLHDER) y' = Ay

megoldésa [0, 00)-en y(0) = E mellett

(KLHDER-Mo) y(z) = e

Tovabba a

(KLIHDER-KEP) Y =Ay+op, (y(0) = y,)

megoldésa:

(KLIHDER-KEP-Mo) y(z) = e’y + /e"‘(““g(t) dt .
0

Bizonyitas.

a) (e4?) = Ae”” adja az 4llitds elsé felét, és nyilvan y(0) = E is igaz.

b) Ismeretes, hogy (lasd konstansvaridlds mdédszere (LIHDER)-re) ha
Yoo, (LHDER) alaprendszere, ugy (LIHDER) altaldnos megoldédsa

n

(*) y=> ay,@) + ) ci@y (@) ,

i=1

ahol cj(x) teljesiti a
S yi@)ci(@) = pil@)  (G=1,...,n)
i=1

egyenletrendszert, mely az

Yyii. ... Yin
Y = | -
Yni B Ynn

jelolések mellett az



alakba frhaté, ahol detyy # 0 (mert yy alaprendszer), igy 3 y5' és
d(z) = yg' (@)p(@) .
Ebbdl

z

(z) = ¢(0) + /y}f(t)g(t) dt .

0

[}

Igy (x) ac=(c1...cn)T jelolés mellett az
x

gm)=ymeg+gw»+;/yHmwa%ﬂgawﬁ
0

alakot &lti, amib8l y(0) = y, miatt y, = yr(0)(c + ¢(0)), illetve
c+¢(0) =y5' (0)y,

kovetkezik. Igy

ﬂ@zw@ﬁ%%+/m@ﬁ%@@ﬁ
0
teljesiil. Ebbdl pedig

Az —Az
)

yu(z) =e yg'(z) =e

felhasznélasdval jon az allitas.

2. tétel. Ha az A matrix \; sajatértékei teljesitik a Re A\; < a egyenlét-
lenségeket, akkor
lle®]] <ee®®  (t>0),

ahol ¢ > 0 alkalmas konstans.
3. tétel. A
(KLHDER) y' = Ay

minden megolddsa akkor, és csak akkor tart 0-hoz ¢ — oo esetén, ha
Re A; < 0 az A barmely )\; sajatértékére.
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4. tétel (stabilitasi tétel (KLHDER)-re). Legyenek Aq,...,\p
(p < n) az A matrix sajatértékei és v = max{Re A;}. Akkor az z(t) =0
trividlis megoldasa (KLHDER)-nek

— v < 0-ra aszimptétikusan stabil,
— v > 0-ra instabil,
— ~ = 0 esetén nem aszimptdtikusan stabil (de lehet stabil vagy insta-
bil is).
Gronwall-lemma. A ¢ : [0,a] — R fiiggvény legyen folytonos és tel-
jesiiljon, hogy

t

¢(t)§a+,3/¢(7')d7' Vtel0,a],>0.

0

Akkor
$(t) <ae®  (te[0,d]).

Bizonyitas. Nem kell.

5. tétel (dltaldnos stabilitdsi tétel). A g(¢,z) fiiggvény legyen ér-
telmezett ¢ > 0, ||z|| < a (a > 0) esetén, folytonos és

g @)l
* lim ——— =0
*) llzl[—0 ||zl

egyenletesen t > O-ra és g(¢,0) = 0. Az A métrix legyen konstans és
olyan, hogy A V \; sajatértékére Re A\; < 0. Akkor a

(%) y' =Ay+g(ty)
differencidlegyenlet z(t) = 0 megoldésa aszimptétikusan stabil.

Bizonyitis. A feltételek és a 2. tétel miatt 1éteznek ¢ > 1 és > 0
konstansok, hogy Re A\; < —f és

||eAt|| <ce Pt (t>0).
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Miésrészt (x) miatt 3 4, 0 < 6 < a, hogy
B
(k%) lg®)ll < o lizll - (lizll < 6,¢ > 0).
Megmutatjuk, hogy
o _st
=) lyOll<e<- = |yl <cee = .

Az 1. tétel szerint (+x) megolddsa (mivel p(s) = g(s,y(s))) teljesiti az

t
y(t) = +/6A“ g(s,y(s)) ds
0

integralegyenletet, {gy (x*x) miatt a

t
(rox0rx) ly@)Il < IIQ(O)Ilce_‘”Jr/ ot 3)/3 Slly(s)ll ds
0

egyenlétlenség teljesiil, ha ||y|| < 6.
Legyen y(t) olyan megolddsa (xx)-nak, hogy [y, || < & és legyen
¢(t) = |ly(t)[|e”’. Ekkor a (x+xx) egyenlStlenség adja, hogy

t
s+l [ol)ds  (hallyl <o),
0

ami a Gronwall-lemma miatt adja, hogy

(1) < cee
vagyis
(c) ly®l] < cee™F <5

Ebbél lathatd, hogy ||y(t)|| d-t pozitiv t-re nem veszi fel és igy (o)
teljesiil, ami adja (=) fennalldsat is.
y(t) a g fliggvény értelmezési tartomdnyanak hatardig, igy (o) miatt az
ggész 0 <t < oo intervallumra folytathatd.
Igy N

0< lim [ly(®) = z(8)]| = lim [ly(@)]] < ce lim ™= =0

adja, hogy z(t) = 0 aszimptdtikusan stabil.
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VI. VARIACIOSZAMITAS

1. Alapfogalmak, alapfeladatok

A variciészamitds dltaldnosabb fliggvénykapcsolatokra (funkciondlokra)
vizsgal széls6érték-probémakat.

1. definicié. Legyen M a valds fiiggvények egy osztilya. Egy
J: M — R fiiggvényt funkciondlnak neveziink.

Megjegyzések.

1)

M lehet példaul:

C°a,b), az [a,b] felett értelmezett folytonos fiiggvények halmaza.
C'[a, b, az [a, b] felett értelmezett folytonosan differencidlhaté fiigg-
vények halmaza.

C?[a,b], az [a, b] felett értelmezett kétszer folytonosan differencial-
haté fliggvények halmaza.

Ca,b], C'a,b], C?[a,b] is linedris terek (a fiiggvények korében
értelmezett Osszeaddsra és skaldrral vald szorzdsra nézve). Masrészt
értelmezhetd benniik norma, illetve ebbdl tavolsag is.

Péld4ul C°[a,b]-ben az y1,ys : [a,b] — R fiiggvények tavolsiga:

00(y1,y2) = Iax, ly1(z) — y2(z)|

szerint értelmezhetd. C'[a, b]-ben pedig
o1 = max{eo(y1,42), 00(y1,¥) }
szerint is.

Altaldnosabban linedris normalt tér felett értelmezett fliggvényekkel
(funkciondlokkal), illetve azokra tekintett széls6érték-problémakkal
is foglalkozhatnank.

2. definicié. Az J : M — R funkciondlnak az yo € M fiiggvényen
abszoldt minimuma (maximuma) van, ha V y # yo-ra (y € M)

I(y(@) >3e(z))  (3(y(=)) < I(yo(2)))

teljestil.
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3. definicié. Az J : C'[a,b] — R funkciondlnak az yo € C[a,b]
fiiggvényen relativ erds (illetve relativ gyenge) minimuma van, ha 3 & >
0, hogy

Iy(x)) > I(yo(x))  (z € [a,b])

teljesiil az yo fliggvény e-sugart go (illetve g;) kdrnyezetébe esd V y €
C'a,b] (y # yo) fiiggvényre. (A maximum ugyanigy értelmezhetd.)

Alapfeladatok:

1) A sik adott Pi(a,A), Pa(b, B) pontjait Gsszekotd sikgorbék koziil
hatdrozzuk meg azokat, melyeket az z-tengely koriil megforgatva a
legkisebb felszin(i forgasfeliilet adédik.

Keressiik a megoldast el6szor, amikor a gérbe az

{(m,y(m)) | y € C'a,b], z € [a,b]}

halmaz, azaz egy y € C'[a, b] fiiggvény gréifja, hogy

(1) yl@)=A4, yb)=B

is teljestl.

Ismeretes, hogy az (1)-et teljesitd y : [a,b] =& R (y € C'[a,b])
fiiggvény z-tengely koriili megforgatasival keletkezett forgasfeliilet
felszinét az y fiiggvényében az

b

(FF) IWy(x)) = 2 / y(@)v/1+ 42() de

a

szerint definidlt J : C'[a,b] — R funkciondl adja meg.

Az 1. alapfeladat tehdt: Az (FF) szerint definidlt funkciondl mini-
mumat ado, (1)-et is teljesité y € C1[a, b] fiiggvények meghatarozasa.
Az 1. alapfeladat altaldnositdsa, amikor egy

b

@) IWy(x)) = / F(z,y(2), 4 (2)) d

a

72



szerint értelmezett J : Clla,b] — R funkciondl minimumét ado,
(1)-et is teljesitd, y € C'[a, b] fiiggvényt keresiink, ahol az alapfiigg-
vénynek is nevezett F' fliggvény elég jo fiiggvény.

Ez az altaldnos sikbeli nemparaméteres probléma.

Kereshetjitk a minim4lis forgasfeliiletet ad6 gorbéket az altaldnosabb,

g(t) = (2(t),y(?) t€[af]
alakban is, ahol g € Cl|a, ] és

3) z(a) =0, z(B)=b, ylo)=4, yB)=B

is teljestil.
Ekkor (ahogy ez szintén ismeretes) az

8
(4) Iz (t),y(t)) =27 / y(O)Va?(t) +y=(t) dt

a

szerint definialt funkciondl minimumat adé g fiiggvényeket kell meg-
hatdrozni, ez a 2. alapfeladat. Ennek dltaldnositasa, ha egy

szerint definidlt funkciondl minimumat szolgéltatd, (3)-at is teljesitd
g fiiggvényeket kell meghatdrozni, adott F' elég jé alapfiiggvény
esetén.

Ez egy sikbeli paraméteres probléma.

Vizsgélhatdk az dgynevezett térbeli (paraméteres, vagy nempara-
méteres) problémék is. Ilyenkor példdul (nemparaméteres esetben)

egy

J(y(2) =3(yi(x),...,yn(x)) =

b
- / F(@,y1(®), - yn(@), 9, (2), . 4 (2)) de
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szerint értelmezett funkciondl szélséértékét (mondjuk minimumét)
adé6 fiiggvényeket keressiik (y : [a,b] — R™ tipusd és y € Cl[a,b],
illetve y(a) = A, y(b) = B).

3) Vizsgalhatdk feltételes szélsdérték-problémék is funkciondlokra.
Példaul az ugynevezett Lagrange-feladat: hatdrozzuk meg egy felii-
let két adott pontjat Osszekotd gorbék koziil a minimalis ivhosszi-
saguakat.

2. Segédtételek

1. lemma (paraméteres integral differencidlhatésdga).
Legyen F' : [a,b] X [¢,d] = R folytonos és mésodik valtozéjiban folyto-
nosan parcidlisan differencidlhaté fiiggvény. Akkor a

b
d(x2) = /F(T;$2)d7' ) T2 € [c,d]

szerint értelmezett ¢ : [c,d] — R fiiggvény (F paraméteres integrélja)
differencidlhaté és

b
¢ (22) = /F (ra2)dr w3 € [o,d].
Bizonyitas. Lisd Analizis IT., I/7 fejezet tétele n = 1 mellett (f(z,t) —
F(r1,z9) atirdssal).
2. lemma (Lagrange). Haazm : [a,b] — R olyan folytonos fiiggvény,
hogy barmely h : [a,b] = R, h € C?[a,b] és h(a) = h(b) = 0-t teljesitd
fiiggvényre

/m(a:) h(z)dx =0,
b

akkor m(z) =0 [a,b]-n.

Bizonyitas. Lisd Koésa: Differencidlegyenletek (jegyzet), 133. oldal.
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3. Funkcionalok variacioi

Ismeretesek a kdvetkezok:

Az f: D C R* — R fiiggvény xg € D-beli e C R” irdnymenti derivaltja

Def(x()) - %g% f(xO + tet) — f(xo)

(ha a hatdrérték 1étezik).
Tovabba, ha 3 f'(zg), akkor

—df(z,20) = f'(x0)(x — x0) az f els6 differencidlja;
- VeredD.f(xo) = f'(z0) - €.
Mivel zo belsd pontja a D (nyilt) halmaznak, {gy 3 § > 0, hogy a
e(t) = f(zo +t(z —20)),  [t| <

szerint definidlhaté a ¢ : K(0,0) — R valds fiiggvény, melyre az el6bbiek
szerint

#'(0) = lim M — flao + Hz —two)) — f(z0)

= D(3—30)f(20) = f'(x0)(z — x0) = d f(z,70)

teljesiil, ha 3 f'(x¢), azaz f els6 differencidlja ¢'(0).

A lokélis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele és az el6bbiek adjak,
hogy ha f-nek lokélis szélséértéke van zo-ban és 3f'(z), akkor ¢'(0) = 0.
Ha 3 f, akkor 3 ¢"(0) = d? f(x, 7o), azaz f mésodik differenciélja éppen
¢". Miutédn pedig egy f tobbvaltozds fiiggvény lokalis széls6értékeinek
meghatirozdsidban az elsé- és méasodik differencidlnak (azaz ¢'(0) és
©"(0)-nak) van alapvetd szerepe, igy természetes, hogy funkciondlokra
is bevezessiik ezen fogalmak analdgidit, az elsé és masodik varidciot.

Definicié. Legyen F kétszer folytonosan differencidlhaté a D C [a, b] x
R? nyilt halmazon, J pedig

b

() Iy(x)) = / F(z,y(2),y/ (2))de

a
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(y € C'a,b], y(a) = A, y(b) = B) szerint értelmezett funkcionl
C'a,b]-n. Legyen tovdbba n € C?[a,b], hogy n(a) = n(b) = 0, mig
d > 0 olyan, hogy ha adott y € C'[a,b]-re (z,y(z),y'(z)) € D, ak-
kor |t| < & esetén az §(z) = y(x) + tn(x) szerint definidlt § fliggvényre
(z,5(x),7'(z)) € D (és §(a) = A, §(b) = B) teljesiil.

Ekkor a

(0) () =3(y(z) +tn(=z /F z,y(x) + tn(z),y' () + tn' (x))d

(|t| < 6) szerint értelmezett (kétszer differencidlhatd) ¢ fliggvényre 1étezd
® (0) és ©"(0) értékeket a (x) szerint értelmezett J funkcion4l els(i illetve

;;;;;;

Tétel. Ha a definicié feltételei mellett J az y fliggvényen lokalis széls6-
értéket vesz fel, akkor 0J = 0. (A lokélis minmum sziikséges feltétele
miatt.)

Bizonyitas. Ha a (x) szerint értelmezett J funkciondlnak y-ban lokalis
minimuma van, akkor 3 7 > 0, hogy

I(y) £3(W) VY €Ca,b], Y(a) = A, p(b) =

esetén, melyre g1(y, ) < r. Mivel

o1(y,y + ) = [t] sup {ln ), ' ()]},

z€[a,b]
fgy 3o > 0, hogy 01(y,y+tn) < r, ha|t| <ro, azaz I(y) < I(y+tn), ha
[t| < 7o, ami ¢ 0-beli definicidja miatt adja, hogy ¢(0) < ¢(t) V [t| < ro,

azaz @-nek 0-ban lok4lis széls6értéke van. Mésrészt 3 ¢'(0) (az 1. lemma
miatt), igy 67 = ¢'(0) = 0, amit bizonyitani kellett.
4. Az Euler-Lagrange differencialegyenlet

Tétel (a lokdlis széls6érték egy sziikséges feltétele).
Legyen F' : D C [a,b] x B2 — R kétszer folytonosan differencidlhaté
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fliggvény, J (x) szerint értelmezett funkciondl C'[a,b]-n. Ha J-nek y-
ban (y € Clla,b], y(a) = A, y(b) = B) lokélis extrémuma van, akkor
y-ra [a, b]-n teljesiil az

d
(E-L) Fy(2,y(2),y' () — —[Fy (2,9(2),y'(@))] =0
Euler-Lagrange differencidlegyenlet.

Bizonyitas. Az adott feltételek mellett, a ¢ definicidja miatt 3 ¢'(0),
melyet az 1. lemma és a lancszabaly miatt

b
¢'(0) = /[Fy(w,y(w),y'(w))n(iﬂ) + Fy (z,y(2),y' (@)’ (z)]dz

a

szerint kapunk.
Ugyanakkor a parcidlis integralds tétele szerint

=~ [ n(@) 4. [Py (@y(e).y' )] da.

Ezt ¢'(0) elébbi alakjéba helyettesitve:

b
#0) = [{B@y@),y'@) - 1 [Fy(.y@),y @)] }n(o) do

a

addédik. Az el6z6 tétel miatt ¢'(0) = 0 és akkor a Lagrange lemma adja
a tétel allit4sdt.
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Megjegyzések.

1)

Ha a tétel feltételei mellett F-re még az is teljesiil, hogy
Fy’y’(xay(w)ayl(x)) #0 V€ la,b]
akkor 3 y"' és folytonos.
Ha pedig y € C?[a,b] is teljesiil, akkor (E-L)-ben elvégezve a diffe-
rencialast
Fy = [Fyz+ Fyyy' + Fyyy"] =0,

illetve atrendezéssel
(E-L') Y'Fyy +y' Fyy + Fyy —Fy =0
addédik.
Specidlis tipusu alapfiiggvények:
— Ha F nem fiigg z-t6l és Fy,» # 0, Gigy ha y megolddsa (E-L)-nek,
akkor 3 ¢ € R, hogy
(1) F—y'E, =c.
Bizonyitas. (E-L’) ebben az esetben az
(E-L”) y”Fylyl + ylely — Fy = 0
alakot 6lti. Masrészt

d

o [F—y'Fy] =Fy' + Fypy' + Fpy"—

—y"Fy —y'Fyyy' —y'Fyypy” =
=y [Fy —y'Fyy — y”Fy’y’]z 0,

ami adja az allitast.

— Ha F nem fiigg y-t6l, igy y akkor és csak akkor megoldésa (E-L)-
nek, ha 3 ¢ € R, hogy

(2) Fy(z,y'(@) =c (v €[a,b)).
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Bizonyitas. Ekkor (E-L) adja, hogy

d
—I ’ ! =
d.Z' K (may (.’L‘)) 07

ami viszont akkor, és csak akkor teljesiil, ha (2) fennall.

— Ha F nem fiigg y'-t6l, igy y akkor, és csak akkor megoldésa (E-L)-
nek, ha

3) Fy(z,y(x) =0  (z€[a,b])

teljestl.
Bizonyitds. Ekkor (E-L) a (3) egyenlettel ekvivalens.

5. Az 1. alapfeladat megoldasa

Az
b

Iy(x)) = 2 / y(@) I+ y2@)dz,  y e Cla,b)

yl@)=4, yb)=B

funkciondl minimumét adé fiiggvény meghatédrozasa volt a feladat.
Igy
!
F(y(@),y' (=) =y(@)vV1+y?(z)  (z€]ab])
miatt F' nem fligg 2-t6l, tehat az el6z6 paragrafus elsd esetével van dol-

gunk.
Ezért, ha J az y fliggvényen minimumot vesz fel, akkor

!

y = y =
\/1 +y/2 \/1 +y/2

azaz az (E-L) differencidlegyenlet specidlis alakja most

F—y'Fy =yvy1+y” —y'y

(FF-D) y—cy/14+y?2=0.

Ez egy implicit differencidlegyenlet.
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Vv1+y"”? > 0, igy (FF-D)-nek nincs olyan integrdlgorbéje, mely az
y > 0 félsikbdl dtmenne az y < 0 félsikba, vagy forditva, igy c-t
vélaszthatjuk nemnegativnak. Ha ¢ > 0 esetén y megoldas, akkor
—y is kielégiti (FF-D)-t, ha ¢ helyett —c-t frunk.

y = ¢ (> 0) megoldasa (FF-D)-nek, de nem teljesiti (E-L)-t, mert

F_iF — 1+ /2_iy7:yl—1_07é0
Yy dx y = Yy dz /1+yl2 - ’

Nyilvan ¢ > 0 kell, hogy legyen, hiszen egyébkeént y = 0 lenne a
megoldés, ami az el6bbiek miatt nem teljesiti (E-L)-t.

Ha y olyan megoldas, mely semmilyen szakaszon sem allandé, akkor
y' legfeljebb egy pontban tlinhet el, mert ha 3 a < b, hogy y'(a) =
y'(b) =0és y'(x) #0, z € (a,b) , akkor (FF-D) miatt y(a) = y(b) =
¢, ami adnd — a Rolle-tétel miatt — hogy 3 = € (a,b), y'(z) =0, ami
ellentmondés.

Legyen most y az (FF-D) olyan megoldédsa, amelyre y'(z) # 0 (z €
D,). Akkor (FF-D)-bdl nyilvan y(z) > ¢ (z € Dy) kovetkezik, hiszen

V1i+y?>1.

Az y(x) — cvV1+ 22 =0 egyenletnek V z € Dy-ra a

zl(m)=“&:)2—l, zﬂw):—“@Q—l

szerint értelmezett fliggvények a megolddsai, melyek folytonosan dif-
ferencidlhaték Dy -on.

Mivel z1(z) > 0, 22(z) < 0 (z € D), igy az egyenletnek nincs més
folytonos megolddsa. Ugyanakkor kielégiti az y' folytonos fiiggvény
is, igy y'(x) = 21(z) vagy y'(z) = z2(x). Tehat y kielégiti az

y’=\/w yE—W

(y > 0, ¢ > 0) differencidlegyenletek valamelyikét.
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— FEzek altalanos megoldasa

y=ea PP e (g0,

illetve 3
y:CChx; ) SUE(—OO,ﬂ),

és ezek kielégitik (FF-D)-t is, s0t az = (3 helyen is.
Ha tehat 1étezik megoldésa a feladatnak, az csak az

r—p

y(z,¢,B) =cch p (z €R, ce R\{0}, B €R)

szerint meghatarozott, ugynevezett lancgdrbe lehet.
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Feladatsor

1) Adjuk meg az aldbbi gorbeseregek differencidlegyenletét:
y=¢e"; y=(x—-c)?; y=cx’; y =sin(z +¢) .

2) Oldjuk meg az aldbbi szepardbilis differencidlegyeneleteket, illetve a
rajuk vonatkozé kezdetiérték problémékat:

y=e—x y' =2z, y(1)=4
(x+1)y = —ay (#* =1y’ +22y° =0, y(0)=1
ayy' = Vy* +1 y' =3Vy?, y(1)=0
y' —ay’ = 2xy oy’ +y =y, y(l)Z%
y' =ycosz y=1+y)nz, y1)=0

3) Oldjuk meg a kovetkezd linedris differencidlegyenleteket:

zy' — 2y = 22* 2z + 1)y =4z + 2y
' tox = I ) = ot
y +ytgr = - — z(y' —y) =e
2y +ay+1=0 y' =2z(z® +v)
zy' + (z + 1)y = 3z%e™? xy' + 2y = sin(x)

4) Oldjuk meg a kovetkezd egzakt differencidlegyenleteket:

(22 + 3z?y)dz + (2 — 3y*)dy = 0
2z +y)dz + (z — 2y)dy =0

xr r_

Q| =
<

T—y 2z '
CEEERNCE
2zydx + (2° —y*)dy =0
e Vdr — 2y +ze V)dy =0

%d:v + (y® +Inz)dy =0
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5) A kordbbiakra visszavezetéssel oldjuk meg az aldbbi differencidl-
egyenleteket:
(z +2y)dz —2dy =0
(@—y)+(@+y)y' =0
y?— 22y + 2%y =0
20%y = y(22® — o)
y2 +a:2y' — wyy'

1 _ EA
Yy =Yy —xee

y

vy —y=uztg
zy' = Va2 -y +y

2r+y+1+@dz+2y—3)y' =0
t—y—1+@y—-2z+2)y' =0
20 —4y+6+ (z+y—-3)y' =0
(x+4y)y =22 +3y—5

9 2
z+y—1

(2 +y? + z)dx + ydy =0
(2 +y? +y)dr —zdy =0
zy’(zy' +y) =1

y’de — (zy +2°)dy =0

1 1
(y——)dm+—dy=0

z Y
rydr = (y° + 2%y + 2°)dy
(22°y* + y)dz — (2°y — x)dy = 0
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6) Egzisztencia és unicitds tételek Cauchy-feladatokra

a)

b)

Bizonyitsa be, hogy egy teljes metrikus tér barmely zart altere
is teljes metrikus tér.

Legyen I = [a,b) C R, T C R™ tégla, f : [a,b] x T —
R (f = fi,...,fn) olyan fiiggvény, hogy V D;f; létezik és
korlatos [a,b] x T-n. Bizonyitsa be, hogy f Lipschitz feltételt
teljesit [a,b] x T-n az utols6 n valtozdjiban.

Bizonyitsuk be, hogy a Picard-Lindelof tétel bizonyitdsdban
szereplé (X,d) = (Cr,d) zart altere a Cp(I1) teljes metrikus
térnek.

Hatéarozza meg az aldbbi Cauchy-feladatok megolddsat a Pi-
card-féle szukcessziv approximaciéval:

y=zy, y0)=1; y=2-y, y0)=1.

A Picard-féle médszerrel adjunk koézelité megolddsokat az alab-
bi Cauchy-feladatokra. Becsiiljik meg, milyen intervallumon
biztositott a megoldas létezése (a kozelités konvergencidja).

Yy =z—y>, y(0) =0 (yo, Y1, Y2, y3 megh.);
Yy =y*=32"-1, y0)=1 (yo, y1, y2 megh.);
y=y+e¥, y(0)=1 (yo, y1, y2, megh.).

(Az els6 feladatndl becsiiljiik meg az y; kozelités pontossigat
isazx =0,5 és az x = 1 értékeknél.)

Bizonyitsa be, hogy az (n-KEP) megoldhatésigénak vizsgala-
taban szerepld specidlis (DER-KEP) problémdandl teljesiilnek a
Picard-Lindeldf tétel feltételei.

Vizsgdlja az y' = /|y| differencidlegyenletre vonatkozé vala-

milyen Cauchy-feladat megoldhatdsdgat és a megoldas egyér-
telmiiségét.
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7) Az alébbi feladatokban vizsgélja meg, hogy a megadott fliggvények

linedrisan fiiggetlenek-e:

a) filz)=xz+2, folz) =2 —2 (z € R);

b) fi(z) =sin(z),  fa(z) =cos(z)  (z€R);

¢c) filz)=1, fo(z) ==, f3(z) = 22 (z € R);

d) file)=e", folz)=e", file)=€* (z€R)
e) fi(z) ==, fo(z) = €%, f3(x) = ze® (z € R).

8) Hatdrozza meg az alabbi differencidlegyenletek ltaldnos megolddsét:

10)

a) (2z+1)y" +4zy' —4y=0, ha y(z) =z ismert;

2
y" —2(1+tg(z))y =0, ha yi(z)=tg(z) ismert;
y' —y'tg(x) +2y =0, ha yi(z)=sin(z) ismert;

o o

)
)
)
)

o,

oy —y" —xy' +y=0, ha yi(z) =z, yo(x) =e® ismert.

Adja meg az aldbbi differencidlegyenletek dltalanos megoldasat:
a) z(@-1)y" -2y’ +y=0;
b) zy"+2y -2y =0;
c) (32®+ )y +2y —6zy=0.

Oldja meg az alabbi differencidlegyenleteket:

y'+y —2y=0; y' +4y' +3y =0; y' =2y =0;
y'—4y' +5y=0; y' +2y' +10y=0; y' +4y=0;
y" —8y=0; yW —y=0; y® +64y=0;

y' =2 +y=0; '+ 4y +y=0;

y® —6y® + 9y =0 ; y® —10y® +9y' =0 ;

y W42y +y=0; y" =3y +3y —y=0;

y@ — 5y + 4y =0; y"' =3y +2y=0.
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11) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenleteket:

y//_2y1_3y:e4:c; y"+y=4$€$;
yu_y=2€w_$2; y//+y1_2y=3xew;
y" — 3y’ + 2y = sin(x) ; y" — 5y + 4y = 42%e? ;
y" —3y' + 2y = cos(z) ; y" —4y' + 8y = €* +5in(22) ;
y" +y = zsin(x) ; y"' +y' = sin(z) + z cos(z) ;
€T
y" + 4y’ + 3y = ch(z) ; y”—2y’+y=%;
1
Yty = y" +4y = 2tg(z) ;

sin(z) ;
(3% + 2)y" + 2y — 6y =4 — 122 .

12) Hatdrozza meg az aldbbi Cauchy-feladatok megolddsat:

a) y"-¢y=0, wy0)=3, y0)=-1, 4"0)=1;
b) Yy -2+y=0, y@2 =1, y'2)=-2;

) y'+y=4e”, y(0)=4, y(0)=-3;

d y'-2y=2", yl)=-1, ¢'(1)=0;

e) y'+y=2c—7, y(0)=0, y(r)=0.

13) Oldja meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszereket:

Y1 —y1+y2=0 b y1+y1—8y2=0
Yy +4y1—y2=0, Yy —y1—y2 =0,

Vi—y1+y2—y3=0 J = e
¢) {¥a—y1—y2+ys=0 d) {y}_ylzxz
Ys—2y1+y2=0, ’

14) Feladatok a stabilitdshoz.
a) Vizsgéljuk meg, hogy az
y'()=t—ylt) (t=0)
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differencidlegyenlet z(0) = 1 feltételt kielégitd = : [0,00) — R

megoldésa stabil-e, illetve aszimptotikusan stabil-e.

Y1 = 4y
yh = —u1

differencidlegyenlet-rendszer azon

0= (2)

megolddsanak stabilitasit, melyre

0= (20) = (5) -

Vizsgéaljuk meg az

Vizsgaljuk meg az

Y1 = —y1 +y2 + 245192
yh = 2y1 — 3y2 + 5yt +y

differencidlegyenlet-rendszerre, hogy az
Y1 (t) 0
t = =
0 (yz (t)> (0

(dgynevezett nullmegoldas) stabil-e.

Vizsgéaljuk meg az

Y1 = —y1 +y2 — t?
Yy =3y1 —y2 — t

differencidlegyenlet-rendszer azon

= (26)

megoldasanak stabilitasat, melyre
«0=(0)) = (0) -
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