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I. fejezet

Halmazok, relacidk, fiiggvények

Jelolések

Itt (és a késSbbiekben is) a definiciok, allitasok és bizonyitasok tomor leirdsara
hasznaljuk a matematikai logika (kdzépiskolabol is ismert) jeloléseit.
Igy, annak lefrasara, hogy
— az ,A kijelentésbdl kévetkezik a B kijelentés” az A — B;
— az ,A kijelentés egyenértéki a B kijelentéssel” (,A akkor és csak akkor
teljesiil, ha B”) az A <= B;
— a ,van olyan” (,létezik”) kijelentésre a 3;
— a ,minden” (,barmely”) kijelentésre a V;
— a ,,definici6 szerint egyenld” kijelentésre a =

szimbolumokat hasznaljuk.

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ebben a részben az tugynevezett naiv halmazelmélet legfontosabb fogalmait
targyaljuk.

A halmaz és a halmaz eleme fogalmat adottnak (matematikai absztrakcio-
nak) tekintjik.

A halmazokat altalaban nagybetiikkel (A, B,C,...; X, Y, Z, ...; A1, As,...),
elemeiket kisbettkkel (a,b,c,...; x,y,2,...;a1,az,...) jeloljik.

Azt példaul, hogy a eleme az A halmaznak az a € A, mig azt, hogy a nem
eleme az A halmaznak az a ¢ A szimbolummal jeldljiik.

Egy halmaz adott, ha minden dologrol egyértelmtien el tudjuk dénteni, hogy
eleme, vagy sem.

A halmazokat megadhatjuk az elemeik felsorolasaval: {a,b,c,z,y, 2z, o, 5},
vagy valamilyen ismert halmaz elemeire valo T tulajdonsag (allitas) segitségével:
az {z | x T tulajdonsagu}, {z | T(z)}, {r € A| T(z)} jelolésekkel.

1. definici6é. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, tires halmaznak
nevezzik, és a () szimb6élummal jeloljiik.

2. definicié. Az A és B halmazok egyenldk, ha elemeik ugyanazok, azaz r €
A<= x € B. Ezt A= B, tagadasat A # B modon jeldljik.

9
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Példa.
1. Ha A={a,b,c,d} és B=1{d,b,c,a}, akkor A = B.

2. Ha A={a,b,c,d} és B ={b,c, e}, akkor A # B.
1. megjegyzés. A 2. definici6 adja, hogy csak egy iires halmaz létezik.

3. definici6. Az A halmaz részhalmaza (része) a B halmaznak, ha minden
x € A esetén x € B is teljesiil (azaz x € A = = € B). Ennek jelolése: A C B,
vagy B D A.

Példa. Ha A = {«, 3,7} és B ={«a,3,7,0}, akkor A C B.
4. definicié. Az A halmaz valddi része a B halmaznak, ha A C B, de A # B.

Példa. Ha A = {«a, 8,7} és B = {8,v,a}, akkor A C B, de A nem valodi részhal-
maza B-nek, mert A = B.

2. megjegyzés. A=B < AC Bés BC A.

3. megjegyzés. Szokasos az is, hogy A C B, illetve B C A azt jeloli, hogy A
valodi része B-nek; ilyenkor azt, hogy A részhalmaza B-nek A C B vagy B C A
jeloli.

5. definici6é. Halmazrendszer (vagy halmazcsalad) alatt olyan nemiires halmazt
értiink, amelynek elemei halmazok.

6. definicio. Egy A halmaz Gsszes részhalmazaibol allo halmazt az A hatvdny-
halmazanak nevezziik, és 24-val jeloljiik.

7. definicié. Ha I # () egy (ugynevezett) indexhalmaz, és barmely ¢ € I esetén
adott egy A; halmaz, akkor az {4; | i € I'} modon jelolt halmazt I-vel indexelt
halmazrendszernek nevezziik.

8. definici6. Az A és B halmazok egyesitésén (unidjdn) azt az AU B-vel jelolt
halmazt értjiik, amely mindazokbol az elemekbdl 4ll, melyek az A és B halmazok
koziil legalabb az egyikhez hozzatartoznak.

Az A és B halmazok kézb6s részén (metszetén) azt az A N B-vel jelolt
halmazt értjiik, amely mindazokbol az elemekbdl all, amelyek mind az A, mind B
halmaznak elemei.

Az A és B halmazok kiilonbségén azt az A\ B-vel jelolt halmazt értjiik,
amely az A halmaz azon elemeibdl all, amelyek nem elemei a B halmaznak.

Tomorebb frasmoédban:

AUB ={x |z € Avagy z € B},
ANB={z |z € Aésx € B},
A\B={z |z € Aész ¢ B}

A halmazok kozotti miiveletek és relaciok jol szemléltethetGek tgynevezett
Venn-diagramokkal.
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ACB

1. dbra. Venn-diagramok

Egy R halmazrendszer egyesitésén, illetve k6z0s részén az

URi{a|3AER,aeA}, ﬂRi{a|VA€R-raa€A}
halmazokat értjiik.
Ha R = {A; | i € I} egy indexelt halmazrendszer, akkor egyesitését, illetve
koz0s részét az iLEJI A;, illetve iDI A; szimboélumokkal jeloljiik.
Példa. Ha A = {a,«, 3,b,¢} és B = {a,,b,d, e}, akkor
AUB ={a,a,f,b,¢,d, e},
ANB={a,aqa,b},
A\ B ={p},
B\ A={d,e}.
1. tétel. Ha A, B, C tetszbleges halmazok, akkor
AUB=BUA, ANB=BnA
(kommutativitas);
(AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=AN(BNC)
(asszociativitas);
Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
(disztributivitas);

A\B = A\(AN B), (A\B)NnC = (AN C)\B,
A\(BNC) = (A\B) U (A\0), A\(BUC) = (A\B) N (A\0),
AUB=B < ACB, ANB=B < ADB,

AB=0 < AcCB.
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Bizonyitds. A definiciokbol kozvetleniil adodik. Szemléltessiik Venn-diagrammall!
O

9. definicié. Az A és B halmazok diszjunktak (idegenek), ha AN B = (). Ha
egy R halmazrendszer barmely két kiilonb6z6 halmaza diszjunkt, akkor pdronként
diszjunktnak nevezzik.

Példa.
1. Ha A={q,B,a,b}, B={v,0,e}, akkor AN B =), igy A és B diszjunktak.

2. Ha A = {a.8,b}, B = {a,8,d}, akkor AN B = {3} # 0, fgy A és B nem
diszjunktak.

10. definici6é. Ha X adott halmaz és A C X, akkor a
CxA(=A°=A=CA)=X\A
halmazt az A halmaz X halmazra vonatkozé komplementerének nevezziik.
Példa. Ha X = {a,b,c,, 3,7}, A =1{a, 3,7}, akkor Cx A = {b,c,a}.
2. tétel. Ha A, B C X, akkor
AUA=X, AnA=0, 0=X, X=0 A=A4,
AUB=ANB, AnNB=AUB.

Az el6z6 két bsszefiiggést de Morgan-féle azonossdgnak nevezziik. A de Morgan-
féle azonossagok érvényesek tetszélegesen sok halmaz esetén is:

Ua=N4 & Na=U4.
yel’ yel’ yel’ yel’

Bizonyitds. A definiciokbol kozvetleniil adodik. Szemléltessiik Venn-diagrammal
is! O

7
<.

AUB ANB

2. dbra. de Morgan-azonossag Venn-diagramokkal
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2. Relaciok (leképezések)
1. definicibé. Az a és b elemekbdl készitett rendezett elempdron egy (a,b) szim-
bélumot értiink, amelyre igaz, hogy (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

1. megjegyzés. Az (a,b) = {{a}, {a,b}} definicio is lehetséges. Ekkor bizonyithatd,
hogy teljesill (a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.

2. definici6é. Az A és B halmazok Descartes-szorzatin az
Ax B={(a,b) |ac A, be B}
halmazt értjik.

Példa. Ha A = {1,2,3,4}, B = {x,y, z}, akkor az

| 1 2 3 4 | x Y z
x| (Lz) (2,2) (3,z) (4,x) 1| (z,1) (y,1) (z1)
y| Ly 2y By 4y) 2| (#,2) (3,2) (22
z | (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) 31 (2,3) (v,3) (2,3)
4 (z,4) (y,4) (24)
tablazatok mutatjak, hogy
AxB={(1,x2),1,y),(1,2),(2,2),(2,y), (2, 2),
(3,2),(3,9),(3,2), (4,2), (4,9), (4, 2) };
BxA={(z1),(z,2),(2,3),(z,4), (v, 1), (¥,2), (¥,3), (y,4)
(27 1)7(272)7 (273)7('274)}

1. tétel. Ha A, B és C tetszbleges halmazok, akkor
a) AxB=0) < A=0vagyB=10,
b) (AUB)xC=(AxC)U(BxCQC),
c) Ax(BUC)=(AxB)U((Ax(),
d) (ANB)xC=AxC)N(BxC)
e) Ax(BNC)=(AxB)N(Ax(C)
f)
g)

3

(A\B) x C = (Ax C\(BxC),
Ax (B\C)=(AxB\(AxC),
h) BCC = AXBCAXxC.

2. megjegyzés. A x B altalaban nem egyenl6 B x A, ahogy azt a 2. definici6é utani
példa is mutatja.

3. definici6é. Az A x B halmaz egy F részhalmazat A és B kozotti (binér)
reldcionak, vagy mas szavakkal A-bol B-be valo leképezésnek nevezziik. Ha
A = B, akkor azt mondjuk, hogy F' relacié A-n.

Példa. Ha A ={1,2,3,4}, B = {z,y, z}, akkor
F = {(17:'[:)7 (17y)7 (27 Z)7 (37 y)7 (37 Z)} C A >< B
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binér relacié A és B kozott,
G={(=,3),(y,1),(2,1),(2,3)} Cc Bx A
binér relacio B és A kozott.

3. megjegyzés. Az (a,b) € F tartalmazast szokas aFb-vel is jelolni és igy olvas-
suk: a az F relacioban van b-vel (vagy F' a-hoz b-t rendeli).

4. definicio. A
Dr{reA|IyeB, (my)eF},
Rrp={yeB|3x€A, (x,y) € F}

halmazokat az F' relaci6 (leképezés) értelmezési (Gs-) tartomdnyanak, illetve
értékkészletének (képtartoméanyanak) nevezziik.

Példa. Az elébbi F' és GG relaciokra
Dr={1,2,3} #A, Rp={z,9,2} =8,
DG:{(E,y,Z}:B, RG:{L?’}#A

4. megjegyzés. Ha Dp = A, Ggy A-nak B-be; ha Rp = B, ugy A-bol B-re; ha
Dp = A és Rp = B, ugy A-nak B-re valo leképezésérdl beszéliink.

Példa. Az el6bbi F leképezés A-bol B-re valo leképezés, mig a G leképezés B-nek
A-ba val6 leképezése.

5. definicié. Ha F' C A x B adott relacio és C' C A, akkor az
F(C)={yeB|3zeC, (z,y) € F}

halmazt a C' halmaz F-re vonatkozo képének nevezziik.

Az egyelemd {z} C A (x € A) halmaz képét jeldlje F(zx), azaz ha (z,y) €
F, akkor az y = F(z) jelolés is lehetséges. Ekkor F(z)-et F z-beli értékének is
nevezziik. (F(z) nem feltétleniil egyértelmtien meghatarozott!)

Példa. Ha A és B és F az el6bbi, tovabba C = {1,3} C A, akkor F(C) =
{z,y,2} = B= Rp a C F-re vonatkozo képe. (1,x) € F, igy z = F(1) az F 1-beli
képe, de (1,y) € F, igy y = F(1) is az F 1-beli képe, azaz F(1) nem egyértelmtien
meghatarozott.

6. definici6é. Ha F' C A x B adott relacio (leképezés), C' C Dp, akkor
Flo ={(z,y) e F [z € C}
az F relacio (leképezés) C'-re valo leszikitése.
Példa. Ha A, B,C és F az el6bbi, agy C C Dp és
Flo ={(1,2),(1,9),(3,9), (3,2)}

az F' C-re valo lesziikitése.
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7. definicié. Az F C A x B relacié (leképezés) inverzén az
F1={(y,z) e Bx A| (z,y) € F}
halmazt értjiik.
Példa. Ha A, B, F' az el6bbi, ugy
P = {(@,1), (5, 1), (5:3), (:2), (5:3)} C Bx A.
5. megjegyzés. E definiciobol kdnnyen kiévetkezik, hogy
Dp-1 = Rp, Rp-1 = Dp, (FH=l=F, F~YB) = Dp.
Példa. Az elgbbi példéak alapjan
Dp-1 ={z,y,2} =Rrp, Rp-1={1,2,3}=Dp,
(F)70 = {(1,2), (1), (2,2), (3,9), (3, 2)} = F .
FY(B)={1,2,3}=Dp .
8. definicio. Legyenek A, B, C adott halmazok, FF C Ax B és G C B x C adott
relaciok. F' és G kompozicidjdn (Gsszetételén) a
GoF ={(z,2) | 3y€ B, (x,y) € F, (y,2) € G}
relaciot értjiik. (Nyilvan G o F' A és C kozotti relacio.)
Példa. Ha A ={1,2,3}, B ={y,z}, C = {a, [} tovabba

F={(1,y9),(1,2),(3,y)} C Ax B és G = {(y,0),(z,a),(z,8)} C B x C relaciok,
akkor a Go F = {(1,),(1,0),(3,a)} C A x C relaci6 az F és G kompozicidja.

2. tétel. A 8. definicié jelslései mellett (Go F)™' = F~'oG™'. Ha H C C x D
egy harmadik relacié (D tetsz6leges halmaz), akkor

Ho(GoF)=(HoG)oF .

Példa. Az elgbbi példa halmazait és relacioit tekintve
(GoF)™ = {(a,1), (er,3), (8,1)}, tovébbs

F1={(y,1), (5,3), (, )} és G = {(a,9), (@ 2), (8, 2)}
miatt F~1oG-1 = {(a,1), (a,3), (3, 1)}.

Igy (GoF)' =F1oG™.

A rendezési relacio a szamok kozotti ,,kisebb vagy egyenls” viszony elvont meg-
fogalmazésa.

9. definici6. Legyen adott az A halmaz. Az R C A x A relacidét rendezési
reldcionak, vagy rendezésnek nevezziik az A halmazon, ha V x,y,z € A esetén

a) wRx (vagyis (z,z) € R) (reflexiv),

b) ha xRy és yRx, akkor z = y (antiszimmetrikus),

¢) ha xRy és yRz, akkor Rz (tranzitiv),

d) xRy vagy yRz teljesiil (linearis vagy teljes).



16 I. HALMAZOK, RELACIOK, FUGGVENYEK

Ekkor az (A, R) part, vagy az A halmazt rendezett halmaznak nevezziik. Ha csak
a), b) és ¢) teljesiil, akkor R-t parcidlis rendezésnek nevezzik. R-t altalaban <-
vel jeloljiik és pl. az = < y-t Ggy olvassuk, hogy = kisebb vagy egyenld, mint y.

Ha o <y, de = # y, akkor ezt ugy jeldljik, hogy = < y (z kisebb, mint y). A
< relacié nem rendezés. Szokasos még x < y, illetve © < y helyett az y > x, y > =
jelolést is hasznalni.

Példa. Ha A ={1,2,3}, akkor
A X A = {(17 1)7 (17 2)7 (17 3)7 (27 1)7 (27 2)7 (27 3)7 (37 1)7 (37 2)7 (37 3)} N
Ry ={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} C A x A parcialis rendezés A-n.

Ry = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} € A x A esetén (A, Ry), illetve A
rendezett halmaz.

10. definici6. Legyen A egy rendezett halmaz. Egy B C A részhalmazt feliilrél
korldtosnak neveziink, ha 3 a € A, hogy V b € B esetén b < a. Az a-t a B halmaz
felsé korldtjanak nevezziik. Hasonloéan definialhato az alulrol korldtos halmaz,
illetve az alsé korldtis. Egy halmazt korldtosnak neveziink, ha alulrol és felilrsl
is korlatos.

Egy a € A elemet a B halmaz pontos felsé korldtjanak neveziink, ha

— « fels6 korlatja B-nek
— a B halmaz barmely 3 fels6 korlatjara a < 3 teljesiil.

Ha létezik pontos fels§ korlatja B-nek, tigy azt sup B-vel jeloljiik (supremum B).
Hasonlban értelmezhets a pontos alsé korldt is.

Példa. Az elgbbi példa szerint A Ro-vel rendezett halmaz.
A B = {1,2} C A halmaznak 2 és 3 fels6, mig 1 als6 korlatja. B pontos felss
korlatja 2, pontos als6 korlatja 1.

11. definicié. Egy olyan rendezett halmazt, amelyben minden nem {ires feliilrél
korlatos részhalmaznak van pontos felsg korlatja, teljesnek nevezziik.

Példa. Az elébbi A halmazra, az Rg rendezéssel, nyilvan teljesiil, hogy minden
nem iires B részhalmazanak van pontos felsé korlatja, igy A teljes.

3. Fiiggvények

A fliggvény fogalmanak kialakitasat az motivalja, hogy ,tobbértéki” fliggvények
ne johessenek szoba.

1. definici6. Legyenek A és B adott halmazok. Az f C A x B relaciot fiig-
gvénynek nevezzik, ha (x,y) € f és (z,2) € f esetén y = z teljesiil (azaz Vz € A
esetén legfeljebb egy olyan y € B létezik, amelyre (z,y) € f).

Példa. Ha A ={1,2,3,4}, B = {z,y, z}, akkor
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1. az f = {(1,2),(1,y),(2,2),(3,9),(3,2)} C A x B relaci6 nem fliiggvény, mert
(Lz)efes(Ly)efesa#y,
2. az f={(1,2),(2,2),(3,y)} C A x B relacio6 fliggvény.

1. megjegyzés. Minden fliggvény relacio, igy az értelmezési tartomany, értékkés-
zlet, kép, lesziikités definicidja megegyezik a 4., 5. és 6. definiciokkal, és a jelolések
is valtozatlanok.

2. megjegyzés. A fliggvény definici6ja igy is megfogalmazhato:

f C A x B relacio fliggvény, ha V x € Dy esetén pontosan egy y € B létezik, hogy

(z,y) € f.

3. megjegyzés. Ha [ jeloli a fiiggvényt, akkor (z,y) € f esetén

y = f(x) jeldli az x elem képét, vagy az [ fiiggvény = helyen felvett értékét

(helyettesitési értékét), f : A — B azt, hogy f A-t B-be képezi, mig {(z, f(x))} az

f grafiat (illetve magat a fiiggvényt is) jelenti.

4. megjegyzés. A fliggvény megadasanal szokasosak az alabbi jelolések is:
y=f@), zeA@eDy); ae fl@)zed(weDy);

f=A(x, f(x)) | v € Dy}

2. definicié. Az f C A x B fiiggvény invertdlhatd, ha az f~! relacio is fiiggvény.
Ekkor f~l-et az f inverz fiiggvényének (inverzének) nevezziik (az invertalhato
fiiggvényt kolesonosen egyértelmt, vagy egy-egyértelmii leképezésnek is nevezziik).

Példa. Legyen A ={1,2,3,4}, B = {x,y, 2}, akkor

1. az f={(1,2),(2,2),(3,y)} C A x B fiiggvény esetén
1 ={(z,1),(2,2),(y,3)} C B x A is fiiggvény, igy f invertalhato.

2. ag={(1,2),(2,2),(3,2)} C A x B fiiggvény esetén
gt ={(z,1),(z,2),(x,3)} C Bx A nem fiiggvény, mert (z,1) € g~ és (z,3) €
g~ ', de 1 # 3, igy g nem invertalhato.

1. tétel. Az f : A — B fiiggvény akkor és csak akkor invertalhaté, ha minden
x,y € A, x© # y esetén f(x) # f(y) (vagyisV x,y € A esetén f(z) = f(y) =
x=1y).

Bizonyitds. Gyakorlaton (feladat). O

Az bsszetett fliggvény értelmezéséhez lényeges a kovetkezs:

2. tétel. Legyenek f C Ax B és g C B x C fiiggvények. Ekkor g o f is fiiggvény,
ésV x € Dgog-re (9o f)(x) = g(f(2))-

Példa. Legyenek adottak az A = {1,2,3}, B ={z,y}, C = {u, v} halmazok és az
f={1,2),2,2),3,y)} C Ax B, g ={(z,u), (y,u)} C B x C fliggvények. Ekkor
go f=A{(1,u),(2,u),(3,u)} fiiggvény, és példaul (go f)(1) =u, g(f(1)) = g(x) =
u = (go f)(1) = g(f(1)).
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3. definicio. Legyen adott az f és g fliggvény. A go f fliggvényt dsszetett fiig-
gvénynek, az f-et belsd, a g-t kiils6 fliggvénynek nevezziik.
5. megjegyzés. A definici6 adja, hogy
Dgyoy C Dy; Dy =Dy <= haRyCDygy
gof=0 <= haRyNDy;=0.
Példa. A 2. tételt kévets példaban:
Dgyor ={1,2,3} =Dy = Dyos C Dy igaz.
Ry ={x,y} € Dg={x,y}) = Dgoy =Dy .
4. definicié. Az A halmaz identikus fliggvényén az
ida:A— A, ida(z)==
fliggvényt értjiik.
Két halmazrol el tudjuk donteni azt, hogy elemeik szama egyenl6-e, ha a két

halmaz elemeit ,parba allitjuk”. Ez a gondolat motivalta a halmazok ekvivalen-
cidjanak fogalmét.

5. definici6. Az M és N halmazok ekvivalensek,ha 3 f: M — N (M-et N-re
képezs) invertalhato fiiggvény.

6. definici6. Legyen A tetszoleges halmaz. Egy f: Ax A — A fiiggvényt (binér)
mdveletnek neveziink A-ban.



I1. fejezet

Szamok

Bevezetés

Az iskolaban megtanultuk a szamoléas szabalyait, megismertiik a szamok ,tu-
lajdonsagait”. Az alabbi axiémarendszer nem mas, mint ezen tulajdonsigok koziil
a legfontosabbak rogzitése. A testaxiomak az Osszeadas és a szorzas szabéalyait,
a rendezési axiémak a < relacié tulajdonsagait rogzitik, a teljesség pedig valami
olyasmit fejez ki, hogy a szamegyenes ,nem lyukas”.

Az axiémaék jelentGsége azonban messze tilnG a szabalyok egy Osszességének
rogzitésén. Az alabbi axidomékkal ugyanis levezetheté minden méas szabaly és tula-
jdonsag. S&t valojaban az axiomékat teljesité objektum az, amit valoés szamoknak
neveziink.

A fejezet tovabbi részében az axiomakkal levezetjiik a valos szdmok néhany
tulajdonsagat. Az elmélet teljes felépitésére nem vallalkozunk, de az olvas6 meg-
nyugtatasara leszogezziik, hogy az iskolaban a tizedestortekrsl és a szdmegyenesrsl
kialakitott kép megfelel az axidémékon nyugvé elméletnek.

1. A valos szamok axiomarendszere

Az R halmazt a valds szdmok halmazdnak nevezziik, ha teljesiti az alabbi
axiomakat.

TESTAXIOMAK
Ertelmezve van R-ben két mitvelet, az

fi:RxR—>R, z+y= fi(z,y) Osszeadss és az
2:RXxR—=R, x-y= folx,y) szorzas,
Y Y

amelyek kielégitik a kovetkezd, igynevezett testaxiomakat:

1) z+y=y+z,z-y=y-xz Vr,yck (kommutativitas),
2) @ty t+z=aw++z2), @y -2=2-(y 2)

Va,y,z€ R (asszociativitas),
3) z-(y+z)=z-y+x-z Va,y,zeR (disztributivitas),

4) 3J0eR, hogyz+0=2 VzeR
(létezik zérus, vagy nullelem),

19
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5) VzeResetén 3 —z € R, hogy =+ (—z) =0
(létezik additiv inverz),
6) dJ1e€eR, hogyl#0ésl-z=xz VzeR
(létezik egységelem),
7) VzeR,z#0esetén 3271 €R hogy x-27! =1
(létezik multiplikativ inverz).
RENDEZESI AXIOMAK
Ertelmezve van az R testben egy <C R x R rendezési relacio, azaz V z,y,z € R
esetén

&

)z <z
b) hax <yésy <z, akkor x =y
¢) hax <yésy<z akkor x < z
d) x <yvagyy <w,
tovabba teljesiil még, hogy
(i) haz,yeRésaz<y,akkorz+z<y+z VzeR,
(i) haz,yeR, 0<zés0<y,akkor0<z-y
(az Osszeadés és a szorzas monotonitésa).
Ekkor R-et rendezett testnek nevezziik.

TELJESSEGI AXIOMA
Az R rendezett test (mint rendezett halmaz) teljes, azaz R barmely nemiires, feliil-
rél korlatos részhalmazanak létezik pontos felsé korlatja.

OSSZEFOGLALVA
Az R halmazt a valos szamok halmazanak nevezziik, ha R teljes rendezett test.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy létezik ilyen halmaz, és bizonyos értelemben
egyértelmi. A lehetséges modellekrdl kés6bb még réviden beszéliink.

2. Kiegészitések a valos szamfogalomhoz

a) A testaxiomak fontosabb kovetkezményei

A tovabbiakban a szorzast jelent6 pontot nem irjuk ki (ez altalaban nem
zavard), tovabba az Osszeadéas és a szorzas asszociativitdsa lehetGvé teszi, hogy
(x+y)+ 2z és x4+ (y+z) helyett z+y + 2-t, mig (zy)z és z(yz) helyett zyz-t irjunk.

1. tétel. R-ben (de altalaban minden testben) a zérus és az egységelem egyértelmiien
meghatarozott.

Bizonyitds. Ha pl. R-ben 0 és 0’ is zéruselem, akkor az 1. és 4. testaxioma miatt
0=04+0=0+0=0
tehat 0 = 0’. Hasonloan lathaté be 1 egyértelmtsége. (I
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2. tétel. Ha z,y,z € R esetén x +y = x + z, akkor y = z, ha még x # 0, akkor
xy =xz = y =z (egyszerisitési szabdly).

Bizonyitds. A testaxioméak és az x + y = x + z feltétel adja, hogy
y=0+y=(—z+ta)+ty=—a+(@+ty)=—a+(r+z)=
=(—z+z)+2z2=0+2=2,

illetve

y=1l-y=(@t-2)-y=a'-(z-y)=2 ' (z-2)=@"'2)-2=1-2=2,

tehét y = z mindkét esetben. (|

3. tétel. Barmely R-beli elemnek pontosan egy additiv inverze, és barmely
R-beli, 0-t6l kiilénb6zé elemnek pontosan egy multiplikativ inverze van.

Bizonyitds. Ha z-nek y és z additiv, vagy x # O-ra multiplikativ inverze, ugy
x4+y=0=z+z, illetve zy = 1 = 2z, és az eldbbi tétel (az egyszertisitési szabaly)
adja, hogy y = z mindkét esetben, tehat a tétel allitasa igaz. ([l

4. tétel. Legyen z,y € R, akkor pontosan egy z; € R létezik, hogy

y+ 21 = x; ha még y # 0, akkor pontosan egy zz € R létezik, hogy yzo = x
(kivondsi, illetve osztdsi feladat).

Bizonyitds. z1 = x + (—y), illetve zo = xy~! esetén nyilvanvalo, hogy y + 21 =
x, yzo = x. Az egyértelmtiség az y + 21 = © = y + 21, illetve yzo = © = yz)
egyenldségekbol a 2. tétel segitségével adodik, hiszen zy = 2] és zo = 2} igaz. O
1. definicié. A 4. tétel szerint egyértelmitien létezs z; illetve zy valds szamokat
(melyekre tehat y + 21 = x, illetve y # 0 esetén yzo = x teljesiil) az = és y valos

szamok kulonbségének, illetve hanyadosdnak nevezziik és x — y-nal, illetve E-nad
Y

jeloljiik. %—t nem értelmezziik.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy © — y = z + (—y), illetve r_ x -y~ !, hiszen
Y

y+@+(-y)=y+((-y)+2)=@y+(-y)+tz=0+z=1,
illetve
y- ey D=y )=y ) ar=1z=2x

1
teljesiil. Specialisan — =y~ !.
Y

5. tétel. Barmely x € R esetén —(—x) =z, ¥ 0 # = € R esetén

(:1:*1)_1 =gz, azaz =z.

8l=| =

Bizonyitds. Az 5. testaxioméaban x helyére —zx-et illetve a 7. testaxiomaban x
helyére 2~ !-et irva kapjuk a megfelels allitasokat. ([
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6. tétel. Legyenx,y e R. z-y=0 < x =0 vagyy =0.

b) Természetes, egész, racionalis és irracionalis szamok (mint R
részhalmazai)

1. definici6é. Az R azon N részhalmazat, melyre
(i) 1 e N,
(ii) han €N, akkor n+1 € N,
(iii) ha M C N olyan, hogy 1 € M és n € M-bdl kivetkezik, hogy n+ 1 € M,
akkor M =N

teljesiil, a természetes szdmok halmazdnak nevezziik.

Az (i)-(ii)-(iii) tulajdonsagokat a természetes szamok Peano-féle axiomadinak
nevezziik. A (iii), dgynevezett indukcids axioma biztositja a teljes indukcios bi-
zonyitasok létjogosultsagat.

2. definicio. Egy x € R szamot egész szdmnak neveziink, ha léteznek n,m € N,
hogy x = m—n. AZ = {m—n | n,m € N} halmazt pedig az egész szamok
halmazéanak nevezziik.

1. megjegyzés. Konnyen belathato, hogy Z = NU {0} U{n | —n € N}, ahol az
{n| —n € N} =N~ halmazt a negativ egész szamok halmazénak nevezziik.

2. megjegyzés. V r,y € Z — x+ y,x —y,xy € Z. Azaz az egész szamok
halmazabo6l nem vezet ki az Gsszeadas, a kivonas és a szorzas.

3. definicié. Legyen x € R, ugy
ot =, " =2""'r (neN, n#1)
szerint definidljuk x természetes kitevéji hatvdnyait. Tovibba
0 - 1
=1, a" = (x #£0, neN)
szerint a 0, illetve negativ egész kitevdji hatvdnyt.

T6bb elem 6sszeadasanak, illetve szorzasanak pontos definicioja, és ezek elegans
jelolése a kovetkez6.

4. definicié. Legyen n € N és aq,...,a, € R. Ekkor

n n n—1
Zaiial, han =1, és Zaiz(Zal)—i—an, han > 1,
i=1 i=1

i=1
n n n—1
Haiial, han=1, és Hai—<Hai>-an, han > 1.
i=1 i=1 i=1

3. megjegyzés. Az els6 n természetes szam szorzatan! = 1-2-....n (az n! jel6lést
,0 faktorialis™nak olvassuk). 0! alatt 1-et értiink.
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n\ . n!
k) k!(n — k)!

k”-nak olvassuk.
Belathato, hogy V x,y € R és n € N esetén

n n _ n n—
(:v—i—y)":(o)y"—i-(l):vy" 1—1—(2)9023/ R
n n—1 n n
+ o Ty -+ x" =

n—1 n

) kyn=h (binomialis tétel).

a binomialis egyiitthaté (n,k € N). Az (Z) jelolést ,n alatt a

|
M s

k=0
5. definici6. Egy z € R szamot raciondlisnak neveziink, ha létezik
p:q € Z, q # 0, hogy = =
A

Ellenkezé esetben x-et irracionélisnak nevezziik.

'Q.I'U

Q—{xlxéRésﬂp,qEZ, q#0, hOgyx—g}

halmazt a raciondlis szdmok, mig az R\Q halmazt az irraciondlis szamok
halmazanak nevezziik.

4. megjegyzés.
— Adott z esetén p és ¢ nem egyértelmiien meghatarozott.

— Haz,y € Q, akkor x4y, z—y,zy € Q, és ha még y # 0, akkor € Q is teljestl.
Azaz a racionalis szdmok halmazabol nem vezet ki a a négy alapmuvelet

— Q rendezett test.
— Belathato, hogy R\Q # (). Azaz van irraciondlis szam.

c¢) A rendezési axiomak fontosabb kovetkezményei

6. definicié. Legyen = € R tetsz6leges. Ha 0 < x, akkor z-et pozitivnak, ha
0 < z, akkor nem negativnak, ha x < 0, akkor negativnak; ha x < 0, akkor nem
pozitivnak nevezziik.

Az {z | x>0}, {x|x>0}, {z|z<0}eés {z |2 <0} halmazokat pedig R-beli
pozitiv, nem negativ, negativ, nem pozitiv szdmok halmazanak nevezziik.
7. tétel. Ha x,y, z,u,v € R, akkor

a) r<y = x+z<y+z;

b) 0<z = —-2<0;2<0 = 0< —x;

c) 0<z ANO0<y = 0<uay;

d 0<a2?2;0<1;

e) 0<2z ANy<0 = 2y<0;2<0 A y<0 = 0<ay;
1

f 0<azy AN0<z2z = 0<y;0<z = 0< —;

x
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g) <y AN z<u = z+z<y+u;

<y N z<u —= z+z<y+tu;

0<z AN0<y = 0<z+4+y; 0<z AO0<y = 0<z+y);
<y N0<z = 22<yz; <y N 2<0 = yz<zz;
O<y<z AN0<z<v = yz<av;

O<z<y AneN = 0<z"<y";

1

h)
)
k) O<z<y = 0<§<—;
)
)

i

—

x
neN = n>1;
VkeZesetén Ale€Z , hogy k<l<k+1.

Br—A

7. definici6é. Az x € R abszolit értékén az

NE x, ha 0 <z,
€Tl =
—x, haz<0

nem negativ szamot értjiik.

8. tétel. Ha x,y € R, akkor

a) |zl =l ;
b) Jay] = felly] :
o |2 —% (v £0)

d) [z +yl <z +yl;
e) |zl =yl <z —yl.
8. definici6. Ha z,y € R, akkor a d(z,y) = |x—y| szdmot az x és y tdvolsdgdnak
nevezziik.
Azaz a d: R x R — R fiiggvény tavolsag (metrika) R-ben.
9. tétel. Ha x,y, z € R, akkor

1) d(w,y) 20, dz,y) =0 < z=y;
2) d(xz,y) =d(y,z) (szimmetrikus);
3) d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) (hdromszig egyenlGtlenség).

Bizonyitds. Az abszolutérték tulajdonsagai alapjan igen egyszert. O

9. definicié. Legyen a,b € R. Az

Ja,b[={zx | a <z <b};
[a,b] = {z | a <z <b)
la,b] ={z | a <z < b};
[a,b[={x | a <z <b}

halmazokat nyilt, zdrt, félig nyilt (zdrt) intervallumoknak nevezziik R-ben.
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10. definicié. Az a € R valés szam r (> 0) sugart nyilt gémbkoérnyezetén a
K(a,r) ={z € R| d(x,a) < r} halmazt értjik.

Valojaban K (a,r) az a kozépponti, 2r hossztsagt nyilt intervallum, azaz K (a,r) =
la—ra+r].

d) A teljességi axioma fontosabb kovetkezményei

10. tétel. Az N C R (a természetes szamok halmaza) feliilr6] nem korlatos.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N feliilr6l korlatos az R rendezett halmazban. Ekkor
a teljességi axioma miatt 3 o = supN. Igy o — 1 (< @) nem fels6 korlatja N-nek,
azaz 3n € N, hogy a —1 < n, amib6l a < n+ 1 kdvetkezik. Ugyanakkorn+1 &€ N
miatt ez azt jelenti, hogy a nem fels6 korlatja N-nek, ami ellentmondas. O

11. tétel. Barmely x € R esetén létezik | € Z, hogy | < x <[+ 1. | egyértelmiien
meghatarozott.

12. tétel (Archimedesi tulajdonsag). Barmely x € R, és y € R esetén létezik
n € N, hogy y < nx.

Bizonyitds. Az 10. tétel miatt 3 n € N, hogy J < n (hiszen Y sem lehet felss
x x
korlatja N-nek), ami adja, hogy y < nz. O

11. definicié. Legyen I = {[a;,b;] C R| i € N} zart intervallumok olyan rendszere,
melyre a; < a;41 < biy1 < b; Vi € N (azaz [a;41,bi+1] C [ai, bi]), akkor ezt
egymasba skatulyazott zart intervallum rendszernek nevezziik.

13. tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen I = {[a;,b;] C R|i € N} egymasba
skatulydzott zart intervallumok rendszere. Ekkor

ﬂI: ﬂ[%bi] #0.
i=1
Bizonyitds. Az egymasba skatulyazottsag adja, hogy V i,j € N-re
a; < bj, igy Vj € N-re bj az A = {a; | i € N} halmaznak fels6 korlatja, melyre
a = sup A < b; teljesiil. Igy a als6 korlatja a B = {b; | i € N} halmaznak, ezért
a<inf B =p.
Mivel [, 8] C [a;,b;] V i € N-re, ezért (VI = () [as, 0] D [, 5] # 0, ami adja az
i=1

allitast. (I

Tételiink tehat azt allitja, hogy egymasba skatulyazott zart intervallumok met-
szete nem iires.

Megjegyzés. Szokésos az is, hogy a Cantor-tételt valasztjik teljességi axiomanak.
Ekkor a mi teljességi axiomankat kell bizonyitani.

12. definicié. A H C R halmazt R-ben mindeniitt stirtinek nevezziik, ha barmely
z,y € R, x <y esetén létezik h € H, melyre x < h < y teljesiil.
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14. tétel. A racionélis szamok Q halmaza stiri R-ben. Azaz barmely két valos
szam kozott van racionélis szam.

Megjegyzés. Belathato, hogy R\Q (az irracionalis szdmok halmaza) is stird R-
ben.

15. tétel. Barmely x nem negativ valés szam és n € N esetén pontosan egy olyan
y nem negativ valos szam létezik, melyre y" = x.

13. definici6é. Legyen x € R nem negativ és n € N. Azt (az el6bbi tétel alapjan
egyértelmien létez6) y € R nem negativ szdmot, melyre y™ = x teljesiil az x
szdm n-edik gyokének nevezziik, és ré az {/x, vagy zw jelolést hasznaljuk (¥x
helyett \/z-et irunk).

14. definici6. Ha n paratlan természetes szam és ¢ € R , = < 0, akkor /z =
1

xw = —{/—x. (Erre teljesiil, hogy (/z)" = z.)

15. definicié. Legyen x e Ry , r € Qésr =
reedik hatvénya: 27 = 2% = ¥/

(ahol m € Z és n € N). Ekkor z

3|3

Megjegyzések.
1. A racionalis kitevsjd hatvany értéke fliggetlen az r elGallitasatol.

2. A hatvanyozas azonossagai racionalis kitevgji hatvanyokra is igazolhatok.

e) A bévitett valos szamok halmaza

16. definicié. Ha S C R feliilrsl nem korlatos, akkor legyen supS = +oo. Ha
S C R alulrol nem korlatos, akkor legyen inf S = —oc.
Az Ry = RU{+o00}U{—00} halmazt a bovitett valos szamok halmazanak nevezziik.

Megjegyzések.
1. Meg akarjuk 6rizni Rp-ben R eredeti rendezését, ezért legyen
—oo <z < +o0oV z €R esetén.

2. Ekkor 400 fels6 korlatja Ry, barmely részhalmazanak, és minden nem iires rész-
halmaznak van R,-ben pontos fels§ korlatja. Ilyen megjegyzés flizhets az also
korlatokhoz is.

3. Rp nem test.
Megallapodunk az alabbiakban:

V x € R esetén z+ (+00) = +00 ; * — (+00) = —00 ;
= T g,
+o00 -0

V0 <z € R esetén z-(+00) =400 ; x-(—00) = —00 ;

VyeR, y<O0 esetén Y- (+00) = —00; y-(—00) = +00;
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tovabba
(+00) - (+00) = +00 ; (+00) + (=00) = =00 ; (—00) - (~00) = +00
Nem értelmezziik ugyanakkor a kévetkezoket:

0-(+00) ; 0-(=00); (4+00) = (+00) ; (—00) = (—00) .

f) A valos szamok egy modellje — a szamegyenes

Tekintsiink a sikban egy egyenest és rajta a 0 pontot, majd a 0 dltal meghataro-
zott egyik félegyenesen az 1 pontot.

A 0-bol 1-be vezets szakaszt 1-bdl indulva mérjiik fel ebben az iranyban, majd
a kapott pontbol folytassuk az eljarast. A 01 szakasz n-szeri felvétele utan kapott
ponthoz rendeljiik az n € N szdmot V n € N esetén:

Igy a természetes szamokat az egyenes bizonyos pontjaiként abrazoljuk.
Az eljarast 0-bol ellenkezs iranyban elvégezve elhelyezziik (4bréazoljuk) a
—1,-2,...,—n,... (n € N) negativ egészeket is.

-n -3 -2-10 1 2 3 n

1. dbra. A természetes szamok elhelyezése a szamegyenesen

Ha m € Z és n € N, akkor egyértelmtien megadhat6 egy = pont az egyene-
sen, hogy a 0-bol z-be vezetd szakaszt n-szer felmérve éppen az m pontot kapjuk
(egyszertisitve: 3 x, nx = m). Az igy nyert (szerkesztett) x ponthoz az ' € Q
szamot rendeljiik.

Ezzel még nem rendeltiink valés szdmot az egyenes minden pontjahoz. Ha
példaul a 01 szakaszt egy négyzet oldalanak tekintjiik és annak atlojat felmérjiik O-
bol valamelyik iranyban, a kapott pontban nincs racionalis szam (ez olyan ¢ szam,
melyre ¢ = 2, azaz ¢ = /2, vagy ¢ = —/2, melyek nem raciondlisak).

Az egyenes Osszes még megmarado pontjahoz rendelt szamok az irracionélis
szamok. Azt, hogy ez az egyenes, mint szdmegyenes nem ,lyukas” a teljességi
axiéma, vagy a Cantor-féle metszettétel biztositja.

Megadhatoak a miiveletek geometriai jelentései, vizsgalhatok tulajdonsagaik,
bevezethetd a rendezés és bizonyithatok annak tulajdonsigai. Szemléletes az in-
tervallum, abszolut érték, tavolsag fogalma.

Bebizonyithato, hogy R és az egyenes pontjai k6zott kolesdndsen egyértelmi a
megfeleltetés és az ezt biztosito bijekcid lényegében egyértelm.

g) Nevezetes egyenlStlenségek

16. tétel (Bernoulli-egyenlStlenség). Han € N, z € R és x > —1, akkor
14+2)">1+nx.
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Egyenlbség akkor és csak akkor teljesiil, han =1 vagy x = 0.

Bizonyitds. Teljes indukcioval.
n = 1l-re az allitas nyilvan igaz. Ha n-re igaz, akkor 1 4+ = > 0 miatt

Q+az)"* =1 +a)" (1 +2) >
>(1+nr)l+2)=14+nz+az+nz®>>1+n+1)z,

igy az allitas minden természetes szamra igaz. (I

17. definici6. Legyen n € N x1,...,2z, € R. Ekkor

Az A, és G, szamokat az 21, ..., x, szamok szdmtani (aritmetikai), illetve mér-
tani (geometriai) kozepének nevezziik.

A szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség az alabbi.

17. tétel (Cauchy). Han € N és z1,...,x, > 0 akkor
G’ﬂ S A’ﬂ )
Egyenlbség akkor és csak akkor teljesiil, ha t1 = x9 = -+ = x,,.

18. tétel (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség).
Legyenek x1,...,%n,vy1,...,Yn € R, ekkor

(&) < (5) (50)

19. tétel (Minkowski-egyenlGtlenség).
Legyenek x1,...,xn,y1,...,yn € R, ekkor

n

Dty < |D a2+ D v?
=1 =1

i=1

Bizonyitds. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlGtlenség alapjan. O
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3. (Szam)halmazok szamossaga

1. definici6é. Az A és B halmazok egyenlé szamossdgiak, ha ekvivalensek,
azaz 3 f : A — B invertalhato fliggvény, hogy B = f(A) (tehat 3 f : A — B bijek-
ci6). Az A halmaz szdmossdga nagyobb, mint a B halmaz szdmossdga, ha
A és B nem egyenl szamossagi és 3 C C A, hogy C és B szamossiga megegyezik.

2. definici6é. Az A halmaz véges (szamossagi), ha A = () vagy 3 n € N, hogy
A ekvivalens az {1,2,...,n} halmazzal. Az A halmaz végtelen (szamossagi),
ha nem véges. Az A halmaz megszamldlhatéan végtelen (szdmossagn), ha
ekvivalens a természetes szamok halmazaval. Az A halmaz megszdamldlhato, ha
véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

Megjegyzések.
1. N x N megszamlalhatéan végtelen, mert az
f:NxN-=N, f((m,n)) =2m"1(2n - 1)
fliggvény bijekcio.
2. Ha {A, | v € T} olyan halmazrendszer, hogy I' nem {ires, megszamlalhato,

V A, megszamlalhato, akkor az J A, is megszamlalhato.
~el’

1. tétel. A racionalis szamok halmaza megszamlalhatéan végtelen.

Bizonyitds. Ha ¥V n € N-re A, = {m | m € Z}, agy U A, = Q. Masrészt Z,
n =1

n=
és igy A, is megszamlalhatoan végtelen, és ekkor (az el6bbi megjegyzés 2. része
miatt) Q is az. O

2. tétel. A valos szamok szamossdga nagyobb, mint N szdamossaga.
Bizonyitds. Feladat. (I

3. definici6. A valos szamok halmazat és a vele ekvivalens halmazokat kontinuum
szamossagi halmazoknak nevezziik.

4. R topolégiaja

1. definicié. Legyen adott az £ C R halmaz. Azt mondjuk, hogy
— z € E belsé pontja E-nek, ha 3 K(x,r), hogy K(z,r) C E;
— z € R kiilsé pontja E-nek, ha bels6 pontja E komplementerének, C'E-nek
(azaz 3 K(z,r), K(z,7)NE =0);
— 2 € R hatdrpontja E-nek, ha nem bels§ és nem kiils6 pontja (azaz
V K(x,r)re K(z,7r)NE#0 N K(z,7)NCE # ().
FE bels6 pontjainak halmazat E belsejének, a hatarpontjainak halmazat E hatd-
ranak nevezziik. E belsejét E° jeloli.
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Példa. Legyen E =0, 1[C R.

1
z=3 belsé pontja E-nek, mert K(4,1) =]0,1[C E.
x =5 kiilsé pontja E-nek, mert K (5,1) =|4,6[C C'E miatt bels§ pontja C E-nek.
2 = 1 hatarpontja E-nek, mert V K (1,7) ¢ E miatt nem bels6 pontjaésV K (1,7) ¢
CFE miatt nem kiils§ pontja E-nek.

2. definici6é. Az E C R halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belsd pont;
zdrtnak nevezziik, ha C'E nyilt.

Példa.

1. F =]0,1|C R nyilt halmaz, mert V z €]0,1[ esetén K (z,r) CJ0,1], ha r =
inf{z,1 — 2}, azaz E minden pontja bels§ pont.

2. E = [0,+00[C R zart halmaz, mert CE =] — 0o, 0[ nyilt halmaz, hiszen V © €
CE esetén K(z,|z|) C CE, azaz CE minden pontja bels6 pont.

1. tétel. R-ben igazak a kévetkezdk:
1) R és 0 nyilt halmazok,
2) tetszolegesen sok nyilt halmaz egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,

illetve

4) R és ) zart halmazok,
5) tetszblegesen sok zart halmaz metszete zart,
6) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

Bizonyitds.
— 1) és 4) a definici6 alapjan nyilvanvalo.
— 2) igaz, mert E, (y € T') nyilt = barmely z € |J E, -ra létezik vy, melyre
yel’
re€eE, = 3K(z,r)CE,, = K(z,r)C J E, = U E, nyilt.
yel ~el’
— 3) is igaz, mert ha E; (i = 1,...,n) nyilt, akkorx € N E; = z € E; (i =
1,...,n) = 3 K(zmr) C  E (0 = 1,...,n)
0 < r < r, (¢t = 1,...,n)re K(z,r) C E; i = 1,...,n)
K(z,r)Cc By = z¢€ E; belss pont —> E; nyilt.
=1 =1

i=1 = =

—5)és6)a

=
=

c|NE | =CE, e C<0Ei>_ﬁCEi
=1 =1

yel’ yel
de-Morgan-azonossagokbol jon a zartsag definicidja, illetve 2) és 3) teljesiilése mi-
att. O

3. definici6. Legyen adott az F C R halmaz. Az zy € R pontot az E halmaz
torléddsi pontjanak nevezziik, ha barmely r > 0 esetén a K(zg,r) kornyezet
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tartalmaz xg-t61 kiilonb6z6 E-beli pontot, azaz

(K (zo,7)\{z0}) N E # 0.

xg € E izoldlt pontja FE-nek, ha nem torlodasi pontja, azaz létezik r > 0, hogy
(K (xo,r)\{zo}) NE = 0.

E torlodasi pontjainak halmazat E’-vel jeloljiik.

Példa.

1. Az E={L|neN}CR halmaznak 0 € R (0 ¢ E) torlédési pontja, mert
barmely K (0,r) kornyezetben van eleme E-nek, hiszen V r € Ri-ra — mert N
feliilr6l nem korlatos — 3 n € N, hogy n > %, azaz 0 < % <r.

2. Az E =N C R halmaz minden pontja izolalt pont, mert ¥V n € N-re (K(n,1) \
{n}H)NE=0.

2. tétel. Az E C R halmaz akkor és csak akkor zéart, ha E' C E (azaz tartalmazza
minden torlédasi pontjat).

Bizonyitds.

a) Ezart = CEnyilt = VzxeCE 3 K(z,r)CCE=
VeeCErex¢ ' = FE CE.

b) LegyenE' CE. x ¢ E = z ¢ B/ = J K(z,r), melyre (K(z,r)\{z})NE =
(). Masrészt « ¢ F miatt {} N E = 0. Tehat « ¢ F — 3 K(x,r) C CE.
Azaz CE nyilt, igy E zart. O

Megjegyzés. Ry-ben a 400 és —oo kérnyezetén az (r,4+00) és (—oo,r) (r € R)
intervallumokat értjiik. Igy definialhato az is, hogy a 400 és —oo mikor torlodasi
pont.

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Béarmely S C R korlatos, végtelen halmaznak
létezik torlédasi pontja.

4. definicié. Nyilt halmazok egy O rendszere az S C R halmaznak egy nyilt
lefedése, ha S C |JO.

Példa. Az N halmaznak a {K(n,1) | n € N} halmazrendszer egy nyilt lefedése,

hiszen Vn € N-ren € K(n, 1), ésigyn € |J K(i,1), tovabba K (i,1) nyilt halmaz.
i=1

5. definici6. A K C R halmazt kompakinak nevezziik, ha minden nyilt lefedésébdl

kivalaszthato véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

Példa.

1. N nem kompakt, mert V K (n, 1) elhagyasaval az n € N-t a maradék halmazok
nem fedik le, igy létezik olyan nyilt lefedése N-nek, melybdl nem valaszthato ki
véges lefedés.

2. K=1{1,2,3,4,5} C R kompakt, mert V O nyilt lefed6rendszer esetén — K C O
miatt — az 1,2,3,4,5 elemekhez léteznek O1, 03, 03,04, O5 nyilt halmazok,
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5
hogyi € O;, 1 =1,2,3,4,5¢ésigy K C |J Oy, azaz V O lefedésbdl kivalaszthato
i=1

véges lefedés.

4. tétel (Heine-Borel). Egy K C R halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha
korlatos és zart.

Példa.

1. {1,2,3,4,5} C R kompakt, valamint korlatos és zart is.
2. N nem korlatos és nem kompakt halmaz.

3. Ja,b[C R nem kompakt.



I11. fejezet

Sorozatok

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. definicié. Egy f : N — R fliggvényt R-beli sorozatnak neveziink. f(n)-et a
sorozat n-edik elemének nevezziik.

A sorozat n-edik elemét f(n) = a, vagy f(n) = x, jeloli. A sorozat elemeinek
halmazara az {a,} vagy {z,} jelolést hasznalunk. Magat a sorozatot az f = (a,),
vagy f = (z,,) szimboélummal jeloljiik.

Példa. (1), (n) sorozatok R-ben, n-edik tagjuk i, illetve n, elemeik halmaza
{% | n € N}, illetve N.

2. definici6 (korlatossag). Az (z,) R-beli sorozatot korldtosnak nevezziik, ha
{z,} korlatos. Az (x,) R-beli sorozat alulrol (feliilrsl) korlatos, ha {z,} alulrol
(feliilrol) korlatos.

Példa.

1. Az <%> sorozat korlatos, mert egyrészt 0 < % V n € N, igy alulrél korlatos,
masrészt n > 1 miatt % <1V n € N esetén, igy felilrdl korlatos.

2. Az (n) sorozat alulrol korlatos, mert 0 < n V n € N, de feliillr6] nem korlatos,

mert {n} = N feliilr6l nem korlatos, igy (n) nem korlatos.

3. definicié (monotonitas). Az (z,) R-beli sorozatot monoton ndvekvének
(csokkendnek) nevezziik, ha barmely n € N-re 2, < @41 (T > Tpy1); Szigortan

monoton névekvs (csokkend) ha V n € N-re z,, < Tpt1 (T > Tpt1) teljesiil.

Példa.
1. (1) szigortian monoton csdkkend, mert 0 < n < n + 1 miatt
1 1
Py <5 VneN.
(n) szigortan monoton névekvs, mert n <n+ 1V n € N.

((=1)"n) nem monoton névekvs, mert a; = —1 < 2 = aq,
de as = 2 > —3 = as. Hasonléan belathaté, hogy a sorozat nem monoton
csokkend.

A kalkulus legfébb eszkozeit — a differencialhanyadost és az integralt — a hatarérték

segitségével definialjak. Egy sorozat hatarértékeként olyat szamot szeretnénk érteni,
melyet a sorozat ,tetsz6leges pontossaggal megkozelit”.

33
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4. definici6é (konvergencia). Az (z,,) R-beli sorozatot konvergensnek nevez-
ziik, ha létezik x € R, hogy barmely € > 0 esetén létezik n(e) € N, hogy barmely
n > n(e)-ra d(z,z,) < € teljestil. Az x € R szamot (x,) hatarértékének nevezziik.
Azt, hogy (x,,) konvergens és hatarértéke x, igy jeloljiik: nh_}rrgo Ty = T Vagy T, — T.

Példa.

1. A {c) konstans sorozat konvergens, és hatarértéke ¢, mert Ve > 0-raV n(e) € N
esetén V n > n(e)-ra d(c,c) =0 < e.

2. Az (1) sorozat konvergens és hatarértéke 0, mert V & > O-ra (mivel N feliilrsl
nem korltos) 3 n(e) € N, hogy n(e) > 1, azaz % < g, igy V. n > n(e)-ra

0<ic n(la) <, tehat d(0,1) < e.

Megjegyzések.

1. A kornyezet fogalmat felhasznalva a konvergencia tn. ,kérnyezetes” definiciojat
kapjuk: az (x,) sorozat konvergens, ha 3 z € R, hogy V K (x,¢)-hoz I n(e) € N,
hogy V n > n(e)-ra x,, € K(z,¢) teljesiil.

2. Egyszertien belathato, hogy x,, — ¢ <= V K(z,¢)-re x,, € K(x,¢) legfeljebb
véges sok n € N kivételével.

3. Ha (z,) olyan sorozat, hogy x,, — 0, akkor nullsorozatnak nevezziik.

5. definici6 (divergencia). Az (z,) R-beli sorozatot divergensnek nevezziik,
ha nem konvergens. Azaz ha Dbarmely = € R esetén létezik
e >0 (vagy K(z,¢)), hogy barmely n(e) € N-re létezik n > n(e), hogy d(x, z,) >
e (vagy zn ¢ K(z,¢)).

Példa. ((—1)™) divergens.

r = +1 és x = —1 nem lehet hatarérték, mert ¢ = 1 valasztéassal

(-=1)™ ¢ K(1,1), ha n paratlan és (—=1)" ¢ K(—1,1), ha n paros.

Ha x # +1 és ¢ # —1 is teljesiil, akkor ¢ = inf{d(x,1),d(z,—1)} esetén z, ¢

K(z,e) VneN.

Igy a definicio adja az allitast.

6. definici6é. Az (x,) R-beli sorozat +oo-hez (illetve —oo-hez) konvergal, ha

V' M € R-hez 3 n(M) € N, hogy ¥V n > n(M)-re z, > M (illetve z, < M)

teljesiil.

Példa.

1. Az (n) sorozat +oo-hez konvergél, mert ¥V M € R-re (mivel N feliilr6l nem
korlatos) 3 n(M) € N, hogy n(M) > M, igy Vn > n(M)-re n > M, ami adja
a definici6 teljesiilését.

2. A (—n) sorozat —oo-hez konvergal, mert V M € R-re (mivel {—n} alulr6l nem
korlatos) 3 n(M) € N, hogy —n(M) < M, igy ¥V n > n(M)-re —n < —n(M),
ami (—n(M) < M miatt) adja, hogy —n < M, azaz teljesiil a definicio.

1. tétel (a hatarérték egyértelmiisége). Ha (x,) R-beli konvergens sorozat,

akkor egy hatérértéke van (azaz x, — a és x, — b esetén a = b).
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Bizonyitds. Tegylik fel, hogy x, — a és x,, — b és a # b. Ekkor a # b miatt

K <a, d(‘;’b)> n K<b, d(‘;’b)) =0.

Tovabba az =, — a é x, — b miatt 3 n(e), hogy ¥V n > n(e)ra

T, € K (a, @) ésxy, € K (b, @), ami lehetetlen. Tehat a = b. ([l

Megjegyzés. A tétel akkor is igaz, ha z, — 400 (vagy , — —00).

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (x,) sorozat konvergens, akkor
korlatos.

Bizonyitds. Ha x,, — x és € > 0 adott, akkor 3 n(¢) € N , hogy V n > n(e)-ra
d(x,z,) < e. Legyen r = sup{e, d(x,21),...,d(x, Tp)-1)}. Ekkor V n € N-re

d(z,xn) <71,
igy {xn} korlatos = (z,,) korlatos. O

Megjegyzés. Egy sorozat korlatossagabol altaldban nem kovetkezik a konvergen-
ciaja.

Peélda. A ((—1)™) sorozat korlatos, mert —1 < (—1)" < 1 teljesiil ¥ n € N-re (azaz
alulrol és feliilrdl is korlatos), de — ahogy ezt mar bizonyitottuk — nem kovergens.

3. tétel (monotonitas és konvergencia). Ha az (x,) R-beli sorozat monoton
ndvekvé (illetve csékkend) és feliilrdl (illetve alulrél) korlatos, akkor konvergens és
xn — sup{zy,} (illetve z, — inf{x,}).

Bizonyitds. Legyen (z,,) monoton névekvd és feliilr6l korlatos. Ekkor 3 2 = sup{x,, }
A szuprénum definicioja miatt ¥V e > 0-ra 3 n(e) € N, hogy z,,() > = — ¢, azaz
Ty € K(z,€). A monoton névekedés miatt V n > n(e) esetén x,y < x,, < .
Tehat z,, € K(z,¢), igy =, — .

A masik eset ({x,,) monoton csdkkend és alulrél korlatos) bizonyitasa analog modon

torténik. O
Példa. Az (1 — 1) sorozat monoton ndvekvs az aldbbiak miatt. 1 — 1 <1 — n%rl
—= —% < —%H = % > n%rl <= n < n+ 1. Az utols6 egyenlsség teljesiil
V n € N-re.

A sorozat feliilrél korlatos: 1 — % <l —% <0 <= % > 0, ami igaz.
Igy (1 — 1) konvergens.

sup{l — %} =1, ugyanis § =1 —¢ < 1 (¢ > 0) nem lehet fels korlat, mert
akkor Vn € N-re 1 — % < 1 — ¢ teljesiilne, ami ekvivalens a —% < —g, illetve
% > e és végill az n < % egyenlGtlenséggel, V n € N-re, ami N feliilrél korlatosagat
jelentené, és ez ellentmondas.

Igy az {1— 1} halmaz V 3 fels6 korlatjéra 8 > 1 teljesiil, ezért az 1 felss korlat
a pontos fels6 korlat.

Tehat 1 — 1 — 1.
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2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

Definicié. Ha {(x,) és (y,) R-beli sorozatok, A € R tetszéleges, akkor az

(@n) + (Yn) = (@n + Yn) ; Mzn) = (Azn)
szerint definidlt sorozatokat az adott sorozatok 6sszegének illetve A-szorosdnak

nevezzik.
Ha (x,) és (y,) R-beli sorozatok, akkor az

szerint definialt sorozatokat az adott sorozatok szorzatdnak, illetve hdnyado-
sdanak nevezziik.

Az alabbi tételek szerint a négy alapmiivelet és a hatarérték képzés sorrendje
felcserélhetd

1. tétel. Legyen (x,) és (yn) R-beli sorozat, A\ € R tetszéleges ugy, hogy x, — «

és yn — y. Ekkor (x,)+ (yn) és X, ) konvergensek és x, +y, — x+y , Ax, — Az.

Bizonyitds.

a) Ha x, — x és y, — y, ugy Ve > O-ra g—héz dn (%) eN, hogyVn>n (%)
esetén d(x, xy,) < g és d(y,yn) < % Ezért Vn>n (%)—re

d@ +y,zn +yn) = [( +y) = (@0 +yn)| = [(z = 20) + (¥ —yn)| <
<lw—xp| + |y —yn| = d(z,zn) +d(y,yn) <€,
azaz Ty + Yn — T+ Y.

b) Ha A =0, akkor A(z,) = (\x,) = (0) konvergens és
A, =0—0¢cRR.

Ha A\ # 0, akkorV5>O-rai>O-hoz3n<i) EN,hogyVnEn(i)

Al A A
esetén d(z, x,) < £ Ekkor V n >n £ )ra
A A
cqu,Axn):|Ax-xxn|:|Aux-_xn|:|xhax,xn)<|Ay5j::a,
azaz A\xr, — A\I. [l
Példa.

1. Az (1+ 1) sorozat konvergens, mert az (1) sorozat konvergens és hatarértéke

1, az (%) sorozat is konvergens és hatarértéke 0, igy a tétel miatt sorozatunk is
konvergens és hatarértéke 1 + 0 = 1.

2. Az (2) sorozat konvergens és hatarértéke 0, mert 1+ — 0 miatt

5-5.1.5.0=0
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2. tétel. Legyenek (x,,) és (y,) olyan R-beli sorozatok, hogy x, — x és y, — y.

Ekkor (z,,) - (yn) és ha y,y, # 0 (n € N), akkor ixni is konvergens és z,, - y, —
Yn

T T
Yy, — — — .
Yn Y

1 1 1 1
1. Az ( — ) sorozat konvergens és hatéarértéke 0, mert { — ) =( — ) - ( — ) és
n2 n2 n n

1 1
——0,igy - —0-0=0.
n n

3+ 3 1 1
2. A < ? > sorozat konvergens és hatarértéke > mert 3+— — 3,2+— — 2,
24+ — n n
I
3+ — 3
. n 2
gy —— — 5"

n?
3. tétel. Ha (x,) korlatos, (y,) pedig nullsorozat R-ben, akkor (x,) - {y,) null-
sorozat (x, - yn — 0).

Példa. A ((—1)"1) sorozat nullsorozat, mert ((—1)"1) = ((—1)")(%), tovabba
((=1)") korlatos (%) pedig nullsorozat.

4. tétel. Ha (z,,) olyan R-beli sorozat, hogy

1
a) |xn| — +o0 ésxy, #0 V n €N, akkor — — 0;
x

b) ©, — 0, x, #0 Vn €N, akkor

Tn

— OQ.

Példa.

1. (n?+1) konvergil a +oo-hez, mert ha M < 1, igy n>+1>1> M Vn € N, mig
ha M > 1, akkor (n — 400 miatt) vM — 1-hez In(M) € N, hogy V n > n(M)-
ren>VM—1<=n?>>M-1<+=n>+1>DM.

Igy a tétel a) ¢ iatt 0.
gy a tétel a) része mia s R
2 1 12 §
9. I _ 1 ¢ — + — — 0, igy a tétel b) része miatt LRSS
n+2 L+ n  n2 n—+

5. tétel. Ha (x,) és (y,) olyan R-beli sorozatok, hogy x,, — x és y, — y és
a) 3 Ny € N, hogy z,, < yn (vagy xn < yn) ¥V n > Ny-ra, akkor x <y ;
b) x <y, akkor 3 Ny € N, hogy V n > No-ra x, < yn.

6. tétel (rendér-tétel). Ha (x,), (yn), (zn) olyan R-beli sorozatok, hogy x, — x
és Yyp — T és x, < 2, < Yn, akkor z, — x.
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Bizonyitds. A feltételek miatt V € > 0-hoz 3 nq(e) € N és na(e) € N, hogy =, €
K(z,e), ha n > ni(e) és yn, € K(z,€), ha n > na(e). lgy xp,yn € K(z,¢),
ha n > n(e) = sup{ni,na}, ezért az x,, < z, < y, feltételbsl z, € K(z,¢), ha

n > n(e). Tehat z, — x. O
1 1 2 2

Példa. 0 < :3_:_ 1 < n;;) < n_z =3 miatt a tétel adja, hogy

n+1 0

~ T o

n3 41

3. Részsorozatok

1. definicié. Legyen (a,) R-beli sorozat. Ha ¢ : N — N szigortian monoton
névekvs és by, = ay(y), akkor (b,)-t az (a,) részsorozatinak nevezziik.

Példa. Az i sorozat és az { ———
2n n2 42

. 1
> sorozat is részsorozata az <— sorozat-
n
nak.

1. tétel. Ha az (a,) konvergens és hatéarértéke a akkorV (b,) részsorozatarab, — a
teljestil.

Bizonyitds. Ha by, = ay(n) , ¢ : N — N szigortan monoton névekvd, akkor teljes
indukcioval kapjuk, hogy ¢(n) > n (n € N). Legyen ¢ > 0 adott, akkor a,, — a
miatt 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)-ra a, € K(a,¢). Igy p(n) > n miatt b, €
K(a,e) ¥ n > n(e), azaz b, — a. O

Példa. A tétel és az l nullsorozat volta miatt az i és az #
n 2n n2+2
sorozatok is nullsorozatok.

Megjegyzés. A tétel megforditasa nem igaz, de ha egy sorozat két diszjunkt

részsorozatra bonthatd, melyek hatarértéke ugyanaz, akkor az a sorozatnak is
hatarértéke.

2. tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Ha az (a,,) R-beli sorozat
korlatos, akkor létezik konvergens részsorozata.

2. definicié. Legyen A az (a,) korlatos (R-beli) sorozat konvergens részsorozatai
hatarértékeinek halmaza. A sup{A} és inf{A} (létezd) szamokat az (a,) felsé
illetve also hatarértékének vagy limesz szuperiorjinak illetve limesz infe-
riorjanak nevezziik. Jelolés: lim a,, , lim a, (limsup a,, liminf a,).

Ha (a,) feliilrél (vagy alulrél) nem korlatos, akkor lim a,, = +oc (illetve lim a,, =
—00).

Példa. Az (a,) = ((—1)™) sorozat konvergens részsorozatai a (b,) = (1) és (b,,) =
(—1) konstans sorozatok, illetve azon (b,) sorozatok, melyekben b,, = 1 véges sok
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n kivételével, vagy b, = —1 véges sok n kivételével.
Ezek hatéarértéke 1 vagy —1, igy lim a, = 1, lim a,, = —1.

Megjegyzések.
1. sup{A}, inf{A} € A.

2. Ha lim a, = lim a, = a, akkor a,, — a.

4. Cauchy-sorozatok

Definicié. Az (a,) R-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezzik, ha V e > 0
esetén 3 n(e) € N, hogy V p,q > n(e) (p,q € N) esetén d(ap, aq) < .

A hatarérték definicioja azt jelenti, hogy a sorozat tagjai ,kozel keriilnek” a
hatarértékhez. A Cauchy-tulajdonsig viszont azt, hogy a sorozat tagjai ,kozel
keriilnek” egymashoz.

Tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az (x,) R-beli sorozat akkor és
csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

Megjegyzések.

1. A tétel segitségével eldonthets egy sorozat konvergenciaja a hatarérték ismerete
nélkiil is, a divergenciit pedig bizonyos esetekben kénnyebben tudjuk bizonyi-
tani, mint a definici6 alapjan.

2. Szokas a Cauchy-féle konvergencia kritériumot teljességi axiomanak vélasztani
(ami ugyancsak biztositja, hogy a szdmegyenes nem ,lyukas”), s ekkor az al-
talunk adott teljességi axiéma tétel lesz.

Példak.
1 1 1
1. Az <ﬁ+§++ﬁ> sorozat konvergens.
Ha p,q € N, és példaul p > ¢, akkor
| | ! + ! +o 5 <
ap — aq| = e
T (g4 1) (g+2)? P’
< ! + ! + -+ ! =
qa+1)  (¢+1)(g+2) (p—1p
1 1 n 1 1 T 1 1
g g+l g+1 gq+2 p—1 p
11 1
a9 p q

és az archimedeszi axioma nevi tétel miatt V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy

1 1
—— <eésakkorVqgeN, ¢ >n(e)re - <e, igyVq>n(e) (ésVpeN)
q

n(e)
esetén |a,—a4| < — < &, ami adja azt is, hogy V p, ¢ > n(e)-ra |a,—aq4| < €, azaz

a sorozat teljesiti a Cauchy-féle konvergencia kritériumot, ezért konvergens.
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1 1 1
2. Az ( -+ - +---4+ — ) sorozat divergens.
1 2 n
Ugyanis V n € N-re
1 R 1 S 1 1
Aoy — Qp = ——— [N JR— n— —= —
2 n+1 2n " 2n 2

igy e = %—hez egyetlen n(e) kiiszobszam sem jo, ezért a sorozat nem teljesiti a
Cauchy-féle kritérium feltételét.

5. Nevezetes sorozatok

Az alabbi tételek bizonyitasat a Kalkulus I. példatar tartalmazza.
1. tétel. Legyen a € R, (a,) = (a™). Ekkor

1. |a| < 1 esetén a™ — 0 ;

2. |a| > 1 esetén (a™) divergens; a > l-re a™ — +00 ;

3. a=1 esetén a™ — 1; a = —1 esetén {a™) divergens.
2. tétel. Legyen k € N rogzitett, akkor n* — +oo, {/n — +oo és

nP — +o0, hap= - (k,l € N).

1
3. tétel. Legyena € R, a > 0. Ekkor {/a — 1.
4. tétel. /n—1.

n

5. tétel. Haa € R, a > 1, akkor a,, = a_| —0.
n!

6. tétel. V/n! — +o0 .
k
7. tétel. Ha a > 1, akkor LA 0V k € N rogzitett szamra.
an

1 n
8. tétel. Az <(1 + —) > sorozat konvergens. (Hatarértékét e-vel jeloljiik.)
n



IV. fejezet
Sorok

1. Alapfogalmak és alaptételek

Egy (a,) sorozat tagjai osszeadasaval formalisan felirhatjuk a i an ,végtelen
sok tagd” Osszeget. Ezen formalis 6sszeg mikor jelent egy szamot?nﬁrlre a kérdésre
a f: ay, részletosszegek konvergencidja segitségével fogunk valaszolni. Ki fog az
is Izizelrﬁlni, hogy a tényleges (numerikus, szamitogépes) szamitasok gyakran ilyen
sorok alapjan adnak (kozelits) értéket a konkrét feladatok megoldasara.

1. deﬁn1c1o Ha adott egy {(a,,) R-beli sorozat, akkor azt az (Sp) sorozatot, melynél

S, = E ay, végtelen sornak nevezzik és Y a, (vagy E an-nel jeloljik. S,-t a
k=1 n=1
sor n-edik részletésszegének, a,-t a sor n-edik tagjanak nevezziik. Ha adott

n
még az ag € R szam is, ugy azt az (S,) sorozatot, melynél S,, = ay, is végtelen
k=0

o0
sornak nevezziik és ra a » . ay, jelolést hasznaljuk.
n=0
2. definicié. A Y a, sort konvergensnek mondjuk, ha (S,) konvergens, és a

lim S,, =S szdmot a sor Osszegének nevezziik.
n—oo

o]
Ezen Osszeget jelolheti a Y a,, illetve a Y a, (ha az Osszegzés ap-t6l indul, akkor
n=1

o0
a Y. ap) szimbdlum is.

n=0
A > ay, sor divergens, ha nem konvergens.
Példak. )
1. A Z sornal V n € N-re

+
S_L—f—i—f— +;— l_l + l_l + +
1.2 023 n-(n+1) \1 2 2 3

1
1 1 1
+ —_ — :1— —)17
n n4+1 n+1

igy a sor konvergens és 6sszege 1.

41
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o0
2. Legyen q € R, |g| < 1, akkor a > ¢™ Ggynevezett mértani (vagy geometriai)
n=0
sor konvergens, mert
qn+1 -1 1

Sn=1+q+ - +q¢" = — ;
q—1 1—gq

1
— q :

igy Osszege 1

1
3. A Y — ugynevezett harmonikus sor divergens, mert
n

<sn>:<1+%+---+%>,

és korabban belattuk, hogy az <1 + % + o+ %> sorozat divergens.

Megjegyzés. Y a, sor konvergencidja éppen azt jelenti, hogy 3 S € R, hogy
V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy Vn > n(e) esetén |S, — S| < e.

1. tétel (Cauchy-féle konvergencia kritérium sorokra).
A Y ay, sor akkor és csak akkor konvergens, ha ¥V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy
Vn,meN, n>m>n(e) esetén

|am+1+am+2+--'+an|<s.

Bizonyitds. A Y ay, sor akkor és csak akkor konvergens (definicio szerint), ha (S,,)
konvergens, ami (a sorozatokra vonatkozo Cauchy-féle konvergencia kritérium mi-
att) akkor és csak akkor igaz, ha V ¢ > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n,m > n(e) (n >
m) esetén

e>|Sn — Sml| = lam+1 + amsa + ...+ anl .
amit bizonyitani kellet. O

1. k6vetkezmény. A > a, sor akkor és «csak akkor konvergens, ha
YV e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V. m > n(e) és p € N esetén

[@mt1 + Gmago + oo+ Gmap| <€ .
Bizonyitds. Mint az el6bb, csak n = m + p > m > n(e) valasztéassal. O

2. kovetkezmény (a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele).
Ha Y a,, konvergens, akkor a,, — 0 .

Bizonyitds. Ha az 1. tételben m = n — 1, gy azt kapjuk, hogy V ¢ > 0-hoz

I n(e) € N, hogy ¥V n > n(e) (n € N) esetén |a,| < e, ami azt jelenti hogy

ap, — 0. [l

Példa. )

1. A > = sornal a, = — — 0, de (ahogy azt lattuk) a sor maga nem konvergens.
n n

1 1
2. AN — sornél a,, = = 0 és (mint azt lattuk) a sor konvergens.
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3. definici6é. A > a, abszolut konvergens, ha Y |a,| konvergens. A Y a,
feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolut konvergens.

2. tétel. Egy abszolit konvergens sor konvergens is.

Bizonyitds. A " |a,| konvergencidja miatt V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy
Vm,n €N, n>m>n(e)re

n n n n

Z lag|| < e ésigy Z ar| < Z lag| = Z lag]| <€,
k=m+1 k=m-+1 k=m-+1 k=m-+1
ami az 1. tétel miatt adja > a,, konvergenciajat. (I

3. tétel. Ha > a, és > b, konvergens sorok, és A, j1 € R tetszélegesek, akkor a
o0 o0

> (Aay, + pby,) sor is konvergens, és osszege X > an +p Y. by .
n=1 n=1

n n n
Bizonyitds. > (Aax + pbr) = A Y. ap + p Y, by miatt a > (Aan + pby) sor n-
k=1 k=1 k=1
edik részletosszege a Y an és > by, sorok n-edik részletosszegének a A, i szamokkal
képzett linearis kombinacidja, igy a sorozatok mtveleti tulajdonsagai miatt jon az

allitas. (]

2. Konvergenciakritériumok

1. tétel (nemnegativ taga sorokra). Legyen Y a, nemnegativ tagokbdl all6
sor. Y ay akkor és csak akkor konvergens, ha részletisszegeinek (S,) sorozata
korlatos.

Bizonyitds.
a) Spt1—5Sn =ant1 > 0V n € Nalapjan (S,,) monoton névekvs. Ha még korlatos
is, akkor konvergens, igy > a, konvergens.

b) > a, konvergens = (S,,) konvergens = (5,,) korlatos. O

Példa. A Y - nem negativ tagi sor esetén V n € N-re

n2

Spmld b el Ly ! =
" 22 n2 1.2 2-3 (n—1)-n
11 1 1 1 1 1
=l4+-—c+=—=+--- ——=2-=-<2
+1 2+2 3+ +n—1 n n< ’

azaz (S,) korlatos, igy a sor konvergeuns.
2. tétel (Osszehasonlité kritérium). Legyen > a, egy sor és Y. b, egy nem-
negativ tagi sor.

a) Ha |a,| < b, Vn > ng € N esetén, és > b, konvergens, akkor a > ay,
abszolut konvergens (majorans kritérium).
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b) Ha |a,| > b, Vn > ng € N esetén és Y b, divergens, akkor a ) a, nem
abszoliit konvergens (minorans kritérium).

Példa.

1 1 1
1. A Zm sor konvergens, mert < VneN, ésa Zﬁ sor

1
n? + 10
konvergens.
A ! di ! > L v N, é ! di
2. AN NG sor divergens, mert N neN,ésal, — sor divergens.
3. tétel (Leibniz-féle kritérium). Legyen a, > 0 (n € N) és az (ay) sorozat
monoton csékkenden tartson a 0-hoz. Ekkor a > (—1)""ta,, (igynevezett jelvalto,
vagy alternal6) sor konvergens.

Példa. A > (—1)"*! ugynevezett Leibniz-féle sor konvergens, mert

S|

1
an = — >0 (n € N), és (=) monoton cs6kkenden tart 0-hoz.
n

S|=

4. tétel (Cauchy-féle gySkkritérium). Legyen > a, egy sor.

a) Ho30 < qg<1ésmng €N, hogy Vn > ngra {/|a,| < ¢, akkor > a,
abszoltit konvergens.
b) Ha valamely ng € N esetén V n > ng-ra {/|a,| > 1, akkor Y a,, divergens.

1
Példa. A > 3% sor konvergens, mert {/n — 1 miatt V ¢ € } 3 1 { esetén d ng € N,

hogy V n > ng-ra 1"/3%: \gﬁ<q<1.

5. tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Legyen > a,, egy sor, melyre
an # 0.

a) Ho 30 < qg < 1ésng €N, hogy Vn > npra

An+41

< q, akkor ) ay,

n
abszoliit konvergens.

b) Ha 3 ng € N, hogy V n > ng-ra tni1 > 1, akkor a Y a,, sor divergens.
, % 2
Példa. A > — sorra
n=0 1t
2n+1
n ! 2
Gntl) _ (ntl) = YV n € N-re,
an 2_ n+1
n!
.2 . . .
ami 1 — 0 miatt adja, hogy V 0 < ¢ < 1 esetén 3 ng, hogy V n > ng-ra
n
Gp41

< q < 1, igy a hanyados kritérium miatt a sor konvergens.

2%
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] n

Hasonloan belathato, hogy a > I—' sor V z € R esetén abszolut konvergens, mert
n=0 T:
ekkor |22t = T,
an n+1
Megjegyzések.

1. AY - és > — soroknal nem alkalmazhato a 4. és 5. tétel.

1

A > — sor divergens. De ’\l/g < 1, han > 2, igy a gyokkritérium (,,b)” része)
n

nem hasznalhato. Masrészt n+r1 /L <1, azaz a hanyadoskritérium (,b)” része)

sem alkalmazhato.

A )~ — sor konvergens. De {/ n% — 1, igy a gyokkritérium (,a)” része) nem
n

alkalmazhat6. Méasrészt ﬁ /% — 1, igy a hényadoskritérium (,a)” része)

sem alkalmazhato.

2. A Cauchy-féle gyokkritérium erésebb, mint a D’Alembert-féle hanyadoskrité-
rium, azaz ha a konvergencia vagy divergencia az utobbival eldonthetd, akkor
az el6bbivel is, de megadhato olyan sor, melynek konvergencidja a Cauchy-féle
gyOkkritériummal eldonthetd, de a D’Alembert-féle hanyadoskritériummal nem.
Példaul:

57" ha n péaratlan,
Zan , ha a, =
27" ha n péaros.

3. Miiveletek sorokkal

1. definicié. > a, és > b, sorok szorzatdnak neveziink minden olyan sort,
melynek tagjai a;b; alaktiak és minden ilyen szorzat pontosan egyszer fordul el
tagként.

Megjegyzés. A kiilonb6zs szorzatok egyméasbol csoportositidsokkal és atrendezé-
sekkel kaphatok. Ertelmeziink két specialis szorzatot.

o0 o0 o0
2. definicié. A > a, és Y b, sorok téglanyszorzata az a » . ¢, sor, melyben
n=0 n=0 n=0

en="(a0+ ...+ an-1)bp+an(bo+...+bn1)+ anby

o0 o0 o0
1. tétel. Haa > cn,a Y, ap és Y. by, sorok téglanyszorzata, akkor
n=0

oS5 (5)

Bizonyitds. Ha S¢, S¢ és S® a > cn, Y a, és > b, sorok n-edik részletdsszegei,
agy S¢ = S%. St ami adja az allitast. O



46 IV. SOROK

ao ay a2 an
- - - .
: l : - :
'
bo aobo ' aibo | azbo ! | anbo
1
: ! : ! :
------ ! 1 ! 1
! | ! |
\
b1 aobr  aibr 1 a2br ! " anby !
! 1 ! 1
1
R R ! | !
1 : 1
b2 aobz albz a2l)2 : : anbz :
1 1
___________________ 1 : 1
I 1
f 1
| 1
\
i |
_________________________ | !
1
|
bn aobn a1bn agbn anbn :
1

1. dbra. Sorok téglanyszorzata

o0 o0 o0
3. definicié. A > an és ). b, sorok Cauchy-szorzataaza ) c, sor, melyben
n=0 n=0 n=0

¢ = agby, + arbp—1+ ...+ aybo -

oo {En [e'e] yn

Példa. A > — és > — — egyébként, mint az lattuk V 2,y € R esetén konver-
n=0 M- n=0 T

gens — sorok Cauchy-szorzata a

sor (itt felhasznaltuk a binomi4lis tételt).
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ao ai az as e Ap—1 an

, e . . . B
B . , 4 .

’ // 7z 7’ //
bo aobo 7 aibg .- asbg 7 asbo 7 an—lb()/ anbo 0
. e . . . .

,
, , . . B

. , . . . .
. ’ . . ’
, ’

. e . e
b1 aob -* aibi " a2b1 " asby

, , ’

,

4 /, //
b2 aob R a1ba L a2b2 . .
.

.
. .
b3 aobs .7 ai1bs e L
.

2. dbra. Sorok Cauchy-szorzata

2. tétel (Mertens). Ha a > a, és b, konvergens sorok egyike abszolit kon-
vergens, akkor Cauchy-szorzatuk konvergens, és dsszege: (> an) - (> by).

Példa. Az elébbi példa alapjan a tétel adja, hogy

iﬁ NESYA :iM
| | |
"0 n! "0 n! "0 n!

4. Tizedes tortek

1. tétel. Legyen A ={0,1,...,9}. EkkorV x € (0,1) valés szamhoz egy és csak
egy olyan {(a,) : N — A sorozat létezik, hogy x = >
m € N, hogy a., <9 és ar, =9 Vk € N, k > m esetén.

a
— és nem létezik olyan
10
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= a
Definici6é. A tételben szerepls > ﬁ sor Osszegét
n=1

0,a1as...ay...
modon is jeloljiik és z € (0,1) tizedestort-alakjdnak nevezziik.
Ha 3 k € N, hogy ar # 0 és a,, = 0V n > k természetes szamra, akkor véges
tizedes tortrsl beszéliink és
0,a1az...ak
moédon jeloljiik.
Ha léteznek olyan k,l € N szamok, hogy axtn = akyi4n (n = 0,1,...), akkor
szakaszos tizedes tortrsl beszéliink és azt
0, ay...ag—10k ...Qk41—1
mobdon is jeloljiik.
Megjegyzések.
1. Belathato, hogy = € (0, 1) akkor és csak akkor racionalis, ha szakaszos tizedestort.
2. Hay € R, akkor 3 = €]0,1[ és | € Z, hogy y = | + z. Ekkor y eléallitasa

y =1,a1a2...ay, ... modon jelolhets, ha x = 0,a1a2...a,.... Nyilvin y € R
akkor és csak akkor racionéalis, ha a tizedestort része szakaszos. Egyébként y
irracionalis.

3. A tizedes tortekre (mint végtelen sorokra) értelmezhetsk a midveletek, megad-
hato rendezés, bizonyithatok ezek tulajdonsagai, érvényes a teljességi axidma
is, ezért ez is egy modellje (reprezentacioja) lehet a valds szamoknak. Ez a
tizedestort modell. Ennek elemeivel — bizonyos egyszertisitésekkel — kdzépiskolaban
is talalkozhattunk.



V. fejezet
Filiggvények folytonossaga

1. Alapfogalmak

1. definici6é. Az f : E C R — R tipusu fliggvényeket valds filiggvényeknek
nevezziik.

A valos fiiggvények olyan speciélis relaciok, melyek R x R részhalmazai. Ezek
szemléltetését, illetve grafjuk (grafikonjuk) abréazolasat biztositja a Descartes-féle
koordinatarendszer bevezetése, R xR modelljének (reprezentaciojanak) alabbi meg-
adasa.

Tekintslink két, egymasra mersSleges egyenest a sfkban, mint két olyan szam-
egyenest, melynek O-pontja a metszéspont és az 1 pont mindkét egyenesen azonos
tavolsdgra van 0-t6l, akkor a stk pontjaihoz az (z,y) € R x R rendezett parokat
bijektiven lehet hozzarendelni oly médon, hogy a P ponthoz rendelt x és y ko-
ordinata a P-bdl az els6 és a masodik egyenesre bocséjtott meréleges talppontjanak
megfelel§ szam legyen a kérdéses egyenesen.

7% S o P(zy)
1 e
0 1 T

1. dbra. Descartes-féle koordinatarendszer

A koordinatarendszer felvétele utan a sik pontjai valos szampéarokkal, R x R
elemeivel jellemezhetsk, ekkor ,sik”™on az R x R halmazt értjiik.

Az {(z,2?) e Rx R|z € R} = f reldcio fiiggvény lesz, mert (z,y), (z,2) € f
esetén y = 22 = z teljesiil. Ezt f(z) = 2? (¢ € R) moddon is jelolhetjiik. Ezen
f fiiggvény (mint relacio) inverze az f~! = {(2?,2)|x € R} relaci6, ami nem
figgvény, igy f nem invertdlhato. Ha az f f|jo 4o leszlikitését tekintjiik, tgy
(fl[0,+00) " mér fliggvény, 18y f|o,+o00[ invertalhato.

49
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Y f={(z,2*) |z R}

-
-
—_

-~ -
-
- -
-
-

2. abra. Nem invertalhato fliggvény

2. definicié. Az f: E CR — R fiiggvény korldtos, ha f(FE) korlatos.

Az f : E CR — R fliggvény alulrdl (feliilrél) korldtos, ha f(E) alulrol (feliilrsl)
korlatos.

A sup(f(F)), inf(f(E)) szamokat az f pontos felsd, illetve pontos als6 korlatjanak
(supremumanak, illetve infimumanak) nevezziik E-n.

3. definicioé. Ha az f: F C R — R fliggvény esetén létezik z1,x2 € E, hogy

sup f(E) = f(z1), nf f(E) = f(z2) ,

akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolit maximuma, illetve minimuma
E-n.

Az f: E CR — R fuggvénynek az z¢p € E-ben helyi (lokdlis) maximuma, illetve
minimuma van, ha létezik K(zo,0), hogy © € K(xo,d)NE-re f(z) < f(xo), illetve
f(x) = f(xo) teljesiil.

1
T2 (xz € R) fiiggvény teljesiti az alabbiakat.
x

1
— Alulrél korlatos, mert 0 < ——, hiszen ez, 1 +
x

Példa. Az f(x) =

2 > 0 miatt ekvivalens a

0 < 1 igaz egyenl6tlenséggel V x € R esetén.
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)

8. dbra. Korlatos fliggvény

1
— Feliilrél korlatos, mert 1-1——2 < 1, hiszen ez az 1 < 1+ 22, illetve 0 < 22 igaz
x
egyenl6tlenséggel ekvivalens V x € R esetén.
— Igy f korlatos fiiggvény.

— inf f(E) = 0. Egyrészt 0 also korlatja f-nek. Masrészt f minden also korlatja
< 0. Tegyiik fel ellenkezsleg, hogy 3 & > 0 (¢ < 1) als6 korlatja f(E)-nek.
Belatjuk, hogy ez nem lehetséges. Ekkor ugyanis 4 x € R, hogy

1

1 1
——<e = -<1+ = - —1<]z,
14z 5 5

1
utobbi igaz V |x| > \/g — l-re (kihasznaltuk, hogy az e < 1 feltevés miatt
1
s —1>0).
— sup f(F) = 1 hasonléan belathato.

— Pz €R, hogy = 0, mert ha létezne, gy 1 = 0 adédna, ami lehetetlen.

i 1+ 22
Igy f-nek nem létezik abszolit minimuma.

) =1 < z =0, igy f-nek 0-ban abszolit maximuma van, és ez 1.
x

— x = 0-ban f-nek lokalis maximuma van, ami 1. De A 29 € R, 2 # 0, hogy ott
lokalis minimuma lenne.

4. definici6é. Az f: E C R — R fiiggvény monoton névekvd (csokkend), ha
YV x1,22 € E, 21 < xa-re f(x1) < f(x2), (lletve f(z1) > f(x2)) teljestl (szigora
monotonitasnal f(z1) < f(z2), illetve f(z1) > f(x2)).

Az f: E CR — R fiiggvény az xg € E-n névekvGen (csokkenden) halad at, ha
létezik K (z9,9), hogy V & < x¢, = € K(x,d) N E esetén

f(@) < flxo)  (f(z) = flzo))
és x> g, © € K(x9,0) N E-re

f(x) = flzo)  (f(z) < f(0))
teljestil.

Példa. Az f(z) =ax+b (x €R, a,b €R, a #0) fiiggvény



52 V. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

— a > 0 esetén szigortian monoton novekvs, mert V x1,22 € R, 1 < x5 esetén
ary < awe , amibsl f(z1)=ax1+b<axs+b= f(x2)

(az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsagai alapjan);

Y Y

N

\O

4. dbra. Monoton névekvs és csokkend fliggvények

— a < 0 esetén szigorian monoton csokkend, mert V x1, x5 € R, z1 < x5 esetén

ax; > axe , amibdl f(x1) =ax1 +b>axe+b= f(z2) .

2. A folytonossag fogalma

Az f fliggvény xy pontbeli folytonossaga azt a szemléletes tartalmat ragadja
meg, hogy f(z) tetsz6legesen kicsit tér el f(xg)-t6l, ha x elég kizel van zg-hoz.

1. definicié. Az f : E C R — R fliggvény az ¢ € E pontban folytonos, haVe >
O-hoz 3 d6(e) > 0, hogy V = € E, |z — x| < 6(¢) esetén
(2) = f(xo)| <.

Az f . E C R — R figgvény folytonos az A C E halmazon, ha A minden
pontjaban folytonos.

Megjegyzések.

1. A definici6 kérnyezetes dtfogalmazdsa:
Az f : E CR — R fiiggvény az x¢ € F pontban folytonos, ha V K(f (), €)-hoz
3 K(zg,0d(g)), hogy V x € E, x € K(x0,0d(¢)) esetén f(z) € K(f(xo),e).

2. A folytonossiag pontbeli (lokilis) tulajdonsag, amely globalissa tehetd
(a definici6 masodik része szerint).

3. Az f: E CR — R fiiggvény nem folytonos xg-ban, ha zg ¢ E, vagy 3¢ > 0,
Vo(e) >0esetén Iz € E, |z —x0| < (e) és |f(z) — f(zo)] > ¢.

Példa.
1. Egy f:NCR — R fiiggvény (sorozat) folytonos N-en.
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1
L[] 2

- N

| 12 3 no—1 'ng no+1
1. dbra.

Megmutatjuk, hogy V ng € N esetén folytonos, ugyanis V € > 0 esetén legyen
i(e) = 2 ekkor az [n —ng| < B egyenlGtlenség csak n = ng-ra teljesiil, és ezért

[f(n) = f(no)| = |f(no) — f(no)| = 0 <e.

Az f(z) = ¢ (x € R) fiiggvény folytonos R-en. Ugyanis V zp € R pontban
V e > 0 esetén példaul d(e) = 1-et valasztva, ha z € R és | — zo| < 1, akkor
|f(z) = f(zo)|=|c—c|=0<e.

Az f(z) = = (z € R) fliggvény folytonos R-en. Hiszen V zg € R pontban
V e > 0-hoz () = e-t valasztva, ha = € R és

|z — zo| < 0(e) = ¢, akkor |f(z) — f(zo)| = |z — z0| <e.

2. dbra.
Az f(z) = ¢z (z > 0) fliggvény folytonos xg = 0-ban. Ugyanis V € > 0-ra, ha
§(e) = e, akkor Va > 0, [ —0| =z < " esetén | f () — £(0)| = | /= — V0| =
Y < Ve =e.
Az

fz) =

1, hazeQ
0, hazeR\Q

(Dirichlet-fiiggvény) sehol sem folytonos. Hiszen V 2y € R esetén € = 1-hez
V () > 0-t valasztva (felhasznalva, hogy V K (zo,d(¢))-ban van racionalis és
irracionalis szam is) 3 x, hogy |z — xo| < d(g) és |f(z) — f(mo)| = |0 — 1] = 1,
ha zp € Q, illetve | f(x) — f(xo)] =1 -0/ =1, hazy € R\ Q.



54 V. FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA

1. tétel (atviteli elv). Az f : E C R — R fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos
az o € E pontban, ha minden xo-hoz konvergdlé E-beli (x,) sorozat esetén az
(f(xy)) sorozat konvergens és lim f(x,) = f(xo).

Bizonyitds.

a) Legyen f folytonos xy € E-ben. Ekkor V € > 0-hoz 3 §(¢) > 0, hogy V z € EN
K(x,6(e)) esetén f(z) € K(f(x0),¢). Legyen (x,) olyan, hogy =, € E, =, —
xo. Ekkor d(g)-hoz 3 n(d(¢)), hogy V n > n(d(e))-ra x, € K(xo,d(c)) N E, és
fgy f(zn) € K(f(20),¢),
azaz f(xn) — f(x0).

b) Tegyik fel, hogy V x, — zo (z, € E) esetén f(x,) — f(xo). Feltessziik,
hogy f nem folytonos zg € E-ben, azaz 3 € > 0, hogy V () > O-ra, igy

i(e) = % (n € N)-re is 3 z,, € E, hogy
d(xo, ) < % , de d(f(zo), f(zn)) > €.

Ez azt jelenti, hogy d(zo,x,) — 0, azaz x, — xo, de f(x,) nem tart f(zo)-hoz,
ami ellentmondéas. Tehét f folytonos xg-ban. (|

Megjegyzés. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazasat a folytonossag
sorozatos vagy Heine-féle definiciojanak nevezik.

Yy
16
0 T
1
3. dbra.

Példa. Az
1, x>0,
-1, =<0,

fiR-R, f(x)z{

fiiggvény nem folytonos az 2o = 0 pontban. Mert ha (z,,) olyan sorozat, hogy z, <
0(VneN)ész, —0,akkor f(z,) =—-1(VneN)ésigy f(z,) —» —1#1= f(0).

2. definicié. Az f: E C R — R fiiggvény balrdl (jobbrdél) folytonos az xg € E
pontban, ha az f-nek (—oo,xo] N E-re (illetve [zg,+00) N E-re) valo leszikitése
folytonos zg-ban.
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Megjegyzések.

1. A definici6 adja, hogy f akkor és csak akkor balrol (illetve jobbrol) folytonos
xo-ban, ha ¥V ¢ > 0-hoz 3 d(¢) > 0,
Ve e E, zo—0() <z <z (illetve 2o < z < z9+0(g)) esetén d(f(zo), f(z)) <
€.

2. Megfogalmazhaté a sorozatos valtozat is.
Példa. Az elébbi példa fiiggvénye xy = 0-ban jobbrol folytonos, mert lesziikitése
E = [0, 4o0]-re konstans, igy folytonos E-n. Ugyanakkor a fiiggvény balrél nem

folytonos xp = 0-ban, amit az elbbi példa bizonyitasanak ismétlésével lathatunk
be.

2. tétel. Az f: E C R — R fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az xg-ban, ha
ott jobbrél és balrél is folytonos.

3. tétel (jeltartas). Ha az f : E C R — R fiiggvény folytonos az xg € E-ben
és f(xg) # 0, akkor 3 K(x0,0) C R, hogy V x € K(x0,0) N E esetén sign f(xo) =
sign f(z).

1
Bizonyitds. A folytonossag miatt € = §|f(xo)|-hoz 3 K(zo,9), hogy

Vo € K(x9,0) N E esetén f(x) € K(f(xo),¢), azaz |f(z)| > %|f(:1:0)| Tehat
sign f(xo) = sign f(x), ha x € K(x0,6) N E. O

3. Folytonossag és miiveletek

1. tétel. Haaz f,g: E C R — R fiiggvények folytonosak az xo € FE-ben, akkor az
f+gés Af (A €R) is folytonosak zo-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv szerint f, g akkor és csak akkor folytonosak zg-ban, ha
YV oz, — x (rn € E) esetén f(x,) — f(xo), g(xn) — g(xo). Tehat
(a sorozatokrol tanultak szerint)

f(@n) +g(zn) — f(z0) + g(x0) = (f + 9)(20) -
Azaz (ismét hasznalva az atviteli elvet) f + g folytonos xp-ban.
A masik allitas hasonléan bizonyithato. O

2. tétel. Ha az f,g: E C R — R fiiggvények folytonosak az xo € E-ben, akkor az
f-g,ésg(x) #0 (z € F) esetén, = is folytonos xy-ban.
g

Bizonyitds. Mint az elGbb. (I

Példa.
1. Az f(z) = 2° (z € R) fiiggvény V 29 € R pontban folytonos, mert f(z) = 22 =
x - x miatt két, ro-ban folytonos fiiggvény szorzata.
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1
2. Az f(z) = — (z € R\ {0}) fiiggvény V x¢ € R\ {0} pontban folytonos, mert az
x
fi(x) =1 és fa(x) = x # 0, xp-ban folytonos fiiggvények hanyadosa.

3. tétel (az Gsszetett fliggvény folytonossaga).

Legyenek f : ECR — R, g: f(E) CR — R adott fiiggvények. Ha f folytonos
az xo € E pontban, g folytonos az yo = f(xo)-ban, akkor a h = g o f fiiggvény
folytonos az xq-ban.

Bizonyitds. g folytonossaga miatt: ¥V K (g(yo),€)-hoz 3 K(yo,01(g)), hogy

Vy € K(yo,01(¢)) N f(E) esetén g(y) € K(g(yo),e);

f folytonossaga miatt: K (yo = f(x0),d1(€))-hoz 3 K(x0,d(¢)), hogy

Va € K(x9,0(e)) N E esetén f(x) =y € K(yo,01(g)),

igy g(f(x)) € K(g(f(x0)),€), azaz g o f fliggvény folytonos az xp-ban. O

Példa. A h(z) = Va2 +z (z > 0) figgvény folytonos az xg = 0-ban. Hiszen
flx) = 2% + 2 (z > 0) és g(x) = /x valasztassal h = g o f, tovabba f folytonos
2o = 0-ban (hiszen két folytonos fiiggvény Osszege), g folytonos f(0) = 0-ban (az
{/z 0-beli folytonossaga miatt), igy alkalmazhato tételiink.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag topologikus megfelelGje).
Az f: E C R — R fiiggvény akkor és csak akkor folytonos E-n, ha barmely B C R
nyilt halmazra f~Y(B) = {x € E | f(z) € B} nyilt.

2. tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C R kompakt halmaz,
f: E — R folytonos fiiggvény E-n, akkor f(FE) kompakt.
(Roviden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Kovetkezmények.
1. f(FE) korlatos és zart.

2. f felveszi E-n az abszolit minimuméat és maximuméat (mert sup f(F) és inf f(F)
is eleme f(F)-nek, ha f(F) zart és korlatos).



VI. fejezet

Fuggvények hatarértéke

1. Alapfogalmak és tételek

KERDES: Hogyan ,viselkednek” a kovetkezs fliggvények a megadott pont, vagy
pontok kérnyezetében?

Y,
bit f2
2 °
1
01 2 z 2 r
Y, Y
f3 fa
2
1 0 T
0 1 2 z
1. dbra.
x, z#l
fl RHR) fl(x): ) ZEOZO,l,—FOO,—OO;
2, xz=1
f2:]0,1[— R, fo(z) = 2, o =0,1;
1
f3 R+_)R7 f3()257 I0:0527+OO;
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1, x>0
fi: R—R, fa(z) = ; zo=0.
-1, <0
Megallapitasok.
1. 2o minden esetben torlodasi pontja az értelmezési tartoménynak (de nem mindig
eleme).

2. 3 A € R (vagy Ryp), hogy =, — xo esetén f(x,) — A. (Kivétel fy, ekkor
T — 0 (zy > 0 vagy @, < 0) esetén fy(z,) — 1 vagy fa(zn) — 0).

3. A nem feltétleniil egyenls f(zo) (fs esetén nem is létezik).

1. definicié. Az f : E C R — R fiiggvénynek az xo € E’ pontban létezik
hatdrértéke, ha létezik A € R, hogy barmely € > 0 esetén 3 §(e) > 0,

TEE, 0<|z—x0|<dle) = |f(z)—Al<e.
A-t az f fliggvény xo-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(z) = A vagy f(x) —
T—xT(
A, ha x — xg, jeloléseket hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. Fontos megjegyezni, hogy egyrészt csak az értelmezési tartomany xqy torlédasi
pontjaban beszéliink hatarértékrsl, masrészt a definicioban az f fliggvény xo-
ban felvett értéke nem jatszik szerepet. Az elsé feltétel azért kell, mert igy zg-at
meg tudjuk kozeliteni téle kiilonbozs (értelmezési tartomanybeli) pontokkal. A
méasodik dolog miatt pedig az xzg-ban ,elrontott” (lasd fi-et az zy = 1 pont
esetén), vagy xo-ban nem is definidlt fiiggvény hatarértékére is ,értelmes” fo-
galmat kapunk.

2. Megfogalmazhat6 a kornyezetes véltozat is:
Az f: E CR — R fliggvénynek az xg € E’ pontban 3 hatarértéke, ha 3 A € R,
hogy V K(A,e)-hoz 3 K(x0,0()), V =z €  K(x0,0(e))\{z0},
x € FE esetén f(z) € K(A,¢).

3. A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.
Az f: E CR — R fiiggvénynek az o € R-ben nem létezik hatdrértéke, ha
xo ¢ FE',vagyaxo € B/ ésVAER, 3e>0, Vie) >0esetén Iz € E, x €
K(z0,6(¢)\{zo}, f(x) & K(A,e).

5. A hatarértek (ha létezik) egyértelmtien meghatarozott (ez indirekt bizonyitéssal
— hasonloan, mint a sorozatoknal — egyszertien belathato).

Példa.

1. Az f(z) = c (x € R) fiiggvénynek V z¢ € R-ben a hatarértéke c. Hiszen xg tor-
lodasi pontja R-nek, és V e > 0ra V d() > 0 esetén, ha
0 < |z — x| < d(e), akkor |f(x) — f(z0)| = |c — ¢| = 0 < & kovetkezik.

2. Az f(z) =z (x € R) fliggvénynek V zo € R-ben a hatarértéke xzo. Ugyanis xg
torlodasi pont, é V e > O0Ora d(s) = e > 0 esetén, ha
0 < |z — x| < d(e) =e, akkor |f(z) — f(zo)| = |z — 20| < € kovetkezik.
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3. Az el6z6 példabeli fi fiiggvénynek xg = 1-ben létezik hatarértéke és az 1. Hiszen
xo = 1 torloédasi pontja R-nek, és V ¢ > 0-ra, ha 6(¢) = ¢, akkor V z € R,
0<|z—1| <d(e) =¢cesetén |f(z) — 1] = |x — 1| < e kiévetkezik.

2. definicié. Legyen f : E C R — R adott fiiggvény, és xg torlodasi pontja
[0, +00) N E-nek (vagy (—o0,zo] N E)-nek). Az f fliggvénynek az xo-ban 3 jobb-
(vagy bal-) oldali hatdrértéke, ha
JAeR, Ve>034d(e) >0,V € E, 9 < <x0+0(e) (vagy xo—9d(e) < & < x9)
= |f(z) - Al <e.
A-t f jobb- (illetve bal-) oldali hatarértékének nevezziik xo-ban, és a

lim f(z)=A= f(xo+0) vagy hmof(a:):A:f(:co—O)

T—x0—

xr—xo+0

jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. A definicié a lesziikités segitségével is megfogalmazhato. Példaul: Legyen
f : R — R adott figgvény, és z( torlodasi pountja [zg, +oo[NE-nek. Az f
fliggvénynek az xo-ban létezik jobboldali hatarértéke, ha az f(;, +ooine filg-
gvénynek létezik hatarértéke xg-ban.

A kornyezetes atfogalmazas is megadhato.

Konnyen belathaté a kévetkezo:

Legyen f : E C R — R adott fiiggvény, és z( torlodasi pontja [z, +00) N
E A (—o00,20] N E-nek. Az f fliggvénynek zo-ban akkor, és csak akkor létezik
hatéarértéke, ha létezik f(xg —0) és f(xo +0) és

f(zo —0) = f(xog 4+ 0) = A (f hatarértéke xp-ban).

Példa. A fenti f, fiiggvénynek zp = 0O-ban a jobboldali hatarértéke 1, mert 0
torlodasi pontja a [0, +oo[-nek és V e > 0-ra V d(e) > 0 esetén V x €10, +oo[-re
|f(z) — 1] = |1 — 1] = 0 < ¢ kovetkezik.

fa-nek zo = 0-ban a baloldali hatarértéke —1, mert 0 torlodési pontja a |—oo, 0]-nak
ésVe>0raVd(e) >0eseténVae €]—o0,0fra|f(z)—(-1)|=|-1-(-1)|=0<e
kovetkezik.

Az f, fiiggvény jobb-, és balodali hatarértéke kiilonbozik xg = 0-ban, igy ott nem
létezik hatarértéke.

3. definicié. Az f : E C R — R fiiggvények xg € E’-ben a hatdrértéke +oo
(vagy —o0), ha V K-hoz 3 6(K) > 0, Vo € E, 0 < |x — z¢|] < §(K) esetén
f(@) > K (vagy f(z) < K).

Megjegyzések.

1. A definici6 kornyezetekkel is megfogalmazhato.

2. A +oo (vagy —o0) egyoldali hatarértékként is megfogalmazhato.

3. Az x = x¢ egyenest az f fiiggvény fiiggdleges aszimptotdjanak nevezziik, ha
f hatarértéke (vagy egyoldali hatarértéke) xo-ban 400 vagy —oo.
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Példa. A fenti f3 fliggvénynek az xg = 0-ban a hatarértéke +oo, mert 0 torlodasi
pontja R;-nak és V K-hoz

K1 , ha K >0
i(K) =
tetsz6leges , ha K <0

1
valasztassal, ha z € Ry és |z — 0] = z < 7 illetve |z — 0] = = < §(K), akkor
1
f(z) = —> K, illetve f(x) > 0> K kovetkezik.
x

4. definici6. Legyen E C R feliilr6l (alulr6l) nem korlatos halmaz,

f + E — R adott fliggvény. Az f fliggvénynek +oo (vagy —oo)-ben létezik
hatarértéke, ha 3 A € R, Ve >03I M e R, Ve e EAx > M (Ve < M)
esetén | f(z) — A| < e. Ekkor A-t f + oo (vagy —oo)-beli hatarértékének nevezziik,
ésrd a xhrfoo fl)y=A (Igm(xj f(z) = A) jelolést hasznaljuk.

Megjegyzések.

1. A definici6 kornyezetes alakban is megfogalmazhato.

2. Az l(x) = ax + b (x € R) linearis fliggvény grafjat (egyenest) az
f e, +oo[— R (illetve f :] — oo, c[— R) fliggvény aszimptotajanak nevezziik

+oo-ben (illetve —oo-ben), ha liril [f(x) — U(z)] = 0 (illetve lim [f(z) —

[(x)] = 0). Specialisan, ha a = 0, tgy az I(z) = b (x € R) egyenest vizszintes
aszimptotanak nevezziik, ha hIJIrl f(xz) =0 (illletve lim f(z) =) teljesiil.

3. A példatarban megmutatjuk, hogy az f(z) = = + % fiiggvénynek zo = 0-ban
fiiggbleges aszimptotaja van. Az y = = egyenes pedig aszimptotija a +oo-ben
és a —oo-ben.

4. Az f(z) = L (z € R\ {0}) fiiggvénynek az x = 0 egyenletii egyenes (az y-
tengely) fliggbleges, mig az y = 0 egyenes (az z-tengely) vizszintes aszimptotaja
(mindkett6 —oo-ben és +oo-ben is).

5. Haegy f: E C R — R fliggvényt tekintiink, akkor megfogalmazhato az is,
hogy f hatarértéke +oo (vagy —oo)-ben +oo (vagy —oo), azaz a végtelenben
vett végtelen hatarérték.

Példa. Az fs fliggvénynek +oo-ben a hatarértéke 0, mert R feliilrél nem korlatos
1
(hiszen N C R nem korlatos feliilr6l), tovabba V & > 0-ra d(e) = - esetén, ha

1 1
x> d(e) = o akkor | f(x) — 0] = ~<¢ kévetkezik.

1. tétel (atvitelielv). Az f : E C R — R fiiggvénynek az xo € E' pontban akkor,
és csak akkor létezik  hatarértéke, ha  barmely xo-hoz konvergalo
(xn) : N — E\{xo} sorozat esetén létezik lim f(x,) = A.
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Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnal, csak az ottani K (f(zo), €) helyett K (A, ¢)-
t és az xg-beli folytonossag helyett zo-beli hatarértéket kell mondani. (|

Példa. Az, hogy a fejezet elején definialt f, fliggvénynek xg = 0-ban nem létezik
hatarértéke, az atviteli elvvel kénnyen bizonyithato.

Ha (x,) olyan sorozat, hogy x, — 0 és z, > 0, akkor (f4(x,)) = (1) konstans
sorozat, melynek hatarértéke 1.

Ha (z,) olyan sorozat, hogy =, — 0 és x,, < 0, akkor (fs4(z,)) = (—1) konstans
sorozat, melynek hatarértéke -1.

1# —1, igy igaz a példa allitasa.

2. Hatarérték és miiveletek illetve egyenlStlenségek

A hatarérték képzése és az alapmiiveletek , felcserélhetsk”.
1. tétel. Legyenek f,g : E C R — R adott fiiggvények ugy, hogy
2o € E'-ben lim f(x) = A és lim g(z) = B. Ekkor
T—x0 T—To
a) lim (f +9)(x) = lim [f(x) + g(a)) = A+ B ;
Tr—xT0 T—T0
b) lim (Af)(z) = lim Af(x) =XA, (AeR);
T—Tq T—xT(
c) lim (f-g)(z) = lim [f(z) - g(z)] = A-B;
- (f o f@) A
d) 1 = = lim —<=—=, h 0, B#0.
) Jim <g (z) = lim @) B ag#0, B#
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelels tételek alapjan.
O
Példa. Az f(z) = 322 + 2z + 5 (z € R) fiiggvénynek zp = O-ban a hatarértéke
5, mert 0 torloédasi pontja R-nek és a g(z) = =, h(z) = 5 (x € R) fiiggvények
hatarértéke O-ban 0, illetve 5, igy az x — 322 és © — 2z hatarértéke is 0, végiil az
el6bbieket felhasznalva f-nek 0-ban a hatarértéke 5.

2. tétel. Legyen f: ECR — R ésxg € E'. Ekkor

1
1
b) lim f(x)=0, f#0 = lim ——— = +00;
) T30 () z—wo | f(2)]
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkoz6 megfelels tételek alapjan.

d

1
Példa. Az f(r) = — (v € R\ {0}) fliggvény hatarértéke xo = 0-ban +oo, mert 0
x

T

torlodasi pontja R\ {0}-nak, 3 lim 2? = 0, igy a tétel b) része miatt 3 lim

Tr—

limiz—i—oo (22 #0, ha z € R\ {0}).

z—0 12
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Az alabbi tétel azt mutatja, hogy a kiillonb6z6 sorozatok kozotti nagysagviszony
megfelel a hatarértékek kozotti nagysagviszonynak.

3. tétel. Legyenek f,g,h: E CR — R adott fiiggvények és xo € E’. Ekkor, ha
a) { lim f(z)=A}A{ lim g(z) =B} A {3 K(z0,0),
f(@) < g(x) Vx e [K(xo,6)\{z}]NE} = {A<B};
b) { lim f(z)=A} A {lim g(z)=B} A {A<B} = {3 K(x,9),

T—x0

f@) < g(x) ¥V @ € [K(zo,0)\{zo}] N E } ;
¢) {K(z0,9), f(z) < h(z) < g(z) V@ € [K(xo,0)\{zo}] N E }
A {3 mlillgof(x) = mlingog(x) =A} = {IILIIQ}Dh(:r) =A}.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelels tételek alapjan.
O

Megjegyzések.
1. A tétel megfogalmazhat6 oo (illetve —oo)-ben vett hatéarértékre is.
2. Ha a b) részben g = 0 vagy f = 0, akkor a jeltartéasi-tétel adodik. Azaz,
ha lim f(x) > 0, akkor van az x¢-nak olyan kornyezete, melyben f(z) > 0;
T—x0

pontosabban 3 K (z¢,4), f(z) <0 vagy f(z) >0V z € [K(x9,0)\{zo}]NE.

4. tétel (az Osszetett filiggvény hatarértéke). Legyenek adottak az
f:ECR >R, g: f(F) — R fliggvények, tovabba o € E’, yo € (f(F))
olyan, hogy x # xq esetén f(x) # yo. Létezzen lim f(x) = yo és lim g(y) = A.
T—T0 Y—Yo
Ekkor 3 lim (go f)(z) = A .
T—T0

Bizonyitds. Mint a folytonossagra vonatkozo megfelels tételnél, csak
K(g(f(zg)),e) helyett K(A,e) és K(f(xo),d1(¢)) helyett K (yo,01(g)), mig a folytonosag
helyett a hatarérték létezése hasznalando. (|

3. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f : E C R — R adott fiiggvény és zo € E, 9 € E'.
f akkor és csak akkor folytonos xo-ban, ha 3 lim f(x) = f(xo).
T—T0

Bizonyitds.

a) Ha f folytonos z( torlodasi pontban, akkor a folytonossag definicija adja, hogy
3 A = f(xo) hatarértéke zo-ban.

b) Ha 3 A = f(x¢) hatarérték, akkor a hatarérték definicioja miatt
vV K(f(x0),e)-hoz 3 K(x0,d(¢)), hogy V © € E, x € K(x0,())\{z0} esetén
f(z) € K(f(wo),e). Masrészt f(zo) € K(f(zo),¢). lgy Vo € K(x0,5(¢)) és
x € E esetén f(x) € K(f(x0),€), azaz f folytonos zo-ban. O
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Példa. A korabban vizsgalt f1 fliggvénynek létezik hatarértéke az xo = 1-ben és
az l-gyel egyenld, masrészt f(1) = 2 # 1, igy tételiink szerint fi; nem folytonos
zo = 1-ben.

Definicié. Ha az f : E C R — R fiiggvény nem folytonos az x¢y € E pontban,
akkor azt mondjuk, hogy x¢ f-nek szakaddsi helye, vagy hogy f-nek xp-ban
szakadasa van.

Ha f : E C R — R adott fiiggvény és zyp € E° (azaz xg belsé pont E-ben), és
xo szakadasi helye f-nek, tovabba 3 xiiacI?+Of(x) = f(xzo +0) és zilzI? Of(:z:) =

f(xzo — 0), akkor azt mondjuk, f-nek zo-ban elséfaji szakaddsa van. Ha még
flxo —0) = f(xo + 0), akkor azt mondjuk, hogy a szakadds megsziintethetd.
Ha f-nek zp-ban szakadésa van és az nem els6faja, akkor azt mdsodfaji sza-
kaddsnak nevezziik.

Példa.
1. f1 az el6bbi példa alapjan nem folytonos xy = 1-ben, igy ott szakadasa van.
lirllt}r o filz) = lirln o fi(x) = 1, igy a szakadasa megsziintethets (valtoztassuk
meg f1(1) értékét 2-r6l 1-re és folytonos lesz).
2. A korabbi f; fiiggvény nem folytonos 0-ban, igy ott szakadasa van,
liglo falz)=1#-1= ligl 0f4(x), ezért a szakadas elséfaja.

3. Belathato, hogy az

1
— ,haz=#0
fl@) =47
0 , hax=
fiiggvényre hIoI-lyof(x) = +o0, liglof(x) = —o0, 0-ban szakadasa van, e

szakadas masodfaju.

4. Monoton fiiggvények

1. tétel (monotonitas és invertalhatosag). Ha az f : E C R — R fiiggvény
szigortian monoton E-n, akkor invertilhaté, és f~' ugyanolyan értelemben szig-
ortian monoton f(E)-n.

Példa.

1. Az f:]0,+occ[— R, f(z) = 2? fiiggvény szigortian monoton névekeds [0, +ool-
en, mert (az egyenlGtlenségek ismert tulajdonsaga alapjan) V x1, z2 € [0, +00],
T < 19 = 27 < 23. Igy a tétel miatt létezs inverze, az f~1(z) = \/x (x >0
fiiggvény is szigortian monoton névekvs [0, +oo[-en.
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64
Y
22
VT
//
0 x
1. dbra.
2. Legyen
T, haz € [0,1] U [2,3],

3—z, hazxzel]l,?2f.

2. dbra.
S

Belathato, hogy az f : [0,3] — R fiiggvény invertalhato és f~1(z) = f(x) (x
1
3) <

[0,3]). De nem szigortian monoton névekeds [0,3]-on (hiszen § < 1 és f(
f(1), viszont 3 < 2 és f(3) > f(2)).
2. tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény folytonos és szigoriian monoton, akkor f =1

folytonos.
Megjegyzés. Egy f : (a,b) — R monoton fliggvény szakadasi helyeinek halmaza

megszamlalhato.



VII. fejezet

Fuggvénysorozatok és fiiggvénysorok, elemi
fliggvények

1. Filiggvénysorozatok és fiiggvénysorok konvergenciaja

1. definici6. Legyenek adottak az f, : E C R — R (n € N) fliggvények. Az (f,)
sorozatot fliggvénysorozatnak, mig ha

Sn=fi+..+ fa (n € N),
akkor (S,)-t fliggvénysornak nevezziik (az utobbi esetben a
i frs § fn(x), vagy > frn jeloléseket hasznaljuk).
nH:al mégn;cllott az fo: E C R — R fliggvény is, ugy azt az (S,,) fliggvénysorozatot,
melynél S, = f: fr is fiiggvénysornak nevezziik és ra a i fn, i fn(x) vagy
S fn jeléléseke]‘szlloasznéljuk. " "

2. definici6. Az (f,) fliggvénysorozat az x € E-ben konvergens, ha az (f,(z))
szamsorozat konvergens. Az (f,) fliggvénysorozat pontonként konvergens az
E, C E halmazon, ha az (f,(z)) szamsorozat V « € E; esetén konvergens. Ekkor
az

f(z) = lim f,(x) (x € Ey)

n—oo

szerint értelmezett fiiggvényt az (f,) fliggvénysorozat hatdrfiggvényének nevez-
ziik és azt mondjuk, hogy az (f,) pontonként konvergal F1-n az f fliggvényhez.
Azon pontok halmazat, melyekre (f,(x)) konvergens a fiiggvénysorozat konver-
gencia tartomdnyanak is nevezziik.

A Y f,, fuggvénysor az & € E-ben konvergens, illetve az F1 C F halmazon pon-
tonként konvergens, ha az (S, (z)) szamsorozat z € E, illetve

V x € E; esetén konvergens. Ekkor az

fl@) = lim Su(z)= Y fu(z) (z€En)

szerint értelmezett fiiggvényt a > f, fliggvénysor dsszegfiiggvényének nevezziik
és azt mondjuk, hogy Y f, pontonként konvergal Ej-en az f fiiggvényhez. Azon

65
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pontok halmazat, melyekre > f,,(x) konvergens a fiiggvénysor konvergencia tar-
tomdnyanak nevezziik.

Példa.

1. Legyen f,(z) = 2™ (z € R) Vn € N, akkor az (z™) fiiggvénysorozat (a nevezets
sorozatok fejezet 1. tétele szerint) akkor konvergens, ha x €] — 1, 1], tovabba
hatarfiiggvénye az

0, haze]-1,17,

1, hax=1,

fliggvény. )
A

1. dbra.

2. A " z™ fuggvénysor (a soroknal tanultak szerint) konvergens, ha |z| <1 (z €
n=0

1
R) és osszege az f:] — 1,1[—> R, f(z) = . fiiggvény.

—x

Megjegyzés. A Y f, fliggvénysor pontonkénti konvergencidja egy E; C F hal-
mazon azt jelenti, hogy V & € Fy-re 3 f(z) € R, V & > 0-hoz 3 n(e,z) € N, hogy
vV n > n(e,x) esetén |Sy,(x) — f(x)| < e. (Ekkor f: Eq — R nyilvan az sszegfiig-
gvény FEi-en.) Lathato, hogy az n(e, x) kiiszObszam fligg z-t6l is (a konvergencia
,hem egyenletes").

3. definicioé. Az (f,) fliggvénysorozat (illetve a > f,, fliggvénysor) egyenlete-
sen konvergdl az E; C E halmazon az f : £, — R fiiggvényhez, ha V € > 0-hoz
I n(e) € N, hogy ¥V n > n(e) esetén |f,(z) — f(z)| < e (illetve |S, () — f(2)] <€)
V z € Ej-re. llyenkor (f,)-et (illetve Y f,-et) egyenletesen konvergensnek nevez-
zik Ei-en.
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Példa. Az (2") fiiggvénysorozat az E1 = [—r,r] (0 < r < 1) halmazon egyenlete-
sen konvergal az f :] — r,r[— R, f(x) = 0 fuggvényhez. Ugyanis egyrészt | f,,(z) —
f(@)| = |z™ = 0] = |2"| < |r"| (x € Ey), masrészt r €]0, 1[ miatt (r™) nullsorozat,
igy V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e) esetén |r"*| < €, és ezt az elbbi egyen-
16tlenséggel Osszevetve kapjuk, hogy
V e > 0-hoz 3 n(e) € N, hogy V n > n(e) esetén |[z" — 0| < ¢ V z € Fy, ami
az egyenletes konvergencia definicidja szerint adja az allitast.

1. tétel (Weierstass elegendé feltétele fliggvénysorok egyenletes konver-
genciajara). Legyenek adottak az f, : E C R — R (n € N) fiiggvények. Legyen
tovabba > a, egy olyan nemnegativ tagi konvergens szamsor, hogy |fn.(x)| <
an YV z € E, n eN). Ekkor a ) f, fiiggvénysor egyenletesen konvergens E-n.

2. tétel (az 6sszegfiiggvény folytonossaganak elegendd feltétele). Legyenek
fn: ECR —R (n€N) folytonos fiiggvények, tegyiik fel, hogy a > f, sor egyen-
letesen konvergdl E-n az f : E C R — R fiiggvényhez. Ekkor f folytonos E-n.
(Réviden: folytonos fiiggvények egyenletesen konvergens soranak Osszegfiiggvénye
folytonos.)

22
(14 22)n
ugy Vo € R,  # 0 esetén Y fn(x) egy 0 < 152

n=0
tovabba f,(0) =0 (n =0,1,2,...), igy > fn konvergens V © € R, és dsszegfiig-
gvénye az

Példa. Ha f,, : R — R, f,(z) = (n=0,1,2,...),

< 1 kvéciensi mértani sor,

2

1

1422
0, hax=0

=1+4+22, haxz#0,
fR>R, f(z)=

fliggvény.

A fliggvénysor nem lehet egyenletesen konvergens, mert V f,, folytonossaga miatt,
tételiink szerint f folytonos lenne, de az Osszegfiiggvény nem folytonos x = 0-ban
(ugyanis x,, — 0, de x,, # 0 esetén f(z,) — 1 # 0= f(0)).

2. Hatvanysorok

o0
1. definicié. A > an(x — z0)" (an,z,20 € R) fliggvénysort zo kdzépponitu
n=0

hatvanysornak nevezziik.
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1. tétel (Cauchy-Hadamard). Legyen adott a Y an(x — zo)™ hatvanysor és
n=0
0, ha lim {/|a,,| = 4+o0 ,
o= oo, ha lim {/|a,| =0,
1
——-- egyébként .
lim {/|ay| &

o0
> an(x — xo)™ abszolit konvergens, ha |x — xo| < p; divergens, ha
n=0

|z — x| > o.

2. definici6é. A Cauchy-Hadamard tételben definialt o-t a hatvdnysor konver-
gencia sugardnak nevezzik.

Megjegyzések.
1. o = 0 esetén a hatvanysor csak xg-ban, mig o0 = 400 esetén V x € R esetén
konvergens.

2. Ha 0 < o < +00, akkor a K(zg, 0) nyilt kdrnyezet része a hatvanysor konver-
gencia tartoményanak.

o0
2. tétel. Legyen p a > an(z—xp)™ hatvanysor konvergencia sugara. Ha 0 < gy <
n=0
0, akkor a hatvanysor egyenletesen konvergens K(xzg,00)-n, az dsszegliiggvénye
pedig folytonos K (xg, 00)-on.

Ko6vetkezmény. A

St n 0 2n 0 w2n+1

nz_%% ’ nz_%(_l)nén)! ’ ;(_1)n(2n+1)! ’
oo xQn oo x2n+l

hatvanysorok konvergencia sugara o = +0o, dsszegliiggvényiik folytonos R-en.

Bizonyitds. Mivel {/n! — 400, ¥/(2n)! — 400, {/(2n+1)! — 4oo is igaz,
kapjuk, hogy ¢ = 400 minden esetben. Ezutan a folytonossag R-en jon a 2.
tételbdl. O

3. Elemi fiiggvények

1. definici6. Az el6bbi kivetkezményben szereplé hatvanysorok konvergensek R-

en, ezért V = € R-re az o n

exp(e) =) % :

n=0
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L= " . e a?ntl
L=z .= gintl
ch(z) = ; 2n) sh) = ; (2n+1)!

szerint értelmezett fliggvényeket rendre valés exponencidlis, cosinus, sinus,
cosinus hiperbolicus, sinus hiperbolicus fiiggvényeknek nevezziik és exp, cos,
sin, ch, sh moédon jeloljiik. (Valamennyien folytonosak R-en.)

1. dbra. Az exp, sin, cos, sh és ch fiiggvények

Megjegyzés. Az exp(z) fliggvényt kozelitsiik soranak N-edik részletosszegével:
N n

exp(z) = Y x_' Kiilénbo6z6 N-eket valasztva, végezziik el a tényleges szamitogépes
n=0 T

szamitast! Abrazoljuk exp(z)-et! Ugyanezt végezziik el sin(z), cos(z), sh(x),

ch(x)-re.
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1. tétel. Barmely z € R esetén
sh(z) — exp(z) —2exp(—3:) , ch(z) exp(z) —|—2exp(—a:) ,
exp(x) = sh(z) + ch(z) ,

teljestil.

Bizonyitds. A sorok miiveleti tulajdonsagai alapjan valamennyi egyszerd szamolés.

2. tétel. Barmely x,y € R esetén
a) exp(z +y) = exp(x) exp(y) ;
b) cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) ;
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) ;
¢) ch(z +y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y) ;
sh(z + y) = sh(z) ch(y) + ch(z) sh(y)
(addicios tételek). Tovabba V x € R esetén
d) exp(z)exp(—z) = 1;
cos(—x) = cos(x); sin(—z) = — sin(zx);
ch(—z) = ch(z); sh(—z) = —sh(x);
sin?(z) + cos?(x) = 1;
ch?(z) —sh?(z) = 1.

Bizonyitds.
a) A fejezet 5. tételét kovets példa és az exp fiiggvény definicidja miatt

exp(:v—i—y)zzwz (Z ) <Zy> = exp(x) exp(y) -

n=0 n=0
b) és ¢) azonnal jon az a) rész és az 1. tétel felhasznéalasaval.

d) egyszerd szamolas.

3. tétel. Az exp: R — R fiiggvényre igazak:

a) exp(z) #0 (z € R) ;

b) exp(z) > 1 (x> 0); 0<exp(z) <1l (z<0);
c) hm exp(x) = +00; lim exp(xz) =0
)
)

d sz1goruan monoton novekvo R-en;
exp(R) =Ry  (azaz Rexp = R4) ;

e
f) Vr € Q esetén exp(r) = e”

Bizonyitds. Lasd Kalkulus I. feladatgytijtemény.

O

O

2. definici6. A szigortian monoton és folytonos exp : R — R fiiggvény inverzét
valos természetes alapi logaritmus fliggvénynek nevezziik és az In (vagy log)

szimbolummal jeloljiik.
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4. tétel. Az In fiiggvényre teljesiil:

a) D]n = R+, R]n = 1H(R+) = R,

b) folytonos és szigoriian monoton;

¢) In(1)=0, In(z) <0 (0<z<1), In(x) >0 (z>1);
d) exp(In(z)) =z (z € Ry), In(exp(z)) =z (z € R) ;
¢) In(zy) = In(x) + In(y) (z,y € Ry).

Bizonyitds. A definiciébol, a monoton fiiggvényeknél tanultakbol és az exp fiig-
gvény tulajdonsagaibol egyszertien jonnek az allitasok (lasd Kalkulus I. feladat-
gyUjtemény). O

3. definici6. Legyen a € R adott, akkor az
exp, : R — R, exp,(z) =exp(zlna)
szerint definialt fliggvényt a-alapi valds exponencidlis fiiggvénynek nevezzik.

5. tétel. Legyeb a € R;. Az exp, fiiggvényre teljesiilnek:

a) exp, = exp ;

b) Dexp, =R, Rexp, =R (a #1) ;

c) exp,(z +y) = exp,(x) exp,(y) (z,y € R),
expy(—2) = [expy(2)] 1 (v €R) ;

d) szigortian monoton névekvs, ha a > 1 ;
szigorian monoton csékkend, ha 0 < a <1 ;

e) folytonos;

£) exp,(r) = a” (r € Q).

Bizonyitds. A definicio, az exp és In fiiggvények tulajdonsagai alapjan egyszeri
(lasd Kalkulus I. feladatgytjtemény). O

Az el6z6 tétel ) pontjaban szerepls o (r € Q) a I1.2.d fejezet 15. defini-
civjaban bevezetett racionalis kitevSjd hatvanyt jelentette. Viszont kideriilt, hogy
az exp, (z) folytonos és monoton fiiggvény minden z racionalis szamra megegyezik
a®-szel. Ez az alapja az a® tetsz6leges x € R esetére vonatkozo alabbi definicioja-
nak.

4. definicid. Legyen a € R, és x € R. Az a z-edik hatvdnya:

a® = exp,(r) = exp(zlna) .

5. definicié. Legyen 1 # a € Ry. Az exp,! : R — R fiiggvényt a-alapi valds
logaritmus fliggvénynek nevezziik és a log, szimboélummal jeldljiik.
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6. tétel. A log, fiiggvényre teljestilnek:
a) log, =In, log,(z) = Ei; (xeRy, 1#a€eR);
b) Dloga =Ry, Rloga =R,
log,(a) =1, log,(1)=0;
¢) szigortian monoton névekvd, ha a > 1;
szigorian monoton csékkend, ha 0 < a < 1;
) exp,llog,(z)] == (x € Ry), log,[exp,(z)] =z (z € R);
e) log,(zy) = log,(x) +log,(y) (z,y € R);
)

log, ()
f) 1 = eER, 1 ,beRL);
Oga(x) logb(a) (‘T #a +)
g) log,(2") = rlog,(x) (1#z€Ry, reQ).
Bizonyitds. Lasd Kalkulus I. feladatgytijtemény.

O

Az exponencialis fliggvény esetén a valtozo a kitevGben szerepel (az alap rogzitett),

mig a hatvanyfliggvény valtozoja az alap (a kitevs pedig rogzitett).
6. definici6. Legyen p € R adott, az
fiRy =R, f(z)=2" = exp(pln(z))

fliggvényt p-kitevsjd valos hatvdnyfiggvénynek nevezzik. (Ha p € Ry, akkor

f(0)=0-val f: R U0—R.)

7. tétel. Az f(x) = a* = exp(pln(x))-re teljesiilnek:
a) folytonos fiiggvény;
b) Ry =Ry, hap#0; Ry ={1}, hap=0;
¢) szigortian monoton névekvd, ha p > 0;
szigorian monoton csokkend, ha p < 0;
d) ili%f(.%’) =0 és wlirglof(w) = 400, ha u >0,
ilir%)f(x) = 400 és mlggof(x) =0, ha p < 0;

e) ahx? =z, i—y =ahr (et =ty
N
<f) _ T (@ =2 (myeRy, pveR)
y yl’b, ) ) ) .

Bizonyitds. A definicié és a korabbi tételek alapjan egyszerti (lasd Kalkulus I. fe-

ladatgytjtemény).

O



VIII. fejezet

Differencialszamitas

1. Valos fiiggvények differencialhanyadosa

1. definici6. Legyen (a,b) egy nyilt vagy zart intervallum, f : (a,b) — R valos
fliggvény. A

(1) oz, x0) =

altal definialt ¢ fiiggvényt az f fliggvény x, xo-hoz tartozoé differenciahdnyados
fliggvényének nevezziik.

f(@) = f(zo)

T — 20 (I#CC(), T,To € <a5b>)

2. definici6é. Az f : (a,b) — R fliggvény differencidlhato az x( € {(a,b) pontban,
ha létezik a

. f(@) — f(=zo) ’
2 1 LA EEE Rl
(2) s (o)
(véges) hatarérték. Ezt — az f/(xq)-lal jelolt — hatarértéket az f fliggvény xo-beli
differencidlhdnyadosanak (vagy derivdltjanak) nevezziik.

f(z) = f(zo)

Tr — X9

Geometriai interpretacio. Az differenciahanyados az f fliggvény

szelGjének meredeksége.

szel§

f(z)

érints

1. dbra.

T — x( esetén a szel§ hatarhelyzete az f fliggvény gorbéjéhez az x¢ pontban huzott
érinté.
A differencialhanyados geometriai jelentése: ezen érinté meredeksége.

73
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3. definici6. Ha f az (a,b) minden pontjaban differencialhato, akkor azt mondjuk,
hogy differencialhato (a, b)-n.

A (2) szerint definialt f’: (a,b) — R figgvényt az f fliggvény differencialhanyados
fiiggvényének (vagy derivalt fliggvényének) nevezziik.

Megjegyzések.

1. Geometriai interpretacio:
Definicié. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény differencialhaté az xo pontban,
akkor az

(3) y = f'(z0) - (v — o) + f(0) (z €R)

egyenest az f fiiggvény gorbéje (zo, f(xo))-beli érint§jének nevezziik.
(f'(zo) igy az (xo, f(xo)) pontbeli érints iranytangense.)

2. Egyoldali differencidlhanyados is értelmezhets, ha a (2)-ben jobb-, illetve bal-
oldali hatarértéket tekintiink. (Jelélés: f! (xo), f’ (xo).) Tovabba bizonyithato,
hogy f akkor és csakis akkor differencialhato xg € (a,b)-ben, ha létezik f’ (x0), f’(zo)
és egyenlGek.

Specialisan, ha f) (zo) és f’ (zo) létezik, de nem egyenld, az geometriailag azt
jelenti, hogy az f grafjanak zg-ban ,toréspontja” van. Ekkor f zg-ban nem
differencialhato.

Y

f

0 To T

2. dbra.

3. Egy fizikai jelentés: az s(t) utfliggvény differencialhanyadosa a v(t) sebességfiig-

s(t) — s(to)

gvény. Ugyanis a (to,t) idSintervallumban az atlagsebesség, és en-

0
nek t — tg esetén a hatarértéke a ty idpillanatbeli sebesség.

4. Kozgazdasagtani alakalmazas. A Q(L) termelési fliggvény derivaltja az M P,
hatartermék: M Py, = Q'(L). Itt L a munkat jelenti, Q(L) pedig az L munkaval
elsallitott mennyiség. Az M Pp hatartermék tehat a megtermelt mennyiség
valtozési sebessége (a munka mennyiségének megvéltozasa esetén).

Példa.
1. Az f:R— R, f(x) = c fiiggvényre V 29 € R-ben

i J@) = flwo) _ . e—c
Tr—xq xr — ‘TO rx—xo X — !TO r—xQ

azaz 3 f'(x9) =0, igy f'(x) =0V z eR.
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2. Az f:R—>R, f(z) =z fiiggvény minden z7 € R pontban differencialhato6 és

f'(z0) = lim M: lim 2= _ him 1=1,
T—To Tr — X r—To T — X0 T—x0

igy f'(z) =1 (z € R).
3. Az f:R—R, f(z) =2z" (n € N) fuggvény differencialhato, mert
i L&) =S @) 2" =

T—To T — X9 T—To T — X
= lim (2" '+ 2" a4+ 2l =0l
T—Tg

igy f'(z) =na""! (xz € R).
4. Az f(z) = |z| (x € R) fiiggvény nem differencialhat6 az xo = 0 pontban, mert

x
—=1, haz >0,
N el (O 5 O
wl,0) = r—0 oz —T
— =-1, haz<0,
x
igy
' o _ / — -
er(O) - IE{)I}FOSD(:LO) =1 ) fﬁ(O) - xll,{)n,()(p(x’o) - 1 9
aza f1,(0) # f°(0).
Ha z( # 0, akkor
1, ha 2o >0,
3 f(zo) =
-1, haxy<O0,
mert lim @(x,29) = lim 1 =1, ha 2o > 0,
T—x0 r—To
mig lim p(z,20) = lim —1 = -1, ha 2o <O0.
T—TQ T—XT0

2. Differencialhat6sag és folytonossag
Tétel. Ha az f : (a,b) — R fiiggvény differencidlhaté az xq € {(a,b) pontban, akkor
folytonos is xo-ban.
Bizonyitds. xo torlodasi pontja (a, b)-nek, igy elegends megmutatni, hogy 3 lim f(x)

és IILH; f(x) = f(xo). o

i (16 = S = i [T )| =
= lim f@) = flzo) lim (z — z0) = f'(29)-0=0
T—T0 T — T T—x0

igaz, ami adja, hogy lim f(x) = f(zo), és ezt kellett bizonyitani. O
T—Tg
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Megjegyzés. A fenti tétel nem fordithatdé meg. Hiszen példaul f(z) = |z| az
o = 0-ban folytonos, de nem differencidlhat6. Léteznek mindeniitt folytonos, de
sehol sem differencialhato fliggvények is.

3. Differencidlhatosag és linearis approximalhatosag

Definicié. Az f : (a,b) — R fliggvényt linearisan approximalhatonak mondjuk az
xo € {(a,b) pontban, ha létezik olyan A € R konstans és w : {a,b) — R fliggvény,
hogy lim w(z) =w(zg) =0 és

T—xT(
(L) f@) = flwo) = A (x —x0) +w(z) - (x—m0) (v € (a,b))
teljesiil.

Tétel. Az f : (a,b) — R fiiggvény akkor, és csakis akkor differencialhaté az xo €
(a, by pontban, ha linedrisan approximélhaté. Tovabba

A = f/(.’L'Q).

4. Differencialhat6sag és miiveletek

1. tétel. Ha az f,g : {a,b) — R fiiggvények differencidlhaték az xog € {(a,b)-ben,
akkor az f 4+ g, [ g és g(xg) # 0 esetén az / fiiggvény is differencialhaté xo-ban,
g

és

c
g 9*(z0)
Bizonyitds.
a) Az allitas az
(f+9)(@) = (f+9)(@0) _ fl@) = flao) | 9(x) — (o)
T — Xo T — o T — To

egyenlGséghbdl, f'(xg) és ¢'(xg) létezése miatt, az & — xp hatardtmenettel
kovetkezik.

b) Az
U -0)) = -0)on) _ S0 = Fen) | 900 = glao)

Tr — X T — X9 T — X9

egyenlSség, f'(xg) és g'(xo) létezése — hataratmenettel — adja az allitast. (Fel-
hasznaljuk azt is, hogy ¢ folytonos xg-ban.)
¢) A bizonyitas hasonlé az elgbbiekhez. O
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Kovetkezmények.
1. Ha f: {a,b) — R differencialhaté zo-ban, ¢ € R, akkor ¢ f is differencialhato,
és

(cf)(zo) = c- f'(w0).
2. Ha f,g: {(a,b) — R differencialhatok xo-ban, akkor f — g is, és
(f = 9)'(x0) = f'(z0) — g'(x0)-
3. Ha f:{(a,b) — R olyan, hogy f(zo) # 0, és 3 f'(x¢), akkor

1y’ f'(x0)
3= (o) =— .
(7) 0=~
4. Haaz f; : (a,b) = R (i=1,...,n) figgvények differencialhatok

zo € (a,b)-ben, \; €R (1 =1,...,n), akkor > \;-f; is differencidlhato zg-ban,
i=1

<Z Ai fz') (z0) = Z)\z‘ - fi (o).

5 Az f:R—R, f(z) = ax-2* (ax € R) fiiggvény differencidlhato, és
k=0

f(z)= ik cay, -z
k=1

6. Legyenek P,(z) és Qn(z) polinom fiiggvények és Q. (xo) # 0.

P . :
Ekkor f: R — R, f(z)= 0 ((:v)) differencialhaté xo-ban.
m (T
Példa. Az
52 +2x + 3
Mo =grmrr @R

fiiggvény V x € R esetén differencialhato. A szamlalo — mint az z2, x, 1 differen-

cialhato fiiggvények linearis kombinécidja — differencialhato, tovabba hasonlé okok
miatt a nevezs is differencialhato és 0-t6l kiilonbozé V x € R esetén, igy az 1. tétel
miatt f valoban differencialhato, és

&) = (102 + 2)(z* + 22 + 1) — (522 + 2z + 3) (42 + 27)
fla) = (@' + 22 +1)?

(x € R).

2. tétel (az Osszetett fiiggvény differencidlhatosaga).

Legyenek g : (¢,d) — R, f : {(a,b) = g({(¢c,d)) — R olyan fiiggvények, hogy g
differencialhaté az xo € (c,d)-ben, f differencidlhaté az yo = g(xo) € (a,b)-ben.
Akkor az F = f o g fiiggvény is differencidlhaté xg-ban, és

(OD) Fl(zo) = (f 0 9) (o) = f'(g(x0)) - ¢ (o).
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Példa. Az F(z) = (32* + 522 + 8)'% (z € R) fiiggvény V = € R esetén differen-
cialhat6, mert F' = fo g, ahol g(z) = 32* + 522 +8 (z € R) &s f(y) = y' (y € R)
differencialhato fliggvények, azaz teljesiilnek a 2. tétel feltételei. Tovabba F'(x) =
100(3z* + 522 + 8)%9 (1222 + 10z) (z € R).

3. tétel (az inverz fiiggvény differencialhatosaga). Ha f : (a,b) — R szig-

ortian monoton, folytonos {(a,b)-n és xo € (a,b)-ben létezik f'(xo) és f'(xg) # 0,
akkor f~1 differencidlhaté f(wo)-ban és

(ID) (f71) (f(wo)) =

f'(xo)

illetve

(F (o) = m (Yo = f(0)).

5. Hatvanysorok differencidlhatosaga

o0
Tétel. Legyen a . ay - ™ hatvanysor konvergencia sugara o, akkor az
n=0

1) f@) =S an-a",  we(-00)
n=0

szerint definidlt f : (—p, 0) — R fiiggvény differencialhaté és

(2) F@) =Y na-a"t,  ze(-00)
n=1

teljestil.
A hatvanysor dsszegfiiggvénye a konvergencia tartoményanak belsejében differen-
cialhato, és a derivéltja a hatvanysor tagonkénti derivalasaval szamithato.

Jove) n
Példa. A > I—' hatvanysor konvergencia sugara ¢ = 400, igy a
n=0 T

VII.3.1. definicioban 4ltala definialt exp(z) = io %7: (exponencialis) fiiggvény dif-
ferencialhato és
o on-1 %0 a1 o n
exp’(z) :;n — :7; ) :;H = exp(z) (x €R)

teljesiil.
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6. Elemi fiiggvények differencialhatésaga

1. tétel. Az exp,sin, cos, sh, ch fiiggvények differencidlhatok és
exp/ =exp, sin’=cos, cos’=—sin, sh’'=ch, ch'=sh.

Bizonyitds. A hatvanysorok differencidlhatosagi tétele adja a differencialhatosagot
és a derivalt fiiggvényeket is (a szamolas egyszeri, ahogy azt az elbbi példa mu-
tatja). O

2. tétel. Az exp,, log,, In, x* fiiggvények differencidlhatok és

a) expl(z) =exp,(z) -Ina (z € R);
)loga()—m.ﬁ,a (z€ Ry,

o) In'(x) =1 (ze Ry);

Q) (@Y =p-2h ' (we Ry).

Bizonyitds.

a) Az exp,(x) = exp(z - lna) definicid, exp’(y) = exp(y) és (z - lna) = lna,
valamint az Osszetett fiiggvény differencialhatosagara vonatkozo tétel adja az
allitast.

b) Alog, = exp, ! definicio, az exp, fiiggvény differencidlhatésaga, szigorti monotonitasa,
az inverz fliiggvény differencialhatosagi tétele alapjan:

ot (@) — 1 B 1 o
Bal) = expl [log, ()]  exp,[log,(z)]-Ina z-Ina’

1
¢c) a=e=log,a=Ine=1=In'(z) = —.
T

d) Az z* = exp(p - Inx) definici6 és az Osszetett fliggvény differencialhatosagara
vonatkozoé tétel alapjan

1
(") = Jexp(p-Inz)) =exp(pu-Inz) - S =2t = p=p- 2"t . O
x

1

ad
x
Megjegyzés. Legyenn € N, n > 1 f(z) = ¢z = aw
2. tétel adja, hogy 3 f/(z) = —aw 1=~z % =
n n

Specidlisan az f(z) = /z (z > 0) fuggvényre 3 f'(x) =

Ugyanakkor a g(xz) = /z (z > 0) fiiggvény nem differencialhat6é az xo = 0-ban,
mert

Y30 1
e N e

(ugyanis g folytonossaga miatt 11113J Yxr =0, igy 111%( YY)t =0).
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7. A sin és cos fliggvény tovabbi tulajdonsagai

1. tétel.
sin?(x) + cos?(z) = 1 (x eR);
[sin(z)] <1, Jcos(z)] <1 (x eR).

Bizonyitds. Gyakorlaton. O
2. tétel.

cos(x) — cos(y) = —2 - sin (:ET—f—y) - sin (:C_;g) (Va,yeR);

: . Tty [Ty

sin(x) — sin(y) = 2 - cos —5 ) sin| —5 (Vax,yeR).

Bizonyitds. Egyszert az addicios tételek alapjan. (I

3. tétel. A [0,2] intervallumban egyetlen x szdm van, melyre cos(z) = 0.

Definicio. Jeloljiik m-vel (pi-vel) azt a valos szamot, melyre 0 < g < 2¢és cosg =

0.
4. tétel.
sing:1, cosT=—1, sinmr=0, sn2r=0, cos2r=1;
sin(x + 2m) = sin(z) , cos(z + 27) = cos(x) (x € R).
Bizonyitds. Gyakorlaton (pl. sin’ g + cos? g =1 = sing =1). O

T
5. tétel. A sin fliggvény monoton névekvd a [——, —] intervallumon.

A cos fiiggvény monoton csékkend a [0, w ] intervallumon.

Bizonyitds. Gyakorlaton. O

8. Tovabbi elemi fiiggvények

a) A tg és ctg fiiggvények. A

tg s R\{(+ )m ke 2} =, ta(a) =
R\ K2} R () = 2

szerint definialt fliggvényeket tangens, ill. cotangens fiiggvényeknek nevezziik.
Legfontosabb tulajdonsagaikat gyakorlaton vizsgaljuk.
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b) Az arcus fiiggvények definicioja.
Az f [—g, g] — R, f(z) = sin(z) folytonos és szigortan monoton névekeds
fliggvény inverzét arcsin (arkusz-szinusz) fliggvénynek nevezziik. Ez folytonos,
szigortian monoton névekedd és

@™ 7
arcsin : [—1,1] — —5,5]
' Y, ;
,,,,,, g
— x
,,,,,, /gl
Y |
TR T —
i 2 3
T 0o T @
2! 2
o TR
§ 2

1. dbra. Az arcus fiiggvények

A g:[0,71] = R, g(x) = cos(x) folytonos és szigorian monoton csokkend fiig-
gvény inverze az arccos (arkusz-koszinusz) fiiggvény, mely folytonos, szigortian
monoton csckkend és

arccos : [—1,1] — [0, 7].

z z) — R, F(x) = tg(z) folytonos és szigortan monoton névekedd

Az F: (—5, 5
fiiggvény inverzét arctg (arkusz-tangens) fliggvénynek nevezziik. Ez folytonos,
szigortian monoton névekedd és

tg: R — ( T W)
arctg : ——,=).

8 272
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AG:(0,7) = R, G(z) = ctg(z) folytonos és szigorian monoton csokkend fiig-
gvény inverzét arcctg (arkusz-cotangens) fiiggvénynek nevezziik. Ez folytonos,
szigorian monoton csokkeng és

arcctg : R — (0, ).

1. tétel. A tg, ctg, arcsin, arccos, arctg, arcctg fiiggvények differencidalhatok és

1 1
t ! Xr) = 5 Ct / xr) = ——F7— s
g'(@) cos?(x) g (@) sin?(x)
1 1
arcsin’(z) = ———  (z # £1), arccos' (z) = ————— (v # %1),
@)= @) @)= (2 #%)
1 1
arctg/(x) = m y arCCtg/(I’) = —m .
Bizonyitds.
. sin(x) 1 . . .
— tg(z) = cos(2) (x € R\ {(k+ 5)7 | k€ Z}), a sin és cos fiiggvények differen-
x

cialhatok, cos(x) # 0, ha © € Dy, , igy a korabban tanult tételeket felhasznalva

sin’(z) cos(z) — cos(z) sin’ () _

tg'(x) = cos?(x)
_cos(z) +sin’(z) 1
cos?(x) ~ cos?(z)

— ctg(z) differencialhatosaga és ctg'(x) meghatarozasa ugyanigy megy.
g] — R, f(z) = sin(z) fuggvény

. . T
inverze, mely  szigortan ~ monoton  és  folytonos [—5, 5}-n
3 fl(xr) = cos(z) V x € [—g, g] esetén, tovabba f'(x) # 0, ha

— Az arcsin : [-1,1] — R fiiggvény az f : [—g,

6} T T
T - -
272

szerint

{, igy az inverz fiiggvény differencialhatosagara vonatkozd tétel

v
cos(arcsin(z))

3 arcsin’(z) =

1
\/1 — sin?(arcsin(z)) VI

)

ha x €] — 1, 1] (itt felhasznaltuk azt is, hogy cos(t) > 0,

hate]—%,%[).
Belathato, hogy az arcsin fliggvény nem differencialhatd, ha x = —1, vagy
=1

— Azarccos, arctg, arcctg fiiggvények differencidlhatosiga és derivaltjuk meghatéarozéasa
az el6bbihez hasonléan torténik. ([
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. h h
c) Ertelmezhetk a th = = , cth = s tangens-hiperbolikusz és cotangens-

¢ s
hiperbolikusz fliggvények, és vizsgalhatok tulajdonsagaik.

d) sh, ch, th, cth inverzeiként értelmezziik az arsh, arch, arth, arcth area-fiigg-
vényeket és vizsgalhatjuk tulajdonsigaikat.

Megjegyzés. A th, cth és az area fliggvények differencidlasi szabalya is egyszertien
bizonyithato (lasd gyakorlaton).

9. Magasabbrendi derivaltak

Az f figgvény [/ = f() derivaltfiiggvényét is derivalhatjuk, ekkor megkapjuk
az f” = f@ masodik derivaltat. Ezt pedig derivalva kapjuk az f = f) harmadik
derivaltat. Az n-edik derivalt (rekurzioval térténd) pontos definicidja az alabbi.
Definici6. Legyen f : (a,b) — R adott fiiggvény. f 0-adik derivaltja:
fO=f HaneNés f*V: (a,b) — R értelmezett és differencialhato fiiggvény,
akkor f n-edik derivdltja az £ = (f("=1)’ fiiggveny.

Ha V n € N-re 3 (), akkor azt mondjuk, hogy f akarhanyszor differencialhato.

Példa.

1. f(z)=22+32+2(z€R) = Ff'(z)=22+3(z€R) = T f'(z)=2(z €
R) = Ff"(2)=0(zeR) = I fM(z)=0(x€cR)YneN, n>dre
— f akarhanyszor differencialhato.

2. Teljes indukcioval bizonyithato, hogy k,n € N esetén

@M®) =nn—-1)...(n—k+1)z"* (z € R) ha k < n;

(z")™ =n! (z € R);

(z")®) =0 (z € R) ha k > n.
3. Vn € Nesetén 3 exp™ = exp (azaz (%)™ = e*, z € R), tehat az exponen-

cialis fiiggvény akarhanyszor differencialhato.
1. tétel. Ha f,g : (a,b) — R n-szer differencidlhato6, akkor c- f, f+g, f-gis
n-szer differencialhaté ésV x € {(a,b) esetén
(c- ™) = e f™ (@) ;
(f +9) () = F(2) + 9" () ;

n

(f- g)(n) (z) = Z (7;) f(i) (x) - g("fi) () (Leibniz-szabély).

=0

Bizonyitds. Teljes indukcioval egyszerti. (Il
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Példa. A h(z) = (22 + 22)e” (z € R) fiiggvény az f(z) = 2> + 2z (z € R) és a
g(x) = e* akdrhanyszor differencialhato fliggvények szorzata, igy a Leibniz-szabaly
miatt n = 100 esetén V = € R-re

100

h(lOO)(x) _ Z (7) (:c2 + 2:10)“) (em)(n—i) _

=0
100 100 100
= ( 0 )(:v2+2x)ew+ ( 1 )(2&[:—}—2)61—}— ( 5 >2ew .

2. tétel. Az f(x) = 3. ar-z* (z €]—p,0|) hatvanysor Gsszegfiiggvénye akarhanys-
k=0

zor differencidlhato és

FO@) =3k (k1) (k=0 1) a0 € (—o,0),
k=n

£ (0)

n!

tovabba a, = (n=0,1,...).

Bizonyitds. A hatvanysorok differencialhatosagi tétele alapjan, teljes indukcioval,
illetve x = 0 helyettesitéssel egyszert. O

10. Differencialhaté fliggvények vizsgalata

a) A lokalis szélsGérték sziikséges feltétele

Példa. Az
2?2, hawxel[-1,1],
r)=4¢1
f@) —, haze]l,2].
x
fliggvény szélsGérték helyei: —1, 0, 1. Ezek koziill a 0-ban ,vizszintes éritGje

van”. Ezt a pont, amelyben egyrészt differencidlhat, masrészt az értelmezési tar-
tomanyanék belsé pontja.

1. dbra.

1. tétel. Legyen f : (a,b) — R. Ha f-nek az x¢ €]a,b][-ben lokilis maximuma
(minimuma) van és 3 f'(xo), akkor f'(xo) = 0.
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Bizonyitds. Ha példaul f-nek xp-ban lokilis minimuma van, akkor
3 K(I075) C]avb[v hOgy f(I) - f(CCo) >0 (I € K(Io,a)), igy

fla) = flxo) <0, hazy—d <<,
T —7o >0, hazy<z<zo+0.
Ezért
/ i (xo)_miii?_o f(xi:igwo) <0 |
f(zo) = PR () — F(zo) . = ['(z0) = 0.

Megjegyzés. A feltétel altalaban nem elégséges, ahogy ezt példaul az

f(x) = 23 (z € R) fiiggvény az zo = 0-ban mutatja. Ekkor 3 f/(0) = 0, de 2® > 0,
ha 2z > 0 é 2° < 0, ha z < 0, igy A K(0,6), hogy
Vo € K(0,0)ra 2> > 0 vagy 23 < 0 teljesiilne, igy z9p = 0O-ban nincs lokalis
maximuma és minimuma sem.

Példa. Az f(r) = 2% (x € R) fiiggvénynek az zo = 0 pontban lokalis minimuma
van (hiszen 22 >0V 2 € R) és 3 f'(x9) = f'(0) = 0.
b) Kozépértéktételek

2. tétel (Cauchy). Ha az f,g : [a,b] — R fiiggvények folytonosak |[a,b]-n, diffe-
rencidlhatéak | a,b|[-n, akkor 3 = €]a,b|[, hogy

(C-K) [f(b) = f(a)] - ¢'(x) = [9(b) — g(a)] - £ (=) -
Az aldbbiakban a Cauchy-tétel néhany kovetkezményét targyaljuk.

3. tétel (Lagrange). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a,b]-n, differencidlhato
la,b[-n, akkor 3 x €]a,b], hogy

(L-K) fb) = fla) = f'(z)(b—a) .

Bizonyitds. Kovetkezik (C-K)-bol g(z) = = valasztéassal. O

A Lagrange-tétel geometriai jelentése: az (a, f(a)), (b, f(b)) pontokat Gsszekots
szelGvel parhuzamos az z-beli érintd.
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szels

érinté

[T S -

0 a Zo

2. dbra.
Példa. Bizonyitsuk be a |sin(x) — sin(y)| < |z — y| (z,y € R) egyenlbtlenséget.
A sin : R — R fliggvény V [z, y]-on teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit, igy 3 t €
]z, y[, hogy

sin(y) — sin(z) = sin’(¢)(y — ) = cos(t)(y — z) ,

amibdl | cos(t)] < 1 miatt kapjuk a
|sin(x) —sin(y)| = |cos(t)| |z —y| < |z —y],

illetve a bizonyftandé egyenlGtlenséget.

4. tétel (Rolle). Legyen f : [a,b] — R folytonos [a, b]-n, differencidlhaté ] a,b|-n,
f(a) = f(b), akkor 3 x €] a,b[, hogy f'(x) =0.

Bizonyitds. Kovetkezik (L-K)-bol f(a) = f(b) miatt. O

Példa. Az f(z) = 923 — 4z fiiggvény a [—%, %} intervallumon teljesiti a Rolle-tétel
feltételeit, mert (mint polinom fliggvény) differencalhato,

f (—%) =f (%) =0,igydze ]—%,%[, hogy f'(x) = 2722 — 4 = 0. Ez akkor igaz,
ha x = :I:Lf = :EQT‘/‘S’. Konnyen ellendrizhets, hogy mindkét érték benne van a

[ intervallumban.
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3. dbra.

5. tétel (a monotonitas elegendd feltétele). Ha f : (a,b) — R differencialha-
t6, akkor

a) f' >0 = f monoton névekedd;
b) f' <0 = f monoton csékkend,
¢) f'=0 = f =c, azaz konstans.

Bizonyitds. A Lagrange-tétel segitségével.
Legyen x1,22 € {(a,b) tetszlleges. Az f [z1,x2]-re vald lesziikitése teljesiti a
Lagrange-tétel feltételeit, igy 3 « €] 1, z2 [, hogy

flx2) = fa1) = (w2 — 1) - f'(2) ,

igy barmely fenti z1, xo-re

a) f'>0 = f(z2) > f = f monoton névekedd;
b) /<0 = f(z2) < f(r1) = f monoton csokkend;
c) f'=0 = f(xa)=Ff = [ = ¢, azaz konstans. O
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tétel (a monotonitas sziikséges és elegendé feltétele). Legyen
{(a,b) — R differencialhat6 fiiggvény, akkor
a) f monoton névekvé (csékkend) (a,b)-n <= f' >0 (f' <0);
b) f szigorian monoton névekvé (csékkend) (a,b)-n <
f'>0(f <0)ésP(c,d) C{a,b), hogy f'(x) =0, ha x € (c,d).

Példa. Az f(x) = 2+x—2° (z € R) fiiggvény differencidlhato, f/(z) = 1-2x (z €
R), igy f/(z) =0 <= =z = 1. Tovabba f'(z) =1—22 >0 < z < i, ezért f
szigoran monoton névekvé | —co, 3 [-en. Masrészt f'(z) =1-22 <0 < z > 3.

Igy f szigortian monoton csokkend [%, —l—oo[—en.

6.
f:

7. tétel (a szélsGérték egy elégséges feltétele).
Legyen f :]xg — r,xo + r [— R differencialhaté fiiggvény. Ha
a) f'(x) >0 (x€lzg—rzo]), f'(z)<0 (z€]xo,zo+r][), akkor f-nek
xo-ban lokélis maximuma van;
b) fl(z) <0 (x €lxo—r20]), f'(xr) >0 (z€|xo,x0+7][), akkor f-nek

xo-ban lokalis minimuma van.

Bizonyitds. Az 6. Tétel miatt f novekeds az |xg — r, x| intervallumon, viszont
csokkend az | xo,z — r[ intervallumon, igy zp-ban maximuma van. A minimum
hasonléan bizonyithato. O
Példa. Az el6bbi példa f(x) = 2+ —2? (z € R) differencidlhato fiiggvényére azt
kapjuk, hogy f'(z) =0 <= z =3 és f'(z) >0, hax € |—o00, 3], f'(z) <0, ha
T € [%, 400 [, igy a tétel miatt f-nek lokélis maximuma van az x = % helyen.

c¢) Taylor-sorok, Taylor-polinom

1. definicié. Legyen az f :]p,q[— R fiiggvény akarhanyszor differencidlhato. A

< (k) (g
(TS) S L@ af (waelpal

hatvanysort az f fiiggvény a-hoz tartozé Taylor-soranak, mig n-edik részletdssze-
gét, a

"R (g
(TP) Tu@) =3 19 o) (@aelpa)

polinomot az f fiiggvény a-hoz tartozé Taylor-polinomjanak nevezziik.
Ha 0 €]p,q|, akkor az a = 0-hoz tartozo Taylor-sort f Maclaurin-soranak nevez-
ziik.

Megjegyzések.
1. Minden konvergens hatvanysor Osszegfiiggvényének Taylor-sora (lasd:
exp, sin,...).

2. Fontos kérdés: Mikor allithato el egy fliggvény Taylor-soraval?
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8. tétel (Taylor). Legyen f : K(a,7) CR — R, n € N és 3 f") akkorV z €
K(a,r) esetén 3 &(x) € K(a,r)\{a}, hogy

(n)
(T) flx)=Th—1(x) + %ﬁ(m)) (z—a)” (x € K(a,r)) .
Megjegyzések.
1. n = 1-re a Taylor-tétel a Lagrange-tétel.
2. Az
() (¢(x
R,(x) = # (z—a)” (x € K(a,r))

szerint definialt R,, fiiggvény a Taylor-formula Lagrange-féle maradéktagja.
3. Ha3 M, hogyV x € K(a,r), n € Nesetén | (2)] < M, akkor lim R, (z) =

0, ezért

> (k) (g
oy =3 T e e K@),

k
k=0

igy az f fiiggvény Taylor-soranak Osszege.

4. Az
0 , x=0

fiiggvényre 3 f((0) = 0 (n € N), igy az f fiiggvény 0-hoz tartozo Taylor-
soranak Osszege a 0 fliggvény, ami nyilvan # f.

5. A Taylor-tétel alapjan becsiilhets f és T,,_1 eltérése, példaul:

6. Az In(l1+z) = f(z) (x € (-1, 0)) fuggvényre példaul

2 3 n 1 n+1

€T €T x €T
In(1 —r - 4+ ... 1)1 1. )

amibdl z = 1 valasztassal és hataratmenettel
1 1 1

In2=1—--4+=-—... S I
n 513 HED)T

ahol a jobboldal az ismert Leibniz-féle sor.
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d) A szélsgérték altalanos feltétele

9. tétel. Ha f: K(a,r) = R (k — 1)-szer differencialhaté (k > 2),
f(a)=---=f*(a)=06és3 f*(a) £ 0, akkor
a) ha k pératlan, ugy f(a) nem szélséérték;
b) ha k péros, ugy f(a) szélséérték, tovabba
— f®)(a) > 0 esetén f(a) szigort lokélis minimum,
~ f®)(a) < 0 esetén f(a) szigorii lokalis maximum.
Példa. Az f(z) = 23 — 622 + 9z — 4 kétszer differencidlhato, és
fl(x) =322 —122+9, f'(2) =62 —12. f'(x) =0 < x=1vagy r =3, igy e
két helyen lehet lokalis szélsGértéke:
- f"(1) = =6 < 0 = f-nek z = 1-ben lokilis maximuma van, értéke
f(1) =0;
- f"3) =6 >0 = f-nek x = 3-ben lokalis minimuma van, értéke

£(3) = 4.

4. dbra.

e) Konvex fliggvények
2. definicié. Az f : (a,b) — R fliggvényt konvexnek (illetve konkduvnak) nevez-
ziik {(a,b)-n, ha V x1, 29 € (a,b) ésV p,q € [0,1], p+ g = 1 esetén

(K) fp w4 q-m2) <p- f(z1) +q- flz2)
(illetve (K)-ban >) teljesiil. f szigoruan konvex (konkav), ha (K)-ban szigora
egyenl6tlenség van.

Megjegyzés. Egy konvex f fiiggvény grafjanak pontjai az (x1, f (1)) és (22, f(22))
pontokon athaladé szels alatt vannak (V z1,22 € (a,b), 1 < z2 esetén).
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Y

1
1
1
1
1
1
1
!
0 xr1 x xro T

5. dbra. Konvex fliggvény

10. tétel. Az f : (a,b) — R differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor konvex,
ha az [’ : {(a,b) — R fiiggvény monoton névekvd.

Megjegyzések.
1. Hasonl¢ &llitas igaz konkav fiiggvényekre is.

2. f szigortian konvex <= f’ szigortian monoton novekvd.
3. Ha 3 f” agy: f konvex <= f"” > 0; f konkav <= f"” <0.

3. definicié. Az f : (a,b) — R fiiggvénynek az x €a, b[ inflexios helye, (z, f(z))
pedig inflexi6s pontja, ha 3 » > 0, hogy f konvex (konkav) Jo — r, x]-en és konkav
(konvex) [x,x + r[-en.

Tehat az inflexios helyen a fiiggvény vagy konvexbdl konkavba valt, vagy konkavbol
konvexbe.

11. tétel. Az f : (a,b) — R differencialhaté fiiggvénynek az x €]a, b akkor és csak
akkor inflexiés helye, ha széls6értékhelye f'-nek.

Példa. Az f(z) = 322 — 23 (z € R) fiiggvény kétszer differencialhato: f/(z) =
62z — 322, f'(x) =6 —6z. Igy f"(2) =0 <= =z =1.

f"(x) =6 —6x >0 < x <1. Tehat f szigoruan konvex | — oo, 1[-en.

f"(z) =6 —6x <0 < x> 1. Tehat f szigorian konkav [1, +-oco[-en.

x = 1-ben konvex és konkav iv talalkozik, igy = 1 inflexios hely, (1,2) pedig
inflexi6s pont.
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Y

P(1,2)

6. dbra.

f) L'Hospital-szabaly
Alapprobléma.
Ha f,g : K(a,r) — R adottak és lim f(z) = lim g(z) = 0, akkor létezik-e
lim /()
a—a g(z)
12. tétel (L’Hospital-szabaly). Legyenek f,g :]a,a + r[— R differencidlhato

I
fiiggvények, hogy lim f(z) = lim g(z) =0, g(z)-¢'(x) # 0. Ha létezik a lim fléx))
T—a T—a rz—a g'\T
f(x)

hatarérték, akkor létezik a lim “——= hatérérték is, és a kettd egyenls egymaéssal.

T g(@)

, €s hogyan szamithato ki? (Lehet egyoldali hatarérték is.)

Megjegyzések.
1. Hasonlé igaz |a — r,a[-ra vagy K(a,r)\{a}-n értelmezett fiiggvények esetén.

2. Ha f(a) = g(a) = 0; f, g differencialhatok a-ban, és g’(a) # 0, akkor
flx) _ f'(a)

oo g(@)  g'la)

3. Ha f és g értelmezési tartoménya feliilrsl, illetve alulrél nem korlatos, akkor
példaul

1 1
li = 1l =, illet li = 1 -
im f(x) im f <y) illetve milzlmg(x) g <y>

r—+o00 y—0+0

miatt a L’Hospital-szabély végtelenben vett hatarértékre is érvényes.

4. A L’Hospital szabaly akkor is érvényes, ha
lim f(x) = lim g(z) = +o0.
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f(@)
1
g(x)

5. Ha lim f(z) =0, lim g(z) = +oo, akkor az f(z)-g(x) = egyenlGség jobb

oldalara alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt.

Példa.
1. Az f(z) = sin(x) és g(x) = = (x € R) fuggvények differencialhatok, f/(z) =
!

cos(z), ¢'(z) =1#0(z € R), 3 ili% f'(x) — lim cos(z)

g@) e—0 1 1. Igy a L’'Hospital-

sin(x)

szabaly szerint 3 lir% =1.
€Tr—>

2. Az f(z) = x és g(z) = ** # 0 (z € R) fiiggvények differencidlhatok, f/'(x) =

1, ¢'(x) =2e** #£0 (z € R), 3 lirr%) 2% = 0. Igy a 3. és 4. megjegyzések miatt
r— e<x
z—0 e<%

g) Fiiggvények vizsgalata, abrazolasa
Egy f fliggvény teljes vizsgalatanal meghatarozzuk:
a Dy értelmezési tartoményt;
hogy f paros, paratlan, periodikus fliggvény-e;
f zérushelyeit, D; azon részhalmazait, ahol f elGjele allando;

hatéarértékeit D hatarpontjaiban;
f J

1
2
3
4
5. f szakadasi helyeit, folytonosséagi intervallumait;
6. f derivalt fiiggvényét (fliggvényeit): f/, f";

7. Dy azon részintervallumait, ahol f monoton névekeds (csékkend);
8. [ szélsGérték helyeit és szélsGértékeit;

9

Dy azon részintervallumait, ahol f konvex (konkav), az inflexi6s helyeket (pon-
tokat);

10. az esetleges aszimptotakat — olyan y = ax + b egyenletd egyeneseket, melyekre

lim (f(z)—ax—0b) =0, illetve lim (f(x)—azx—0)=0;a= lim M;
T —00 T——00 T — 00 x

vV x — —oo
b= lim  (f(x) —ax) ;

VvV — —o0
11. abrazoljuk az f fiiggvényt (megrajzoljuk a grafjat);
12. f Ry értékkészletét.
Példa. Végezziik el a teljes fliggvényvizsgalatot és abrazoljuk az
f(z) =3z — 23 (x € R) fiiggvényt!
1. Dy =R;
2. f(—x)=3(—2) — (—2)® = —[3z — 23] = — f(x), tehat f paratlan;
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3r—2® =2(3-2%) =0 < =0 V 2 = +3, tehat f zérushelyei
T = 07 _\/gu \/ga
f(x)>0,ha z€]—00,—V3[ V x€]0,V3],
fx)<0,ha z€]—-+3,0[ V x€]V3,+x];
Dy hatarpontjai: —oo, 400;

lim 3z —2%) = lim —a® (=3 +1) = +oo;
IEIEOO(?)I —23) = zgrfoo —2% (-2 +1) = —o0;
f folytonos R-en (mert két folytonos fiiggvény kiilonbsége), igy szakad4si helye
nincs;
f differencialhato R-en (mert differencialhato fiiggvények kiilonbsége), és f/(z) =
3 — 322 (x € R), tovabba f”(z) = —6x (z € R);
fl(z) =3-322>0 < 1>2% < |z] <1, tehdt f szigortan monoton
novekvs a [—1, 1] intervallumon;
f'(x) <0 <= |z| > 1, tehat f szigortian monoton csékkend a | — oo, —1] és
[1, +o00[ intervallumokon;
f'(x) =0 < x= -1V x =1, tehat ezen helyeken lehet lokalis szélsGértéke:
x = —1-ben f’ el6jelet valt, negativrol pozitivra, tehat © = —1 lokalis minimum
hely,
z = 1-ben f’ elGjelet valt, pozitivrdl negativra, tehat z = 1 lokalis maximum
hely,
(a lokalis minimum és maximum értéke —2, illetve 2); globalis szélsGértéke nincs;
3 f(x) = —6x: f'(2) >0 <= <0, f'(x) <0 < x>0, tehat f
konvex a | — 00, 0], konkav a [0, +oo[ intervallumokon, z = 0 inflexios hely (a
(0,0) inflexios pont);

10. aszimptota nincs;
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11. Y

V3

-2

7. dbra.

12. Ry =R (mert f folytonos és lim f(z) =400, lim f(z)

Tr——+00

|
I
g






IX. fejezet

Integralszamitas

1. Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

Ismeretes, hogy egy f : (a,b) — R differencialhato fiiggvényhez hozzarendelhets az
f":{a,b) — R fliggveény.

Példa. Ha f(z) = 22 (z € R), agy létezik f'(z) =2z (z € R).
Kérdés: f: (a,b) — R-hez létezik-e F : (a,b) — R, hogy F' = f ?

Példa. Ha f(z) = sin(x) (z € R), akkor F(z) = —cos(z) (z € R) esetén F'(x) =
sin(z) = f(z) (x € R) teljestil.

1. definici6é. Legyen adott az f : (a,b) — R fiiggvény.

A F : {a,b) — R differencialhato fiiggvényt az f primitiv fiiggvényének vagy
hatdrozatlan integraljanak nevezzik, ha F' = f.

Az F fiiggvényre az [ f jelolést hasznaljuk. [ f meghatarozasat integralasnak
mondjuk.

Az F = [ f figgvény x helyen felvett értékét F(z) = [ f(z)dx vagy ([ f)(x) jeloli,
ami gyakran a primitiv fiiggvényt (hatarozatlan integralt) is jelenti.

A primitiv fliggvény (hatarozatlan integral) értelmezhets f : H — R fliggvényre
is, ahol H intervallumok egyesitése.

Példa. Az f(x) = sh(x) (x € R) fiiggvény esetén a F(x) = ch(z) (z € R) fliggvény

teljesiti, hogy F'(z) = f(x), igy F(z) = [ sh(z) dz.

1. tétel. Ha f,F : (a,b) > R, F' = f (F = [ f), ugy G : {a,b) — R akkor és

csak akkor primitiv fiiggvénye (hatarozatlan integralja) f-nek, ha 3 C' € R, hogy

G(z) = F(z) + C.

Bizonyitds.

a) Ha G(z) = F(z) + C, akkor a feltételek miatt G'(z) = F'(z) = f(z)
(x € {a,b)), igy a definici6 szerint G primitiv fiiggvény.

b) Ha G = [ f, azaz G is primitiv fiiggvénye f-nek, akkor G'(z) = F'(z)

(x € {a,b)), ami ekvivalens azzal, hogy [G(z) — F(z)]’ = 0 (z € (a,b)), igy
a differencialszamitasban tanultak szerint G(z) — F(z) = C (z € (a,b)), azaz
G(z) = F(z) + C. O

97
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Megjegyzés. Ha az f fliggvény értelmezési tartoménya nem intervallum, akkor
az allitds nem igaz.

Alapintegralok:

x In(—z)+C2 (z<0)
pet1
/x“dw=#+1+0 (x eRy, p#-1)
/azd:vZ%—i—C (xeR, a>0, a#1)
/sin(a:) dx = —cos(z) + C (x € R)
/cos(:z:) dx = sin(x) + C (x € R)
/ Smi(x) do = — ctg(z) + C (@ €] km, (k+ 1) [, k €2)
/CO;@ de = tg(x) + Cx (welbn— 2 kn+ 2, ke2)
1 .
/mdxzarcsm(x)—i—(? (xe] —1,1])
/?1962 dx = arctg(x) + C (x €R)
/sh(:z:) dx = ch(z) + C (x €R)
/ch(:z:) dx =sh(z) + C (x €R)
1 2
/de:arsh(x)—l—C:ln(I—l— 22+1)+C (x €R)

/\/le—_ld:vzarch(w)—i—C:ln(:v—i—\/:C2—1)—|—C (x €]l,00])

0 0 anrl
a2 | dx = n—— +C €] — o,
/z r=3 oy (@e] - o el)

2. tétel. Legyen f,g : (a,b) — R olyan, hogy létezik [ f és [g, és p,q € R
tetszoleges, akkor létezik [(pf + qg) és C € R, hogy

/ Ipf(z) + qg(z)] dz = p / f(2) do+ g / g(#) de +C  (ze(ab)).
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Bizonyitds. Legyen F = [ f, G = [ g, akkor F’, G’ létezése miatt létezik (pF +
qG)' is, és

(pF +qG) () = pF'(x) + q¢G'(x) = pf(x) +q9(x)  (x € (a,b)) ,

ami azt jelenti, hogy létezik [(pf(z) + qg(x)) dx és = pF(z) + ¢G(z) + C =
p[f(z)de+q[g(z)de+C (2 € (ab)) O

Példa Ha f(z) = 2% (z € R), g(z) = cos(z) (z € R), akkor létezik [ 2°dx és
[ cos(z) dz (lasd alapintegralok), igy tételiink szerint létezik [(2z® + 3 cos(z))dx
és letemk C € R, hogy

4
/(2:1:3 + 3cos(z))dx =2 % +3sin(z) + C .
3. tétel (parcialis integralas tétele). Ha az f,g : (a,b) — R fiiggvények diffe-

rencidlhatéak (a,b)-n és létezik [ f'g, akkor létezik [ fg' is, és van olyan C € R,
hogy

(P) /f(:v)g'(x) dx = /f ) dx + C (x € (a,b)) .

Bizonyitds. A feltételek miatt az f - g — [ fg fiiggvény differencialhato, és

[fmg(x) - [ @t d:c} = F@)g(z) + f@)g (@) — F(2)g(x) =

~ f(@)g'(x)

ami a hatdrozatlan integréal definici6ja miatt azt jelenti, hogy létezik [ fg’ és teljesiil

(P). O

Példak.

1. Legyen f(z) = =z, g(z) = ¢ (x € R). f és g differencié,lhaték és
flx) = 1, (= ) = € (z € R), tovabba létezik [ f/(z)g(z)dz =
= [1-e"dx = [e”dx (lasd alapintegralok), igy a tétel miatt letez1k [ xe®dx
és C' € R, hogy

/:cemd:c:xew—/l-ewdz—FC'::z:ew—em—l—C (zx €eR).

2. Legyen f(x) =In(x), g(z) =z (x ).
fésg differencié,lhaték és fll@)=1, g(z)=1 (z eRy),
tovabbé letezik [ f/(z)g(z)de = [1.zdx = [1dz (x € Ry) (lasd alapinte-
gralok), igy a tétel mlatt letemk S ln )dz = [1-In(z)dx és C € R, hogy

/m(x)d;c:/1.1n(x)dz:x1n(x)_/%xdﬁoz

=z n(z)—z+C (x eRy) .
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Megjegyzés. Ha P, (z) egy n-edfoki polinom, gy az alabbi integralok a parcialis
integralés tételével meghatarozhatok:

/Pn(x)ex dx , /Pn(x) sin(x) dz , /Pn(x) arcsin(z) dzx |
/Pn(x) In(x) dz , /Pn(x) cos(x) dz /Pn(x) arccos(z) dx |

/Pn (x)sh(z) dzx, /Pn (x) arctg(z) dx
/Pn (x) ch(z)dx , /Pn (x) arcctg(x) dx

4. tétel (helyettesitéses integralas tétele). Ha f : (a,b) — R,
g : (¢, d) — {(a,b) olyanok, hogy létezik ¢' : (c,d) — R és létezik [ f, akkor létezik
f( g) - g’ és van olyan C' € R, hogy

/f dx_(</f>og> +C=/f(t)dt}t:g(z)+0

(xz € {e,d)).

Bizonyitds. A feltételek miatt létezik [([ f) o g’ és

K/f> 09]/(17) =flg(x))-¢'(x)  (x € {c,d)),

ami éppen azt jelenti, hogy létezik [(f o g)g’ és teljesiil (H). O

Megjegyzés. Ha (a fentieken tul) létezik g—!, akkor (H) a kovetkezd alakba is
irhato:

(i) Jrw e =|( [ og)g’) ot @)+ 0=

/f dt|t g- 1(96)-‘1-0

(z € {c,d)).

Példak.
J 2z sin(2?) dz =7
Legyen f(x) = sin(x), g(x) = 2? (x € R). Ekkor g : R — R; C R tovébba
létezik ¢'(x) = 27 (x 6 R) és [ f = [sin(x) dz (lasd alapintegralok), igy a tétel
miatt létezik [ 2zsin(z?)dz és C € R, hogy

/2:10 sin(z?) do = /sin(t) dt ’t:zz +C = —cos(z?) + C .

2. [ch(2z+3)dz =7 (z€R)
Belathato, hogy az f(z)

= ch(2z + 3) (z € R) fiiggvénynek létezik primitiv
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fiiggvénye. Legyen g(t) = 52, ekkor ¢/(t) = 3, tovabba létezik g~'(z) =

2x 4+ 3 (z € R), igy a megjegyzés miatt
t—3 1
ch(2x +3)dx = [ ch 2-T+3 -§dt‘t:2$+3+C:

1 1
5/c]mtdﬁ lim204s TC = 55h2e+3)+ C .

3. [Bdr=7 (z>1)
Legyen g(t) =t + 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik g~ (z) = v — 1, igy

3 3
do= [ —>— .14t -
/x—l v /t+1—1 i1 +C

1
:3/Zdt l_, ,+C=3In(z—-1)+C.

Legyen g(t) =t — 1, ekkor ¢'(t) = 1, létezik 971(117) — 241, fay
/#dx - /#da: =
1
= 5/m ‘ldt|,_, , +C=5arctg(z +1)+C .
Megjegyzések.

1. [V1—a?dxeseténag(t) =sin(t) (te] -3, 3[),
2. [ R(sin(z), cos(x)) dz esetén (ahol R(u,v) racionalis kifejezése u,v-nek és x €

| —m,7])a

g(t) =2arctgt (te€R) (il tggzt:g_l(x) (xe] —m,7]),

Jjax+b
cx+d

njax+b 1 dt™ —b
t: = t = —
cr+d g (@), 9(t) a—cth’

4. [ R(z,Vaz?+ bz + ¢) dz esetén az Euler-féle (vagy trigonometrikus (sin), il-
letve hiperbolikusz (sh, ch) fiiggvényes)
helyettesitéseket alkalmazzuk.

3. fR(x,

) dr esetén a

Racionalis tortfiiggvények integralasa.
A parcialis tortekre bontés tétele szerint minden 5” ((”;)) racionélis tortfliggvény
egyértelmiien elGall egy polinom és

a pT +q
(x—0b)7 " (22 +rx+s)k

(j,k € Np, r* —45 < 0)
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alaku tértek bizonyos (itt nem részletezett) 6sszegeként, ahol (z—b)7 és (22 +rz+s)*

a Qu(x) osztoi. Igy f Q”—((wz)) meghatarozasa visszavezethets az

/L o és /& do
(x —b)i (z2 4+ rz + s)k

meghatéarozésara.

Megjegyzések.

1. Az utobbi két integraltipust gyakorlaton vizsgaljuk (az elsé kezelése azonnal
lathato).

2. A 4. tétel utani 2), 3), 4) példak esetén az integralas raciondlis tortfiiggvény
integralasara vezethetd vissza.

3. Tovabbi an. racionalizald helyettesitések is  vizsgalhatok  (példaul
| R(e*) dx, binom integralok).

2. A Riemann-integralhat6sag fogalma

Elgszor egy feladaton bemutatjuk a fejezet cimében jelzett fogalom, a Riemann-
integral hatterét (geometriai ,tartalmat”).

Hatarozzuk meg az f(r) = 2% (z € [0,1]) fiiggvény grafja, az z-tengely [0, 1]
szakasza és az x = 1 egyenletii egyenes altal hatarolt sikidom teriiletét.

A keresett T teriiletet korlatok kozé szoritjuk. Ehhez osszuk fel a [0, 1] inter-

vallumot a 0 = g < o1 < T2 < ... < Tp_1 < T, = 1 osztaspontokkal. T fels§
becslését gy kapjuk, ha az [z;_1,x;] szakaszra f(z;) = x? magassagi téglalapot

emeliink (i =1,...,n) és vessziik ezek teriileteinek

n

S = ZI? . ({EZ — Iifl)
i=1
Osszegét. Nyilvan T < S, mert a fliggvény szigori monoton novekedése miatt
2? < 2? teljesiil az [z;_1,2;] intervallumon, igy a kapott téglalapok befedik a
vizsgalt sikidomot, ezért teriiletiik 6sszege legalabb T
Hasonlé gondolatmenet adja, hogy ha az [z;_1, ;] szakaszra

f(xi_1) = 22 | magassagu téglalapot emeliink (i = 1,...,n), akkor az igy kapott
téglalapok teriileteinek

n

s= inl (@ — 1)
i=1

Osszegére s < T teljesiil, mert minden téglalap a T teriiletd sikidom része és nem
nyulnak egymasba.
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Y Y

/ /

0 T1 T2 1 iy 0 1 T2 1 T

Ha az osztaspontokat z; = % (i =0,...,n) modon valasztjuk, tugy

n LN\ 2
$= 3 (2) Lo Lt gty < MO0
i=1

n) n 6n3
_2n2+3n—|—1
B 6mn2 ’

" li—-1\"1 1 (n —1)n(2n —1)
= = (12 —1)?) = =
S;<n)n n3(+ =17 613
72n2—3n—|—1
- 6n2 ’

igy
2 2
2n 3n—|—1<T<2n —|—3n—|—17
6n2 - - 6n2

ami jol kezelhets becslést ad T-re, s6t

2n% —3n+1

2n?+3n+1
6n2 -

1 1
- = Z
3 6n? 3

miatt a becslést tetszéleges pontossagunak is tekinthetjiik, azzal a kovetkeztetéssel,
hogy a keresett teriilet 7' = %

Persze igazabodl csak akkor nyugodhatnadnk meg, ha ez nem csak specialis,
hanem tetszdleges felosztas (felosztéssorozat) esetén is adodna.

E modszer hasznalhato altalanosabban egy f : [a,b] — R folytonos (vagy
csak korlatos) és nemnegativ fliggvény gorbéje, az [a,b] szakasz, az * = a és az
x = b egyenesek &ltal hatarolt sikidom teriiletének kozelitésére, esetleg pontos
megadasara is.
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Ha még azt sem tessziik fel, hogy f nemnegativ, gy eljutunk a Riemann nevével
fémjelzett integral fogalmahoz, melynek geometriai ,tartalma” példaul nemnegativ
folytonos fliggvényekre éppen a gorbe alatti sikidom teriilete lesz.

Legyen [a,b] C R zart intervallum. A tovabbiakban f : [a,b] — R tipust
korlatos fliggvényekkel foglalkozunk.

1. definici6. A
P={z;|la=xo<z1 < - <x; < <xp =b} Cla,b]
halmazt az [a,b] intervallum egy felosztdsdnak, az x; pontokat a felosztds

osztdspontjainak, az [z;—1,2;] (i = 1,...,n) intervallumokat a felosztds rész-
intervallumainak, mig Ax; = x; — r;_1 mellett a

|P|| =sup{Az; |i=1,...,n}
szamot a felosztds finomsdgdnak nevezzik.
2. definici6. Legyen P; és P [a, b] két felosztasa. Py finomitdsa (tovabbosztésa)
a P, felosztasnak, ha P, C P,. A P = P, U P, halmazt a P és P, egyesitésének

nevezzik.

3. definicié. A (Py) normadlis felosztdssorozata [a,b]-nek, ha
klim | Pxll = = 0 teljesiil.

4. definicio. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, P egy felosztasa [a, b]-nek.

M;= sup f(z), m; = inf  f(x) (M;,m; 3és € R)

r€[wi_1,T4] T€[Ti—1,7]
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5. definici6. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, P egy felosztasa [a, b]-nek.
Az

= imiA:vi,
i=1

= iMiA,Ti,
Z ; —m;)Ax;

szamokat az f fliggvény P felosztashoz tartozé alsd, felsd, illetve oszcilldcids
Osszegének, mig t; € [x;_1,x;] esetén a

n

o(f,P) = f(t:)Am;

i=1

szamot az f figgvény P felosztashoz és t,...,t,-hez tartoz6 integrdlkézelité
sszegének nevezzik. (Ezek ,geometrialiag” bizonyos ,tertiletek”.)

1. tétel. Ha f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor

a)  birmely P és o(f,P)re:  s(f,P) <o(f.P) < S(f. P)
b)  bédrmely Py C Pp-re: s(f, P1) < s(f, P2), S(f, P2) < S(f, P1);
¢)  barmely Py, P;-re: s(f, P1) < S(f, P2).

6. definici6. Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Az

b b
= [T =swpls(L P = [ = wi{S(. P)
szamokat az f fiiggvény [a,b] feletti alsd, illetve felsé Darboux-integrdljanak
nevezzik.
2. tétel. Legyen f : [a,b] — R korlétos fiiggvény, akkor I, I € R és I < I teljesiil.

Bizonyitds. Az 1. tétel c) része miatt barmely Pi-re s(f, P1) < S(f, P) barmely
P esetén, igy létezik I € R tovabba s(f, Py) < I, ami adja, hogy létezik I € R és
I<I. U

Kovetkezmény. Barmely P-re s(f,P) < I < I < S(f,P), ami adja, hogy 0 <
I-1<0(f,P).



106 IX. INTEGRALSZAMITAS

Példak. i
1. Ha f(z) = ¢ (z € [a,b]), akkor I = I, mert [a,b] barmely P felosztasara
m; = M; = ¢, igy s(f,P) = S(f,P) = >, cAx; =z >, Ax; = ¢(b— a), tehat
i=1 i=1
I=1=c(b—a).

2. Létezik f, hogy I# I. Legyen
1 ,hazx€|abdNQ,
flz) =

0 ,haxelab]\ ([a,b] NQ),
(azaz a Dirichlet-féle fiiggvény lesztikitése az [a, b] intervallumra). Legyen P tet-
sz6leges felosztasa [a, b]-nek. Ismeretes, hogy barmely két valos szam kozott van
racionalis és irracionalis szam is, igy
m; =0, M; =1 a felosztas barmely intervalluman, ami adja, hogy

s(fLP)=>0-Ax; =0, S(fP)=) 1-Ax;=b—a,
i=1 =1

igy [=0#b—a=1.
7. definicié. Az f : [a,b] — R korlétos fiiggvény Riemann-integrdlhatd [a,b]-n,
ha I=1. Ezt a kozos értéket az f [a,b] feletti Riemann-integrdljanak nevezziik,

b b
ésraaz I, [ f vagy [ f(x) dx jelolést hasznéljuk. Ha [c,d] C [a,b] és f [c, d]-re valo

lesztikitése Riemann-integralhato [c, d]-n, akkor azt mondjuk, hogy f Riemann-
d
integralhato [c,d]l-n. [ f az f : [a,b] — R fiiggvény Riemann-integréljat jeloli
d

d
[c,d]-n. Ha flj.q =g, akkor [ f = [g.

Megjegyzések.
1. Az el6bbi peldak mutatjak, hogy az f(z) = ¢ (z € [a,b]) figgvény Riemann-
b

integralhato és [ cdx = ¢(b — a), mig a Dirichlet-féle fiiggvény nem Riemann-
integralhato [a, b]-n.

2. Ha f: [a,b] — R korlatos, nemnegativ és Riemann-integralhato fliggvény, akkor

b

az [ f szam (f Riemann-integrilja [a,b]-n) geometriai tartalma legyen az f

a
grafja alatti sikidom teriilete.
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3. A Darboux-tétel és kovetkezményei

A felst és also Osszegek egyfajta ,hatarérték” tulajdonsagat mutatja az alabbi
eredmény.
1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : [a,b] — R korlatos fiiggvény, akkor barmely
e-hoz létezik §(¢) > 0, hogy [a,b] barmely P felosztésara, melyre ||P|| < 6(¢g)

(D) S(f,P)—-I<e 6 I-s(f,P)<e
teljestil.

2. tétel (A Darboux-tétel kévetkezménye). Ha f : [a,b] — R korlatos fiig-
gvény, akkor
a) [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozatara létezik

klim s(f,Pe)=1, klim S(f,P)=1, és klim O(f,P)=1-1;

b) [a,b] béarmely (P.) normélis felosztassorozatira létezik (o'(f,Py)) 6s
(0%(f, Pr)) integralkozelits Gsszegsorozat, hogy

letezik  lim o' (f,Py) =1 illetve Jim o2(f,P) =1 .

Megjegyzés. Iés I tehat meghatarozhaté egy specialis normalis felosztassoroza-
thoz tartozo (s(f, Px)), illetve (S(f, Px)) sorozat hatéarértékeként. Ezért példaul
a mar vizsgalt f(z) = 2? (z € [0,1]) fiiggvényre I = I = 3, igy az Riemann-
integralhatoé.

4. A Riemann-integralhatésag kritériumai és elegendé
feltételei

1. tétel. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté [a,b]-n, ha létezik I € R hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik
d(e) > 0, hogy barmely olyan P felosztasara |a,b]-nek, melyre
1P|l < d(e), |o(f, P)—I| < e teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhaté [a,b]-n, ha [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozathoz tartozoé
barmely o(f, Py) integralkozelits dsszegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak
akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, ha barmely € > 0 esetén létezik P felosztésa
[a, b]-nek, hogy

O(fup):‘g(fvp)_s(fup) <e.
4. tétel. Az f : [a,b] — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integral-

haté [a, b]-n, ha az [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozata esetén (O(f, Py))
nullsorozat.
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5. tétel. f:[a,b] — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.
Bizonyitds. Barmely P-re I — I < O(f, P), igy elég megmutatni, hogy barmely

¢ > 0-hoz létezik P felosztéasa [a,b]-nek, hogy O(f, P) < e (mert akkor I =I): f
g

folytonossaga adja egyenletes folytonossagat [a,b]-n, igy =—-hoz létezik d(g) > 0,
hogy V 2/, 2" € [a,b], |2' — 2| < d(e) esetén

@) = @) < — .
Legyen P olyan, hogy || P|| < d(¢), akkor
[—I<O(f,P) = (M;—m)Az; = > (f(x}) = f(z})Aw; <e .
i=1 i=1

(Itt felhasznaltuk, hogy f folytonossaga miatt 3 =}, 2! € [x;_1,x;], hogy M; =

27 K2

f(@), mi = f(x).) 0
6. tétel. Egy f : [a,b] — R monoton fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds.

a) Ha f(a) = f(b)) = f(zx) =C = az allités igaz.

b) Ha f(a) # f(b), akkor V € > 0 esetén olyan P-re, hogy || P|| < <

f(0) = f(a)

hasznélva példaul monoton névekvs f fliggvény esetén, hogy m; = f(x;-1), M; =
f(zi)) kapjuk, hogy

(fel-

n n

I—I<O(f,P) =Y (M —m)Ax; = Y [f(x:) — flwi1)]Ax; <

i=1 =1

S If (@) = flai)] =¢

=1

€
< e
f(0) = f(a)
ami adja, hogy I = I azaz f Riemann-integralhato. O

Peélda. Tekintsikk az f(z) = [z], = € [—1,2] fiiggvényt (az egészrész fliggvény
lesztikitését a [—1,2] intervallumra). Ez monoton novekeds, igy tételiink miatt
Riemann-integralhato [—1,2]-n, de nem folytonos).

7. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté [a,b]-n, [c,d] C [a,b], akkor f
Riemann-integralhaté [c, d]-n is.

8. tétel (az integral intervallum feletti additivitasa).
Legyen f : [a,b] = R, ¢ €]a,b[, f Riemann-integralhaté [a,c|]-n és [c,b]-n, akkor
f Riemann-integréalhato [a, b]-n is, és

/bfz/chr/bf-
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Kovetkezmény. Legyen f : [a,b] — R és P = {a = ag,a1,...,a, = b} egy
felosztasa [a, b]-nek. Ha f Riemann-integralhato barmely [a;—1,a;] intervallumon,
akkor Riemann-integralhato [a, b]-n és

/bf(x) d:c_i 7f(x) dx

Bizonyitds. A 8. tétel felhasznélasaval és teljes indukcioval azonnal kapjuk az al-
litast. ]

Megjegyzések.
1. Ha f : [a,b] — R folytonos, tigy az 5. tétel miatt Riemann-integralhato, azaz
I =1. Az [a,}] intervallum egyenls részekre osztasaval nyert (Pj) normélis
b— .
felosztassorozat, mert || Pyl = Ta — 0. Igy a Darboux-tétel kévetkezménye

miatt:

klim s(fyPp)=1I=1= klim S(f, Px) ,

ezért a kozépiskolaban adott integral definicié a Riemann-integrallal megegyezé
eredményt ad.

2. Tételeink alapjan egy Riemann-integralhato fiiggvény Riemann-integraljat barmely
(Pr) normalis felosztassorozathoz tartozo (s(f, Pr)),
(S(f, Px)), vagy {(o(f, Px)) sorozat hatarértéke megadja.

5. A Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai

1. tétel. Ha f, g : [a,b] — R Riemann-integralhatok, p,q € R, akkor a (p-f+q-g) :
[a,b] — R fiiggvény is Riemann-integralhaté és

b

/(p-f+q-g)=p-/bf+q-/bg

a

Bizonyitds. [a,b] barmely (Py) normalis felosztassorozatara

olp-f+q-9,P)=p-o(f,Px)+q-0(g,Pr) ,

ami f és g Riemann-integralhatosiaga és a Riemann-integralhatésag kritériuma
(I1.4.2. tétel) miatt adja az allitast. O

Megjegyzés. A tételbdl teljes indukcidval kovetkezik, hogy ha az
fi : [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok és A; € R
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(i=1,...,n), akkor a > )\, f; fliggvény is Riemann-integralhat6 és
i=1

b . b
a/;)\ifi:;)\ia/fi'

2. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor f? is, tovabba ha létezik
1

¢ >0, hogy |f(z)| > ¢ barmely z € [a,b], akkor 7 is Riemann-integralhato.

3. tétel. Ha az f,g: [a,b] — R fiiggvények Riemann-integralhatok, akkor f - g is,

tovabba ha létezik ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢ barmely = € [a, b]-re, gy % is Riemann-
integralhato.

Bizonyitds. Az
g 2 _(f_? e L—g. L
frg=2(F+9)7—(f—9)7] ¢ P f P

egyenldségek — az elsé két tétel felhasznalasaval — nyilvanvaloan adjak az allitast.
O

FNgpr.

Megjegyzések.
1. A 3. tétel teljes indukcidval adja, hogy véges sok Riemann-integralhato fliggvény
szorzata is Riemann-integralhato.

2. Riemann-integralhato fiiggvények kompozicidja altalaban nem Riemann-integ-
ralhato.

3. Legyen f:[a,b] = R, g:[c,d] = R és Ry C [c,d]. Ha f Riemann-integralhato
és g folytonos, akkor g o f Riemann-integralhato.

4. tétel. Ha f : [a,b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is Riemann-
integralhato.

6. Egyenlétlenségek, kozépértéktételek Riemann-integralra

1. tétel. Legyenek f, g : [a,b] — R Riemann-integralhatok és f < g, akkor

b b

Jr</g

Bizonyitds. Legyen (Py) tetszGleges normaélis felosztassorozata [a, b]-nek,

th € [aF | 2¥] tetszoleges, akkor f(tF) < g(tF) miatt o(f, P.) < o(g, Py), ami
adja az allitast. O

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor

b b
/f s/lfI-
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Bizonyitds. |f| az 5.4. tétel miatt Riemann-integralhato, igy a —|f| < f < |f]
egyenlStlenséghdl az 1. tétel miatt — [ |f| < [ f < [|f], ami adja az allitast. O

3. tétel (kbzépértéktétel). Legyenek f,g : [a,b] — R Riemann-integrdlhatok,
tovabba
m< flz) <M, 0<g(x) (z€][ab]),

b b b
m-/gﬁ/f-gSM-/g-

Bizonyitds. m -g, f-g, M - g Riemann-integralhatok és

akkor

m-g<f-g<M-g

[a, b]-1n, melybsl az 1. tétel miatt jon az allités. O
Kovetkezmények.
1. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, m < f < M, akkor
b
1
m< /fSM-
b—a

Bizonyitds. A 3. tételbdl g(x) = 1 valasztassal kapjuk az allitast.
2. Ha f: [a,b] — R folytonos fliggvény, akkor létezik ¢ € [a, b], hogy

ﬂ@=biajf.

7. Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye

1. definici6. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor

a a b
oo [
a b a
2. definicié. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor az
(I-F) Filab >R, Fz)= / F(t)dt
szerint definialt F' fliggvényt f integrdljanak, mint a felsé hatdr fiiggvényének

nevezzilk. Ezt szokas tertletméréd fliggvénynek, vagy [ integrdlfiiggvényének
is nevezni.
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1. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato, akkor F (f integrélja, mint
a felsg hatar fiiggvénye) folytonos [a, b]-n.

2. tétel. Legyen f : [a,b] — R Riemann-integralhato és folytonos az x € [a, D]
pontban, akkor az F (f integralja, mint a fels hatar fiiggvénye) differencialhato
x-ben, és F'(x) = f(x). (Tehat, ha f barmely x € [a, b]-ben folytonos, gy F egy
primitiv fiiggvénye f-nek.)

8. A Newton-Leibniz formula

Tétel (Newton-Leibniz formula). Legyen f,F : [a,b] — R olyan, hogy f
Riemann-integralhat6, F folytonos [a,b]-n és differencidlhaté ]a,b[-n, tovabba
F'(z) = f(x) (z €]a,b]), akkor

b
/ f=F®b) - Fla)

(Az F(b) — F(a) szamot szokés [F(x)]% modon is jelélni.)

Bizonyitds. Legyen (Py) = ({z¥ | i = 0,1,...,n%}) tetszdleges normalis felosztas-
sorozata [a, b]-nek. F teljesiti a Lagrange-tétel feltételeit barmely [z¥ |, x*] inter-
vallumon, gy 3 t¥ €]2¥ |, 2¥ [, hogy

F(zk) — F(a¥ ) = F/(tH Azl = f(tF) Ax? Vi=0,1,...,ny esetén.

i i

Ezeket 0sszegezve pedig

F(b) = F(a) =) (F(a}) = F(af_y)) =Y f(thAaf = o(f, Pr)
=1 =1

kévetkezik V k-ra, igy k — oo esetén (f integralhatosaga miatt)

b
F) - Fla) =o(f.P0) — 1.
b
azaz F(b)— F(a) = [ f (mert o(f, P) konstans sorozat), és ezt kellett bizonyitani.
’ O
Megjegyzés. Ha F differencialhato [a,b]-n és F' = f, azaz F primitiv fiiggvénye

f-nek, akkor F-et nyilvan az I.1. fejezetben tanultak szerint hatarozzuk meg, majd
alkalmazhatjuk tételiinket.

Példak.
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2
1. Szamitsa ki az [[z] dz Riemann-integralt (ha létezik).

1
Az f(x) = [z], = € [1,2] fiiggvény monoton névekedd, ezért Riemann-integral-
hato. A F(z) =z, x € [1,2] figgvény differencialhato, tovabba F'(z) = 1 = [z],
ha z € [1,2[. Teljesulnek tehat tételiink feltételei, igy

/[x]d:c:F(Q)—F(l):2—1:1.

2. Szamitsa ki az [ sin(z) dz Riemann-integralt (ha létezik).

1
Az f(x) =sin(x), = € [0, 7] folytonos, ezért Riemann-integralhato.
Ismeretes, hogy [sin(z)dx = —cos(z) + C (z € R), igy a
F(z) = —cos(x), (x € [0,7]) az f primitiv fliggvénye (azaz F'(x) = f(x))
[0, 7]-n, ezért tételiink és a megjegyzés miatt

™

/sin(a:) de = [— cos(az)}g =1+1=2.
1

9. Parcialis és helyettesitéses Riemann-integralok

1. tétel (parcialis Riemann-integralas). Ha az f,g : [a,b] — R fiiggvények
folytonosan differencialhatok, akkor

b b
/ 19’ = F(b)g(b) - f(a)gla) - / fg.

Bizonyitds. Legyen F : [a,b] — R, F(t ffg —i—ff g+ f(a)g(a)— f(t)g(t), akkor
Vit e la,b-re3d F'(t) és
F'(t) = f(t)g'(t) + f'(H)g(t) = [f(H)g®)] =0  (Vt€[a,b]),

igy F(t) = ¢, illetve F(a) = 0 miatt ¢ = 0 és ezért F(b) = 0, ami F definiciojabol
adja az allitast. 0

Példa. Szamitsuk ki az f xsin(z) dr Riemann-integralt (ha létezik).

Az f(z) = =z, g(x) = —cos( ) (x € [0,7]) folytonosan differencialhatok, mert
letezik f'(z) = 1, ¢'(z) = sin(z) (x € [0,7]) és az f',¢' : [0,71] — R fiiggvények
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folytonosak. Ezért tételiink és a Newton-Leibniz formula szerint

™ T

/:vsin(x) dx = w(—cos(m)) — 0 - (—cos(0)) — /1 - (—cos(z)) dx =

0 0
by

=n+ [ cos(x)dr =7+ [sin(a:)]Tr =T.
/ ;

2. tétel (helyettesitéses Riemann-integralas). Ha g : [a,b] — [c,d] folytono-
san differencialhato, f : [c,d] — R folytonos, akkor

b g(b)
(HR) / Flg(@))g'(z) dz = / f(z) dx
a g(a)

Bizonyitds. Legyen H : [¢,d] — R, H(u f f(x)dx, akkor H differencialhato
9(a)
és H'(z) = f(x) (z € [¢,d]). Legyen tovabba G [e,d] = R

/f ) do — ff(w) ds

g9(a)
akkor 3 G'(t) = f(g(t))g’ ) ( (t)g'(t) =0, és igy G(t) = c. De akkor G(a) =
miatt ¢ = 0, és igy G(b) = mi G definici6ja miatt adja az allitast. O
Megjegyzések.
1. (H-R)-ben z helyett irhatunk ¢ valtozot a baloldalon és akkor az a

g(b)
(H*R) / ) di = / 1o
g(a)
alakban is irhato.
2. (H-R)-t akkor hasznaljuk, ha észrevessziik, hogy a kiszdmitand6 integralunk
integrandusa f(g(x))-¢' () alaka, mig (H*-R)-t akkor, ha az z = g(¢) (t € [a, b])
g(b)

helyettesitéssel akarjuk (tudjuk) kiszamitani az [ f(x)dz integralt.
g9(a)
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Példak.

1. Szamitsuk ki az I = [ 2 sin (%) dx (egyébként létezs) Riemann-integralt.

x2

AR ol

Nyilvan

=
1 1

I:—/——251n(—) dx
T T

2 4], g(z) = 1 folytonosan differen-

=

tovabba lathato, hogy a g : [%, %] — [W, =
cialhato és az f : [%, %] — R, f(x) = sin(x) folytonos fiiggvények teljesitik a
tétel feltételeit, igy (H-R) és néhany korabbi eredmény szerint

ElS

s s

2 2
1 1 1 1
/Psin <E> d:z::—/—ﬁsin (E) d:c:—/sin(x)d:c:
4

™

_ /sin(aj) do = cos <%> — cos (%)

w13
RIS
w13

EIIS

1
2. Szamitsa ki az [ o= dr Riemann-integralt.
0

Az f(z) = % (x €10,1]) fiiggvény folytonos.
Legyen g(t) = logt (¢ € [1,¢€]), ekkor g([1,€]) = [0,1], 0 =g(1), L =g(e) és g
(¢'(t) = + miatt) folytonosan differencialhato, ezért a (H*-R) szerint

=
€

1 loge -
e’ e’ e°8 1 1
———dxr = ———de= | ————-dt= | —=dt =
/1-‘1-621 z /1+e2m z /1+e2logtt /1+t2
0 log 1 1 1

= [arctg t]i = arctge — g .

10. Improprius Riemann-integral
1. definicié. Legyen a € R, a < b < 400, f : [a,b]— R minden [a,t] C [a,b]

intervallumon korlatos és Riemann-integralhato fliggvény. Tegyiik fel tovabbé, hogy
b =400 vagy 3¢ > 0, hogy f nem korlatos a [b— ¢, b| intervallumban. Ha létezik a

(1) tiiggo/tfi/bf
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véges hatarérték, akkor azt az f fiiggvény improprius Riemann-integrdljanak
b

nevezziik [a,b[-n. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az [ f improprius integrdl kon-
a
vergens. Ha (1) nem létezik, akkor az improprius integralt divergensnek mondjuk.

2. definici6é. Ha a € R, —o0 < ¢ < a, f :]¢,a] — R minden [t,a] C]c,a] inter-
vallumon korlatos és Riemann-integralhato, ¢ = —oo vagy 3 € > 0, hogy f nem
korlatos ]e, ¢ + £]-on. Ha létezik a

(2) tgggo/afi/af

véges hatarérték, akkor azt az f improprius Riemann-integrdljanak nevezzik
(¢c,a]-n. (A konvergencia illetve a divergencia az el6zdekhez hasonlo.)

3. definicié. Legyen —oco < a <b < 400, f:]a,b[— RV [z,y] Cla,b][ intervallu-
mon korlatos és Riemann-integralhato, tovabba « = —00  vagy
b = 400 (vagy mindketts) vagy létezik € > 0, hogy f nem korlatos az |a,a +
e]U[b—e,b| intervallmon. Akkor a

Yy b
i fr= [
y—b—0

xT a

véges hatéarértéket (ha létezik) f [a,b] feletti improprius Riemann-integrdl-
janak nevezziik.

Példak.
+oo

1. Konvergens-e az [ z®dz improprius integral, ahol a € R rogzitett? Legyen
1

a=1, b=+o0, ekkor az f : [1,4+o00[— R, f(z) = z® fliggvény barmely [1,t] C
[1,4+o00[ intervallumon korlatos és Riemann-integralhato (hiszen folytonos) és

. xa-l—l t 1 L
= (t“tt —1) | ha a# —1,
2% dp — a+1l], a+l
1 [lna]izlnt ,haa=-—1.
Tovabba
0 h -1
lim t*t! = ) 1B &< = lim Int =+4o00.
t— 400 400, haa>-—1, t—-+o0o
Ezért az 1. definicié szerint
+o0 (t"‘“—l):—adl‘_1 ,ha o < -1,

thT a—+1
/xad:r:

1 +00 , ha o > —1 (divergens).
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“+o0
2. Konvergens-e az | e dz improprius integral, ahol a € R rogzitett?

0
Legyen a = 0, b = 400, ahol az f : [0,+00[— R, f(z) = e** fiiggvény barmely
[0,¢] C [0, +00[ intervallumon korlatos és Riemann-integralhato, mert folytonos,

és
¢ t
ax 1 ax 1 at
edr=|—e =—(e*=1) ha a # 0,
« 0 «
0
illetve
t t
/eozda::/ld:c:t.
0 0
Mivel
h
lim e = 0 »haa <0, és lim ¢ = +oo,
t—+o0 400 ,haa>0 t—+o0
igy
+oo 1
/ . —— L,haa<(,
e dr = «
400 ,haa>0.

0






X. fejezet
Vekotorterek, euklideszi terek

1. Vektortér, euklideszi tér fogalma
1. definici6. Legyen adott egy V halmaz (elemeit vektoroknak nevezziik). Tegyiik
fel, hogy értelmezve van két mivelet:

— a vektorok Osszeaddsa, melyet v,y € V-re x4+ vy ,
— a skaldarral valo szorzds, melyet x € VA X € R esetén Az jelol.

V-t e két miivelettel vektortérnek, (vagy linedris térnek) nevezziik, ha barmely
z,y,2 €V, A\, u € R esetén

aext+y=y+a (kommutativitas),
x4+ (y+z2)=(+y) +=2 (asszociativités),
3) 30eV, z+0=x (nullelem létezése),
H)VzeV, 3 —zeV, o+ (—2)=0 (inverzelem létezése),
5) 1.z ==,

6) A(uz) = (Apn)z

) A+ pe = x+px, Mz+y) = x+ Ay (disztributivitas).

2. definici6é. Ha V egy vektortér, akkor a (,) : V x V — R fiiggvényt skaldris,
vagy belsdszorzatnak nevezziikk, haV x,y,z € V és A\, u € R esetén

1) (z,y) = (y,2) ,

2) (z+y,2) = (z,2) + (y,2) ,

3) (Az, y>—A<w Yl

4) (z,z) >0, (z,2) =0 <= =0

teljesiil.

3. definicié. Egy V vektorteret, rajta egy skalaris (vagy belsd) szorzattal, belsészor-
zattérnek, vagy (néha csak valos értéki skalaris szorzat esetén) euklideszi térnek
neveziink.

4. definicié. Ha V belsGszorzattér, akkor az x € V vektor hosszan, vagy euk-
lideszi normdjan az ||z|| = /{x, z) szdmot értjik.

119
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1. tétel. Az euklideszi normara teljesiil:
1) ||z >0, ||z]| =0 < z =0, VeeV,
2) Az = Al lz  VzeV, AeR,
3) [, y)” < |l=l* Iyl
4 z+yl <l=ll+lyl VayeV.

Megjegyzés. Minden, az 1)-4) tulajdonsagot teljesits ||.|| : V — R fliggvényt
normanak neveziink V-n.

5. definici6. Ha V belsszorzattér (vagy euklideszi tér) akkor az z,y € V vektorok
euklideszi tavolsdgan a d(x,y) = ||z — y|| szdmot értjiik és azt mondjuk, hogy a
d:V xV — R figgvény tavolsag, vagy metrika V-ben.

2. tétel. A V-beli euklideszi tavolsdgra teljestil:

1) d(z,y) 20, d(z,y)=0 < 2=y, VazyeV,

2) d(z,y) =d(y,xz) Va,yeV,

3) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2) Va,y,z€V .
Bizonyitds.
1) d(z,y) = ||z —y| >0, és d(z,y) =0 <= =0, haz =y;
2) d(z,y) =z —yll = = (y—2) = ly — 2| = d(y, x);
3) dlz,2) =z —z|| =z —y) + (y—2) <[z —yll + ly — 2] =

=d(z,y) +d(y,2). O

2. Az R" euklideszi tér

1. definici6é. Legyen R! =R, és ha n € N-re mar R" értelmezett, akkor R"T1 =
R™ x R. R™ elemeit (1, ...,z,)-nel jeloljik és rendezett valés szdm n-eseknek
nevezziik, ahol

(X1, 3 Tn) = WY1,y Yn) <= T1=Y1,--,Tn = Yn -

Ha z = (x1,...,2,) € R™, akkor az x;-ket az = koordindtdinak, R™ elemeit
pontoknak, vagy vektoroknak is nevezziik.

1 n
Szokéasos az R™ =R x -+ - X R jelolés is és azt is mondjuk, az R™ R énmagaval vett
n-szeres Descartes-szorzata.

Megjegyzés. R? = R x R egy modelljét (reprezentaciojat) mar megadtuk, mint
a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszert.

R3 = R x R x R egy modellje (reprezentacioja) az alabbi médon bevezetett
térbeli Descartes-féle koordinatarendszer.

Ha adott a sikbeli Descartes-féle koordinatarendszer, tigy annak (0,0) ko-
ordinataju pontjaban allitsunk meréleges egyenest, mely egy olyan szamegyenes,
melynek 0 pontja a (0,0) déféspont, az egységet pedig gy jeloljiik ki, hogy onnan a
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sikra ,nézve” az y-tengely pozitiv forgassal vihets at az z-tengelybe. Az 0j tengelyt
z-tengelynek is nevezhetjiik.

A tér pontjaihoz az (z,y,2) € R?® rendezett szimharmasokat bijektiven lehet
hozzarendelni ugy, hogy egy P ponthoz rendelt z koordinata a P-bél a z tengelyre
bocsijtott meréSleges talppontjanak megfelels szam a z szamegyenesen, mig ha P’
a P pont meréleges vetiilete a sikra, ugy x és y a P’ koordinatai a sikbeli Descartes-
féle koordinatarendszerben.

Ekkor a tér pontja valés szimharmasokkal, R3 elemivel jellemezhetdk, és forditva.

2. definicio. Legyen adott az R™ halmaz és értelmezziik benne az dsszeadds és
skaldrral valo szorzds miiveletét

r4+y=(@1+Y1,.., Tn+yn), illetve Az = (Ax1,..., z,)
szerint, ha z = (z1,...,2,), y= (Y1,-..,yn) ER® A AER.
1. tétel. R™ a most értelmezett két mivelettel vektortér (vagy linearis tér).
Bizonyitds. A vektortér 1)-7) tulajdonsagai egyszertien ellenérizhetk. A nullelem:
0=(0,...,0). O
2. tétel. Hax = (21,...,2n), y= (Y1,.-.,Yn) € R", tgy

(T,y) = 2191+ + TYn

skalaris (vagy belsd) szorzat R™-ben.

Bizonyitds. A belsGszorzat 1)-4) tulajdonsaganak ellendrzésével. d
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3. tétel. Hax = (21,...,2n), y = (Y1,--.,Yn) € R", akkor az

o]l = V/{w,2) = | Do, illetve d(z,y) = ||z —y| =
=1

szerint definidlt norma, illetve tavolsag (metrika) teljesiti a norma, illetve metrika
tulajdonségait.

Bizonyitds. Egyszert (feladat). O

Megjegyzések.

1. A 2., 3. tételben definialt skalaris (belss) szorzattal, normaval, illetve tavolsag-
gal (metrikaval) R™ euklideszi tér, euklideszi normaval és metrikaval. (R™,d)-t
n-dimenzios euklideszi térnek is nevezik.

2. Han =1, gy a d(z,y) = |z — y| (v,y € R) tavolsag (R',d) = (R, d)-ben,
hiszen d teljesiti a tavolsag 3 tulajdonsagat.

3. Az a € R” pont (vektor) r sugara nyilt gombkornyezete a
K(a,r) ={z € R" | d(z,a) < r}

halmaz, ahol d az R™-beli euklideszi tavolsag.

3. R™ topolégiaja

1. definicié. Legyen adott E C (R™,d) halmaz. Azt mondjuk, hogy
— x € E belsé pontja E-nek, ha 3 K(x,r), hogy K(x,r) C E;
— x € R" kiilsé pontja E-nek, ha belss pontja C'E-nek
(azaz 3 K(z,7), K(z,r)NE =0);
— x € R" hatdrpontja FE-nek, ha nem belsé és nem kiils§ pontja
(azaz V K(z,r)-re K(x,r)NE#0 N K(z,7)NCE #0).
A bels6 pontok halmazat E belsejének, a hatarpontok halmazat F hatdrdnak
nevezziik.

Példa. Legyen E =|0,1[x ]0,1[C R?.

(1,3) belss pontja E-nek, mert peldaul K((3,14),3) (az (,1) pont 1 sugar
kérnyezete) teljesiti, hogy K((3,3), 1) €]0,1[x]0,1[.
(3,0) kiils6 pontja E-nek, mert K((3 0),1) N E = ) miatt K((3,0),1) C CgE,

azaz (3,0) bels pontja Cre E-nek.

(1,0) hatarpontja E-nek, mert V r > 0 esetén K ((1,0),r) ¢ E (hiszen (1 + %,0) €
K((1,0),7), de (1 + £,0) ¢ E) miatt nem belsé és K((1,0),r) ¢ CE (hlszen
(1-%,0) € E) miatt nem kiils6 pontja E-nek.

2. definicié. Az E C (R",d) halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belss
pont; zdrtnak nevezziik, ha C'E nyilt.
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Példak.

1. E =]0,1[x]0,1[ C R nyilt halmaz, mert V (z,y) € E esetén, ha
r = min{z,1 — x,y,1 — y}, akkor K((z,y),r) C E.

2. E =10,+00[ x ] — 00, +0oo| zart halmaz, mert V (z,y) € CF esetén, ha
r= le , akkor K ((z,y), I;I) C CE, azaz (z,y) kiils6 pont és igy CE nyilt, tehat
E zart

1. tétel. Az (R™,d) metrikus térben igazak a kovetkezdk:
1) R™ A 0 nyilt halmazok,
2) nyilt halmazok egyesitése nyilt,
3) véges sok nyilt halmaz metszete nyilt,
illetve
1) R™ A 0 zéart halmazok,

2) zart halmazok metszete zart,
3) véges sok zart halmaz egyesitése zart.

3. definici6. Legyen adott E C (R™,d). Az zp € R™ pontot az E halmaz tor-
léddsi pontjanak nevezziik, ha V K(xg,7) (R™-beli) kdrnyezet tartalmaz xo-tol
kiilonb6z6 E-beli pontot, azaz (K (zo,r)\{zo}) N E # 0. FE torlodasi pontjainak
halmazat szokas E’-vel jelolni.

zg € E izoldlt pontja E-nek, ha nem torlodasi pontja, azaz 3 K(zg,r), hogy

(K (2o, ) \{zo}) N E = 0.
Példak.
1. Az E = {(1,0) | n € N} C R? halmaznak a (0,0) pont torlodasi pontja

((0,0) ¢ E), mert V K((0,0),7)-ben van eleme FE-nek, hiszen V r > 0-ra —

mert N feliilr6l nem korlatos — 3 n € N, hogy n > %, azaz 0 < % < r, igy

(0.5) € K((0,0).7).
2. Az E=NxN = {(n,n) | n € N} C R? halmaz minden pontja izolalt pont,
mert V n € N-re (K((n,n),1)\ (n,n)) N E = 0.

2. tétel. Az E C (R",d) akkor és csak akkor zért, ha E' C E (azaz tartalmazza
minden torlédasi pontjat).

3. tétel (Bolzano-Weierstrass). Barmely S C R™ korlatos végtelen halmaznak

létezik torlédasi pontja.

4. definici6. Nyilt halmazok egy {o,} rendszere az S C R™ halmaznak egy nyilt
lefedése, ha S C |Jo,.

Példa. Az E = N x N C R? halmaznak a {K((n,n),1) | n € N} halmazrend-
szer egy nyilt lefedése, mert barmely n € N-re (n,n) € K((n,n),1), igy (n,n) €

:leK((i,i),l) azaz E C U K((i,1),1).

i=1
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5. definicié. A K C R” halmaz kompakt, ha minden nyilt lefedésébdl kivalaszthato
véges sok halmaz, mely lefedi K-t.

Példak.

1. E = NxN nem kompakt, mert barmely K ((n,n), 1) elhagyasaval az elsbbiekben
adott nyilt lefedés maradék halmazai mar nem fedik le E-t, igy koziilik véges
sok sem fedheti le.

2. K={(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)} kompakt halmaz, mert K barmely o nyilt lefedése
esetén K C o miatt létezik 01, 02, 03, 04 nyilt halmazok o-bdl, hogy (i,4) €

4
0; (1=1,2,3,4),igy K C | 0;, azaz barmely 0-bol kivalaszthato véges lefedés.
i=1

4. tétel (Heine-Borel). Egy K C R™ halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha

korlatos és zart.

Példak.

1. AK=4{(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)} halmaz kompakt, mert korlatos (példaul K C
K((0,0),10)) és zart (mert nincs torlodasi pontja).

2. F = N x N nem kompakt, mert nem korlatos, ugyanis d((1,1),(n,n)) =
(n — 1)v/2 és N feliilrsl nem korlatossaga miatt nem létezik » > 0, hogy
d((i,1), (4, 7)) < r teljesiilne barmely i,j € N-re.



XI. fejezet

Sorozatok R*-ban

A fejezet fogalmai és eredményei szoros analogiat mutatnak a szamsorozatoknal
tanultakkal.

1. Alapfogalmak és kapcsolatuk

1. definicié. Egy f : N — RF fiiggvényt R*-beli sorozatnak neveziink. A sorozat
n-edik elemét f(n), an,, x, (vagy mas) jeloli. A sorozat elemeinek halmazéra az
{an} vagy {z,} (vagy mas) jelolést hasznalunk. Magat a sorozatot az f = (a,),
vagy f = (z,) (vagy més) szimbolummal jeloljiik.

Példa. Az <(%, 1+ %)> R2-beli sorozat, n-edik tagja (%, 1+ %), az elemeinek
halmaza {(%, 1+ %) | n e N}.

2. definicié (korlatossag). Az (x,) RF-beli sorozat korlatos, ha {x,} korlatos.

Példa. Az <(%, 1+ %)> R2-beli sorozat korlatos, mert elemeinek
{(%, 1+ %) ‘ n e N} halmaza korlatos. A II. 2.4. megjegyzés miatt elegendd meg-
mutatni, hogy létezik r > 0, hogy barmely n € N-re

2
1 2 /1 2 In24+4n+5
d]R2 ((0,0)7 (E71+5>) = ﬁ—i_(l—i_ﬁ) = % <r.

Mivel

2 2
\/n +4n+5<\/2n +8n+8:\/§n+2§3\/§,

n? n? n
egyszertien belathato barmely n € N-re, igy 7 = 3v/2 jo lesz.
3. definicié (konvergencia). Az (x,,) RF-beli sorozat konvergens, ha 3 x € R¥,
hogy V ¢ > 0 esetén 3 n(e) € N, hogy V n > n(e)ra d(z,z,) = |z — x| < €

teljesiil. Az 2 € R szdmot (vektort, elemet) (x,,) hatarértékének nevezziik. Azt,
hogy (x,) konvergens és hatarértéke z, igy jeloljik: lim x, = z vagy =, — z.
n—oo

Példa. Az <(%, 1)> R2-beli sorozat konvergens és hatarértéke (0,1) € R?. Ekkor
azt kell megmutatni, hogy barmely ¢ > 0-hoz létezik n(e) € N, hogy barmely

125
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n >n(e) (n € N) esetén

o (L) 0n) = /(2 o) v tee

Ez pedig igaz az <%> val6s szdmsorozat konvergenciaja miatt.

Megjegyzések.

1. A kornyezet fogalmat felhasznalva a konvergencia tin. ,kornyezetes" definiciojat
kapjuk: az (z,,) sorozat konvergens, ha 3 = € R* hogy V K (,¢)-hoz 3n(e) € N,
hogy V n > n(e)-ra z,, € K(x,¢) teljestil.

2. Egyszertien belathato, hogy x, — ¢ <= V K(z,¢)-re x,, € K(x,¢) legfeljebb
véges sok n € N kivételével.

4. definicié (divergencia). Az (r,) RF-beli sorozat divergens, ha nem konver-
gens, azaz ha V z esetén 3 ¢ > 0 (VK (z,¢)), hogy V n(e) € N-re 3 n > n(e), hogy
d(xz,z,) > (V a, ¢ K(x,¢€)).

Példa. Az ((n,0)) R2-beli sorozat divergens, ha megmutatjuk, hogy barmely (z,y) €
R? esetén létezik K ((z,y),e), hogy barmely n(e) € N-re létezik n > n(e), hogy
(n,0) ¢ K((2,9),¢).

Ha (z,y) € R?, hogy y # 0, akkor nyilvan & = “—S‘—re K ((x, Y), I;’—I) nem tartalmaz
egyetlen elemet sem a ((0,n)) sorozatbol (mert a kdrnyezet és az x-tengely metszete
iires).

Ha (z,y) = (x,0), akkor € = 1 esetén n > x + 1-re (n,0) ¢ K((z,0),1).

1. tétel (a hatarérték egyértelmtisége). Ha (x,,) RF-beli konvergens sorozat,
akkor egy hatérértéke van (azaz v, — a ésx, - b = a=0).

2. tétel (konvergencia és korlatossag). Ha az (z,) (R*-beli) sorozat konver-
gens, akkor korlatos.

3. tétel. Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatarértéke x € RF, ha

T = (T1ny - - Tkn) jeloléssel az (x1y), ..., (k) (Ggynevezett koordinata) soroza-
tok konvergensek és az x = (x1,...,xy) jeloléssel x;, — x;
(i=1,...,k).

Példa. Hatarozza meg az

n+1 1
3n+2 n24+1

R2-beli sorozat hatarértékét! Korabbi tanulmanyaink alapjan
n+1 1 1
—_— = -, _
3n+ 2 3 n?+1

n+1 1 1
)~ (5.0].
3n+2 n2+1 3

0,

igy tételiink adja, hogy
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2. Sorozatok és miiveletek, illetve rendezés

Definici6. Ha (z,,) és (y,) R*-beli sorozatok, A € R tetsz6leges, akkor az
(@) + (Yn) = (@n + Yn) ; Mzn) = (Azn)

szerint definialt sorozatokat az adott sorozatok dsszegének illetve A-szorosdnak
nevezziik.

Tétel. Legyen (x,) és (y,) RF-beli sorozat, A € R tetszéleges, hogy x, — x és
Yn — Yy, akkor (x,) + (yn) és Nx,) konvergensek és x,, + y, — = +y, A\x, — A\z.






XII. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértékii fliggvények foly-
tonossaga, hatarértéke

E fejezet fogalmai és eredményei a valos fiiggvények folytonossagat és hatarértékét
targyald, V. és VI. fejezetben bevezetett fogalmakkal és tételekkel mutatnak szoros
analogiat.

1. Alapfogalmak

1. definicié. Az f : E C (R",d) = R, f: E C (R",d) — (R™,d), tipusu fiig-
gvényeket  valos  értékd, illetve az  (R",d) metrikus teret az
(R™,d)) metrikus térbe képez6 fliggvénynek nevezziik.

Megjegyzés. Az f : E C R?2 — R tipust fiiggvények olyan specialis relaciok,
melyek R? x R = R3 részhalmazai, igy azok szemléltetése (grafjuk dbrazolasa) a
térbeli Descartes-féle koordinatarendszerben valosithaté meg.

Példa. Az f(z,y) = x+y+2 ((z,y) € R?) fiiggvény grafja példaul a z = x+y+2
sik (mely ,athalad” példaul a (0,0,2), (0,—2,0) és (—2,0,0) pontokon).

2. definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény korldtos, ha f(F) korlatos.
Az f: E C (R",d) — R fiiggvény alulrdl (feliilrél) korldtos, ha f(FE) alulrol
(feliilrol) korlatos.

A sup f(FE), inf f(F) szamokat az f pontos felsd, illetve pontos als6 korlatjanak
(supremumanak, illetve infimumanak) nevezziikk F-n.
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3. definici6. Ha az f : E C (R",d) — R fiiggvény esetén létezik 21,22 € E, hogy
sup f(E) = f(z1), inf f(E) = f(2) ,

akkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik abszolit maximuma, illetve minimuma
E-n. Az f: E C (R",d) — R fliggvénynek az xo € E-ben helyi (lokdlis) max-
imuma, illetve minimuma van, ha létezik K(xo,0), hogy z € K(xo,d) N E-re
f(z) < f(xo), illetve f(z) > f(xo) teljesiil.

Példa. Az f(z,y) = 22 +y? ((z,y) € R?) fiiggvényre igazak a kdvetkezdk:
— f alulrél korlatos, mert nyilvan 22 +y% > 0V (2,y) € R2-re.
— inf f(R?) = 0, mert az el6bbiek miatt 0 alsé korlat, masrészt tetszdleges € > 0
sem lehet also korlat, mert f(0,0) = 0 < ¢, igy minden k alsé korlatra k < 0.
— f(z,y) =224+ 9y?> =0 < (2,y9) = (0,0), igy 0 abszolit minimum, melyet
csak a (0,0)-ban vesz fel f.
— f feliilr6l nem korlatos, mert V K-ra 3 (z,y) € R?, hogy f(z,y) > K.
Ha K < 0, akkor ez nyilvan igaz.
Ha K > 0, agy f(z,0) = 2> > K <= |z| > VK, ami igaz példaul minden
olyan (z,0)-ra, melyre z > VK.

2. A folytonossag fogalma

Definicié. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény az xg € E pontban folytonos,
ha barmely ¢ > 0-hoz létezik d(¢) > 0, hogy barmely =z € E, d(z,x0) =
|z — zo||gr < () esetén

d(f(x), f(w0)) = £ (x) = f(xo)[[rm <&

Az f . E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény folytonos az A C E halmazon, ha A
minden pontjaban folytonos.

Megjegyzések.

1. Megfogalmazhato az ugynevezett kornyezetes véltozat is:
Az f: E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény az 2o € E pontban folytonos, ha
V Kgrm (f(x0),€)-hoz 3 Kgn(x0,d(c)), hogy V & € E, © € Kgn)(zg,6()) =
f(z) € Kgm (f(20),€).

2. A folytonossag pontbeli (lokalis) tulajdonséag, amely globalissa tehetd.

Példak.

1. Az f(z,y) = ¢ ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos R?-en, mert barmely (x¢,yo) €
R? pontban V ¢ > 0 esetén V §(g) > 0-t, igy §(g) = 1-et valasztva, ha (z,y) € R?
és d((z,y), (xo,y0)) < 1, akkor

|f(z,y) — f(zo,y0)| =|c—c|=0<¢€.
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2. Az f(z,y) =z +y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos a (0,0) € R?-ben, mert ha
€ > 0 adott, akkor

|f(z,y) = f0,0)] = |z +y| < |z + |y| <
< \/5 V r? +y? = \/§||(:c,y), (070)||R2

(V (z,y) € R?) miatt, ha §(¢) = 5 s I(z,y) — (0,0)]] < 5 akkor |f(z,y) —
£(0,0)| < &, ami a folytonossag definiciojanak teljesiilését jelenti.
3. Az

_J1 ,ha(z,y)eQxQ
f@.y) = {O , egyebkeént

fiiggvény sehol sem folytonos, mert V (29, 90) € R? esetén € = 1-hez V §(g) > 0-
t valasztva (felhasznalva, hogy V K ((x0,%0), d(¢))-ban van olyan (x,y), melyre

x,y € Q és olyan is, hogy z ¢ Q vagy y ¢ Q) létezik (x,y) € R2, hogy
H(x y) — (o, y0)|l < 5( ) és |f(z,y) — f(zo,y0)| = 1, ami adja az alhtast

1. tétel (atviteli elv). Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény akkor, és csak
akkor folytonos az xy € FE pontban, ha minden xg- hoz konvergéalé E-beli ()
sorozat esetén az (f(xy)) (R™,d)-beli sorozat konvergens és lim f(x,) = f(zo).

Megjegyzések.

1. Az el6bb vizsgalt 3. feladat az atviteli elvvel is vizsgalhato, s megmutathato,
hogy példaul f nem folytonos a (0,0) pontban, mert ha olyan ((x,,y,)) sorozat
tekintsiink, melyre (z,,,yn) — (0,0) és z,,yn € Q, akkor f(zn,yn) =1—1#
£(0,0).

2. A folytonossag itt megadott ekvivalens megfogalmazéisat sorozatos vagy Heine-
féle definici6janak nevezik.

2. tétel. Az f: EC (R",d) - R™ (f = (f1,---sfm), fi: E—R
(i = 1,...,m)) fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az xy € FE-ben ha az f;
fiiggvények mindegyike folytonos xq-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatoknal kimondott tétel segitségével nyilvan-
valo. O

3. tétel. Az f : E C R — (R™,d) fiiggvény akkor és csak akkor folytonos az
xo-ban, ha ott jobbrél és balrél is folytonos.

4. tétel (jeltartas). Ha az f : E C (R",d) — R fiiggvény folytonos az xg € E-
ben és f(xo) # 0, akkor 3 K (x¢,d) C (R",d), hogy
YV x € K(x0,9) N E, akkor sign f(xq) = sign f(z).
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3. Folytonossag és miiveletek

1. tétel. Ha az f,g : E C (R",d) — R™ fiiggvények folytonosak az xo € E-ben,
akkor az f + g és A\f () € R) is folytonosak xzg-ban.

2. tétel. Ha az f,g : E C (R",d) — R fiiggvények folytonosak az xo € E-ben,
akkor az f - g és g(x) # 0 (z € E) esetén = is folytonos xq-ban.
g

3. tétel (az Osszetett filiggvény folytonossaga). Legyenek (R™,d),
(R™,d), (R¥,d) metrikus terek; f : E C R® — R™, g: f(E) C R™ — RF adott
fiiggvények. Ha f folytonos az xg € E pontban, g folytonos az yo = f(x)-ban,
akkor a h = g o f fiiggvény folytonos az xg-ban.

Példa. A h(z,y) = ¢z +y ((z,y) € R?) fiiggvény folytonos (0,0)-ban, mert mar
belattuk, hogy az f : R? — R, f(z,y) = = + y fiiggvény folytonos (0,0)-ban, a
g: R — R, g(x) = ¥z folytonos az f(0,0) = 0 helyen, igy teljesiilnek tételiink
feltételei.

4. Folytonossag és topologikus fogalmak

1. tétel (a folytonossag topologikus megfelelGje).

Az f: (R, d) — (R™,d) fiiggvény akkor, és csak akkor folytonos R™-en, haV B C
(R™, d) nyilt halmazra f~*(B) = {z € R" | f(z) € B} nyilt (R", d)gn-ben.

2. tétel (kompaktsag és folytonossag). Legyen E C (R™,d) kompakt halmaz,
f:E— (R™,d) folytonos fiiggvény E-n, akkor f(F) kompakt (R™,d)-ben. (Rov-
iden: kompakt halmaz folytonos képe kompakt.)

Kovetkezmények.

1. f(FE) korlatos és zart.

2. Ha m =1, akkor f felveszi E-n az abszolit minimumét és maximumat (mert
sup f(F) ésinf f(FE) is eleme f(E)-nek, ha f(F) zart és természetesen korlatos).

5. A hatarérték fogalma

Definici6. Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az x¢ € E’ pontban létezik
hatdrértéke, ha 3 A € R™, hogy Ve >0 34(e) > 0,
VeeFE, 0<d(z,z)=I|z—xzo|rr <€)
esetén
d(f(z),A) = [|f(z) — Allgm <€ .
A-t az f fliggvény xo-beli hatarértékének nevezziik, és lim f(z) = A vagy f(x) —

r—xo

A, ha x — xg jeloléseket hasznaljuk.
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Megjegyzések.

1. Megfogalmazhat6 a kornyezetes valtozat is:
Az f: E C (R" d) — (R™,d) fuggvénynek az xg € E’ pontban 3 hatarértéke,
ha 3 A € R™, hogy V Kgm (A, e)-hoz 3 Kgn(z9,d(¢)),
V x € Kgn(zo,0(e))\{z0}, = € E esetén f(z) € Krm(A,e).
A hatarérték létezése pontbeli tulajdonsag.
Az f : E C (R",d) — (R™,d) fuggvénynek az z¢ € (R™,d)-ben nem létezik
hatarértéke, ha xo ¢ E’, vagy xo € B/ ésV A € R™, Je > 0,
V() > 0esetén 3 x € E, x € Kgn(xo,0(¢))\{z0}, f(z) ¢ Krm(A,e).

4. A hatarérték (ha létezik) egyértelmtien meghatarozott (ez indirekt bizonyitéssal
— hasonloan, mint a sorozatoknal — egyszertien belathato).

Példak.
1. Az f(x,y) = ¢, (v,y) € R? fiiggvények V (x0,y0) € R%ben a hatarértéke
¢, mert (xo,yo) torlodasi pontja R%nek és V e > 0-ra V §() > 0 esetén ha
0 < ||(z,y) — (w0, yo)|lrz < d(g), akkor |f(x) — ¢| = |c — ¢| = 0 < € kivetkezik.
2. Az
z+y ,ha(z,y)# (0,0
flz,y) = (@) _ 8.9)
2 ) ha (Ji,y) - (070)

fiiggvénynek létezik hatarértéke a (0,0) € R? pontban és az egyenls 0-val, mert
(0,0) torlodasi pontja R%-nek és ha € > 0 tetszdleges, akkor

[flz,y) =0l = |z +y| < ||+ [y <
< \/§V$2 +y? = \/§||(:E7y) - (OaO)HR

(¥ (2,) € B, (2,3) # (0,0)) miatt, ha 5(c) = = 6s
0 < |[(z,y) —(0,0)]|gz < \%, akkor |f(z,y) — 0| < €, azaz A = 0 mellett teljesiil
a hatarérték definicioja (0, 0)-ban.

1. tétel (atviteli elv). Az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvénynek az
o € B’ pontban akkor, és csak akkor létezik hatarértéke, ha ¥V xo-hoz konvergalo
(xn) : N — E\{xo} sorozat esetén 3 lim f(z,) = A.

Bizonyitds. Ugy, mint a folytonossagnal, csak az ottani Krm (f(z0),€) helyett
Kgm (A, e)-t és az xp-beli folytonossag helyett xo-beli hatarértéket kell mondani.
O

Példa. Az f(z,y,2) = 22 +y*+2° ((z,y, 2) € R?) fiiggvénynek a (0, 0,0) pontban a
hatérértéke 0, mert (0,0,0) torlodasi pontja E = R3\ (0,0,0)-nak és ¥V {(zn, Yn, 2n))
E-beli sorozat esetén (zy,, yn, zn) — (0,0, 0) akkor és csak akkor, ha x,, — 0, y,, —
0, 2z, =0 = 22 —-0,92—0,22—>0 = 22+y2+ 22— 0, azaz teljesiil
az atviteli elv.
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2. tétel. Az f: EC (R",d) = R™ (f = (f1,--., fm), [i : E — R) fiiggvénynek,
akkor és csak akkor létezik hatarértéke az xo € E’-ben, ha az f; fiiggvényeknek
létezik hatarértéke xo-ban.

Bizonyitds. Az atviteli elv és az R™-beli sorozatokra vonatkozo tételek alapjan. [

6. Hatarérték és miiveletek illetve egyenlStlenségek
Tétel. Legyenek f,g : E C (R™d) — R adott fiiggvények, hogy az
xo € E'-ben lim f(x)=A A lim g(z) = B, akkor

T—xQ Tr—Xo
(2) = lim [f(z) + g(2)] = A+ B
T—T0

a) lim (f +g)
b) lim (/\f)(:v)zwli}ng ME)=X, (AeRVC);

T—x0 -
c) lim (f-g)(z) = lim [f(z) - g(z)] = A-B;
: f . fx) A
d) 1 = = lim —= ==, h 0, B#0.
)1520(9 (z) S @~ p 190 B
Bizonyitds. Az atviteli elv és a sorozatokra vonatkozo megfelels tételek alapjan.

O

Megjegyzés. a) és b) R™-beli értékd fliggvényrekre is megfogalmazhato és bi-
zonyithato.

7. A hatarérték és a folytonossag kapcsolata

Tétel. Legyen f: E C (R, d) — (R™,d) adott fiiggvény és xo € R™,
xo € R". f akkor és csak akkor folytonos wg-ban, ha 3 lim f(x) = f(wo).

T—xo

Példa. Az

~~

. x4y ,ha(z,y)# (0,0
f,y) {2 , ha (z,y) = (0,0)

fiiggvényre belattuk, hogy 3 f(z,y) =0, de f(0,0) =2 #0, igy f nem

lim
(0,0)—(0,0)
folytonos (0,0)-ban.

Definicié. Ha az f : E C (R",d) — (R™,d) fiiggvény nem folytonos az xg € E
pontban, akkor azt mondjuk, hogy xy f-nek szakadasi helye, vagy hogy f-nek
To-ban szakadésa van.

Példa. Az elgbbi példa fliggvénye nem folytonos (0, 0)-ban, igy ott szakadasa van.



XIII. fejezet

A Riemann-integral egy alkalmazasa, gorbék
ivhossza

1. definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ folytonos fiiggvényt R™-beli
gorbének, [a,b]-t Earaméter-intervallumnak, f-t a gorbe egy paramétereld-
d@llitdsdnak nevezziik. f(a) és f(b) a gorbe kezdd, illetve végpontjai.

Ha f(a) = f(b), akkor f zdrt gorbe. Ha f kdlcsonosen egyértelmd, akkor fvnek
nevezziik. B B

2. definicié. f = (fi,...,fn) : [a,b] — R™ sima gorbe, ha f folytonosan diffe-
rencialhato (azaz f' = (f{,..., f},) : [a,b] — R™ folytonos) és

n

Y >0 (teab])

i=1
teljesiil.

3. definicié. Az f = (f1,..., fa) : [a,0] — R" gérbe képe a
L={(fi®),.-.. fa(®) | t € [a,b]}

halmaz. (A képet — néha jelolésben is — azonositjuk a gérbével.) T egy pontja az

f gorbe tobbszérds pontja, ha 3 (legalabb két) ¢,t" € [a,b], hogy f(t) = f(t')

Megjegyzések.

1. AG=1{(x,y) € R? | 22 + 9% = 1} egységkior egy paraméteres elddllitdsa
az f = (cos,sin) : [0,27] — R? fiiggvény. Belathato, hogy az egységkor sima,
zart gorbe.

2. Haa,b € R", a+# 0 adott vektorok, akkor az

E={at+b= (a1t +b1,...,ant +b,) €R", t € R}
ponthalmazt a b-n athalado g irdnya n-dimenzids egyenesnek nevezziik. (A
t — at +b e R™ t e R leképezés az egyenes egy paraméteres elgallitasa.)

3. Legyen z,y € R" ész #y. Az {z+tly—2z) |t € [0,1]} C R" halmazt

az r-et és y-t Osszekots n-dimenzids szakasznak nevezziik. (Természetesen

o

d(z,y) = |z -yl =

(i —3:)?, d(z,0) = ||lz| = _1$2 )-

. i
i=1 %
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4. definicié. Legyen f = (f1,..., fn) : [a,b] — R™ egy gorbe
P = {a = to,t1,...,tm = b} [a,b] egy felosztasa, || f(t;) — f(ti—1)|l az f(t:) és
f(ti—1) pontokat &sszekots szakasz hossza. Az

UfP) =Y NI f(t) = f(t)]
i=1
szamot az f gorbébe a P felosztésa esetén beirt tordttvonal hosszdnak nevezzik.
(Belathato, hogy ha Py C Py, akkor £(f, P1) < U(f, P»).)
5. definicié. Az f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ gorbe rektifikilhato, ha az

{€(f, P) | P tetszbleges felosztasa [a, b]-nek} halmaz korlatos. Az ekkor létezs
((f) = sup{t(/, P)}(= (£, [a,b]))
szdmot az [ gérbe fvhosszdnak nevezziik.

Megjegyzések.
1. Az ivhossz nem filigg a gérbe paraméterelGallitasatol.

2. Az z,y € R" pontokat &sszekots szakasz fvhossza ||z — y||, mert a 3. definici6
utani 3. megjegyzés miatt az [z, y] R™-beli szakasz paraméteres eldallitasat az
f:[0,1] - R™,

fO=z+y—zt=(1+ W —2)t,.... 20+ (Yn — Tn)t) =
=(fi(t),..., fo(1))
fiiggvény adja, igy [0, 1] barmely P = {0 = tq,t1,...,t,m = 1} felosztasara

((f, P) = ZI|£+ (y—)ti — (2 + (y — 2)tiz1)|| =

m m
=lly—a| D lti—tial =z =yl D (ti —tir) =
=1 i=1

=z =yll1=0) = [lz—yl,
ey £(f) = sup {(f, P) = [lz = yll.
3. Ha f:[a,b] — R™ gorbe, c € [a,b], f rektifikalhato [a,b]-n, ugy
€/, [a,0]) = £(f, [a, c]) + £(f, e, b]) -

Fontos a kovetkezs:
Tétel. Legyen f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ sima gérbe, akkor rektifikilhato, és
ivhossza

O(f, a, b)) =/b||i/(t)|| dt:/b
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Kovetkezmények.

1.

Legyen g : [a,b] — R folytonosan differencialhato fliggvény, akkor az

f=(fi.f2) s [ab] = R* (fi(t) =1, f2(t) = g(t), t € [a,b]) a g grafjanak
(grafikonjanak) egy paraméteres elGallitasa, melyre
() = (1,4'(t)) teljesiil, igy ha G jeldli a g altal adott gérbét, akkor fvhosszara

B b
0g) = /y/l—i—g'?(t) it

kovetkezik (1)-bal.
Tekintsiik az f = (cos, sin) : [0, 27] — R? egységkort.
Legyen s € (0,2n], f :[0,s] — R? f [0, s]-re valo lesztikitése. Ekkor f, az

egységkor egy ive. (1)-bél jon, hogy

Uf,) = /S\/sin2(t) + cos?(t) dt = /51 dt = s
0 0

az egységkor adott ivének hossza. Ha s = 27, akkor {(f) = 27 az egységkor
keriilete. Ez adja, hogy a mi 7-nk megegyezik a kozépiskolas m-vel. s-t a PhOP;
sz0g ivmértékének nevezziik. A 360°-os szog ivmértéke 2.
I = (fi,fo) : [0,27] — R?, fi(t) = r-cost, fot) = r-sint (t € [0,27]) az
origd kdzépponti r sugart kor. (1)-bdl jon, hogy

2

2
of,) = /\/7"2 sin?(t) + r2 cos?(t) dt = /r dt = 2rm .
0

0







XIV. fejezet

Tobbvaltozos fliggvények differencialszamitasa

1. A differencialhatésag

A tovabbiakban olyan f : D C R™ — R tipusu fiiggvényekkel foglalkozunk,
ahol D nyilt halmaz R"-ben.
Egy f : (a,b) — R fliggvényt akkor neveziink differencidlhatonak az xy € (a, b)-
ben, ha létezik a
lim f(z) = f(zo)
T—To T — X0
véges hatarérték, s ez nem vihets at f : D C R™ — R™ tipusu fiiggvények xg € D-
beli differencialhatosagara.
Ugyanakkor a definicio igy is megfogalmazhato:
Létezik A € R, hogy lim Lfff”) = A, mellyel ekvivalensek a kovetkezsk:

JA€R, limM—A:O
T—T0 T — X0
= JAER, lim L&) = f@) —Alz=z0) _,
T—To T — Xo
T—TQ |$_.TQ|

Ez utobbi mar alkalmas az altalanositéasra.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fliggvény differencidlhato
az g € D pontban, ha létezik egy A vektor, hogy

lim |f(z) = f(wo) — (A, 2 — z0) |

T—To ||$ _‘TOHR"

(1) =0.

Ekkor f'(z9) = A = (a1,...,ay,) az f fiiggvény xo-beli differencidlhdnyadosa,
mig

df (xg,z — wo) = (f'(w0),x — 20) = Zai(:zri — x0;)

=1

az [ xo-beli elsé differencidlja.

139
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Példa. Legyen f : D C R" = R, f(z) = B-z+b, ahol B € R", b € R. Bizonyitsa
be, hogy f differencialhato és f'(x) = B.

1. tétel. Ha az 1. definiciéban (1) az A = Ay és A = Ag esetén is teljesiil, ugy
Ay = Ay (azaz a differencialhanyados egyértelmiien meghatarozott).

2. tétel. Ha az f : D C R" — R fiiggvény differencialhaté az xo € D pontban,
akkor ott folytonos is.

Megjegyzés. A tétel megforditasa altalaban nem igaz. Példaul az

L 0,0),
oy = L VT (2,y) # (0,0)
0 (Ia y) = (07 O)

fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, de nem differencialhato, ahogy ezt kés6bb még
bizonyitjuk.

2. IrAnymenti és parcialis derivalt

1. definicié. Legyen f: D CR™ — R, 2o € D és e € R" (Jle| = 1) adott. A

D.f(z0) = ,]EE% flzo+ tet) — f(=o)

értéket, ha létezik, az f fliggvény xo-beli e irdanyment: differencidlhanyado-
sdnak nevezziik.

Példa. Szamitsa ki az f(z,y) = 2% + y? ((z,y) € R?) fiiggvény
e= (%, \%) = (e1, e2) irdnymenti derivaltjat (1,1)-ben. Ebben az esetben n = 2

es

D.f(1,1) = lim f+ter, 1+tes) — f(1,1)

t—0 t
£ )2 £ )2
(14 G) () 2
= lim
t—0 t
22L 4oL 4 4
_ 2 _ 4 _ 4
s h— _t@%(\/g”) NG 2v2

1. tétel. Ha az f : D C R®™ — R fiiggvény differencidlhaté az xo € D pontban,
akkor barmely e € R" iranymenti derivaltja létezik és

Def(xo) = (f'(x0),€) = > aie; -
=1

Megjegyzés. A tétel megforditdsa altalaban nem igaz.
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2. definicio. Ha fiDCR" >R, 2g€ D és
e; = (0,...,0,1,0,...,0), akkor a

Dif (@) = 5L @0) = D, f(ao)
(i = 1,...,n) szamokat, ha léteznek az f i-edik valtozoja szerinti parcidlis de-

rivdltjainak nevezziik xg-ban.

Megjegyzés. Ha ¢(t) = f(2o1,.-.,T0i-1,t, Toit1,-- -, Zon) (|t < 9),

akkor D; f(z0) = ¢'(z0:)-

Példak. '

1. Ha f(z,y) = 2° +y* + 2zy ((z,y) € R?), gy m = 1, n =2, igy D1f = L et
és Dof = g—i—t kell meghatarozni, amihez be kell latni, hogy f differencidlhato-

e rogzitett y mellett = szerint, illetve rogzitett x mellett y szerint. A valasz
nyilvan igen (hiszen igy egyvaltozos masodfoku fiiggvényeket kapunk) és

le($,y) = ﬁ(%y) =2r+2y, Dgf(l',y) = g(‘rvy) =2y+2x.

Or dy
2. Hatarozza meg D; f(0,0)-t és D3 f(0,0)-t, ha
Yy
—=—= ha (z,y) #(0,0)
flay) = Vo +y?
0 , ha (z,y) = (0,0) .

m=1, n=2,igy

T f(LL',O)—f(0,0)_ . 0—0_
D00y = iy == =m0 =0
D2£(0,0) = limy == ——— = lim " —5 = 0.

2. tétel. Ha az f : D C R" — R fiiggvény az x¢y € D pontban differencialhato,
akkor barmely D, f parcialis derivalt létezik és

f'(x0) = (D1f(x0), -, Dnf(x0)).

Megjegyzés. A fiiggvény differencialhatosdganak sziikséges feltétele a parcialis
derivaltak létezése, s azok (ha differencidlhato a fiiggvény) megadjék a derivaltvek-
tort.

Példa. Az elgbb belattuk, hogy az
Ty
; ha (z,y) # (0,0)

f(I,y): VI2+y2

0 , ha (z,y) = (0,0) .
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fiiggvényre 3 D1 f(0,0) = D2f(0,0) = 0, de nem differencialhato, mert

lim = im % #0,
(2,5)—(0,0) Va2 +y? (2,y)—(0,0) T° + Y
nLn 1
ugyanis ha (z,,z,) — (0,0), akkor Jg f;% =3 + 0.

3. tétel. Ha az f : D C R" — R fiiggvény barmely parciélis deriviltja létezik az
xo9 € D egy K(xo,0) kirnyezetében és folytonosak xo-ban, akkor f differencidlhaté
To-ban.

3. definici6é. Azt mondjuk, hogy az f : D C R® — R fiiggvény folytonosan
differencidlhato D-n, ha

a) f differencialhato és f’ folytonos D-n,

vagy
b) barmely D;f létezik és folytonos D-n

teljesiil.

3. Differencialasi szabalyok

1. tétel. Ha az f,g : D C R" — R, A : D — R fiiggvények differencialhatok
xo € D-ben, akkor az f + g, \f, £ (X #£ 0) fiiggvények is differencidlhatok és

teljestil.

2. tétel (az Osszetett fiiggvény differencidlhatosaga).
Haf:DCR—R" g:FE C f(D) CR* — R olyan, hogy f differencialhaté
xo € D-ben és g differencialhaté f(xo)-ban, akkor az

F=gof:D — R fiiggvény differencidlhaté xy-ban és

(OD) F'(z0) = (9'(f(20)), f'(x0)) = Zng(f(Io))f§(Io) :

(D és E nyilt halmazok).
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4. Magasabbrendi derivaltak, Young tétele

1. definicié. Akkor mondjuk, hogy az f : D C R" — R fiiggvény kétszer differ-
encidlhato az x¢ € D-ben, ha

— létezik § > 0, hogy f differencialhato K (xg,0) C D-n,

—aD;f (i=1,...,n) fiiggvények differencialhatok zo-ban.
Ekkor (a korabbiak szerint) léteznek a D;(D; f) (i,j = 1,...,n) parcialis derivaltak
To-ban és a

0% f
Dj(Dif)(IO)(Z D;Dif(xo) = Dij f(x0) = m(%) = foua; (900))

szamokat az f fiiggvény zo-beli mdsodrendd, i-edik és j-edik valtozé szerinti
parcidlis derivdltjainak nevezziik.

Ha D; C D jeloli azon z-ek halmazat, ahol 1étezik D;D; f(z), akkor
D;D;f : Di — R az f i-edik és j-edik valtoz6 szerinti mdsodrendd parcidlis
derivdlt fliggvénye D;-en.
Példak.
1. Ha f(z,y) = 2% + 9% ((z,y) € R?), akkor 3 D, f(z,y) = 2z

és Dy f(x,y) = 2y és gy

3 Dmmf(xuy) =2, Dzyf(xay) =0, Dymf(xuy) =0, Duuf(xay) =2

barmely (z,y) € R?-re.

2. Ha
2xy
5 T 9 B h 3 070 9
fla,y) = ¢ 22 +y? (@) #(
0 ; ha (2,y) # (0,0),
akkor
2y(x? +1y2) — 2xy2y  2yx? + 4P — day?
= h 0,0
_ (1'2 +y2)2 (1'2 +y2)2 , Na (xvy) 7£ ( ) )7
0-0
m—»Ox—O_O ,har(CC,y)#(0,0),
igy
2y3
DI ) - DI ) . E . 2
lim 1(0.y) £(0,0) = lim v = lim — = 400
miatt nem létezik D, f(0,0), de
o Duf(5,0) = D.f(0,0) . 0-0
3 D:mf(ovo)_ili% x—0 _:PE}JQ:—O_O'
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Megjegyzés. Definidlhatok a magasabbrendid parcidlis derivdltak is:
Ha adott il, e ,Z'T,l—re létezik Dil RPN Dir—lf (: Dil---ir—lf) K(Io, 5)—11, akkor

D, ..i, f(w0) = Di, (Diy..ir_, [)(w0)

az f fliggvény iy, ...,1, valtozok szerinti r-edrendd parcidlis derivdltja xo-ban.
Hai1:i2:~-~:iT:k, flgy

wf=Dy...Dyf
a k-adik valtozo szerinti r-edrendd ,tiszta” parcidlis derivaltat jeloli.

»,Gyakran” igaz adott fiiggvényre, hogy Dy D;f = D;Dy f, vagyis az tgynevezett
vegyes parcialisok megegyeznek, de van ellenpélda is.

Példak.
1. Ha f(x,y) = 2% — 22y — 3y? ((z,y) € R?), akkor

3 Dyf(z,y) =22 —2y = 3 Dyyf(z,y)=-2,

igy Dyyf(2,y) = Dyo f(xz,y) barmely z € R%-re.

2. Ha
22— 2
S 5 h 0,0
oy =4 Vg, e #00)
0 , ha (x,y) # (0,0),
akkor
3 Dif(xvy) =
2oy 20yt - @F -yt
_ Vo2 W (@2 + y?)? , ha (z,y) # (0,0),
0-0
wl—%x—o_o ,ha(:c,y);é(o,()),
igy
3
3D li —p =00
wyf(ouo)—yli%ﬁ =-1,
tovabba
2 —y? 2y’ +y?) — (2 —yP)2y
_ I R (@2 + y2)? ; ha (z,y) # (0,0),
0-0
0 , ha (2,7) # (0,0),

lim —— =
y—0y —0
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igy
20
3 Dwa(O,O):iiE%m;_O =1.

Ezért Dy, f(0,0) = —1 # 1 = Dy, f(0,0).

Most egy elegendd feltételt adunk a vegyes parcialisok egyenlGségére.

1. tétel (Young). Legyen f : D C R® — R az a € D pontban kétszer differen-
cialhaté, akkor

DyDjf(a) = D;Dyf(a)
barmely 1 < k,j < n esetén.

5. Lokalis szélsGérték

Ismeretes a kdvetkezs: akkor mondjuk, hogy az f: D C R™ — R fliggvénynek
az xo € D pontban lokilis maximuma (minimuma) van, ha 3 § > 0, hogy

Ve K(x,d) = f(z) < flxo) (f(x) 2 f(=0)).
Az egyvaltozos esethez hasonléan igaz a kovetkezs:

1. tétel (a lokalis szélsGérték 1. sziikséges feltétele).
Ha f: D CR" - R, z9 € D (nyilt), f differencialhaté xo-ban és f-nek lokélis
szélsGértéke van xg-ban, akkor f'(xo) = (D1f(x0),..., Dnf(z)) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek lokalis szélsGértéke van zo-ban, akkor 3K (xp,d) C D, hogy
f@) < flxo) (f(z) = f(wo)) V@€ K(xo,0),
igy ha e (||e]| = 1) tetszdleges R"-ben és [t| < §, akkor
flxo +te) — fxzo) <0 (=0),
igy f zo-beli differencidlhatosaga miatt a 3.1. tétel adja, hogy

f(zo+te) — flxo) |<0(>0), hat—0+0
t >0(<0), hat—0-0,

<f/(CCo), €> = Def(-fc()) = }gl})
ami csak gy lehetséges, ha (f'(zg),e) = 0, melybél e tetszsleges volta miatt jon,
hogy f'(z0) = 0. O

2. tétel (a lokalis szélsGérték 2. sziikséges feltétele).
Ha az f : D C R™ — R fiiggvénynek lokélis szélséértéke van xy € D-ben és létezik
fu: (xo), akkor f,,(xo) = 0.

Bizonyitds. Ha f-nek xp-ban lokalis szélsGértéke van, agy a
o(t) = f(zo1,---,20i-1,t, Z0it1;- - - > Ton)

fiiggvénynek is t = xg;-ben, igy fu,(x0) = ¢'(z0:;) = 0. O



146 X1V. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

Bizonyithato a kovetkezd, ugynevezett masodrendi (elegendd) feltétel a lokalis
szélsGérték létezésére.

3. tétel (a lokalis szélsGérték elegendd feltétele).
Ha az f : D C R? — R fiiggvény kétszer differencialhaté az (wg,y0) € D pontban,
tovabba

a) ha A1 = fex(20,90) > 0, A2 = fuu(r0,Y0) fyy(20,90) — f2y(x0,90) > 0,
akkor f-nek (xq,yo)-ban szigori lokdlis minimuma van;

b) ha Ay < 0, Ay > 0, akkor f-nek (xq,yo)-ban szigorii lokalis maximuma
van;

¢) ha Ag < 0, akkor nem létezik lokalis szélsGérték;

d) ha Ag =0, akkor lehet is és nem is lokélis szélsGérték.

Példak.
1. Vizsgalja a lokalis szélsGértéket az
flay) =2 +ay+y* -3 -3y ((z,y) €R?)
fliggvényre.
3 folz,y)=20+y—-3, fy(lr,y)=c+2y—3,
igy ott lehet lokalis szélsGérték, ahol
2z+y—-3=0, r+2y—3=0.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa az x = 1, y = 1, igy az (1,1) pontban
lehet lokalis szélsGérték.
Belathato, hogy f kétszer differencialhaté az (1,1) pontban, tovabba

fao(@,y) =2 fay(2,9) = fya(z,y) =1, fyy(z,9) =2,
ezeért
fer(L,1) =2, foy(1,1) = fra(L,1) =1, fy,(1,1) =2,
miatt
A=2>0, Ay=3>0,
tehat f-nek (1,1)-ben lokalis minimuma van.
2. Vizsgélja az f(x,y) = 23 +y>—3zy ((z,y) € R?) fiiggvény lokalis szélsGértékeit.
3 falw,y) =32* =3y, fylz,y) =3y” -3z,
és
322 -3y =0
3y2 —3x =0
igy a (0,0) és az (1,1) pontokban lehet lokalis szélsGérték. Belathato, hogy f

kétszer differencidlhato, tovabba

fea(w,y) =62, foy(2,y) = fya(z,y) = =3,  fyy(z,y) =6y .

} = (z,y)= (070) vagy (iC,y) = (17 1),
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Igy (1,1)-ben Ay = 6 > 0, Ay = 36 —9 > 0, tehat f-nek (1,1)-ben lokalis
minimuma van.

(0,0)-ban Ay =0, Ay = —9 > 0 miatt tételiink nem hasznélhato. Belathato
(més modszerrel), hogy (0,0)-ban az f(0,0) = 0 nem lokalis szélsGérték.

6. Feltételes szélsGérték

Definicié. Legyen f : D ¢ R — R, h = (hy,...,h,) : D — R". Az f
fiiggvénynek az xg € D (D nyilt) pontban a
Ba) =0 (hi() = = hu(z) =0)
feltétel mellett feltételes lokdlis szélséértéke van, ha
= h(xo) =0 (ha(z0) =+ = hn(z0) = 0)
és
- 36>0,VaeK(xg,d) NR(z) =0 flx)< f(zo) (f(z) > f(x0))

teljesiil.

Tétel (a feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltétele). Legyen f: D C
R™ - R, h: D — R. Ha az f fiiggvénynek az xo € D (D nyilt) pontban a h(x) =
0 feltétel mellett feltételes lokilis szélsGértéke van, tovabba f és h folytonosan
differenciadlhatok az vy egy kornyezetében, akkor

— vagy a Djh(zo) =0(j =1,...,n)
— vagy 3 A € R szam, hogy a

F:D —R, F(z) = f(z) + MAh(z)
fiiggvény minden parciélis derivaltja zérus xo-ban, azaz
DjF(LL‘Q)ZO (jzl,,n)

Megjegyzés. A tétel szerint a lehetséges feltételes szélsGérték helyek meghataro-
zésdhoz a

Djf(l') +)\D]h($) =0 ] =1,...,n
h(z) =0

n + 1 egyenletbsl all6 n + 1 ismeretlenes (z1,...,2,,\) egyenletrendszert kell
megoldani.

Példa. Hatarozza meg az
f(i[:l,l'g) =21 + 229 (1'171'2) ERQ
fliggvény feltételes lokalis szélsGérték helyeit és azok értékét a

h(z1,22) =2 +22—1=0
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feltételre (azaz az 23 + 23 = 1 kdrvonalon).
f:R?2 =R, h:R? — R tipusi, igy a megjegyzés szerint, mivel

Dif(x1,22) =1, Dy f(x1,22) =2,
Dlh(.Il,IQ) = 2171 ) DQh(.Il,{EQ) = 2172 )
o 142Xz =0
2+ 2/\172 =0

i +a5—-1=0
egyenletrendszer megoldasai (z1,z2)-re adjak a lehetséges feltételes szélsGérték

helyeket.
Egyszeri szdmolas adja, hogy ezek

()

57 10 5710

(£4)

Az 22 4+ 13 = 0 kérvonal kompakt halmaz R2-ben, igy azon f felveszi a maximumét
és minimumat, melyek

f<£ ﬁ) B ietve f< V5 ﬁ>:_2¢5.

=2—
5710 5



XV. fejezet

Riemann-integral R"-ben

Bevezetés

Ebben a fejezetben elészor a (IX.2.-6. és 9. fejezetben targyalt) Riemann-
integral fogalmat és az arra vonatkoz6 bizonyos eredményeket altalanositjuk n-
dimenzios tégla felett értelmezett korlatos fliggvényekre, kiegészitve az altalanos-
abb Riemann-integrél kiszamitasara vonatkozo tételekkel.

Ezt kovetSen (a téglan definialt integralra visszavezetve) értelmezziik az inte-
gralt korlatos R™-beli halmazokra, melyhez kapcsolédva R™-beli korlatos halmazok
Jordan-mérhet&ségét és mértékeét, s a mérték fontosabb tulajdonsagait is vizsgaljuk.
Ramutatunk arra is, hogy példaul az R%-beli Jordan-mérték és az f : [a,b] — R
Riemann-integralhaté fliggvény grafja alatti teriilet egybeesik.

1. Riemann-integral téglan

a) Riemann-integral fogalma téglan

A Riemann-integral fogalma (és ebbdl eredGen tulajdonséagai is) az R™ téglain
(intervallumain) szoros analogiat mutat (mutatnak) az f : [a,b] — R tipusu flig-
gvényekre felépitett Riemann-integrallal.

Geometriai tartalma pedig a teriilet- és térfogatszamitashoz is kapcsolodik.

A tovabbiakban legyen @ = [a1,b1] X -+ X [an, by] C R™ egy tégla, vagy n-
dimenzids intervallum (ahol az [a;,b;] C R (i = 1,...,n) intervallumokat Q
komponens-intervallumainak nevezziik), mig f : @ — R korlatos fiiggvény.

1. definicié. A Q = [a1,b1] X - -+ X [ap, by] tégla mértékén (térfogatdn) a
V(Q)=(br—a1) ... (bp —an)

valos szamot értjiik. (Specialisan ez n = 1-re egy valos intervallum hossza, n = 2-re
egy téglalap teriilete.)

2. definicié. Ha Q = [a1,b1] X - -+ X [an, by] adott tégla, ugy a
P = P x -+ x P, halmazt @Q egy felosztdsdnak nevezziik, ha
Vj=1,...,nre P; az [a;, b;] intervallum egy (kordbban mar definialt) felosztésa,

149
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azaz
Py =Awji [ aj = xjo <wjn <--- <ajn, =bj} .

HaV jre I;; = [zji—1,2z5] (¢ =1,...,k;) jeloli az [a;, b;] komponens-intervallum

P; altal meghatarozott részintervallumait, akkor a

Til...in = Ili1 X oo X Inin téglék&t (ahol il = 1, .. .,kl; ;in = 1, .. ,kn) a Q

tégla P felosztas altal meghatéarozott résztégldinak (részintervallumainak), mig a
|P| = sup {diamT;, ;,}
Tlyenny in

szamot (ahol diam T;
nevezziik.

a T, . i, tégla atmérdje) a P felosztds finomsdgdnak

1~~~7:n

3. definicié. Legyen P! és P? Q két felosztasa. P? finomitdsa (tovdbbosztasa)
Plnek, ha P! ¢ P2. A P = P'UP? halmazt a P! és P? felosztasok egyesitésének
(illetve P ¢ P U P? és P2 C P' U P? miatt kozos finomitdsanak) nevezziik.

4. definicié. (P*) normdlis felosztdssorozata Q-nak, ha
klim | PX|| = 0 teljesil.

5. definici6. Legyen @@ C R" tégla, f : @ — R korlatos fiiggvény, P a @ egy
felosztasa és 15, . i, e felosztas résztéglai, tovabba

n

o= e (f@)) Moo= s (f(@)

€Ty . iy

(ezek f korlatossaga miatt léteznek).

A
s(FP) =Y miiV(Ta) s SURP) =Y Mi,V(Ti.in) s
O(fv P) = S(f7 P) - S(fv P) = Z(Milmin - mi1~~~in)V(Ti1~~~in)

szamokat az f fiiggvény P felosztashoz tartozé also, felsd, illetve oszcilldcios
Osszegeinek, mig tetszéleges t;,. ;, € T, . i, pontokra a

U(fv P) = Zf(tllzn)V(Thln)

szamot az f fiiggvény P felosztashoz és t;, .. ;, pontokhoz tartozd integralkozelité
Osszegének nevezziik, ahol az Osszegzés kiterjed a @ tégla P altal meghatarozott
Osszes résztéglajara.

1. tétel. Ha f : Q — R korlatos fiiggvény, akkor
a) barmely P és barmely o(f, P)-re: s(f,P) < o(f,P) <
b) barmely P! C P?-re: s(f, P) < s(f,P?), S(f,P')>
c) barmely P, P?-re: s(f, P') < S(f, P?).

S(f, P);
S(f, P?);

6. definici6. Legyen f : Q — R korlatos fiiggvény. Az
I= [of =swp{s(f,P)}  I= [of =nf{S(f,P)}
P P
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(létezd) szamokat az f fiiggvény Q feletti alsd, illetve felsé Darboux-integrdlja-
nak nevezziik.

2. tétel. Legyen f: @Q — R korlétos fiiggvény, akkor
LIcR 6 I<I, 0<I—-I<O(f P).
Példak. B
1. Ha f : @ C R" = R, f(z) = ¢, akkor I = I, mert ) barmely P feloszasat

valasztva, m;, . i, = M; = ¢ miatt

1oin
s(f,P)=S(f,P)=> cV(Ti, 1,) =clby —ar) ... (b — an),
ami adja, hogy
I=sup(s(f, P)} = elby = 1) .. (b — an) = igH{S(/ P} = 1 .
2. Haf:Q CR"” - R,
@) = {1 , ha & barmely koordinatéaja racionalis,
0 , egyébkeént,
akkor [ # I, mert Q@ barmely P felosztasara (mivel minden T3, . ; résztéglaban

van csupa racionalis koordinat4ja és méas tipust pont is)
My, =0, My, 4, =1, igy

s(fiP)=>Y_0-V(Ty..0,) =0,
S(f.P) =Y 1-V(Ti i,) = (b1 —a1) ... (bn — an) ,

ezért

1= sup{s(f, P)} =0 < (b 1) (b — an) = inf{S(f, P} =T

7. definicié. Az f : Q) — R korlatos fiiggvény Riemann-integrdlhato Q-n, ha
I =1 és ezt a kozos értéket az f fliggvény Q tégla feletti Riemann-integrdljanak
nevezziik, ésra az I, [ f, vagy [ f(z)dx jeloléseket hasznaljuk.

Q Q

Megjegyzések.
1. Az el6z6 1. példa fiiggvénye Riemann-integralhato és
IT=clb—ar)...(bp —an).

2. Létezik nem Riemann-integralhato fiiggvény (a 2. példa fiiggvénye).

b) A Darboux-tétel és kovetkezményei

1. tétel (Darboux-tétel). Ha f : Q@ — R (Q C R™ tégla) korlatos fiiggvény,
akkor barmely ¢ > 0-hoz létezik 6() > 0, hogy Q barmely P felosztdséra, melyre
[Pl < d(e), .

S(f,P)—1I<e és  I—-s(f,P)<e
teljestil.
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2. tétel (A Darboux-tétel kbvetkezménye). Ha f : Q — R korlatos fiiggvény,
akkor
a) Q barmely (P*) normalis felosztassorozatara létezik

Jim s(f,P*) =1, Jim S(f,P*) =T, Jim O(f,P*y=T-1;
b) Q barmely (P*) normalis felosztdssorozatéra léteznek (o' (f, P*)) és
(02(f, P*)) integralkiozelits dsszegsorozatok, hogy
Jim ol (f,PF)=1, Jim o?(f,P*)=T1.

¢) A Riemann-integralhatosag kritériumai és elegendd feltételei

1. tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integral-
haté Q-n, ha létezik I € R, hogy barmely e > 0-hoz létezik §(¢) > 0, hogy barmely
olyan P felosztdsara QQ-nak, melyre | P|| < (e),

lo(f, P) — I| < e teljesiil barmely o(f, P)-re.

2. tétel. Az f : Q@ — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-in-
tegralhat6 Q-n, ha barmely (P*) normalis felosztassorozathoz tartozé barmely
(o(f, P*)) integralkézelits Gsszegsorozat konvergens.

3. tétel (Riemann-kritérium). Az f : Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak
akkor Riemann-integralhaté (Q-n, ha barmely € > 0 esetén létezik P felosztasa

Q-nak, hogy
O(f,P):S(f,P)—S(f,P)<E.

4. tétel. Az f: Q — R korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-integralha-

t6  Q-n, ha @Q barmely (P*) normaélis felosztassorozata  esetén

(O(f, P*)) nullsorozat.

5. tétel. f:Q — R folytonos fiiggvény Riemann-integralhato.

Bizonyitds. Mint valésban, csak £ helyett L—t hasznalunk. (Lasd IX.4.,
b—a V(Q)

5. tétel bizonyitasa.) O

d) A Riemann-integral mtiveleti tulajdonsagai, egyenl6tlenségek,
kozépértéktételek

1. tétel. Ha az f,g: Q — R korlatos fiiggvények Riemann-integralhatok, p,q € R
tetszéleges konstansok, akkor a (p- f +q-g) : @ — R fliggvény is Riemann-

integralhato és
/(p~f+q-g):p~/f+q-/g-
Q Q Q

Bizonyitds. Lasd 1X.6., 1. tétel bizonyitasa. O
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2. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhaté, akkor f? is, tovabbé ha létezik
¢ >0, hogy |f(x)| > ¢ barmely x € Q, akkor 7 is Riemann-integréalhato.

3. tétel. Ha az f,g : Q — R fiiggvények Riemann-integralhatok, akkor f - g is,
tovabbé ha létezik ¢ > 0, hogy |g(x)| > ¢ barmely x € Q-ra, gy = is Riemann-

g
integralhato.

Bizonyitds. Léasd IX.6., 3. tétel bizonyitéasa. (|

4. tétel. Ha f : Q — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is Riemann-
integralhato.

5. tétel. Ha f,g: Q — R korlatos fiiggvények és f < g, akkor
Jof s Joa N Jof< Joo-

Ha tovabba f,g Riemann-integralhatok, akkor [ f < [ g.
Q Q

Bizonyitds. Léasd IX.7., 1. tétel bizonyitéasa. O

e) Az integral kiszamitasa

Cél: Az n-dimenzios tégla feletti integral kiszamitasanak visszavezetése alacsonyabb
dimenzi6ji integralokra, az tgynevezett ismétléses integralassal.

1. tétel. Ha A=[a,b] CR, B=I[c,d]CR, f:Q =a,b] x[c,d] — R korlatos és
Riemann-integralhato fiiggvény QQ-n, azaz létezik

/f /b/dfwy ) dzdy

és
d
barmely z € [a,b] létezik /f(x,y) dy
vagy
b
barmely y € [c,d] létezik /f(:v,y) dx
akkor

d

/b /d f(z,y) dudy = /b [ ) dy| do

C
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vagy

b d d b
[ [t say= [ | [ 1.0 o] dy

teljesiil, azaz a kettds integral kétszeres ismételt (valés Riemann) integrallal szamithato.

2. tétel. Legyen Q = [a1,b1] X -+ X [an,by] C R™ tégla, f : Q@ — R folytonos
fiiggvény, akkor

Q ai a2 n
Példak.
1. A
xy dxdy
[0,1]x[0,1]

kettds integral létezik, mert az f : [0,1] x [0,1] — R, f(z,y) = xy fliggvény
folytonos, igy a Fubini-tétel 3. kovetkezménye miatt (felhasznalva a Newton-
Leibniz formulat is)

1 1

1 2 1Y
// xyda:dy:/ /a:ydy d:c—/[i] dx =
2 |0
] 0
1

[0,1]%[0,1 0 0

/ / / xy*Vz dedydz

[0,1]x[0,1]x[0,1]

hérmas integral 1étezik, mert az
f:[0,1] x [0,1] x [0,1] — R, f(z,y,2) = xy?\/z fiiggvény folytonos, igy a
Fubini-tétel 3. kovetkezményét és a Newton-Leibniz formulat felhasznalva
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171 /1
xy2\/§d:cdydz:/ / /xy2\/§dz dy| dx =
[0,1]x[0,1]x[0,1] 0o Lo \o
1 5 7 1 /1 )
2
= /|j1:y2 23 dy d:c:/ /gsz dy | de =
2

- 0 0

o O~ _

2,27Y=1 oo 371
{_xy] da:—/x—d:c—[x—] :l.
3 1, 3 9], 9
0
2. Riemann-integral korlatos R"-beli halmazon

Definici6. Legyen S C R™ korlatos halmaz, f : S — R korlatos fiiggvény, tovabba

fs : R™ — R olyan, hogy
) fl@) ,zeS
fsm_{o L reCS .

Legyen (Q C R"™ olyan tégla, hogy S C Q.
Az f fiiggvényt Riemann-integrdlhatonak mondjuk S felett, ha létezik [ fs és

Q
/fi/fs
S Q

szamot az f fliggvény S feletti Riemann-integrdljdnak nevezziik.

az

Megjegyzés. Az itt definialt integral fliggetlen @ megvalasztasatol.

1. tétel (az integral tulajdonsagai). Legyen S C R™ korlatos halmaz, f,g :
S — R korlatos fiiggvények.
a) Ha f és g Riemann-integralhaté S felett, akkor Af + ug is, és

/(Af+ug)zk/f+u/g (A p€R).
S

5 5
b) Ha f és g Riemann-integralhaté S felett és f(z) < g(z) (z € S), akkor [ f <
5

I

¢) Ha f Riemann-integralhaté S felett, akkor | f| is Riemann-integralhato és

glfl-

ff‘g

S
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d) Legyen T C S. Ha f > 0 S-en és Riemann-integralhaté T-n és S-en, akkor
JF<[f
T s

Kovetkezmény. Ha S C R™, f; : S — R, (i = 1,...,k) korlatos fliggvények,
k

melyek Riemann-integralhatok S felett, akkor > A;f; (A\; € R) is Riemann-integ-
i=1

1=
ralhato és

k k
S/;)\ifi_;/\is/fi.

3. Jordan-mérhets halmazok R™*-ben

1. definicié. Legyen S C R”™ korlatos halmaz. Ha az f(z) = 1 (xr € R™) kon-
stans fliggvény Riemann-integralhatoé S-en, akkor azt mondjuk, hogy S Jordan-
mérheté R"-ben és az

szémot S Jordan-mértékénck nevezzik.

Megjegyzések.
1. Ha S =@ C R" egy tégla, akkor

mi@= [1=v(@Q.
Q
azaz egy (@ tégla Jordan-mértéke éppen a kordbban definialt térfogata.

2. Bizonyithato, hogy a Jordan-mérték transzldcio (eltolds) -invaridns, azaz
egy S Jordan-mérhetd halmaz S* eltoltjara igaz, hogy létezik m j(S*) = m;(S).

3. A Jordan-mérték tehat egy nemnegativ, végesen additiv, mozgéasinvarians mérték,
melynél az egységkocka mértéke egy.

Egy f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhato fiiggvény Riemann-integraljanak
geometriai (mértékelméleti) tartalméara mutat a kovetkezs:

1. tétel. Ha f : [a,b] — R nemnegativ, Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor az
S={(z,y) | = €lab], y €0, f(x)]} CR?

halmaz Jordan-mérheté és
b
m(8) = [ fa)da

(a Riemann-integral megadja a gorbe alatti halmaz Jordan-mértékét).
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2. definicié. Legyen K C R"~! kompakt és mérhets halmaz,
®, U : K — R folytonos fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € K). Az

S={(z,y) |z e K, ®(z) <y <¥(x)}
halmazt egyszerd tartomdnynak nevezziik R”-ben.

Bizonyithat6 a kdvetkezo:
2. tétel. Az S C R"™ egyszerii tartomany kompakt és Jordan-mérheté R"-ben.

3. tétel (a Fubini tétel egyszeri tartomanyra). Legyen S egyszerii tartoméany,
f:S — R folytonos fiiggvény, akkor f integrdlhaté S-en és

y="(x)
(F) /f=/ /f<x,y>
S

rcK y:@(m)

Példa. Szamitsa ki a [[(z? + y)dzdy integralt, ha
S

S’:{(:v,y) ‘ 0<z<1, ngyg\/}}.
K = [0,1] C R kompakt halmaz ®(z) = 22, ¥(x) = /= (z € [0,1]) folytonos
fiiggvények, hogy ®(z) < ¥(x) (z € [0,1]) is teljesiil, igy a 2. definici6 szerint S
egyszerd tartomany R2-ben.
flx,y) =22 +y ((z,y) € 9) folytonos fiiggvény, igy tételiink szerint f integralhato
S-en és (alkalmazva a Newton-Leibniz formulat is)

L ve : 27Y=VZ
//(:1:2 + y)dxdy = / /(JJ2 +y)dy| doz = / [xzy + %} dx =
—p2
S 0 y=







XVI. fejezet
Differenciadlegyenletek

Bevezetés
Legyen adott az egyenesen mozgd pont v sebességfiiggvénye, mely folytonos.

A ty id6pillanatban tartozkodjon a pont az Sy helyen. Hatarozzuk meg a pont S
utfiiggvényét!

Megoldas: A sebesség definiciojabol kovetkezik az
(1) S'(t)=v(t)  (tER)

egyenlet, ahol S az ismeretlen, v az ismert fliggvény.
Az egyenletben S’ szerepel (ez nehézséget jelent), de (1) azt mutatja, hogy S prim-
itiv figgvénye v-nek (ez viszont jo), igy

(%) S(t) = /U(T)dT +C

to
teljesiil. Ugyanakkor a feladat szerint S(tg) = Sy is teljesiil, igy a probléma az
(2) S'(t)=v(t) (teR),  S(to) =5

alakban fogalmazhato meg, azaz (1)-et az S(tg) = Sp feltétel mellett kell megoldani,
ami (x) miatt adja, hogy C' = Sy, igy az

t

S(t) = So + /U(T)dT (teR)

to

szerint adott a feladat megoldasa.
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Mennyi ideig emelkedik egy vg = 100 ™ /s kezdGsebességgel fiiggslegesen felfelé
16tt rakéta?

Megoldas: Fizikabol ismeretes, hogy a rakéta v sebességfiiggvénye és derivaltja
kielégiti a
3) V' (t) = —g — ko*(t)

egyenletet. Ennek a megoldasat kell keresni a v(0) = 100 feltétel mellett és meg
kell hatarozni azt a T idSpillanatot, amikor v(T') = 0.
A feladat tehéat

(4) V'(t) = —g — kv*(t), v(0) =100, o(T)=0

megoldasa. Lathatd, hogy itt a keresett v fliggvény és a v’ derivaltfiiggvénye is
szerepel. A megoldas most nem nagyon ,latszik”.

Az (1) és (3), illetve (2) és (4) altalanositasa elvezet a differencidlegyenlet, illetve
Cauchy-feladat fogalméhoz.

1. A differencialegyenlet fogalma

Jeloljon y a tovabbiakban egy keresett fliggvényt, y(x) ennek a helyettesitési
értékét x-ben. Legyen f: D C R? — R adott, ekkor a

(1.1) Y = flz,y)  (illetve y'(2) = f(z,y(z)))

egyenlet elsérendid kozénséges explicit differencidlegyenletnek szokas ne-
vezni.

Altalanosabban:

1. definicié. Legyen D C R"*! f: D — R folytonos fiiggvény (ahol D altaldban
egy nyilt halmaz vagy tartomany). Az

(1.2) y™ = f(z,y,y,...,y" D)

egyenletet n-edrendi kozénséges explicit differencidlegyenletnek nevezziik,
ennek specialis esete n = 1-re a (1.1) elsérendd kozonseéges explicit differencial-
egyenlet.
Az y : I — R (ahol I C R intervallum, mely lehet nyilt, zart, félig nyilt, egy
félegyenes vagy a szadmegyenes is) fiiggvény megolddsa (1.2)-nek I-n, ha

1) y m-szer differencialhato,

2) (z,y(z),...,y" V() eD, Vazel,

3) y™(z) = f(z,y(2),...,y"V(2)), Vel  teljesil

Tovabbi altalanositas:
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2. definicié. Legyen F': D C R"*? — R adott folytonos fiiggvény. A

(1.3) F(x,y,y/,...,y(")) =0
egyenletet kozénséges n-edrendd differencidlegyenletnek nevezziik.
Az y: I — R fliggvény megolddsa a (1.3) differencislegyenletnek az I intervallu-
mon, ha
1) y m-szer differencialhato,
2) (z,y(x),...,y™(z)) €D, Vael,
3) F(x,y(x),...,y(")(:zr)) =0 Vzel

teljesiil.

Megjegyzés. Ha (1.2), illetve (1.3)-ban f, illetve F az y,9/,...,y" ", illetve
v,y , ...,y valtozoinak linearis fiiggvénye, akkor a (1.2), illetve (1.3) linedris
differencidlegyenlet, egyébként nemlinedris.

Példak.

1. Az y' = 2zy? — 5 differencidlegyenlet, melynél f : R? — R,
flx,y) = 2zy® — 5, egy elsérendii kozonséges explicit differencialegyenlet. f
nem linearis fiiggvénye y-nak, igy az egyenlet nemlineéris.

2. Az y" + 3y — 4y — sin(x) = 0 differencidlegyenlet, ahol F : R* — R,
F(z,y,y,v") = v’ + 3y — 4y — sin(z), méasodrendd kozonséges implicit dif-
ferencidlegyenlet. F linearis fiiggvénye vy, vy, y”-nek, igy az egyenlet lineéris.

3. Az y' = —Z elsérendii kozonséges explicit differencidlegyenlet,
flz,y) = -2, f: D CR? — R, ahol D = {(z,y) € R* |z # 0} nyilt halmaz
(az = 0 egyenestd]l megfosztott sik).

Az y :]0,+00[— R, y = = fiiggvény barmely c; € R-re a |0, +-00[-en, mig az
y:]—00,0[—= R, y =2 fliggvény barmely c; € R-re a | — 00, 0] intervallumon
megoldasa a differencidlegyenletnek.

Ez egy olyan gorbesereg, melynek egyik gorbéje sem metszi az y-tengelyt.
Kés6bb belatjuk, hogy igy az 6sszes megoldast megadtuk.

2. Kezdeti érték probléma vagy Cauchy-feladat

Definicié. Legyen D C R"*!, f: D — R folytonos fiiggvény,
(xo,Yo1,- -, Yon) € D rogzitett. A

(21) y(n) :f('rvyay/avy(nil))a y(l)(IO) = Yoi+1 (’L:Ov’n_l)
problémat egy n-edrendid explicit kézonséges differencidlegyenletre vonat-
kozo kezdeti érték problémdnak vagy Cauchy-feladatnak nevezzik (ez n = 1-
re y/ = f(xay)v y(IO) = %Yo alakﬁ)
Az 9 (x0) = yoip1 (i =0,...,n — 1) kikotéseket kezdeti feltételeknek nevezziik.
Az y: I — R fiiggvény megoldasa (2.1) (n-KEP)-nek, ha

1) y m-szer differencialhato,
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2) (z,y(2),... ,y("’l)(:ﬂ)) eD Vzel,
3) y"(z) = f(x,y(x), . ,y(”fl)(x)) Vaxel,
4) y(l)(l'o) = Yoi+1 (Z = 0, e — 1)

teljesiil.

Megjegyzés. Hasonl6 a helyzet a nem explicit esetben is,
F: D c R"? — R fiiggvénnyel.

Példa. Az y' = -2, y(1) = 1 egy els6rendii kbzonséges explicit differencilegyen-
letre vonatkozé Cauchy-feladat (kezdeti érték probléma).

C

Az y' = —% differencialegyenletnek az y(xz) = £ (z > 0) fiiggvény megoldasa,

melyre y(1) = 1, ami adja, hogy ¢ =1 (hiszen 1 = y(1) = { = ¢).

y = 1 (z > 0) valoban megoldasa a feladatunknak 0, +-co[-en. Késsbb megmu-
tatjuk, hogy mas megoldas nincs. A megoldas tehat az elébbi 3. feladat megoldésat
leiré gorbesereg azon gorbéje, mely athalad az (1,1) € R? ponton.

3. Elemi aton megoldhat6 differenciilegyenlet-tipusok

a) Szeparabilis differencidlegyenletek

1. definici6é. Legyenek f : [a,b] — R, g : [¢,d] — R (g # 0) adott folytonos
fliggvények. Az

(52) y' = f(@)g(y)
differencialegyenletet szepardbilis (szétvalaszthato valtozoju) differencidlegyen-
letnek nevezziik.

1. tétel. Azy : [a,b] — [c,d] differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa
(SZ)-nek, ha

(t)

(z,20 € [a,b]; y,yo € [c,d]) teljesiil.

(52Mo) /fﬂnoy(@:/j@m

Yo

Bizonyitds. f és 1/g folytonosak, igy az

nmﬁ/j@m+q (2,0 € [a,B]),

G(y) = /ﬁdtﬁ- Co (4,90 € [¢,d))

szerint definidlt F : [a,b] — R, G : [¢,d] — R fiiggvényekre F' = f,
G' = 1/g teljesiil.
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a) Ha y teljesiti (SZMo)-t, akkor
G(y(:z:)) =F(x)+Cy— C4 (x € [a, b]),
ami y, F, G differencidlhatosaga miatt adja, hogy
G'(y(@) y'(x) =F'(z) (€ a,b]),
azaz

(@) = fx)g(y(x)) (v €[]
teljestil, tehat y megoldasa (SZ)-nek.

b) Ha y megoldasa (SZ)-nek, akkor

/
@)=ty @el)
és a helyettesitéses integralas tétele miatt V x, zg € [a, b] esetén
b dizy’(t)di yid
/f@ " / @) / o R
o o yo=y(xo)
kovetkezik, azaz (SZMo) teljesiil. O

Megjegyzések.
1. A tétel szerint y(xg) = yo is teljesiil, igy az v’ = f(2)g(y), y(zo) = yo kezdeti
érték probléma megoldasat kaptuk meg.

2. A kovetkezd formalis modszert gyakran hasznaljak:
dy dy
sz) — = f(z)dr — / :/f:z:da: *),
(2) 9(y) ) 9(y) (o)t ()

amibdl kapjuk (SZ) megoldasat.

Az (x9,y0) ponton athaladé megoldashoz tgy kell megvalasztani az integréacios
konstansokat, hogy a (x) egyenlGség teljesiiljon x = xo,
y = yo mellett. Ez teljesiil, ha

/y%—]f(wdt,

ami adja, hogy y teljesiti (SZMo)-t.

3. Vizsgalhato olyan eset is, amikor valamilyen yo € [c,d]-re g(yo) = 0 (ekkor
y(x) = yo nyilvan megoldas, de lehetnek mas megoldasok is).

4. (SZ) tekinthets f :]a,b[—]c,d| tipusu fuggvényekkel is, tételiink és a megje-
gyzéseink ekkor is érvényesek.
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Példak.

1. Az y' = 2zxy differencidlegyenlet szeparabilis, f(z) = 2z (z € R),
9(y) =y (y eR).
y = 0 nyilvan megoldas R-en (hiszen ekkor y' = 0 miatt teljesiil az egyenlet
V x € R esetén).
Ha y # 0, ugy tekintsiik az y > 0 és az y < 0 eseteket.
y > 0 esetén, tétellink szerint y : R — Ry akkor és csak akkor megoldasa
egyenletiinknek, ha

Y x
1
/—dy:/Q:z:da: (Vz,z0 € R; y,y0 € Ry),
Y
Yo Zo
azaz .
InY =42 —2} = y=yoe T0e”
Yo
ami adja az (zo,yo) € R x R4 ponton athaladd megoldast.

3

Mivel barmely ¢ € Ry-hoz létezik xg,y0, hogy ¢ = yo e’zg, igy kapjuk, hogy
y=ce® (z € R) megoldas barmely ¢ € R -ra R-en.

y < 0 esetén a megolds y = yoe “oz2 (x,2z0 € R; y,yo € R_), illetve y =
ce® (z € R) alakt ¢ < 0 mellett.

Igy az egyenlet minden megoldasa y = ce® alakt R-en.

2. Az y = —Y differencialegyenlet szeparébilis f(z) = —1 (z # 0)

9(y) =y (y € R) mellett. y = 0 nyilvan megoldas R -on és R_-on. Tételiink
(illetve a 2. megjegyzés) adja, hogy y akkor és csak akkor megoldasa a differ-
encidlegyenletnek, ha

1 1
/—dyz—/—dac = yzc—l(x>0), y:C—2 (x <0),
Yy X x €

ahol ¢1,co € R.

b) Els6rend linearis differencialegyenletek

2. definici6é. Legyenek f, g : [a,b] — R adott folytonos fliggvények,
y : [a,b] — R differencialhato ismeretlen fiiggvény. A

(LIH) y' = f(z)y + g(z)
differencidlegyenletet elsérendd linedris inhomogén, mig az
(LH) y' = f(x)y

differencidlegyenletet elsérendid linedris homogén differencidlegyenletnek nevez-
ziik.

2. tétel. Az y : [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor megoldasa (LIH)-nek, ha
JceR, hogy

(LIHMo) y(v) = cym(z) + yp(z) (z € [a,b]),
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ahol yg : [a,b] — R az (LH) differencidlegyenlet sehol el nem tind,

yp : [a,b] — R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa. Tovabba, ha xq € [a,b]
rogzitett, akkor ¥V x € [a, b] esetén

(H) yar () = exp (f f(t)dt> ,

(P) yp(x) = |f3xp (f f(t)dt)] . fwg(T) exp (— f f(t)dt) dr .

Megjegyzések.
1. ]a,b[ is valaszthato.

2. y=c-yg(r) =cexp ff(t) dt) (x,x0 € [a,b])

nyilvan az (LH) altalanos megoldasa, mely szeparabilis differencialegyenlet.

3. (P)-t nem fontos megjegyezni, azt a konstansvaridlds alabbi mdodszerével
minden feladatban megkapjuk:
Keressiik yp-t (ha az (LH) megoldasat mar ismerjiik) az

() yp(x) = clz) exp / f@ydt] (@m0 € [a,b)
alakban. Ekkor
vple) = @)exp | [ fe)dt] +cap@ress | [ s

yp és yp alakjat (LIH)-be behelyettesitve, rendezés utan azt kapjuk, hogy a ()
alakt yp megoldasa (LIH)-nek, ha

d(z) = g(x)exp —/f(t) dt (z, 20 € [a,b])

azaz, ha
c(x):/g(T)exp —/f(t)dT ,

melyet (x)-ba behelyettesitve kapjuk (P)-t.
4. Hasznalhatunk hatarozatlan integralt is.

Példa. Az y' = —ysinz+sin® ¢ linearis differencidlegyenletnél a homogén egyenlet

y = —ysinz ,
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melynek altalanos megoldasa y = ce®3® (x € R), ahol ¢ € R tetsz6leges konstans.
Keressiik yp-t (az inhomogén egyenlet egy megoldasat) az

yr(@) = (@) ™" (v €R)
alakban, ekkor

yp(z) = (x) °" — c(z) sinz " (z € R)

melyet az eredeti egyenletbe helyettesitve (rendezés utén)
d(x) =sin®xe™ 7
illetve

c(x) = /sin3xe_ STy = /sin2x sinze” “*%dx =
=sin® e 5T — 2/cosxsinxe_c°”dx =

=sinze %% —2 [cosxem” + /sinxecoszdz] =

= [sin2 T —2cosx + 2] e~ °8”
kovetkezik, mely adja, hogy

2

yp(x) =sin“xz — 2cosx + 2,

ezért
y = sin®(z) — 2cos(z) + 2 + ce™s” (x € R).

4. Magasabbrendi linearis differencialegyenletek

a) Az n-edrend linearis homogén differencidlegyenletek altalanos elmélete

1. definici6. Legyenek a; : I — R (i = 1,...,n) adott folytonos fiiggvények. A

n

(H.D) Y+ ail@)y " =0

i=1
egyenletet n-edrendd linedris homogén differencidlegyenletnek nevezziik.

Egyszeri szdmolassal bizonyithato a kovetkezs tétel:

1. tétel. Ha az yi1,...,yx : I — R fiiggvények megoldasai (H,D)-nek I-n, akkor

Ver,...,cr € R esetén az
k

Yy = Zciyi

i=1
fiiggvény is megoldas I-n.
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2. definici6 (linearis fiiggdség és fiiggetlenség).
Az y1,...,yx : I — R fiiggvények linearisan fiiggdek I-n, ha létezik
k

c1,...,c € R (3 ¢? > 0) konstansrendszer, hogy
i=1

k
(%) chyl(x) =0 (Vx € I).

Y1y, Yk : I — R linearisan fliggetlenek, ha (x) csak agy teljesiil, ha ¢; =0 (i =
1,...,k).

3. definicié (alaprendszer). Az yq,...,y, : I — R fiiggvények (H,.D) alaprend-
szerét alkotjak, ha megoldasai annak és linedrisan fiiggetlenek.

2. tétel ((H,D) altalanos megoldasa). Legyen y1,...,y, : I — R
(H.D) alaprendszere I-n, akkor (H,D) barmely y : I — R megoldésa

W@ =Y en@)  @eD)

alakt, ahol cq,...,c, € R konstansok.

Megjegyzések.
1. Az altalanos megoldashoz igy elég az alaprendszert meghatarozni.

2. Belathato, hogy alaprendszer mindig létezik.

3. Az alaprendszer meghatarozéasara nincs altaldnos modszer.

Példa. Tekintsiik a

2z +1)y" +4zy’ —4y =0
masodrend( differencidlegyenletet 2x+1 # 0-ra és adjuk meg az altalanos megoldasat.
Ehhez ismerniink kellene két linearisan fiiggetlen megoldast, az alaprendszert.

Az egylitthatokat latva olyan ,érzésiink” van, hogy valamilyen algebrai poli-
nom, illetve e alaku fliggvény lehet megoldas (ilyen alakt megoldast altalaban is
kereshetiink).

Ha szerencsénk van mar y1(z) = z+b (v # —3) alakt megoldas is van alkalmas
b-vel.

Ekkor yj(z) =1, y{(z) =0 (z € R). Ezeket az egyenletbe helyettesitve

(22 +1)-0+4z —4(z +b) =0 <x¢_%>

kell, hogy teljesiiljon, ami —4b = 0, azaz b = 0 esetén igaz.

y1(z) = & (z # —3) tehat megoldas.

A masik megoldést keressiik yo(z) = e®® (z # —3) alakban, melybél

yh(z) = ae®®, yi(x) = a?e?® kovetkezik. Ezeket az egyenletbe helyettesitve

1
a®(2z + 1)e™ + daxe™ — 4e® = 0 (w # —§>
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kell, hogy teljesiiljon, ami e®** # 0 miatt ekvivalens azzal, hogy
a*(2x +1) +4dax —4=0,

illetve
2a(a+2)x+a®>-4=0,

x —1) ami csak akkor igaz, ha 2a(a +2) = 0 és a®> — 4 = 0 igaz, ez pedig
2
a = —2-re teljesiil.

y2(x) = e (x # 3) is megoldas.

Belathatd, hogy y1 és ys linearisan fiiggetlenek.
Igy az egyenlet altalanos megoldasa:

1
y=oc17 +coe " (:v £ —5) .

3. tétel (D’Alembert-féle rendszamcsdkkents eljaras).
Legyen y; : I — R (y1 # 0) megoldésa az

(H2D) y" 4+ a1 (x)y’ + azx(x)y =0

differencidlegyenletnek. Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor megoldésa

(H2D)-nek, ha az
i
u:l—R u = <£>
Y1

(H, D) u' + <“l(“3>+2ﬁg>“—°

differencidlegyenletnek. Igy (H.D) &ltaldnos megoldésa
!/
Y= cyl/exp [—/ <a1(:1:) + 2y1($)> d:c} dr =
y1(z)
Jgl-foion]
= Ccy1 Xp | — aj\x)ax Z .
vi(x)

b) Konstansegyiitthatos linearis homogén differencidlegyenletek

fiiggvény megoldasa az

4. definicié. Ha (H,D)-ben
ai(x) =a; €R (x eI,

akkor a kapott

(KH..D) y™ Y ay =0
1=1
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egyenletet n-edrendd konstansegyttthatos linedris homogén differencidl-
egyenletnek nevezziik.
(KH,,.D) karakterisztikus polinomja:

(KP) P ="+ aAv,
i=1
mig karakterisztikus egyenlete:
(KE) AT @At =0,
i=1

4. tétel. Ha A\i,...,\; € R p1,...,pr (€ N)-szeres (kiilonb6z6) gydkei (KH,D)
karakterisztikus egyenletének, hogy p1 + - - - + pxr = n, akkor

)\1%

)\1%
) ’

e xe aPr—leMz
(AR) :
)\kLE

. weMT L Pl

€ )

alaprendszere (KH,,D)-nek.

Ha példaul Ay = a+i8, Ao = a—if (z = \/—1) agynevezett konjugalt komplex
gyokei (KE)-nek, hogy p1 = pa = p-szeresek, akkor (AR) els6 két sora helyett

e*® cos B, xe®TcosPx, ..., xP~le™® cosfx
e sin Bz, xe®sinfPr, ..., a2P"le®®sinfBx

szerepel. (Hasonlo a helyzet a tovabbi komplex gyokok esetén is.)
Ko6vetkezmény. Az
(KH2D) y' +ary +ay =0
karakterisztikus egyenlete a méasodfoku
(KE3) M4 a +az=0
egyenlet, igy ha ennek gyokei:

a) A1, A2 € R, A1 # \g, akkor (KH2D) altaldnos megoldasa

y — cle)qw + c2e>\2:6;

b) A1 = A2 = Ap € R, akkor (KH2D) &ltalanos megoldéasa

Aoz Aoz,
b

Yy = cre +coxe
¢) M =a+if, a=a—1if (a,f € R), akkor (KH2D) altalanos megoldasa

y= [cl cos Bz + co sin 6:1:] e,
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Példa. Az y"" — 3’ = 0 harmadrendii konstansegyiitthatés linearis differenciale-
gyenlet karakterisztikus egyenlete

AN —A=0,
melynek megoldéasai
MoA=2A2 =N =XA-1)A+1)=0

miatt )\1 = 0, )\2 = 1, /\3 = —
Tekintsiik az

p(e)=e" =1, p@)=e, @)= (reR)
fiiggvényeket. Ezek megoldasai lesznek differencialegyenletiinknek (ez egyszert sza-
molassal adodik) és linearisan fiiggetlenek, tehat a differencialegyenlet alaprendsze-
rét alkotjak.
Igy a 2. tétel miatt az egyenlet altalanos megoldasa

y=c1+coe” +cge”” (x € R),

amirgl meg is gy&z&dhetiink.

c¢) n-edrendii linearis inhomogén differencialegyenletek

5. definici6. Legyenek a;,b: [a,b] = R (i = 1,...,n) adott folytonos fiiggvények,
akkor az

(IH,.D) ”)—l—Za y " = b()
differencidlegyenletet n-edrendd linedris inhomogén differencidlegyenletnek

nevezzik.

5. tétel. Legyen y, partikularis megoldésa (IH,D)-nek. Az y akkor, és csak akkor
megoldésa (IH,D)-nek, ha az
ya I =R, yu(x) =y(@) —yp(z)
szerint definialt fiiggvény megoldésa az (IH,D)-bdl képzett (H,D)-nek.
Bizonyitds.

a) Ha y és y, megoldasai (IH,D)-nek, akkor az y-ra és y,-re felirt
(IH,D)-t kivonva egymasbol

y Yp n)+zal y y (n 1)70

adodik, azaz y — y, = ym valoban megoldasa (H,D)-nek.

b) Ha y, megoldasa (IH,D)-nek és ym megoldasa (H,D)-nek, akkor a két egyenlet
Osszeadasa adja, hogy y = yg + y, is megoldéasa (IH,D)-nek. O
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Ko6vetkezmény. Ha y, (IH.D) egy partikuldris megolddsa, yi,...,yn
pedig (H, D) alaprendszere, akkor (IH,D) altalanos megoldasa

n
Y= Zciyi +Yp -
i=1

Hogyan hatarozhat6 meg y,?

6. tétel (a konstansvarialas moédszere (IH,D)-re). Ha y1,...,yn

az (IH,D)-bdl képzett (H, D) alaprendszere ésac; : I — R (i = 1,...,n) fiiggvények
kielégitik a

(O L@y’ @ =0 (G=0...n-2), L@y @) =b)
egyenletrendszert I-n, akkor

n

(P) v I =R, yp() =) cilz)yil)
=1

megoldésa (IH,D)-nek.
Megjegyzés. (IH2D) esetén

(IH2D) y" +a1(@)y’ + az(z)y = b(),
és ha y1, yo alaprendszer, akkor (C)

¢ (@) (z) + e (x)y2(z) =0
) { C’ll(x)y’l (x) + 6’22(33)y§ (z) = b(z)

alakt. Ebb6l pedig ¢ és ¢}, ezt kovetSen pedig ¢1 és co meghatarozhatoak. Tovabba
ezen ¢ és ¢y fliggvényekkel a partikularis megoldés

yp(z) = @)y (z) + ca(@)ye(x)  (zel).

Példa. Az

y' —2y -3y =€
(IH2D)-hez tartozé homogén egyenlet:

y' =2y —3y=0.
Ennek karakterisztikus egyenlete:

N —2X1-3=0,
melynek megoldasa \; = —1, A\ = 3, igy altalanos megoldasa:
yu(z) = cre™™ + ce® (z € R).

Tételiink, illetve a 2. megjegyzés szerint

yp(r) = c1(x)e™® + co(x)e>” (x € R)
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megoldasa lesz (IH2D)-nek, ha ¢} és ¢} teljesiti a
) (x)e " + chy(x)e* =0
(@) () + )3 = e

linearis inhomogén egyenletrendszert.Ebbél kapjuk, hogy

1
ci(z) = 1 e’ (x € R),
1
cy(x) = 1 e* (x € R).
Ebbél
1 1
c1(x) = ~1 /651 dx = ~%0 e,
1 1
ca(z) = Z/ewd:c: —e¥
tehat
(:E)——ief’””e_””—i—lewe?’w—le“ (x € R)
YPV= 00 1 ~5 ’

ami valoban megoldasa (IH2D)-nek.
(IH2D) altalanos megoldasa igy

yx)=cre " +ce? + - (zeR).
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Cauchy-Hadamard-tétel, 67
Cauchy-sorozat, 39
Cauchy-szorzat, 46
cosinus fiiggvény, 69
cosinus hiperbolicus fiiggvény, 69
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D’Alembert-féle hanyadoskritérium, 44 folytonosan differencialhato, 142
D’Alembert-féle rendszamcsokkentd eljaras, folytonossaga, 52
168 hatarértéke, 132
Darboux-integral, 105, 151 konkav, 90
also, 105 konvex, 90
felss, 105 fliggvény hatarértéke, 58
Darboux-tétel, 107, 151 fliggvénysor, 65
koévetkezménye, 107 fliggvénysorozat, 65
Darboux-tétel kovetkezménye, 152 fliggvénysorozat egyenletes konvergenciaja,
de Morgan-féle azonossag, 12 66
derivalt, 73 feliilrsl korléatos, 16
Descartes-féle koordinatarendszer, 120 felosztas
Descartes-szorzat, 13 finomitéasa, 104, 150
differenciahényados fiiggvény, 73 finomsaga, 104, 150
differencialegyenlet osztaspontjai, 104
n-edrendd kézonséges explicit, 160 részintervallumai, 104
n-edrendi konstansegyiitthatos linearis ho- téglaé, 149
mogén, 169 fels6 Gsszeg, 105, 150
n-edrendd linearis homogén, 166 fels6 korlat, 16
n-edrendd linearis inhomogén, 170 feltételes lokalis szélsGérték, 147
els6rendii kozonséges explicit, 160 sziikséges feltétele, 147
els6rendt linearis homogén, 164 feltételesen konvergens sor, 43
elsérendt linearis inhomogén, 164 folytonos fiiggvény, 52
kozonséges n-edrendd, 161 folytonossag, 130
linearis, 161 folytonossag topologikus megfelelGje, 132
nemlineéris, 161 Fubini tétel
szeparabilis, 162 egyszeri tartomanyra, 157
differencialhanyados, 73, 139
differencialhatosag, 139 gombkérnyezet, 25
Dirichlet-fiiggvény, 53 gorbe, 135
diszjunkt halmazok, 12 ivhossza, 136
disztributivitas, 11 képe, 135
divergencia, 34 kezdSpontja, 135
divergens paraméter-intervalluma, 135
sor, 41 paraméterelallitasa, 135
sorozat, 34 rektifikalhato, 136
sima, 135
egész szamok, 22 tObbszords pontja, 135
egymasba skatulyazott intervallumok, 25 végpontja, 135
egységelem, 20 zart, 135
egységkor paraméteres elgallitasa, 135 geometriai kézép, 28
egyszerd tartomany, 157 geometriai sor, 42
ekvivalens halmazok, 18
elsd differencial, 139 haromszog egyenltlenség, 24
euklideszi norma, 119 halmaz, 9
euklideszi tavolsag, 120 kompakt, 124
euklideszi tér, 119 halmaz eleme, 9
exponencialis fiiggvény, 69 halmazok
egyesitése (unidja), 10
figgvény, 16 kozos része (metszete), 10
differncialhato, 139 kiilénbsége, 10

folytonos, 130 szamossaga, 29
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halmazrendszer, 10
harmonikus sor, 42
hatarérték

fiiggvényé, 58, 132

sorozaté, 34
hatarfiiggvény, 65
hatarozatlan integral, 97
hatarpont, 29, 122
hatvanyhalmaz, 10
hatvanysor, 67
hatvanysor konvergencia sugara, 68
hatvanysorok differencialhatésaga, 78
Heine-Borel tétel, 124
Heine-Borel-tétel, 32
helyettesitéses integralas tétele, 100
helyettesitéses Riemann-integréalas, 114
hiperbolikusz fiiggvények, 82

identikus fiiggvény, 18
improprius Riemann-integral, 116

intervallum feletti, 116
infimum, 129

inflexios

hely, 91

pont, 91
integralkozelits osszeg, 105
integral

Darboux-, 105, 151
hatarozatlan, 97
mint a fels6 hatar fliggvénye, 111
Riemann-, 106, 151
Riemann-, korlatos halmaz felett, 155
integralfiiggvény, 111
intervallum, 24
intervallum egy felosztasa, 104
inverz
relaci6 inverze, 15
inverz fiiggvény differencialhatosaga, 78
iranymenti differencidlhanyados, 140
irracionalis szamok, 23
izolalt pont, 31, 123

jeltartas tétele, 55, 131
jobbodali hatarérték, 59
jobbrél folytonossag, 54
Jordan-mérhets halmaz, 156
Jordan-mérték, 156

kozépértéktétel Riemann-integralra, 111
kiils6 pont, 29, 122

kép (halmazé), 14

karakterisztikus egyenlet, 169

karakterisztikus polinom, 169
kezdeti érték probléma, 161
kommutativitéas, 11
kompakt halmaz, 31
kompaktsag és folytonossag, 132
komplementer halmazok, 12
kompozici6 (relacioké), 15
konstansvarialas modszere, 165
konstansvarialas médszere (IH,,D)-re, 171
kontinuum szamossagu halmazok, 29
konvergencia tartoméany, 65
konvergens

fiiggvénysorozat, 65

improprius Riemann-integral, 116

sor, 41

sorozat, 34
korlatos

fiiggvény, 50

sorozat, 33
korlatos fliggvény, 129

L’Hospital-szabaly, 92
Lagrange-féle kozépértéktétel, 85
Leibniz-féle kritérium, 44
Leibniz-féle sor, 89
Leibniz-szabaly, 83
leképezés, 13
lesziikités
relacio lesziikitése, 14
limesz inferior, 38
limesz szuperior, 38
linearis fligg8ség és fliggetlenség, 167
linearis tér, 119
linearitas (relacioé), 15
logaritmus fliggvény, 70, 71
lok4lis maximum, 50
lokélis minimum, 50
lokalis szélsGérték 1. sziikséges feltétele, 145
lokalis szélsGérték 2. sziikséges feltétele, 145
lokalis szélsGérték elegendd feltétele, 146

mértani kozép, 28

mértani sor, 42

mivelet, 18

Maclaurin-sor, 88

majorans kritérium, 43
maximum, 130
megszamlalhatoan végtelen halmazok, 29
Mertens-tétel, 47

metrika, 24, 120

minimum, 130
Minkowski-egyenlStlenség, 28
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minorans kritérium, 44
monoton

sorozat, 33
monoton csokkend fliggvény, 51
monoton novekvs fiiggvény, 51

Newton-Leibniz formula, 112
normalis felosztassorozat, 104, 150
nullsorozat, 34

nyilt lefedés, 123

nyilt halmaz, 30, 122

nyilt lefedés, 31

oszcillacios 6sszeg, 105, 150

parcialis derivalt, 141
masodredii, 143
magasabbrendii, 144

parcialis integralés tétele, 99

parcialis rendezés, 16

parcialis Riemann-integralas, 113

partikularis megoldas, 164, 171

Peano-féle axiomak, 22

pont koordinatai, 120

pontos als6 korlat, 16

pontos felsé korlat, 16

primitiv fiiggvény, 97

részhalmaz, 10
részletosszeg, 41
részsorozat, 38
résztégla, 150
racionéalis szamok, 23
racionéalis tortfiiggvények integralasa, 101
reflexivitas, 15
relacio, 13
rendezési axiémak, 20
rendezési relacio, 15
rendezett valos szam n-es, 120
Riemann-integral, 106
intervallum feletti additivitasa, 108
tégla feletti, 151
Riemann-integralhato, 106
Riemann-kritérium, 107, 152
Rolle-féle kozépértéktétel, 86

sinus fliggvény, 69
sinus hiperbolicus fiiggvény, 69
skalaris szorzat, 119
sorok szorzata, 45
sorozat, 33
R*-beli, 125
Cauchy, 39

divergens, 126

hatarértékének egyértelmisége, 126
konvergenciaja és korlatossaga, 126

konvergens, 125
korlatos, 125
sorozatok
A-szorosa, 127
Osszege, 127
supremum, 129
szamtani kozép, 28
szakadas
elséfaju, 63
masodfajua, 63
megsziintethets, 63
szakadasi hely, 63

tavolsag

két valos szamé, 24
téglanyszorzat, 45
tégla, 149

meértéke, 149

térfogata, 149
Taylor

-polinom, 88

-sor, 88

tétele, 89
teljes halmaz, 16
teljességi axioma, 20
teriiletmérs fiiggvény, 111
természetes szamok, 22
testaxiomak, 19
tizedestort, 48
torlédasi pont, 30, 123
tranzitivitas, 15

véges halmazok, 29
végtelen halmazok, 29
végtelen sor, 41
valos fliggvény, 49
valds szamok, 19
vektor, 119
vektorok

Osszeadésa, 119, 121

skalarral val6 szorzasa, 119, 121

vektortér, 119
Venn-diagram, 10

Young tétele, 145

zart halmaz, 30, 122
zéruselem, 19



