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I. fejezet
Integralszamitas

1. Primitiv fiiggvény, hatarozatlan integral

Alapintegralok

1.1. feladat. Bizonyitsa be a Kalkulus II. jegyzet 1. fejezete 1. paragrafu-
saban az ugynevezett alapintegraloknak nevezett alabbi képleteket (formu-
lakat):

) /1dx:{ln(:1:)—|—01 (z > 0)

T In(—z)+Cy (z<0)
de = R -1

x
-2 40 (xeR, a>0, a#1)
Ina

s}
8

I

8

=
— —

sin(x) dz = — cos(z) + C (x € R)

cos(z) dx = sin(x) + C (x € R)

1

V1—22
1

dx = arcsin(x) + C (x € (—1,1))

dx = arctg(z) + C (x € R)

—_

_|._

8
o

sh(z) dz = ch(z) + C (x € R)

o
— T — — T T

ch(x) dr = sh(x) + C (r € R)
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j) /\/ggzliﬂdx:arshmw:lnw #HD+C (2ER)

1
/m dx:arch(x)—i-C’:ln(a:—F\/aﬁ)—i—C (z € (1,00))

) /Sm;(x) dr = —ctg(@) +Cp  (z € (km, (k+ D)), k€ 2)

1 m m

o] 0 :Cn—l—l
n) apz" | doz = an——r +C (z € (—0,0))
/ (% ) nz:;) n+1 @

Megoldds. A bizonyitasok minden esetben a hatarozatlan integral (primi-
tiv fiiggvény) definiciojan (a F': (a,b) — R differencialhato fiiggvényt a
f:{(a,b) — R fiiggvény hatarozatlan integraljanak nevezziik, ha F’' =
teljesiil) és az elemi fiiggvények (Kalkulus I. VIII. fejezetében vizsgalt) dif-
ferencialasi szabdlyainak ismeretén alapulnak.

Belatjuk, hogy az a)...n) képletek jobb oldalan szerepls F fiiggvények de-
rivaltjai a baloldali integralokban szerepld f fiiggvények.

1 1
a) 3 (In(z) + C1) = = ha x > 0, mig (In(—z) + Cs) = _—x(—l) =
x <0, igy az

_)In(z)+C1 (2>0)
Fle) = {ln(—:r) YO (z<0)

1
—, ha
x

fliggvényre

1
3 F'(z) = = (x #0), ami (az integral definicidja miatt) adja az allitast.
T

P41
b) A F(x) = i :_1 +C (xreRy, p+# —1) fiiggvényre létezik
o

1
F’(x):m(u—i-l)x“:x“ VreR, —ra,

igy igaz az allitas.

c) AF(:):):ﬁ

] +C (z€R, a>0, a+#1)fiiggvényre
na

JF(z) = La’” Ina =a" VxR esetén,
Ina
ami adja az allitast.
d) F(z) = —cos(z) + C (z € R)-re 3 F'(z) = (—1)(—sin(z)) = sin(x)
(x € R), tehat igaz az allitas.
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e) ,..., 1) az el6bbiekhez hasonloan bizonyithato.
1
j) 3 (arsh(z) + C) = —— (z € R) ¢és
) 3 (arsh(o) +0) = o= @eR)
3 (In(z + x2+1))’:; (1—1—1-233) =
T+ Va2 +1 2vx? +1
1
= —— (x € R),

Va2 +1

ami adja az allitast.

k) j)-hez hasonloan bizonyitjuk.

1) és m) is azonnal jon a ctg és tg fiiggvények differencialasi szabalyainak
ismeretében.

n) A hatvanysorok differencialaséra vonatkozo tétel miatt az

o xn-{—l
F(m):ZanniHJrC (zel—-00])
n=0

fliggvény differencialhato és

00 a, . oo .
F@) =) “ni et =Y an  e]-ool.
n=0 n=0

s ez adja az allitést.

Alapintegralokra visszavezethets feladatok

1.2. feladat. Szamitsa ki a kovetkezd hatarozatlan integralokat:

/(3—352)36137; /(1;:6)2 dr ; /Haj;dx;
/\/\;77 dx ; /tgz(aﬁ) ; /:C\I; dx ;

Megoldds. Hasznéljuk az alapintegralokat és a Kalkulus II. jegyzet I/1. fe-
jezet 2. tételét (illetve annak altalanositdsat tobb fiiggvényre), miutan az
integral jele mogotti f fliggvényekre egyszerti azonossidgokat hasznédlunk.
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1. (3—22)3=27-27224+92% — 2% (2 € R) miatt

/(3—;1:2)3 dr = /(27— 2722 + 92* — 25) dx =

:27/1dm—27/m2dm—i—9/a:4dx—/a:6dx—l—C:
z3 ozl
Tx 734-95 7—1—0 (x eR);

2. (1_f”)2—<1—1>2=1—i+1 (z # 0) miatt

-1
z? (z2+1) -1
. = =1- R 1att
3 1+ 22 1+ 22 1+ 22 (z € R) mia
x? 1 1
—— dx = 1-— de= | lde— | —— d C =
/1+a:2 o /( 1—|—a;2> o / o /1+x2 T
=z — arctg(x) + C (x eR);
1 1 1
4 = 1.1 N
a/ayz  (@(@exz)z)2 g (a:%)4
1 1 1 _T
= 13% 1,3- 7=%° (z>0)
xr2xs xr2Ts T8
miatt

-3+
/1d$:/xg dxz%%—(}':
VERVE2VET —g—i-l

1
=T 4 0=8Yz+C  (z>0).
8
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5. tg(x) = sin?(z) _1- cos?(x) _ 1
cos?(x) cos?(x) cos?(x)
(az € ]k:Tr -5, kn+ g[ , ke Z) felhasznalasaval

/tg2(x)dx:/<wsi(x)—1> dx:/cosi(x)—/lderC’:

=tg(x) —z+ Cj (e Jkr =5, kr+ 3], keZ).

1 1 .
=z2+a-z"2 (x>0) miatt

/x+ad:c:/(a;é+a-:r%> da::/xé d:c—l—a/x% dx+C =
NI

3

T2

3

2

2
+C=§\/973+2a\/5+c (z > 0).

Egy egyszerd helyettesités

1.3. feladat. Hatérozza meg az aldbbi integralokat:

1 1
——— dz ; —— dz ; V1—3z dz ;
/0052(31’—5) v /\/x2+9 v / v

1 1
dr - dr - —x 22\ o -
/2+3x2 v /Wﬂ_z v /(6 et do;
Megoldds. Egyszert szamolds adja, hogy ha [ f(z) dz = F(z) + C, akkor

1
[ flax+0b) dz = o F(ax+b)+C. Azaz, ha ismerjitk x — f(z) hatarozatlan

integraljat, akkor egyszerden kapjuk az x — f(az+0) fiiggvény hatarozatlan
integraljat.
- Az

fla)=—5—~  (zv€ Jkr—%, kn+ %[, keZ)

fiiggvényre F'(z) = tg(z) (lasd alapintegralok), igy az

1

—5) = —5€lkn -2, kr+ %[, keZ
f(3z —5) o232 ) (Bz—5€lkn—3, kn+ %[, k€ Z)
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fliggvény hatarozatlan integraljara kapjuk, hogy

1
s dr =
/ cos?(3x — 5) v

1
:§tg(3x—5)+C’k (Bz—5€lkn—%, kn+3[, keZ).
— Tudjuk, hogy
1
——— dx = arsh(x) + C z € R).
| == (@) (@ € R)
1 1
Ha ————=-et el6allithatjuk, mint ———= valamilyen (linearis) transz-
2+ 9 2+ 1

formaltja, tgy modszeriink alkalmazhaté. De

111
m‘?)W?

1 1 T
/dmzlarsh<3>+0 (x € R)
ORI

igy

miatt

1

/ Va2 + / / §
—arsh(3)+01 (x € R).

— Az z— Y1-3z (z€R) fiiggvényt az f(z) = J/x (v € R) fiiggvény-

b6l az z — 1 — 3z (z € R) valtozo transzformacioval kapjuk.
Mésrészt

/\‘Q’/Eda;:/xé dr =

/\3/1 — 3z dx = —%2\3/(1 —30)4+C =
:—i\?’/(l—Sx)‘l—FC (z € R).

czg%ﬁ+c (z €R),

wolw| B

igy
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— Az
1 1 1 1 1

24322 2, 3 , 2 2
2 3
1+2x 1—|—<\/gm>

INTEGRAL 15

(x € R)

1
egyenldség és az [ 1.2 dx = arctg(z) + C alapintegral miatt
T

1 1 1

- o dr== —— 4

/2+3x2 v 2/ 3\ .
1—|—< l’)

— Az
I R N S 1
V322 -2 V2 [3 V2

1
egyenldség és az [ T dx = arch(z) + C
22 _
a modszer) adja, hogy

/\/396127—2:\2/ ( 31>2
—z]| —1

(x > 1) alapintegral (és
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— A ¢) alapintegréal a = e valasztéassal adja, hogy
/exd:c:ex—i—C (x € R),
ezért
/exdlelex+C':—ex+C’ (x € R)
és
/6_% dx = %2 e ¥ 4 O (x € R),
ezek szerint

/(e‘r—i—e%) dx = /em dx—i—/e% dx 4+ Cy =

1
=—e - 3 e 2 4 Oy (x € R).

Néhéany specialis integrandus

1.4. feladat. Hatarozzuk meg az alabbi hatarozatlan integralokat:

/3:2\3/1+3:3 dx ; /tg(x) dz ; /\/iigc? dz

T 1 .1 er
.5 sin x
sin® x cosx dzx ; ——— dx
/ Veos?

Megoldds. Egyszertien belathato, hogy ha f: (a,b) — R differencialhato,
akkor

O“Hx
/fa dx—fa+(1)+0 (v # —1)

és

f’(w)

=In(f(z)+C  (f(z)>0).

Tovabba (lasd helyette31teses integréalas tétele), f: (a,b) —
: (e,d) — {(a,b) olyanok, hogy 3 ¢'(c,d) — R és 3 ff, akkor létezik
J(fog)d és 3 ceR, hogy

/f ) do = <(/f) og> (x)+C:/f(t)dt|t_g($)+C

Az egyes integralok ezen tételek valamelyikével szamolhatdk.
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— Az
1
/x2\3/1—|—a:3 dm:§ 322V 1+ 23 dx =

1
= 3/3x2(1+x3)§ dr  (z €R)

1
egyenlGség mutatja, hogy f(x) = 1 + z3-re 3 f/(x) = 322, igy a = 3
mellett alkalmazhaté az els§ formula, ezért

[eivda=t [aima =] [0eein? w-

3
1(1+23)5 1
:3( +4x)3+C:4(1+x3)§+C (v €R).
3
— Mivel

sin —sinz
tgr = = € |- +2km, T +2%kx[),
8 COS T COS T (l’ ] 2+ T 2+ 7T[)

igy f(z) =cosz >0, hax € }—g + 2k, g + 2k7r[ és 3 f'(x) = —sinx,
ezért a masodik formula szerint:

/tgx dx__/—sm:c dx =
cos T

= —In(cos(z)) + Ck (xe |-%+2km, 5 +2kn[).

- Az

T 1 —2x
[ te=1] e o=
_ _;/(1_552)_;(—233) dx (xe]—-1,1])

egyenlGség mutatja, hogy f(z) =1 —2? (z €] —1,1[ ) esetén létezik

f'(x) = =2z, igy alkalmazhato6 az elsé formula, ezért:
L 1(1—22)2
/\/13171:2 dr = —2/(1 — 1;2)—%(—2x) dr = _2(13:)2 LO=
2

=—V1-22+C (ze]-1,1]).
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— Hasonléan, mint korabban:
T 1 —4x 1 [ (3—22%
/3—2x2 4/3—2332 v 4/ 3—222
1
:—zln(3—2x2)+C <|x] < \/§> :

' 1
— Legyen z > 0, akkor 3 > = ——, tovadbba 3 [sinz dx = —cosz+C,
x x

igy a harmadik formula szerint
1 1 1 1
/sin dr = —/—sin dr =
2 z 2 z
1
——/sintdtt1+C—cos+C' (x > 0).
x T

— Reészletezés nélkiil:

xT 2 x\/
/ ¢ dx:/H_e)dlen(2+ex)+C (x eR);
2+ e” er

/sin5(1:) cos(z) dx = /sin5(1:)(sin(x))’ dx =

-6
_ s1n6(:1c) ‘C (z€R);
sinx 3
———— dx = | cos” 2(x)sin(z) dxr =
/\/COS?’JE (@) sin(e)

_ / cos™3 (2) (—sin(z)) da =

= —/C083($)(COS($))/ dx = —w +C =

2
= 2+/cos(x) + Cy (xe€l—5+2kn, 54+2kr, keZ).
Helyettesitéses integralas

1.5. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

/ﬁ{”/ﬂdag; /de; /(1—x2)§dm;

/\/1+x2d:1:; /\/3:2—2daz; / c dz ;

62x+1
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Megoldas. Itt most ,igazi” helyettesitésekkel éliink majd, azaz a Kalkulus
II. jegyzetben kimondott helyettesitéses integralas tételét kovets megjegy-
zésben megfogalmazott tételt hasznaljuk:

Ha f: {a,b) — R, g: (¢,d) — {(a,b) olyanok, hogy 3 ¢’ ¢s [ f, tovabbd 3 g1,
akkor 3 [(fog) g és

(+) /f(x) dﬁ:((/(fog)gvogl) () +C =

- / Fg()d' (1) At egory + C (€ (e d)).

Ha 3 [(fog)g és ¢ #0]c,d[-ben, akkor 3 [ f és ismét érvényes (*).
Hogy milyen helyettesitést valasszunk, arra nincs altaldnos moédszer, de van-
nak jellegzetes tipusok (ahogy errél mar az elméletben is szoltunk).

9 3 njar+b
Az [22Y1 -z dz az fR(ac, p——
meéleti anyagban tett utalas szerint olyan x = g¢(¢) (¢ € R) helyet-
tesitést alkalmazzunk, melyre g7 '(z) = V1 —2 = t (z € R), azaz
(VT—2z =t <= 1—2 =1t < x=1-1 (t € R) miatt)
r=gt)=1-1 (t eR).
Ekkor f(r) = 22Y1—2 (x € R), g(t) = 1 —t3-re 3 g1 R — R ¢s
3 ¢'(t) = —3t2 # 0 (t € R), tovabba létezik

dx specidlis esete, igy az el-

/f(g(t))g'(t)dt = /(1 — 13)%t(—3t%) dt = /[—3t3 +6t5 — 3t%] dt =
t4 t7 th

ezért létezik

/ﬂm dz = /<1 = 9% (=37) dt],_ g + C =

_ —2(\3/1 o)ty g( YT —2) — 1%(\3/1 —2)04+C  (z€R).
— Hasonl6 gondolatmenettel az [ m dzx kiszdmitasanal a

g Hx) =z =t (x>0),azaz v = t2 = g(t) (t > 0) helyettesitésnél:
f(l') = m (ZU > 0) s g(t) = tQ (t > 0)-ra | g_l és
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=2t #0 (t > 0), tovabba létezik

/f /mltz)tztdt:

1

ezért 1étezik

1
/(1+xf 2tdt]tf+0—
:Qarctg\f—i—(}’ (x> 0).

: 1
S [A-a®) P dr = [——— d
Jo=9 L ==y
példajan ,felbuzdulva”) alkalmazzuk az x = ¢(t) = sint, t € ]—g, %[

helyettesitést. Ekkor g szigorian monoton névekedd, igy
Jg7':]-1,1[= R, g '(z) = arcsin(z), ¢'(t) =cost #0 (t€ |-3, 5]),

tovabba f(z) = (\/17;2)3 (x €] —1,1] ) mellett

/ 1 1
3 /f(g(t))g(t) dt—/cosgt-costdt—/coszt dt =

s s
=tgt+ C, te}——,—[
gt + 27 9

z (|z] < 1) miatt (az elmélet egyik

Igy létezik

N 1 [ | _
Jumert ie= [y te= [ et dheseana w0 =

sin(arcsin )
/1 — sin?(arcsin )
x

= —=+C x| < 1).
Vi (Jal <1)
~ Az [V1+2? dx kiszamitasénal (de altalaban, ha [ R(z, V1+22) dz
tipust integrél szerepel) eredményt hoz az x = g(t) = sh(t) (t € R) he-
lyettesités.
Ekkor a sh fiiggvény szigort monotonitdsa miatt 3 g~'(z) = arsh(z)
(x €R) és I g'(t) =ch(t) #0 (t € R).
Felhasznalva a ch?(t) —sh?(t) = 1 és ch?(t) =
sagokat a hiperbolikusz fiiggvényekre, kapjuk, hogy

= tg(arcsinz) + C' = +C =

1 h(2t
14 ch(2t) (t € R) azonos-
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f(z) = V14 22 (z € R) esetén létezik

/f )g'(t) dt—/\/mm(t) dt =

:/chQ(t)dt:/l—i—dmdt:

2
1 1
:2/1 dt+2/ch(2t) dt +C =
1 1
=S t+7sh2)+C  (teR).

Ezért 1étezik

/Mdﬁ_/mdl dt|t arshm)+c_

=3 arsh( )+ %sh(Q arsh(z)) + C =

= }arsh(x) + }sh(arsh(:c)) ch(arsh(z)) + C =

2
1
iarsh + x\/1+x2+0 (z € R).

— Az [ Va? — 2 dx kiszamitasanal, felhasznélva, hogy

/ﬁdx_/\[\/i_mx (ha pl. z > V/2)

és tudva a hiperbolikusz fiiggvények ch?(t) — sh?(t) = 1 azonossagat,

melybol sh?(t) = ch?(t) — 1 kovetkezik, az x = v/2ch(t) = g(t) (t > 0)
helyettesitésben bizunk.

Ekkor (mivel a ch fiiggvény szigortian monoton névekeds [0, +oo[-en)

3 g '(x) = arch <\2> (x > V2), 3 ¢(t) = V2sh(t) (t > 0) és

g'(t) #0 (t > 0), tovabba f(z) = Va2 — 2 (z > v/2) mellett letezik

[ 1t6end @ at = [ Vi ~1 sn e =
ch(2t) — 1
:\@/sh2(t) dt:\@/2dt:

:\fsh(Zt)—?t—i-Cﬁ (t>0).
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Ezért (a helyettesitéses integralas tételének (x) formuléja szerint) létezik

/Jﬂm:/ﬂ,/(\%fmx:

V2 [ \Jeht) = 1 sh(t) dtl e 5, + C1 =
_ ‘f sh (2 arch (\%)) _ \f arch (\%) +C =

Lo () (w(3))-

2
—\farch <\j§> +C1 =
“ () e () e
=i% 22 — é%mhh%)+& (z > V2).

Megjegyzés. Hasonléan kapjuk, hogy

/mdx— ﬁ_mh(ﬁ)% (x < —V3).

.Z’

- Az [ —— T da; (z € R) meghatarozasanal (de altalaban, ha [ R(e”) dx

tipust mtegral van) eredményre vezet az e® = g~ (z) =t (x € R), azaz

1
x =1In(t) = g(t) (t > 0) helyettesités. Ekkor 3 ¢/(¢) = i #0 (t>0) és

flx) = (z € R) mellett létezik

e21‘+1
/f(@)ﬁyu—/tlﬁ—lw(w+c (t > 0)

g T e TS )
igy létezik

e’ t 1
/e2ff+1 dr = / 7252 T 1 . Z dt’t:ez + C = arctg(ex) + c (.’E € R)
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Parcialis integralas

1.6. feladat. Hatérozza meg az aldbbi integralokat:

/lnzr dx ; /(:U2 +2z)Inzx dx ; /(3: —1)e” dr /IL‘26_2$ dx ;
/:zrcos(x) dx ; /(a:2 + z)ch(x) dx ; /:1:2 sin 2z dx ; /arctgx dzx ;
/arcsinx dz ; /:carctgx dz ; /6296 cos 3z dx ; /sin4(x) dz ;

Megoldds. A parciélis integralas tétele szerint:
Haaz f,g: (a,b) — R fiiggvények differencialhatok (a,b)-n és 3 [ f'g, akkor
3 [fg isés 3 C € R, hogy

/f ) dz = f /f D) dz+C  (z € (a,b)).

A feladatban szereplé integralok tobbsége a Kalkulus I1. jegyzetben az elbb
idézett tételt kivetd megjegyzésben szerepls tipusok valamelyike.
— [Inzdr=[1-Inzdx (z>0) igaz.

Vélasszuk az f(x) = Inz és g(x) = x (z > 0) fiiggvényeket, akkor

1
3 f(z) = = g (z) = 1, tovabba létezik

1
/f dx—/-xdx:/ld:v:x (x >0),
T
igy
/1 lnxd:n—/f ) dx =

/f ) dx+ C =
—xlnx—/ xde+C=azhe—x+C (x >0).
x

— Az [(2? 4 22) Inz dx kiszamitasanal tekintsiik az f(z) = Inz, ¢'(z) =
3 1

2?2+ 27, azaz g(z) = % + 22 (x > 0) fiiggvényeket, akkor 3 f/(x) = — és
x

/f dx_/i(erx?) dx:/<3;2+x> de =
-

2
% (x > 0).
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Ezért (tételiink szerint) létezik C' € R, hogy
/(:c2 +2z)Inx dx = /f(x)g'(x) dx =
~ f(@)gla) - [ Fa)gla) da+C =

3 3 2
x 9 x®
== Inz—(—+ — C 0).
<3+x>nx <9+2)+ (x >0)
Megjegyzés. [ P,(z)Inz dz tipust integral kiszdmitasanal mindig az

f(z) =lnz, ¢(x) = P,(x) valasztassal hasznaljuk (P)-t.

— Az [(z — 1)e® dx kiszamitasanal az f(z) = = — 1, ¢'(z) = € és igy
g(xz) = €*, f'(x) =1 (x € R) valasztassal alkalmazhato (P) és akkor
3 C € R, hogy

/(xl)em dx:(xl)ew/l-em de +C =
=(x—-1)e"—e"+C=(z—-2)"+C (x € R).
— [2%e7%* dz esetében, el6bb az f(z) = 22, ¢'(z) = e722,

1
fl(x) =2z, g(x) = —56_296 (x € R) mellett — (P)-t hasznalva — kapjuk,
hogy 3 C7 € R, hogy

1 —e 2
/x2e2m dr = 22 - (—2> e 2 /230- 5 de +C1 =

1
= g% % 4 /:J:e_zx de + Cy

2

ha létezik [ e * dr. Ennek meghatdrozasara alkalmazzuk tjra (P)-t,
1

fx) =2, (@) =, fllx) =1, g(z) = —56*2:” (z € R) mellett,

akkor 3 Cs € R, hogy

1 1
/we‘h dr = x (—26_2””) — / 1- <—2> e 2 dr + Co =

1 1
= ——ze 2 4 3 /6_23” de +Cy =

1 1
= —51'67233 — 1672‘% + CQ (iU S R)
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Igy
2 —2x 2 _ —2x 1 2x 1 —2x
zle dr = ze 2xe —Ze +C1+Cy =
_ 1, 1 1 o
= ( 230 230 4) +C

Megjegyzés. [ P,(x)e® dz tipust integral kiszamitasanal f(z) = P,(z),
g (z) = e (z € R) mellett hasznéljuk (P)-t (esetleg tobbszor is, de akkor
més — az el6bbiekbsl kapott — f-fel).

~ [xcos(z) dz kiszamitasanal legyen f(z) =z, ¢'(x) = cos(z),
f'(x) =1, g(z) =sin(z) (x € R), akkor (P)-bsl

/wcos(x) dx = zsin(x) — /1 -sin(z) dx 4+ C =
= zsin(z) + cos(x) + C  (z € R).

— [(2* + z) ch(x) dz esetében kétszer alkalmazzuk a parcidlis integralds
tételét és (tomor irasmodban) kapjuk, hogy

/(x2 + ) ch(z) dr = (2° + x) sh(z) — /(2x + 1)sh(z) de 4+ C; =

= (22 + z)sh(z) — [(2:]5 +1)ch(z) — / 2ch(z) dz + Cg] +Cy =

= (2° 4 z)sh(z) — (22 + 1) ch(z) + 2sh(z) + C1 + Cy =

= (@® +x+2)sh(z) — 2z + 1) ch(z) +C  (z €R).
Megjegyzés. Az [ P,(z)sin(azx +b) dz, [ P,(x)cos(ax + b) dz,
J Po(x)sh(ax +b) dz, [ Py(x)ch(az + b) dz tipust integralok kiszami-

tasdnal az f(z) = P,(x) (és ¢'(x) a masik tényez6) mellett alkalmazzuk
(P)-t (esetleg tobbszor).

- Igy

2 1
/xQSjHQw d(p:xz (—COS2 I) —/2$ (—2COS21’> dx + Ci =

1
= —2.1‘2C052$+/.1‘COSQ£L' de +C1 =
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1, 1 1
:—§:U cos 2x + :U551n2x— 1-§sm2xdx—|—02 +Ci =
1, 1. 1
= —§:c cos 2z + 5%8111258 + ZCOSQJB +C1+Cy =
L o

1 1
= (—295 +4> cos2x+§:1:sin2x+C (r € R).

1
- /arctg(m) dx = /1 -arctg(z) de = xarctg(z) — /ler:v? drz +C =

1 2
= zvarctg(zr) — / 1 +$$2 dx +C =

= zarctg(z) — 3 ln(l +2?)+C (x € R).
. . . 1
- /arcsm(:c) dr = /l-arcsm(x) dx = x arcsin(x)— :1:17 dz+C =

= zarcsin(z) +

1/(1:;;) 5(—22) do + C =

2
1(1—22)3
:zarcsin($)+2(1$)2+cz

=rarcsin(z) + V1 —22+C  (z €R).

- /xarct () dac—ljarct (m)—/gj2 ! dx 4+ C =
5 s 21+ a2 N

2 1 241-1
:%arctg() /a:—i— dr+C =

2
:%arctg —[/1dm—/ } +C =

1 1
:a:;— arctg()—§:c+0 (x € R).

Megjegyzes Az [ P,(z)arcsin(z) dz, [ P,(z)arccos(z) dz,
f P ( arctg ) dx, [ P arcctg( ) dz tipust integréloknal a
g (x) P,(x) és f (x) a masﬂ{ tényez6 jelolés mellett alkalmazzuk (P)-t.
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— A parcialis integralas tételét (a (P) formuléaval) felhasznalva,
f(z) = €?*, g(x) = cos 3z (z € R) vélasztissal

3 .
/e%cos?)w daU:eQJESHT3 a: _/262$SH1331' dx +Ci =

1 2
= ge% sin 3z — 3/623” sin3z dr + Cq =

1 2 — —
:§eQIsin3x—§ |:62m(3§81’_/262xC(;)S3$ dr+ Co| +C1 =

3

(z € R) kovetkezik, ami rendezés utan adja, hogy

1 2 4 2
= —e*gin3x + 662”” cos3x — 3 /ezx cos 3z dx + C — §02

2
/629” cos 3z dr = L?;) sin 3x + T3 €08 355] e* 4 C (x € R).

Megjegyzés. A fenti modszer alkalmazhato altalaban az [ e sin bz dz,
J €** cosbx dz tipust integralok esetén is.

- / sin™ () da = / sin(z) sin™ (z) dz
— _ cos(x) sin" () — / _ cos(z)(n — 1) sin"2(z) cos(z) dz + Cy =
_ _ cos(z)sin™ ! (2) + (n — 1) / cos? 2 sin"2(z) da + Cy =
— _ cos(z)sin™ ! (2) + (n — 1) / (1 — sin®(a)) sin™ () da + C1 =
— _ cos(z) sin" (&) + (n— 1) / sin"2(z) dz—

—(n—1) /sin”(x) dx + C (x € R),

és ebbdl rendezéssel kapjuk, hogy

/ sin™ (z) dz =

1 soan—1
= ncos(x) sin” ™ (x) + -

n—1

/sin”Q(a:) dx +C (r € R).

Ez az I,, = [ sin"(z) dx jeldléssel az

1 —1
I, = —— cos(z)sin" () + n
n

In_2+C (r € R)
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tgynevezett rekurziv formulat adja I,-re.
Ha példaul n = 2, ugy

1 1
/sin2(az) dr = ) cos(z) sin(x) + 2% +C.
Han =3, ugy
.3 1 . 9 2 [
sin®(z) dox = —3 cos(x) sin”(z) + 3 sin(z) de +C =
1 » 2
=-3 cos(x) sin“(x) — 3 cos(z) + C (x € R).

Altalaban n — 1 lépésben (n > 2) megkapjuk I,-t.
Megjegyzés. Hasonlo eljardssal megadhato I,, = [ cos”(z) dx rekurziv

formuldja is.

Trigonometrikus és hiperbolikusz fiiggvényekre vonatkozo
azonossagok felhasznalésa

1.7. feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat:

[ Jmm® Jame =

1
/sh(ac) dx ; /sinstinE):v dx ; /cosgcosgda:;
/sinS(a:) dx ; /sin4(a:) dx ; /ctgz(x) dx .
Megoldds.
1 2 1
~ Acos’x = y egyenlséghdl coszg = % kovetkezik, ami
1 1
adja, hogy = 7, ha x # 7+ 2km, k€ Z.
T+cosz 9.0e22
2
FEzért
1 1 1 1
[irmmto= [ adi=y [ da-
14 cosz 2 cos2 = 2) cos2Z
2 2
11

X xr
S tgi 4O =tge +C
pT By POy T

2
ha x € | — 7+ 2km, 7+ 2kn[, k € Z.
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. 1 — cos2x . Lo X 1 —cosx
— Asin?z = — egyenléség adja, hogy sin? 5 = 5 azz
1 1

= 7, ha x # 2km, k € Z.

1 ——cosx 2gin2 <

Igy
1 1 T
/1—0033: o /2sin2x v cg2+ k
2
(x € )2km, 2k+2n[, ke Z).
— Mivel
1 1 SinQ%—l—cong
sin x 2singcosg 2singcosg
. T
in— COS —
) 2
= T T T
2cos—  2sin —
2 2
igy
T T

1 sin — CcoS —
/ - dac:/ Qx daz+/ 235 de+C =
sinx 2cos§ 2sin§

— <2008§> +ln (2sing) +C=In (tgg) + Cy,

ha példaul = € |2km, (2k+ 1)n|, k € Z.
Belathato, hogy

/ ! dr =1n (tg (—g)) + Dy (z€](2k—1)m, 2kn[, k€ Z).

sinx
1 1 T o .
- Az = = (m # —+km ke Z) egyenléség miatt
COST  gin (x + *) 2
2




30 1. INTEGRALSZAMITAS

ha%+ % € 12km, (2k + Vx|, k € Z, mig

/Colsx dz = In (tg (_ (g n %))) v Dy,

hag+£e](2k+1)w, (2k + 2)x] , k € Z.

- Az
x x
h? = —sh?Z
shz o en® 2sh L en
R T2y
chg shg
“om? a7V
2 2
azonossig miatt
x x

1 ch — sh —
dx—/ 233 d:c—/ 21, dx+C =
shx 2sh — 2¢ch =
2 2
x x
—ln(25h§)fln(20h§)+0—

—In (th (g)) +O (x> 0),
illetve

1 x
Lwen(n(-D)

/ 45 = 5 + Oy (x <0)

kovetkezik.
1
— Az ismert sinasin g = §[cos(oz — ) — cos(a + )] trigonometrikus azo-
nossag miatt
1

sin 3x sin bz = i[cos 2x — cos 8x] (x € R),

fgy
. . 1
/sm 3xsinbx dr = / i(cos 2x — cos8x) dr =

1 1
:2/cos2x—2/cos8x de +C =

1 1
:Zsin2x—ﬁsin8x+0 (x € R).
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1
— Tudjuk, hogy cos acos f = i[cos(oz + 3) + cos(a — B)] V v, B-ra,

lgy
[cos (E—Ff) + cos (f — E)} =
273 "\2 73/ 7

{cos b + cos Jj] (x € R),

x z 1

COS — COS — = —

2 3 2

1

2
ez pedig adja, hogy

x x 1 5z 1 T
/cos2cos3 d:c—2/cos6 d:L‘+2/C056 de+C =

. . X
1Sln7m 1Sln7
:Q 56 +§ 16+C:

6 6

3 )
:5sin6x+38in%+C’ (x € R).

- A
sin® x = sin® zsinz = (1 — cos? x)sinz =sinz — cos® xsin x

trigonometrikus azonossag miatt

/sin3:v dx = /sinx dx—i—/coszx(—sinx) de+C =
cos® x

3

= —cosx + +C (x € R).

- A

4 2 2

1
sin x = sin® 2(1 — cos® x) = sin x—ZSiHQ 2z =
1 —cos2 11— cos4 3 1 1
= ORSr 1T mzf—fcos2m—gcos4x (x € R)

2 4 2

azonossig miatt

/sin4xd:1c:3/1 dm—;/cos2xd:z—é/cos4:rdx+02

co
[\

8

_3 1 sin 2z 1sin4x+c_

8" T2 2 T8 4 -

3 nw - Lantic wemw
—81' 4Sln X 3281n X X .

Megjegyzés. Az utobbi két feladat az [ sin x dx specialis eseteként is
szamithato (amit a parcidlis integralasnal vizsgaltunk).
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Racionalis (tort)fiiggvények integralasa

Legyenek P,, Qn: R — R n-, illetve m-edfoku polinomok, (a,b) C R
olyan intervallum, melyben Q),, nem zérus.

P,
Az R: {(a,b) — R, R(x) = (z) fiiggvényt racionalis (tort)fiiggvénynek

- Qm ()
nevezziik.
Bizonyithato, hogy ha n > m, akkor léteznek P,_,, és P, (n — m illetve
[(< m)-edfoki) polinomok, hogy

B(z)

= Ppm(z) +

vV x € (a,b)-re.
Legyen tovabba a @, polinom (R feletti tgynevezett irreducibilis tényezdkre
vald) felbontésa

Qm(z) = Alw —a1)™ -+~ (z — ap)* (2® + pra + q1)™ - («® + psz + 5)™,

ahol A Q,, f6egyiitthatoja, ¢ =1,...,r,7 =1,...,s esetén

a;,pj,q; € R, o;,3; € N és p? —4q; < 0 (azaz z? + pjr + gj nem bonthato
fel valos els6foku polinomok szorzatara).

Ekkor léteznek A;x, Bj, Cj € R, hogy

Pz A A A A
() = 1 +...+$+...+ rl s A A
Qm(r) x—a1 (r —ap)™ x — ay (x — a,)or
B11:E+011 . Blﬂll"i’clﬁl
22+ pix+q (22 + prox + @)™
lex+C’sl BsgstrCsﬁs
T2 + psT + g5 (22 + psw + ¢5)°
V x € (a,b) esetén.
. P,
Igy egy racionalis tortfiiggvény [ Qn((x)) dz hatarozatlan integraljanak meg-
m(x
hatérozésa visszavezethetd egy n—m-edfoku polinom, illetve az [ ﬁ dx
T—a
Bx+C
és [ QL dz tipust integralok meghatarozasara.
(% + px + q)7

A feladatban mindig megadjuk a raciondlis (tort)fiiggvény fenti elgallitasat
(meghatéarozva P,_,-et és a tortekben szerepls egyiitthatokat is).
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1.8. feladat. Hatarozza meg adott A, B,C € R, a € R, p,g e R
p? —4q < 0), i,j € N esetén az

A Bx +C
/ _ dx és / dx
(x —a) (22 4+ px + q)

integralokat.

Megoldds.
a) Nyilvanvalo, hogy
1 =1 esetén

/ A dr — Aln(x —a) + Cy ,haz>a
T—a Aln(—(x —a))+Cy , haz<a.

1 > 1 esetén

(x_a)—i—i-l
A— + C h
/ A o i1 +C; ,haz>a
x_ai - _ —l-‘rl
( ) Aw—i—(b ,harz<a.

—1+1

(Lasd ,Egy egyszert helyettesités” cimii fejezet.)

Bx+C _ Bx+C _ Bx+C _
(m2+px+q)] o P 2 p2'j_ D 2 J
L4 _ v v b2
[<x+2> Y [(’Hz) * ]
B C
_ Tt _ (zeR)
P 2 J
x—l—§
b2i 1
b +
2 Ay — 2 2
miatt (aholq—pz: q4p > 0 miatt vezetjiik be, hogy b2:q—%),
p

x p—
az x = bt —g = g(t) (t € R) illetve g~ 1(x) = TQ =t (x € R)
helyettesitéssel kapjuk (a helyettesitéses integralas tétele szerint), 3 C,



34 1. INTEGRALSZAMITAS

hogy
b
(@ +prtqy ) @D T 2 h T
b

B 2
TG0z ) @21y Lfb‘ +57F

b
C - B )
. - dt
Ha j =1, gy ebbdl
D 2
Bz +C _ B[ ((* 2 .
22+ pxr +q T RG-n2 b T
c-BL x+g
—+ Warctg +CQ
kovetkezik V z € R esetén.
Ha j > 1, Ggy
Bx +C B (#+1)7H
VY - dr = 2(i—1)2 N ‘ 1._|_£+
(22 + px + q)7 p20-12  —j+1 2
b
C- B3 )
. - dt
e /(t2+1)J LJH%) +Cs
b

kévetkezik.
Ugyanakkor a parcidlis integralas tételét felhasznalva
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1 (t2+1) -2 1
e dt= | e dt = | 5 dt—
/ (2 + 1)) / (&2 + 1)) / (2 + 171
1 2t 1
- 2/t(t2+1)J dt_/(t2+1)j—1 =

L[ (2 +1)I+! 2+ 1)1
t(H—/l-(Hdt +Cy =
2 —-7+1 —-7+1
25 -3 1 1 t
= — dt . Cy.
2j-2/(t2+1)a—1 MU GRS
Ezért, ha j > 1, akkor
p
/ Bz +C B . C¢-B; . L
(22 + pz + ) BG-D2(1—j) ' bE12(j — 1) | (24 1)J—1t=2Fs
p
C—-B=y;:
92j—3 1
T 25 —2 / (t2 +1)7-1 dt]i=p15 + Cs.
1
a | —5———— dt-re az el6bbi mobdszert alkalmazzuk, illetve azt tova
I§I @ 1) d 16bbi méd lkal k, ill bb

folytatjuk, ugy integralunk véges (j) lépésben meghatéarozhato.

Megjegyzés. Természetesen (a megjegyezhetGség nehézségei miatt) nem
ezen bonyolult formuldkat hasznéljuk, hanem minden konkrét feladatban
ugyanezt az eljarast kovetjiik majd.

1.9. feladat. Hatdrozza meg az alabbi integralokat:
2 5 z?
/x—i—?) v /(w+1)2 v /x+1 v

[t s [ z g /w3+1dx.
(x —2)(x+5) (x+1)(x+2)(x+3) 23 — 512 4+ 6x

/«Hldx. / 1 de - /wdx.
2?4+z+1 (x+1)(z2+1) »—3r+2
/ 3 + 2 da
(x2+2x+2)2
Megoldds.
2 ety :{QIn(ﬂc+3)+Cl ha x> —3
z+3 r+3 2In(—(z+3))+Cy ,hax < -3

(az 1.8. feladat a) esetének megfelelGen).
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- [———=dx =5 N2de =
f(x—i—l)? x [(z+1) x
5 1)t
(m—{_l)+01 yhaox > —1
5(x+1)+02 yhar < —1
-5
+Cy Lhaz> -1
_ :L‘_—|-51
—_— h —1.
$+1+Cg yha x <
2 2_1)+1 -1 1)+1 1
o (@ )+l (@-D+1)+ w14 (x4 1)
z+1 r+1 r+1 r+1
miatt
/“””2 d—/( Dot [ —— de=
cr1 T W SR I
72
Z—x+ln(ac+1)+01 sha x> —1
%—x+ln(—(m+1))+02 yhaz < 1.
2z +3 (x=2)+ (z+5) 1 1

-2t @-2@+s) zi5 z-2 @FBTFD)

miatt

[eserm o=/ (s ma) o

In(—(z+5))+In(—(z—2))+C1 ,haz< -5,

= In(z+5)+In(—(z —2)) +Cs yhaze]—5,2[,
In(z +5) +1In(z — 2) + Cs Jhaz > 2.
— Megmutatjuk, hogy 3 A, B,C € R, hogy
A B
< - n +- O wro1,-2-3).

(+1)(z+2)(z+3) z+1 z+2 x+3

A jobb oldalon k6z6s nevezére hozva, és rendezve
x
(x+1)(z+2)(x+3)
(A+ B+ C)z?+ (5A+ 4B +3C)z + 64+ 3B + 2C
(x+1)(z+2)(z+3)
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kovetkezik, ha x # —1,—2, =3, ami csak akkor teljesiilhet, ha
z=(A+B+C)2®+ (5A+4B+3C)x +6A+ 3B +2C (z € R),
ami csak gy lehetséges, ha

A+B+C=0, 5A4+4B+3C=1, 6A+3B+2C =0.

Ez egy lineéris egyenletrendszer A, B, C-re, melynek egyértelmi megol-
désara (nem nehéz szamoléssal)

1 2 1
A= B=-3 C=3
kovetkezik, igy
x 11 2 1 11
(x+1)(a:+2)(x+3)_6x+1_§x+2+§x+3

(r # —1,—-2,-3), ami adja, hogy

/(m+1)(aj+2)(1‘+3) du =

%ln(—(IJr 1)) — %ln(—(a:JrQ)) + %ln(f(x+3)) +C; Lhaz< -3,
éln(—(aﬂ—l))—%1n(—(x+2))+%1n(a:+3)+02 haze]-3,-2,
éln(—(m—l—l))—%1n(m+2)+%1n(x+3)+03 haze]—2-1],
éln(:v—&-l)—%1n(x+2)+%ln(ac+3)+04 yhax > —1.

?+1 (2% —5a? +6z)+ (5a® — 6z +1)
x3 — 522 + 6 3 — 5x? + 62 N

2 _ 2 _

_Hm_sz—;étl?)) (x #0,2,3)

Megmutatjuk, hogy 3 A, B,C € R, hogy
bz’ —6r+1 A N B +g (2 £0.2.3).

z(r—2)(zx—-3) -2 x-3 «x
A jobb oldalt hasonléan alakitva, mint az el6z6 feladatban
522 — 6z + 1 (A+ B+ C)z? + (-34 —2B - 5C)z + 6C
2z —2)(z—3) z(z — 2)(z — 3)
kovetkezik, ha x # 0,2, 3, ami csak akkor igaz, ha

A+B+C=5 -3A-2B-5C=-6, 6C=1,
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ami <= teljesiil, ha

Az el6bbiek miatt, igy

3+ 1 ) 21 1 52 1 11

23 — 522 + 6 6z-2 62-3 62

(x # O? 27 3)7

ami adja, hogy

/ 2 4+1 J
— dax =
3 — bx? + 62

21

x+ %ln(—(aj -3)) — Eln(—(x —-2))+ éln(—:ﬁ) +C7 ,haz <0,

2 21 1

o+ % In(~(2 = 3) = Tln(~(z = 2) + £ (@) + G haze o2,

- 2 21 1

x+ 5Fln(—(:z: -3)) - Fln(m— 2) + Eln(m) +Cs ,haz €12,3],
2 21 1

x+%ln(x—3)—Eln(x—2)+61n(w)+C4 ,ha x> 3.
z+1 . . .

- Az [ dr az 1.8. feladat b) részének megfelels integral

2?+r+1
B=1,C=1,p=1,qg=1¢és j = 1 mellett, hiszen p> — 4¢ =
1-4=-3<0.

Az
rz+1 rz+1 4 rz+1
2 4+z+1 1\2 3 3 1\ 2 (2 )
(:1:—1—2) +Z x+§ O
V3
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T+
azonossag és a g~ 1 (z) = =t (z € R) illetve

V3
2

(NN

1
x = \égt —5= (t) (t € R) helyettesités adja, hogy

g
-+ 1 4 1
/41i4idx:,/4gﬁijfidx:
J x2+x+1 3. 1
2

2 +Ol =
t:*(w-&—%)

V3

1 2t V3 1
== dt X2 dt Cy =
2/ﬁ+1 | 2 ”+3(/ﬂ+1|h2 +e

t:%(er ﬁ(“%)
- %m K\% <x+;>)2+1 +£arctg <2 <SE+1>> +Cs (z€eR).

3 V3 2
dx integrél meghatarozasahoz el6bb megmutatjuk,

1
- Az/(g:+1)(:c2+1)
hogy 3 A, B,C € R, hogy
1 A Bx+C
= ~1).
i@ ) axi wrr @7r U

A jobboldalt k6z6s nevezére hozva, rendezés utan kapjuk, hogy

1 (A+B)2*+ (B+C)z+ A+ C
2 = 2 (x #-1),
(x+1)(z2+1) (x+1)(22+1)
ami csak tgy lehetséges, ha
A+B=0, B+(C=0, A+C=1,
1 1 1
azaz haAzi, B:_i’ C:§,igy
1 1 1 1l—2z+1
=z - ~1).
i@ D) 2s+1 2y @AY

Ezért integralunkban az 1.8. feladatban szerepld mindkét tipus eléfordul,
tovabba a b) tipusndl méar teljes négyzet a nevezs. Fzeket figyelembe
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véve:

1 1/ 1 1 [ 2 1 1
o r= | ——de - [ et [ dr=
/(x+1)(m2—|—1) “ 2/3:—|—1 v 4/x2+1 x+2/x2+1 ¢

1 1
In(z +1) — 1 In(z? + 1) + 3 arctg(z) + Cq yhaz > -1,

1

2

1 1, 1

iln(—(:v +1)) - Zln(x +1)+ iarctg(x) +Cy; ,haz<-—-1.

- Az

2 —3r+2=2—2-2-1)=(@* -z —-2x—-1)=
=(@-1)(@*+r-2)=(z—1*(z+2) (x €R)

egyenlGség miatt
x x

p ey, Sl pro T peari S G g
és megmutatjuk, hogy 34 A, B,C € R, hogy
x A B C
G119 -1 @12 tara @7FL7Y
azZaz
T _ (A+0)a*+ (A+B-20)z — 24+ 2B +2C
(z—1)%(z+2) (z—1)*(z+2)

(x #1,—2), ami csak agy lehetséges, ha
A+C=0, A+B-2C=1, —24+2B+2C =0,
1

1 2
ha A==, B=2, C=——,
azaz, ha 5 5

) 5
ezért

T 11
3 —3x+2 Hr—1
Ebbél kovetkezik, hogy

T 1 1 2 1 1 1
/x3—3x+2dx_5/x—1dx+5/(x—1)2 dx_g/a:—i—de_'—C_

1 1 1
(x—1)2 5z+2

+3 (x #1,-2).

1 -t 1
gln(—(gc—l))—i—%%—gln(—(x—f—?))—&-Cl Jha o < =2
1 2(x—1)"1 1

1 2(x—-1)"1 1
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3z + 2
(22 + 22 + 2)?
cidlisesete: B=3, C =2, p=2,¢q=2p>—4g=4—-8=—-4<0és
j =2 > 1. Igy az ott hasznalt médszerrel dolgozhatunk

/ 3z +2 d _/ 3z + 2 dr —
@2 +20+22 " ) @r2+12

3(t—1) +2
b o
/(t2+1)2 oo+ G

3 2t 1
S (S T S S— | P o
2/(t2+1)2 e=at1 /(t2+1)2 i1 + €

BEIGES Y (t2+1) -2 B
= 5_71 dt‘t:z—&—l - / W dt‘t:z-ﬂ + Cs =

- Az [ dx az 1.8. feladat b) részében szerepld integral spe-

_3__ 1 / L +1/t2tdt+C =
T 22242042 21 =T 2 )2 5T
3 1 1 (#2417t

— Y Caret Do T
SR R G o U e G

1 (t2+1)~!
3 1 1 z+1

1
=2 - — ~arct 1) +C € R).
s 142 22 +osg2 pMctgl@+D 4G (zER)
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Racionalis tortfiiggvényre vezet6 helyettesitések

1.10. feladat. Alkalmas helyettesitéssel vezesse vissza az alabbi integralo-
kat raciondlis tortfiiggvények integraljara:

1 1 /22z—3
/de, /xv il
1

1
dx ; dx ;
/:r(1+2\/5+\3/5) T /1+sinx+cosx T

T T
2sinz —cosx +5 (2+cosz)sinz
1—t

/ gmda:; /m\/x2—|—a:+1dm;
1+tgx
/\/x2—6x—7dx; / 1 dz ;
14+V1 -2z — 22

1

T
dx ;
r—Va?+2zx+4 /\/(7:U—10—x2)3

1 X
/ dx ; /e 5 dx ;
(x+1)2Va? + 22 +2 1 — e
/\/em—ldas.

Megoldds. Az els6 harom feladat annak annak specialis esete, amikor egy

/R x, ”Vm,..., ”ﬁ/ax+b dx
cr+d cr+d

(ahol R(u1,...,ug+1) az ug,...,up+q raciondlis fiiggvénye) integralt kell
meghatarozni.
Ekkor mindig eredményre vezet a

njar+b _dat"—b
t={ora=9 W, sO)=_—=¢

helyettesités (alkalmas intervallumon), ahol n az nq, ..., ny természetes sza-
mok legkisebb k6z6s t6bbszorose.
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~At=\r=gYx), x =12 =g(t) (t > 0) helyettesitésnél ¢'(t) = t2, igy
(a helyettesitéses integréalas tétele szerint):

1 1
/1+\/:E v /1+t li=va + C1

(t+1)—1
=2 [ s+ 1 =

1
=2vx —2In(vz + 1) + Cs (z >0).

helyettesitéssel, ¢'(t) = (t > /2) mellett

2t
(2 2)2

1 [22—3 2 — t2 2t
—/ dr = t dt| 5—a+C; =
/:c x v / 3 (2—12)2 |t:\/2m—3+ !

T

t2

2
3/2t2 dt|t7 z—3to=
o

2 4 1

- 3/1dt|t\/2x—3_3/(t—ﬂ)(t+x/§)’t\/25”_3+01:

X

> [22-3 4 5 1 5 1
o U _/ o -2 LU S
sV e 3\ 1 s 1A t:\/
X

_ 2 2x—3_@ln 295—3_\/5 N
3 x 3 T
2 2¢ —3

—|—\3[1n< xx +\f2>+02 (z>3).
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A= YT =
g'(t) =6t (

“Hz) (x> 0),

g r =19 = g(t) (t > 0) helyettesitéssel,
> 0) mellett

6t dt|,_ gz + C =

1
/x(1+2\/5+ ) dx:/t6(1+2t3+t2)

6
_/t(2t3+t2+1) dtl—yz+C =
1
6/t(t+1)(2t2—t+2) =gz +C
1
1 _ - o
t(t + )((t 4) +16>
A B Ct+D
= = t,_
(—4> 16

ahol A, B,C, D a korabban hasznélt modszerrel meghatérozhatok, az in-
tegralok pedig az 1.8 feladatbeliek specidlis esetei.

A kovetkezé harom (de az azokat kovets is) az [ R(sinz,cosz) dx spe-
cialis esete, ahol R(u,v) az u és v valtozok racionalis fiiggvénye. Ekkor

(ahogy az elméletben mar jeleztiik) a tgg =t=gY2) (x €] —mn[)

illetve x = 2arctg(t) = g(t) (¢t € R) helyettesités mindig eredményt hoz
(racionalis tortfiiggvény integraljahoz jutunk), ugyanis ekkor

. T T T
2SID§COS§ 2tg§ 2t
sin(z) = 2T 2x:t2w 1:t2+1 (tER),
sin §+cos 5 g 5—1—
COS2; sm2§ l—tgzg 1_¢2
cos(w) = 2L foo2l 142l 1+ (teR)
sin 5 oS 5 g 5
/R(sinx,cosx) dx =
_ [ 2 1—1t2 2 o
- e 1ve) 2y Uhews t
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adodik és a jobb oldalon az integrandus raciondlis tortfiiggvény.

Ezért:
1
1+sinz +cosz
1 2

= . dt|j—toz +C =

/1+ 2t 1—2 1+1¢2 =g g +
14+¢2  1+1¢2

== dt|t tg,—l-C—

In tgx—i—l e ,hatgg+1>0

(tg§+1))+(}2 ,hatgg+1<0

251nx—cosx—|—5

1 2
/ 4t 1—¢2 1+ t2 lr=te 3 +
14+t2 1+41¢2
1 1
:3/ 2 2 dt‘t_tg£+0—
t2 t+ —
+3 +3
1 1
:3/ 1\ 2 5 7 dtl—tgg +C =
t — -
(t48) + (3
1 1
= 2/ 1 2 dt\tftg%—l-C—
3 @ t+ —
3 73 +1
5
3
¢ x+1
3 3 8373
=——arctg | —=—=>1|+C
55 el T

45
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/
- dx
(2 —+ cos m) sin x

1 2

= . dt|—io C =

/( 1—t2> 2t 1412 lt=tg 3 +
2+

1+2) 1422
2+1
:/ms)t dtlimigz +C =

A Bt+C
:/<t+t2+3> =tz +C

ami mar egyszertien meghatarozhaté.

1—-tgx T T T
R e [ 33))
/1+tgaz v BFpTE 753

szamithaté az el6bbi modszerrel, de a g~ '(x) = tgx = t, = = arctgt =

1
g(t) helyettesitéssel is. Ekkor ¢'(t) = 2T igy
1—tga 1—¢t 1
dr= |~ g+ C =
/1+tgm . 1+t 2+1 =t +

A Bt+C

ami méar egyszertien folytathato.

A kovetkez6 hat integral kiszamitasanal két modszer is , kinalkozik”.

A) Ezek olyan integralok, melyek az [ R(z,Vaxz? + bx + ¢) dz integral
specidlis esetei, igy:
(1) ha a > 0, akkor a

Var?+br+c=+ar+t vagy Var?+br+c=ar—t;

(ii) ha ¢ > 0, akkor a

Vax?+br+c=tx++/c vagy ax? +br+c=tx—/c;

(iii) ha 3 1 € R, hogy ax? + bx + ¢ = 0, akkor a

Vax? +br+c=tlx —x1)

helyettesités utén racionalis tortfiggvényt kell integralni (termé-
szetesen minden esetben megadhat6 az x = ¢(t) helyettesits fiigg-
vény, melynek ¢t = g~ !(z) inverzének alakja azonnal latszik).
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47

ar’ +br+c=a

4a

( b )2 4ac——b2]
T4 —) +——
2a

teljes négyzetté alakitas jelzi a masik lehetséges utat, melynél
dac — b? 9 4ac — b?
— =d", vagy ——— =

T+ 5,
= —d? jeloléssel, 2a

a a
tesitlink sin¢-t, vagy shit-t, vagy chi-t.

helyére helyet-
— Az [2vV2? 4+ x4+ 1 dz integralnal a
Vri+zrz+1=x+t,
2 —1
t=Va2tr+l—a=g (), T= g 2t:g(t)

helyettesités ¢'(t) = —27752 1 llett adja, hogy
elyettesités mellett adja, ho

/:B\/:E2+x+1d:1::

21 /t2-1 t2—t+4+1
= [ —— [ ——+¢t) (-2
/1—2t<y—%+‘>( )

(1 _ 2t)2 dt‘t:\/ 24tz+l-—x +C,

ami mar egy raciondlis tort integralja. Ez persze még elég sok munkaval
Jar.
Maésrészt az

1\ 2
2 —
x+x+1—<x+2> +

e~ w
I
|
N | =

+1

W
[
w
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1
T+ - 3 1
azonossag, illetve az \/32 = sht, z = \gsht -5 = g(t) (t > 0)
. 2
helyettesités adja, hogy
/wx/x2+az+1dw:
1\ 2
V3 [ (V3 1 Tty V3
= — —sht— = 1-—chtdt C =
2 / g STy 7 | Tt i
- t=arsh
2 V3
2
3 V3 1\ .,
t=ars ﬁ
2
3V3 ) 3 9
= —-— htsht dt - = h”t dt C =
1 ) ishrdil LTS 8/C |t_ Na i
t=ars /3 =ars ﬁ
2 2
3v3ch®t 3 [1+ch2t
= — —— | ——— dt C=
8 3 |_ thr% 8/ 2 |_ hx+%+
t=ars ﬁ t=ars N
2 2
. . 1
V3 3 D) Ty 3 Ty
= —ch” | arsh — arsh — —sh | 2arsh +C
i Ve ) 16 Vs 8 V3
2 2 2
~ Az [V2? — 6z — 7 dz szamitésanal a
Vaz—6bx—T=x+t
2+ 7
t=Va2—6x—7—x=g ), _ T

2t+6
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22 + 12t — 14
helyettesités, ¢'(t) = (_2|_t+6)2 mellett adja, hogy
/\/:U26x7d:1::

24+ 7\ 262+ 12t — 14
/ ( 2t + 6) (2t + 6)2 vt

(t? + 6t — 7)2
B / Girop  evrmra

ami viszonylag egyszertien kezelhetd.

—3\2
Masrészt az 22 — 62 —7 = (x —3)% — 16 = 16 [(m 1 ) - 1] azZoNossag,
Tz —3

= cht, illetve z = 4cht + 3 = g(t) helyettesités, ¢'(t) = 4sht
miatt adja, hogy

/\/de—/ f "”'_ -

—42/\/ch2t—1shtdt| r_3+C=

=arsh

:16/sh2tdt| r—3+C=

t=arsh
1—ch2t
:16/Cdt| p_3+C=
2 t=arsh
:8arshx_3—4sh<2arsh$_3>+C’ (x € R).

A masodik mdédszer most is gyorsabban ad eredményt.

- A

1
Vi-2e—2?=tr—1 t=-(1-20—22+1)=g '(a),
x
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2t — 2 —2t? + 4t + 2
illetve x = ——— = ¢(t) (t € R) helyettesités, ¢'(t) = @2:1);

1
/ dx =
1++vV1 -2z — 2
24+ 2t+1
-/ D@ +1) Y=ty + 0=
1 1 2
- / (_t Tio1 ey 1) A=t (vimgemaren T =

=[-Int+1In(t—1) —2arctgt]t:%(m+l) +C .

A mésik modon:

r+1 2
1—23:—x2:2—(x+1)2=2<1—<ﬂ>> (Jz +1] < V2)

rz+1 z+1
és az =sint (t=arcsin=——— |, z = 2sint — 1 = g(¢),
V2 ( \/i) o)
g (t) = V2 cost adja, hogy
1 1
/1 — 2d:13: 2dx:
tVvl-2r—z r+1
1++2 1—< )
V2
\/icost
= [ ————— dt oz C
/1+\/§cost |t:arcsm%+

x
ami példaul a tg — =t helyettesitéssel vihet§ tovabb.

Most a két modszer ,,nagyjabol” egyforman gyors.

2
—4
—AVr?4+2x+4=x—1t azaz x = 1) helyettesitéssel
1 1 [t*+2t+4
dr=—- | ————— dt C =
r— Va2 +2z+4 T / t(t+1)? oo verroera +

1[4 3 3 . B
EY AV ES RS0 tyoargaara T C =

3
:2ln(\/x2+2x+4—x)—§ln(\/x2+2x+4—x—1)+
3 1
2 +C
20 —Val+2+4-1

+
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Probalja ki a masik modszert is.

5t2 + 2
- AVTz—10— 2?2 =t(x —5), azaz x = i helyettesitéssel
241
x 2[5t +2
de=—= | ——dt| ,——=+C=
/ STz 1022 9 / t2 |t=”;%2"“2 i
10 4
=|-——t+— C.
[ 9 " gtLZW *

1 1
- dx:/ dx
/(:U+1)2\/x2+2x+2 (x+1)2/(z+1)2+1

1
= ——=——=cht dt’t:arsh er1) T C =
/sht\/sh2t+1 (oD
1
= / hTt dt|t:arsh(x+l) + C = — Cth[arsh(l’ + 1)] + C =
s
_chfarsh(e £ )] \/1 + sh?(arsh(z + 1)) oo
shlarsh(z + 1)] B x+1 N
:_\/a:2+23:+2 Lo
r+1
1
~ Az e =t, x =Int = g(t) (t > 0) helyettesites, ¢'(t) = n (t > 0) miatt

adja, hogy

e’ t 1
/1—6% dx—/l_tQtdtt:ez+C—

1 A B
= | — dtfymer = — | | — + —— ] dt|jer =
/1—t2dt|t— /(t—1+t+1>d|t

=—Aln(e®* — 1)+ Bln(e* +1)+C,

ha x > 0, ahol A és B egyszertien meghatirozhato.
1
~Aze* =t, x =1Int=g(t) (t > 0) helyettesitéssel, ¢'(t) = Z—vel

1
/\/ex—ldx:/\/t—l'tdt|t:ew+c

kovetkezik.
AVi—T=u, t=u2+1=g(u) (u € R) helyettesités és ¢’(u) = 2u adja,
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hogy
Vi—1 U
u?+1-1
= [2u — 2arctgul,_ ;1 + C1 =2Vt —1 - 2arctg vVt — 1+ C .
Igy

/\/em—1d$:2\/6x— —2arctgver —14+C (x>0).

2. Riemann-integral

A Riemann-integralhatosag fogalma, a Darboux-tétel kovetkezményei

1.11. feladat. Legyen [a,b] C R egy intervallum. Bizonyitsa be, hogy a
(Py) normalis felosztassorozata [a, b]-nek, ha

b
a) Py = {ak| 2 :a+iTa, i=0,1,2,....k}

(egyenls részekre osztéssal kapott felosztassorozat) ;

b) Py = {aF| a=af <a¥f <--- <2k =b}, ahol af,z},...,2F

egy mértani sorozat egymas utan kovetkezs tagjai.
Megoldds.

b—a ) .
a) Aaf = af —af | = —— igy [Pl = sup{ Azf, i = 0,1,....k} =
(2
b—a b—a b—a
sup —— = — és kl:n()lo % = 0, ezert kli)ngo || Px|| = 0, azaz (definicio

szerint) (Py) normaélis felosztassorozat.
b) Ha k rogzitett, ugy (a feltétel miatt) =¥ = ag’ (i = 0,1,...,k), ahol

b
q= </> > 1 (ami konnyen ellendrizhetd).
a
Ekkor AzF =2F —2F | = a1 (¢ —1), igy ¢ > 1 miatt

|Pell = sup{ ag" ' (¢ —1), i=0,1,...,k} =ag" (¢ —1) =
(A

()" (i)
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Ugyanakkor (a sorozatokra tanultak szerint)

k-1
im §/2=1 & lim (b> C om0t

k—o00 a k—oo \ a k—oo a a a

ami adja, hogy klirn | Px|| = 0, azaz (Py) normalis felosztassorozata [a, b]-
—00

nek.

1.12. feladat. Legyen f: [a,b] — R korlatos fiiggvény. Bizonyitsa be, hogy
[a,b] V (Pg) normalis felosztassorozatara létezik klim s(f, Px) =1,
lim S(f,P,) =1 és klim O(f,P)=1-1

—00

k—o0

Megoldds. Legyen ¢ > 0 adott, akkor a Darboux-tétel miatt 3 d(¢) > 0,
hogy V P-re, melyre |P|| < d(e) |s(f,P)—1 <e, |S(f,P)—1I|<e.
Legyen (Pj) normalis felosztassorozat akkor klim | Px|| = 0 miatt

d(g) > 0-hoz 3 N1((¢g)), hogy ¥V k > Ni(d(c)) esetén || Pkl < d(e).

Ha tehat N(e) = N1(d(¢)), akkor V k > N(e)-ra || Pl < d(¢), igy

|s(f. Pe) =Dl <e, |S(f,P) =1 <e,

ami (a hataréték definicidja miatt) adja az elsé két allitast.
A harmadik O(f, Py) = S(f, Px) — s(f, Px)-bol jon k — oo esetén.

1.13. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: [a,b] — R, f(z) = 2® fiiggvény
bt — at
4

b
Riemann-integralhato ¢s [ 23 dx =
a

Megoldds. Legyen (P) a 2.1. feladat a) része szerinti normalis felosztasso-
rozata [a, b]-nek, azaz

b_
Pk:{xf]xf:a—i—i-Ta, i=0,1,2,....k .

Fiiggvényiink monoton noévekedd, igy az [xf_l,xﬂ intervallumhoz tartozo
mf illetve Mz-k éppen az intervallum alsé, illetve fels6 végpontjaiban felvett

fliggvényértékek, azaz

k . b—a 3 k . b—CL 3
m; = a4+ (i —1) : , MP=(a+i- k .
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b—a
Ezért Azt = 7 miatt

s(f,m:i(a+<z’—1>b;“)3”;“,

k b—a\’b—a
S(f,Pk)ZZ(@—i—i- k) -

Egyszert szamolas adja, hogy
S(f7 Pk) =

3a2(b — a) o~ 3a(b— a)? <~ (b—a)? <~
kCLS-FTZ(Z—].)-’-TZ(Z—l)Q-’- k‘3 ;(2—1)3

(5. 35, k=1 abd-a)?(k-1)2k-1) (b—a)® (k-1 B
= (a +30 (b—a) : 5 2 1 2 (b—a)
k k
_ 5 3a*(b—a) 3a(b—a)? o  (b—a)? 3| b—a
= |ka” + i ;z 12 ;z + 3 ;z 2
(3,30, k+1l ad-a)’k2k+1)  (b—a) B
(a + 54 (b—a) 5 12 1 (b—a)
. progt _ bt — g4
lgy I= lim s(f, Py) = , I = lim S(f, P,) = teljesiil (ahol
k—o0 4 k—o0 4 A
oo
felhasznaltuk az el6z6 feladatot is), ami adja, hogy [ =1 = a , azaz f

bt — a?
T

b
Riemann-integralhato és teljesiil az is, hogy [ x3 dx =
a

Megjegyzések.

1. Ha (Pg)-nak a 2.1. feladat b) részében vizsgalt normaélis felosztassoro-
zatot valasztjuk, gy még egyszertibben kapjuk feladatunk bizonyitasat
(ellendrizziik).

2. Az f(z) = 2 (z € [a,b]) fiiggvény folytonos, ezért Riemann-integralha-
tosaga a Kalkulus II. jegyzet 1.4. fejezet 5. tételébdl is kovetkezik. Az
integral értékének meghatarozisa ugyanugy torténik.
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A Riemann-integralhatosag kritériumai, elegendé feltételei, miveleti
tulajdonsagok

1.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f(x) = 2 — z, = € [0, 1] fliggvény
1

Riemann-integralhato [0, 1]-en és [(2 — z) dz = g .

0
Megoldds. Az adott fiiggvény Riemann-integralhatoé [0, 1]-en, mert monoton
csokkend (ahogy azt mér altalanosabb linearis fliggvények esetén korabban
megmutattuk).
Az integral értéke meghatarozhato példaul vV (Py) normaélis felosztassorozat-
hoz tartozo s(f, Py) hatérértékeként.

Legyen rogzitett k-ra Py, = { xf| asf = %, 1=0,1,...,k }, akkor a 2.1. fel-
adat szerint (Pj) normalis felosztéssorozat.
1
f monoton csokkend, igy az [zF |, 2] = [Z k; ,;] intervallumhoz tartozo
i 1
m”f = f(aj‘f:) = 2 — E7 AI,]:: - %7 ezeért
k . k
1\ 1 2 1
S(f’Pk>:Z<2_k>k:Z k_lc?) =
i=1 i=1
k
1 1 k(k+1) E+1
—9_ =N =2 — —9_"T1 (kenN
= ;Z B2 o FEN
k+1 3
ami adja, hogy I = klirgo s(f, Px) = klirgo <2 — 22) =5

Ezzel a feladatot megoldottuk.

1.15. feladat. Vizsgdlja a kovetkezd fiiggvények Riemann-integralhatosagit,
hatérozza meg a Riemann-integral értékét (ha létezik):

a) fle)=z+5, zel[-1,1];

_)-1 L,haze[-1,0[
b) f(x)_{l ,haxzel0,1]

. , haze[-1,00U]0,1]
0 ,hax=0 ’
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d)  flz)=523-322+6, z€]0,2];
e) flx)=|z+3|, =ze€[-55]

Megoldds.
a) Az f(x) = 245, = € [—1, 1] fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhato
[—1,1]-en.
b 2_,2 b 1
Ismeretes, hogy [z dx = és [5dr =5(b—a),ezért3 [ xdr=0
a a -1

1
és [ 5 dz = 10.
-1
Igy a Riemann-integral miiveleti tulajdonsagai (Kalkulus IT1.1.6.1. tétel)
1
miatt létezik [ (z+5) dx és
-1

1

1 1
/(x+5)dx:/a:dx+/5dx:0+10:10.
-1 -1

-1

_)—1 ,hazel-1,0]
ﬂ@_{l , haz€[0,1]

fiiggvény (ahogy ez egyszertien belathato) monoton névekeds, igy a
Kalkulus I1.1.4.6. tétel miatt Riemann-integralhato [—1, 1]-en és akkor a
[—1,0] és [0, 1] intervallumokon is.
1 1

Mivel f(z) =1, haz €(0,1], igy [ f(z) do = [1dx =1.
0 0

Maésrészt

)

-1 , haxe[-1,0]
1 ,haz=0

0

gy [ f(z) dz értéke meghatérozhatod [—1,0] tetsz6leges (Py) normalis
“1

felosztassorozatahoz tartozo (s(f, Px)) hatarértékeként.

Legyen (Py) olyan, hogy P, = {wf |2k = -1+ %, i= 0,1,...,k},
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1
ekkor mF = —1 (i =1,...,k), AzF = 7 8y
i 1
S(f7 k) ;( )k ?

ezért
0
lim s(f,Pk):—lz/f.
k—o0
-1

Most mar az integral intervallum feletti additivitdsa miatt (lasd Kalkulus
II. 1.4.8. tétel)

1 0 1
flx)de= [ f(x)doe+ | f(x)de=—-14+1=0.
[ frore]
Az
1
f@) =4z ha z € [-1,0[ U ]0,1]
0 ,hax=0

fiiggveny (ahogy ezt mér korabban belattuk) nem korlatos [—1, 1]-en, igy
nem Riemann-integralhaté.
Az f(x) = b2® — 322 + 6, = € [0,2] fiiggvény folytonos, igy Riemann-
integralhato. Mésrészt f az fi(x) = 23, fa(x) = 22 és f3(x) = 6 (x €
[0,2]) fiiggvények linearis kombinacioja.
Mivel pedig belattuk, hogy

b

b b
b4_ 4 b3_ 3
/x3d:v: 4a’ /x2d:v: 3a és /de:(i(b—a),

igy

és
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Veégiil felhasznalva a Kalkulus II. 1.6. fejezet 1. tételét:

2 2 2 2
/(5:U3—3:U2+6)dx:5/3:3—3/x2+/6dx:
0 0 0 0

=20-8+12=24.
e) Az abszolutérték definicioja miatt

—(x+3) , haze[-5 -3

f($):|$+3|:{$+3 , ha z € [-3,5].

f (példaul az osszetett fliggvény folytonossidgara vonatkozo tételt hasz-
nalva) folytonos [—5, 5]-ben, igy Riemann-integralhato [—5, 5]-on, de ak-
kor a [—5, —3] és [—3, 5] intervallumokon is és

-3 -3 -3 -3
/|x—|—3| d:c:/—(ﬂc+3)d:n:—/xdm+/3dm:
5 5 5 5
_2 ()2
N Gl Dl )l 2( 5 53— (5)=846=14,
5 5 5 5
/|x+3| d$:/(x+3)dx:/:vdx+/3dx:
=3 =3 =3 =3
2 _ (a2
:5;3)+3(5—(—3)):8+24:32.
Ezért
5 -3 5

/:z:+3\ d:p:/\x+3| d$+/|x+3| dr =46 .

-5 -5 -3
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Egyenl&tlenségek, kozépértéktételek Riemann-integralra

1.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy

2
a) (322 4+ 4) dz > /(x2 +5) dx ;
1

(1+sinz) de >0

=
ula\w Ot — TT—u

2
(22 +2)dx > [(z—1) dz;
/

(22 — 62 +8) de <0 ;

=
N —

3v<1
_3'

1
2
o [
) V14t

59

Megoldds. Az itt szerepls integralok (a fliggvények folytonossaga miatt) 1é-
teznek.

2
a) 32 44>02 45 — 22>1 — |x|2\2[ = 322 +4>2%+5,

hax >1,igy 322 +4 > 2% +5 hax € [1,2].

Ezért a Kalkulus II. 1.7. fejezet (Egyenlétlenségek, kozépértéktételek

Riemann-integralra) 1. tétele szerint az integralok kozotti egyenlStlenség

is teljesiil.

1+sinz >0V x € R, igy az el6bb idézett tétel szerint
s s
/(1+sinx) dazz/O dx =0(r —0) =0,
0 0

amit bizonyitani kellett.
2

1 8
?24+2>2-1 <= 22-2+3>0 < <x—> +120,

2
ami V x € R esetén igaz, igy akkor is, ha x € [—2,2].

Ebbdl pedig (tjra felhasznalva tételiinket) jon az egyenlStlenség a két

integralra.
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d) 22 -62+8<0 <= (2-3)2-1<0 <= (z—-3)?2<1 <

— |r-3|<1 <= -1<z2-3<1 <
<— 2<zx <4,

azaz 2 — 6z +8 < 0, ha = € [2,4], ami az el6bbi tételt hasznalva adja,
hogy

4 4
/(m2—6x+8)dx§/0dx:0,
2 2

s ezt kellett bizonyitani.
2

Xz
) —— <22 <= 1<VI+2t = 1<1+2* = 0<%,
) V1 + 24

ami V x € R-re teljesiil, igy

1 1

2 3 03
/xde/xQ::l 0:17
0\/1—|—m4 ) 3 3

amit bizonyitani kellett.

1.17. feladat. Bizonyitsa be, hogy

3
B fana V2
8 = x -6
%
Megoldads. Az
T sin
=, R =
I WOE
fliggvény szigortian monoton csdkkend, mert
f(x) = w <0 < zcosx—sinzr <0 <

T
< xcosxr <sinx < x <tgx
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amiVz € [0, E] esetén illetve a [E, f] - [O, f] esetén is igaz.
2 4’3 2
Ezért

B VE] /3
T Slng 7 3v/3
— f — <—) e ===,
mE L fW=iG) =T =T =y,
3 3
Y2 /s
™ My T 2V2
M= s fw)=f(7) =Tt =F ="
N E n T
473 4 4
Tehat
3v3 < sinx < 2v/2
. 2r — =z — 7w’
flx) = il folytonos a [%, %] intervallumon, igy Riemann-integralhato,
x

ezért a Riemann-integralokra vonatkozé kozépértéktétel
b

m(ba)g/f(x) dx < M(b—a)

formuldja miatt a =

i 3V3 2v/2
h— g’ f(z) = Sln$7 m = i, M = imellett
T

n
4’ T o

wlx

3 4

8 2

6 )

R O LICRa R

k]

amit bizonyitani kellett.

1.18. feladat. Legyen f: [0,3] — R, f(x) = 2. Bizonyitsa be, hogy létezik
3

c € [a,b], hogy [2? dz = 3c2.
0

Megoldds. f folytonos [0, 3]-on, igy a kizépértéktétel 2. kovetkezménye miatt
13
Jce|0,3], hogy f(c) =c? = 3 [ 2% dz, s ez adja az allitést.
0
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Az integralfiiggvény
1.19. feladat. Hatarozza meg az F': R — R fiiggvény lokalis szélsGértékhe-
lyeit, ha

xT

1 2
a) F(m):/log i dt ;
0
sint
b) Flz)= | ———
) (z) /2—|—cost

™

2

t2 —5t+4
Flx)= | ———— dt .
0
Megoldds. Tsmeretes (lasd Kalkulus II. jegyzet), hogy adott f: [a,b0] — R

Riemann-integralhaté fliggvény esetén az
x
F:a,b] - R, F(z) = /f(t) dt
a

fliggvényt f integralfiiggvényének nevezziik.

Megmutattuk, hogy ha f folytonos x € [a,b]-ben, akkor 3 F'(x) = f(z).
Igy ha f folytonos [a,b]-n, akkor 3 F'(z) = f(z) ¥ x € [a,b]-re, azaz F egy
primitiv fiiggvénye f-nek.

Mindhéarom feladat f: R — R fiiggvényei (az integrandusok) folytonosak,
igy Vo € Resetén 3 F'(z) = f(z) az els6 két esetben, mig

T

F(z) = G(2?) (r €R) G(x) :/

0

t2 —5t+4
et +2
miatt 3 F'(z) = G (2?)2x.

1 2
a) F'(xz) =log e

(r € R) és

1+ 22

Flz)=0 < =1 <= 1+2*=5 <

— =4 —= =42,

igy F'-nek z = +2-ben lehet szélsGértéke.
2

Flazy —logy ésx — differencialhat6 fiiggvények kompozicioja,
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ey 5 10
3 F(z) = 9 =
@) =2 = 12
tovabba
2 2
F(—2) = _go —4<0, F'Q)= 30 450
miatt F-nek maximuma van x = —2-ben és minimuma van x = 2-ben.
sinx
b) F’ = R) é
) (x) 2+ cosz (we )es
Fl(z) =0 < sint =0 < x=kr,
tovabba
2+ cosx) +sinz  2cosx+ 1
3 prrg) — 8 x( _ cR
(z) (2 + cosz)? (2 + cosz)? (z€R),
igy
/! 3 1 1! 1

Ezért az © = 2lmw (I € Z) helyeken lokélis minimuma van, mig az
x = (2l + 1)7 (I € Z) helyeken lokalis maximuma van F-nek.
4 2
5 4
c) F'(z) = G'(2?)2z = %230%}7’(95) =0 <= r=-2,-1,0,1,2.
e
F"(x), majd F"(-2), F"(-1), F"(0), F"(1), F"(2) meghatarozéséaval
kapjuk, hogy a —1 és 1 helyen lokilis maximuma, a 0,—2,2 helyeken
lokalis minimuma van F-nek.

1.20. feladat. Hatarozza meg a

X
fcos t2 dt
a) lim 07; b) lim ————
x—0 xT r—+00 1‘2 +1

(arctgt)? dt

O—x

hatérértékeket.
Megoldds.

a) Az F(z) = [cost? dt, G(z) = = (z € R) differencidlhaté fiiggvények,
0

lim F(z) = lim [ cost? = F(0) = 0 és lim G(z) = lim z = 0, tovabba
0

z—0 z—0 x—0 z—0

F'(x) cos 2
/ _ 2 N / _ . . o .
F'(xz) = cosz” és G'(x) = 1 miatt 3 ilH%) G@) ling —

=1, igy F
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és G teljesiti a L’Hospital-szabaly feltételeit,
ezért
[ cost? dt
cost
oY f iy £ F(@)
im — = im
z—0 z—0 G( z—0 G/( )

x )
x
b) Legyen most F(z) = [(arctgt)? dt, G(z) = Va?+1, igy
0

=1.

3 F'(z) = (arctgz)?, G'(z) = ——r,  lim F(z) = 400
2 +1 T—00
(ezt ellendrizziik) és lim G(ZL‘) = 400, tovabba
r— 00
lim (arctgz)? =~ és i ° lim
J:—1>I—|1—’loo ree T & :Bl—>n<’)lo\/l=27 25t [ 1
1+ 7
T
F/ 2
miatt 3 xgrfoo G’Eg = %, igy a L’Hospital-szabaly adja, hogy
€T
(arct t
e b )

=1 =1 = .
z—+oo /g2 41 :c—1>I—&I-loo G(x) ;B—1>I—|I—loo G'(z) 4

A Newton-Leibniz formula, integralési modszerek

1.21. feladat. Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

T

2
a) /x2 dx ; b) /sin:cdx;
“1

c) /\/11_7d1‘
0

ol

V3 1

_1
2
1
/ dx ; e)/ ! /5x3+3x2+x—5)dx
1+a22 77 x2+4:c+5
2 0
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Megoldds. Ismeretes a Newton-Leibniz formula nevd tétel:
Legyen f,F: [a,b] — R olyan, hogy f Riemann-integralhat6, F' folytonos
[a,b]-n és differencialhato Ja, b[-n, tovabba F'(z) = f(z) (x € ]a,b] ), akkor

b
[ @) do=F(®) - Fl@) = [F@)).

Az integrandusokban szerepl6 f fiiggvények mindegyike folytonos az adott
intervallumon, igy a Riemann-integralok léteznek. Tovabba léteznek az F
primitiv fiiggvények, melyeket az [ f(z) dz hatarozatlan integralok adnak
meg (ahol C' = 0 vélaszthato).

a) f(z) =22 igy

b) f(z)=sinz, igy

™

F(x) = /sinx dr = —cosz = 0/8in dr =
= [~ cosz]j = —cos(m) — (—cos(0)) = 2.

1

) fz) = Nl igy

dx = arcsin(x

ror= [ g e = [ e
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1 v 1
%
= [alrctg(a:)]‘/lg = arctg(V/3) — arctg @ =
73 3
_r_T_T
3 6 6
1 1

gy

RS e Sy Sl P N L

1 1
Fa)= | —— do = | ——— dx =
(@) /x2+4x+5 v /(3:+2)2+1 !

1
1
= /:(:2—1—4564—5 dz = [arctg(z + 1)]1, = arctg(2) — arctg(—1).
2

f) f(z) =523 + 32>+ 2 — 5, igy

1
54 3 2
F(w)=%+3%+%‘5x - /(5x3+3w2+x—5> dz =
0

5t 3 z? ! 9
= T‘i‘.’]f +2—5.T:|0— 4
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1.22. feladat. Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

cos’ z dx : ctg? z do ;

1
—— d
/mx
-2

Ma\,w\:

™

ol Ot — T

e
In? in 2
sin®z dz : /nz: /Smgdaz;
3+ sin“z
1 0
1 ™
sin z sin 3z dz ; /xzem dx ; /mcos:p dzx ;
,g 0 -7
3 z 0 ,
dx ; in" x dz ; - d
/arccosa: x ; /sm:r T ; /m2—3m—|—2 x
0 0 -1
% :
2
[ [iine [t
— = dx;
1 — z2 1+ x 2cosx + 3
0 0 0
Megoldds.
14 cos?2
~ Az f(z) = cos’x = % (x € [0,7]) figgvény folytonos, igy

Riemann-integralhato,

1 2 1 in 2
F(x):/“;o““ dr=go+ ™20 (ze (0]

primitiv fiiggvénye f-nek, igy

™

/cos2xd$— 1$+sin2xﬁ_i
2 4 |, 2

0

— Az
2

2 .
cos® x 1 —sin“x 1 T
) = ct 23’,‘: = = -1 (CUE |:7,7:|>
f( ) & sin? z sin? sin? z 4’ 2

fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhato.

F(@:/(Sinlzx—l) dz = —ctgz — (:UG Eg})
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primitiv fiiggvénye f-nek, igy a Newton-Leibniz formula szerint:

bl
x Toow T
te’z dr =[-ctgr —z]2 =1— -+~ =1+~ .
/cgazx [—ctgx w]z 51t t3
I
1 .. .
- Az f(z) = NoET (x € [-2,—1]) fiiggvény folytonos, igy Riemann-
—5x
integralhato.
Az

1 12 -5z 2
F(z) = /\/m dx = 51 = —g\/2 — bz (x € [-2,-1])
2

primitiv fiiggvénye f-nek, ezért a N-L formulat felhasznalva:

2 -1

[ o [2vw] - 2vm- v
-2

-2

f(z) =sin®z = sin? xsinz = (1 — cos® z) sinz =

2

= sinx + cos” z(—sin z) (x €]0,7])

fliggvény Riemann-integralhaté, mert folytonos.

A
F(z)= /singx dx = / [sinz + cos® z(—sinz)] dz =

= /sinx dx+/cos2x(—sina:) dx =

1
:—cos:r—i-gcos?’x (x €[0,7])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy a N-L formula szerint;:

™
1 T 1 1 4
/sin3xdx:[—cosx+cos?’x] :<1—>—(—1+):.
3 0 3 3 3
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fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhato [1, e]-n.
A hatarozatlan integralokrol tanultakat felhasznéalva kapjuk, hogy az

n’z 03
F(:U):/1 " dmz/(lnx)Q(lnx)’ dx:(l?)):

=-In"x (x € [1,€])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy N-L formula szerint:

€

In? 1 S| 1 1 1
/nxdx:{ln?’x} :*11136—*11131:3—0:5.

T 3 3 3
/ 1
— Az
sin 2x 2sinzcosz (3 +sin?z)
€T) = = — JJE 0,7‘(‘
f(@) 3 +sin?z 3 +sin?z 3+ sin?z ( [0,7])

fiiggveny folytonos, igy Riemann-integralhato [0, 7]-n.

Ay
. 2 . 2 /
F(:c)—/ Sln.ﬂ; dx_/(3+81.n293) do —
3+ sin“x 3+ sin“x

= In(3 + sin® z) (x €[0,7])
fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, ezért a N-L formula szerint:

™

9 -
/Bj—lszgx dx = [ln(3+sin2x)]0 =In3-In3=0.

f(z) =sinzsin3z = %[cos(:c —3z) — cos(x + 3x)] =

1 1
:§cos2x—§cos4x (aze {—g,gD
fliggvény folytonos, igy Riemann-integralhato.
Az

1 1
F(z) :/sinxsin?)x de = 2/cos2x daz—2/cos4az dx =

1. 1. T
—181n2$—§sm4x (xe [—§,§D
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fiiggvény primitiv fiiggvénye f-nek, ezért a N-L formula szerint:

VB

1
sinzsin 3z dx = Zsin2z—fsin4x =0-0=0.

\wh\

[
Wl

[
[VE]

— Az 2 — 2% (z € [0,1)) fiiggvény differencialhato, az z — €% (z € [0,1])
fliggvény folytonos, {gy a Riemann-integralra vonatkoz6 parcidlis integ-

ralas tétele szerint:
1 1 1

3 /xQex dx = 227} — /21’696 dr =e — 2/.%69” dx.
0 0 0

Masrészt az © — x (x € [0,1]) fiiggvény is differencialhato és az @ —
e® (z € ]0,1]) fiiggvény folytonos, igy a parcidlis integralds tétele szerint:

1 1
3 /q;e“ dq::[mex](l)—/lex dr=e— [} =e—[e—€] = 1.
0 0

A két formulat hasznalva:

1
/xQexdw:e—Z
0

— A parcialis integralas tétele (egyszertien ellenérizhet6 modon) most is

alkalmazhato, ezért

™ ™

/J:COSJ: d:vz[xsinxr_rw—/l-sina: dr =

—T —T

=0—[sinz]", =0—-0=0.



2. RIEMANN-INTEGRAT 71

— Az el6bbiekhez hasonlo vizsgédlat adja, hogy alkalmazhaté a parciélis in-
tegralds tétele, mely szerint most:

1 1 1
2 2 2
1 -1
/arccosx dz = /1 -arccos x dx = [xarccos x|; — /:U dz =
0 0 0

N

1
2
1
- % - 2/(1—m2)—é(—2x) do =
0
1
1 2
1
:2—2/(1—372)2(1—172)’ dx =
0
1
1 2
_m_1j(—a?e )
=23 | _
2 0

— Hasznéalhat6 a parcialis integralas tétele, igy:

O oly

sinzsin” 'z dr = [—cosx sin ! (2)]

S~

s
2
In:/sin”m dr =
0 0
us
2

[~ cosz](n — 1) sin"2(z)(cos® ) dx =

o
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n—2

=(n—1) [ sin" ?zcos® dr =

=(n—1) [ sin" ?z(1 —cos’z) dz = (n—1)I,_o — (n — 1),

O\wm O\w\a

. n—1 ] )
ami adja az I, = ——I,_o rekurziv formulat I,-re.
n

ks ™

2 2
Ebbsl pedig Iy = fl dr = g és I = fsinx dxr = 1 miatt kénnyen
0

0
adodik, hogy
n = 2k (k € N) esetén

;o _2k—12%-3 3. 135 -(2k-1 =
kT ok T2k—2 20T T o462k 27
n =2k + 1 (k € N) esetén pedig
2k 2k — 2 2 2-4-6---(2k
Iop1 = =1 = (2k)

2%k +1 2% -1 1 1-3-5---2k4+1"

us us
2 2

Megjegyzés. Belathato, hogy [ cos"z dz = [sin™z d.
0 0

Az
B 1 B 1 _@-1)—(x-2) _
)= 2" 91 @90
1 1
- L e

fiiggvény folytonos és igy Riemann-integralhato [—1, 0]-on.

Az
1 1 1
F(x)/x2—3x+2d$/x—2dx_/x—ldw

=In2—2z)—In(1—2x) (x € [-1,0])

fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek, igy a N-L formula miatt

0
1 - 0
S S A P k] R S S SR S S N
1 2 3
2

n
2 —3x+2 1—=x
el
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Az utols6 négy integralndl a helyettesitéses Riemann-integralas tételét
hasznéljuk, alkalmas = = g(t) helyettesitéssel:

Ha g: [a,b] — [c,d] folytonosan differencidlhato, f: [c,d] — R folytonos,
akkor

b g(b)
[ @@ ai= [ s a
a g(a)
1
V2o g2 ™
Az [ —— dz Riemann-integral esetében, ha a = 0 és b = — és az
0 1— 1'2 4
x =sint = g(t) (t € [0, gD helyettesitéssel éliink, ugy
T
=09 (Z) 5)
x
A x) = x € |0, fliggvény folytonos a
z f(x) m( [WD ggvény foly

g(t) = sin(t) <t € [0, %} folytonosan differenciilhato, igy
1 T
ﬁ sin T
/ z? d / sin?t ¢ dt
—— dx = - cos =
V1—a? \/1—332 1—sm
0 sin(0) 0
; P 2t 1, sin2t]7
— 4
:/sin2tdt:/cosdt R
2 o' T 1,
0 0
o1
8 4
[ :
Az dx integralnél, ha az © = t* = g(t) (t € [0, 3]) helyettesitést
0o 1++vx

hasznaljuk, ugy ¢'(t) =2t ; a =0, b = 3 mellett g(a) = g(0) =0,
g(b) =9(3) = 9. )
Mivel f(z) = T+ vz (z € ]0,9]) folytonos, g(t) = 2 (t € [0,3]) folyto-

nosan differencidlhato, a helyettesitéses integralas tétele adja, hogy:
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9 5 9(3) 5 3 ) 3 -
t+1-—
dz = = otdt=4 [ - g =
/1+\/a? v /1+\/a? /1+t / t+1
0 9(0) 0 0
; 1
3
0
- A %*dm tegralnal, mivel a f(w)—é—R(cosx)
. 0 2cosz +3 Hegraiial, mivel az ~ 2cosz+3

és folytonos (a hatarozatlan integralasnal kovetettek szerint) az
x = 2arctgt = g(t) (t € [0,1]) helyettesitést hasznéljuk.

Ekkor ¢'(t) =

1+1¢2
a =0, b =1 mellett g(a) = g(0) =0, g(b) =g(1) = g, igy a helyettesi-
téses integralas tétele szerint:
Fo1 U ro 2
. = - dt =
/2cosx+3 v /2cosx+3 v / 1—t2 1+t2

0 9(0) 0 2——5+3

1 5 9 1
= dt==[) — "
/t2+5 3/<
0 0

(t € [0,1]) miatt g folytonosan differencialhato;

s
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Improprius-integralok

1.23. feladat. Vizsgiljuk az alabbi improprius-integralok konvergencidjat,
ha konvergensek, tigy hatarozzuk meg értékiiket is:

1 1 +00 1 —I—oo1
—— dx; /ﬁdx; /d:n;
0/ I —a 1 x3 1 v
B Pl i1
2 0 0
1 1 2
/1da:( > 0) ; /lna:dx' /1dx'
P p ) ) /74_.%2 )
0 0 -
+o0 1
d
/x2—|—1 v

Megoldds. Az els6 négy integral a Kalkulus II. jegyzet 1.12. fejezetének 1. de-

f: [a,b]— R tipusu fliggvény, mely V [a,t] C [a,b] intervallumon korlatos és
Riemann-integralhato, b = +o00 vagy 3 € > 0, hogy f nem korlatos [b— ¢, b[-

b t
n. Az [ f improprius-integral konvergens, ha 3 tliino [ f véges hatarértek,
a —0=VYq

b t
s ekkor ffitliinoff.

1 1
— 1‘ —_— = i N 1 — R = —FF i &
lim — +o0, igy az f:[0,1] , f(zx) N fiiggvény

nem korlatos az [1 — ¢,1] (¢ < 1) intervallumon, ugyanakkor folytonos
v [0,t] C [0, 1] intervallumon, igy Riemann-integralhato [0, ¢]-n,
tovabbé

¢
1

/ dx = [arcsin 2] = arcsint, ha t € [0,1].

0

V1—2x2
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Ebbsl . lillrnoarcsint = g miatt kapjuk, hogy

. . 7T
= lim arcsint = 5

t
t—>l /,/1_3;2 t—1-0
0

igy az improprius-integral konvergens és értékére

1
/ _7
) \/1—1‘2 2

teljestl.

T ] 1
Az —— drnéla=1, b=+o00, f:[l,4+00] — R, f(x) = —= kor-
| V= ool = R, 1) = 5
latos V [1,t] C [1,400[ -en és folytonossaga miatt Riemann-integralhato,
tovabbé
1

t t B
/ /x_s dr = re 12
1 1 2

1
ami lim — = 0 miatt adja, hogy

t——+o0 ﬁ

t

[F-5

1

é\H
w

t

3 1 — dx =2,
tﬁlgloo \/7 =
+oo
azaz az improprius-integral konvergens és értéke [ —— dr = 2.

1 Va?
Hasonl6 meggondolasokkal, mint elébb
t

1
3 / dr =[Inz]} =Int —Inl = Int,
x
1
i1 1
i lim Int= iatt adja, h li —dx = i —d
ami lim In +oo miatt adja, ogytiinmlfx x +oo,1gyaz1fx x
improprius-integral divergens.
Megjegyzés. Az el6z6 két feladat vizsgalhat6 a Kalkulus II. jegyzetben
o0

szerepl [ x® dx feladat specidlis esetekeént is.
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- Az f(z) = -—
[2,t] C [2, +oo] intervallumon, igy

32/1_1 2/(1—:c)1(1 ;2/< x—1> de =
1
T2

(In(z +1) —In(z — )]} = 1 [ln -+ 1]

5 (7 € [2,+00]) fiiggvény korlatos és folytonos barmely

2 r—1],
1
=1 trl 1ln3
2 t—1 2
o t+1 . N
Mésrészt lim —— = 1 és lim In(u) = In(1) = 0 miatt (az Osszetett
t—+oot — 1 u—1
t+1
fiiggveny hatarértékére vonatkozo tétel szerint) lim In P 0.
) t—4o00 t—1
Igy
t
1 1. t+1
lim /dx: lim 1ni—1 V3| = —Inv3,
t—foo | 1 — 22 ttoo |2
2
+o0
azaz az |
2
+o0 1
f 3 dx = —In+/3.
5y 1—=x

A kovetkezd négy integral a Kalkulus I1. jegyzet jelzett fejezetének 2. de-

finiciojaban értelmezett tipus, igy az integrandus f: |c,a] — R tipusu

fiiggvény, mely V [t,a] C ]c, a] intervallumon korlatos és Riemann-integ-
a

ralhato és 3 € > 0, hogy f nem korlatos |c,c + ¢]-on. Ekkor az ff

improprius integralt akkor neveztiik konvergensnek, ha 3 thm f f vé-
—c+

a a
ges hatérérték, tovabba [ f = tlin}ro | f szerint definialt az improprius
c —¢ t

integral értéke.
1
Vi

= 400 miatt nem korlatos ]0, 1]-en, de korlatos és folytonos is

—- Az f dm integrdlnal ¢ = 0, b =1, f:]0,1] = R, f(z) =

-re,

lim

2—0+0 f
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V[t 1] C

10, 1] intervallumon és igy Riemann-integralhato, tovabba
1 1 !
/ = /x_é dr = =[2vz]}=2—-Vt (t€]0,1)).
t t
t

Ebbél hrn \/ 0 miatt kapjuk, hogy hm f

St VD =

<ﬂ

8
vol = B

— dzr =
f
1

= 2, azaz dx konvergens és
[ 4

1
— Hasonl6 meggondoléssal f(x) = p (x €

10, 1]) mellett

/i dr = [Inz]} = —Int (¢t €]0,1])

I
melybdl . 11(1]30 Int = —oomiatt lim [—dzr= lim —Int= +oo, ezért
1

t—0+0% @
1. - .
az | — improprius integral nem konvergens
0T
1
- Haf(w):—p (x €

10,1]) és p > 0 rogzitett, akkor
T

1

1 —Int yhap=1
/ dr = 1 ti=p
P — hap # 1
t 1—-p 1-—p
Ebbdl
0 ha 0 < 1
lim Int = —o0, lim t'7P = o p<
t—0+0 t—0+0 400 L,hap>1
miatt kapjuk, hogy
! 400 L,hap>1
lim — dx = 1
t—0+4+0 xP

—— LhaO<p<1,
t 1—p

fgy [ — dx divergens, ha p > 1, konvergens, ha 0 < p < 1, ekkor értéke
1
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1
~ Az [Inz dx integralnal, az el6bbivel azonos meggondoldsok utan kapjuk,
0

hogy
1

1 1
1
3 /lnxd:c:/l'lnxdzvz[xlnx]i—/wm dx =
t t

t
= —tlnt —[z]; = —tlnt -1+t  (t€]0,1]).

A I’Hospital-szabaly alkalmazaséaval belathaté, hogy . 11(1;51r Otlnt =0, igy

1 1
tli(r)no [Inz dz = —1, azaz az [Inz dx improprius integral konvergens
—0+0% 0

1
és [Inz dx = —1.
0

Az utolso két integrél az elméletben targyalt harmadik tipushoz tartozik,

amikor f: ]a,b[— R tipust és ]a, b[ mindkét végpontja (vagy egyik) végte-

len, vagy a végpontok egy kiornyezetében f nem korlatos (esetleg mindkét
S

dolog fennall). Ekkor, ha 3 lim [ f véges érték, akkor azt mondjuk,
t

t—a+0
s—b—0
b

hogy az | f improprius integral konvergens, értéke pedig e hatarérték.
a

2 1
— Az | — dx integral esetén a = —2, b= 2,
_fg Va4 —z2 &
. 1 ) 1
lim —— =+o0, lim —— =400
z——240 /4 — 2 x—2—0 /4 — 12
miatt .
fla) = —= (z€]-22)

Vi
nem korlatos a —2, illetve +2 egy alkalmas kérnyezetében, de korlatos,
folytonos és igy Riemann-integralhato V [t,s] C | — 2,2] intervallumon,
igy

ox]®
arcsin o

S S
1 1 1 1
3 | ———dr = —— dr = - =
/\/4—x2 v 2/ / T\ 2 YT 1
t t 1—(—) 9
2 t
S t

= arcsin 3 arcsin 3 (t,s €] —2,2]).
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Ekkor
li . S 1 ™
im arcsin — = arcsinl = —
S_>2_0a cs 5 arcs 5
és
. .t . s
lim arcsin — = arcsin—1 = ——
t——2+40 2 2
miatt
lim / =,
o) Vi
igy f \/; dx konvergens és értéke 7.
—+00
- A dx esetébe
A R {O O n
= — s b = N — E R
a 00 +o0 f(z) 21 (z )

folytonos R-en, igy V [t, s] C R esetén Riemann-integralhato és

s

1
/ dx = [arctg z|; = arctgs — arctgt (t,s € R).

241
t
Ebbsl
li t T ¢ li tot = — 0
s—1>$100 arc gS = 2 €s tilinoo arc g — 2
miatt,

1
lim [ ——— dx= li tg s — arctgt] =
/x2+1 x t:r}lm[arcgs arctg t]
s—400 % s§—+00
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Sorozatok, sorok és Riemann-integral

1.24. feladat. Hatarozza meg az alabbi sorozatok hatarértékét:

L2, nol LSS S AN

n?  n? n? ’ n+1 n+2 n+n/ "’
PPN L I
n?+12  n?2+422 n?+n2/’

1P 9P 4. P 1/. = .27 . n—1
(p>0); — [ sin — +sin — + - -+ 4 sin T ;
nptl n n n n

1 1 2
< <\/1++\/1++---+,/1+n>> .
n n n n
Megoldds.

1 2 n—1 1 2 n—1\1 =i 1
-8 =4+ 2 4. =4+ Z4... = L
n= et <n+n+ +— > )

mutatja, hogy S, az f(x) =z (x € [0, 1]) fiiggvény also kozelits dsszege,
ha P, a [0,1] n egyenls részre osztaséval kapott felosztas, azaz s(f, P,,)
barmely n € N-re. (P,) normalis felosztéssorozata [0, 1]-nek, f Riemann-
integralhato (mert folytonos), igy

1

2
1
lim s(f,Pn)—/:rdx—[x} =-,
0
ezért .
lim S, = hm s(f, Pn) ==
n—00 2
1 1 1
S = —
" n+1+n+2+ +n+n
1 1
1+= 14= I+ 211+—
n n n

1
mutatja, hogy S, adott n € N-re az f(z) = 112 (x € [0,1]) fiiggveény
x
s(f, Py) also kozelits osszege, ha P, a [0,1] n egyenld részre osztéaséval

kapott felosztés.
Ekkor (P,) normalis felosztassorozat, f folytonos, ezért Riemann-integ-
ralhato [0, 1]-en
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igy

lim s(f, P, = [In(z 4+ 1)]§ =In2,

n—00 1+
0

ezért
lim S, = lim s(f,P,) =In2.

n—oo n—oo

Sp = g e e e =
Ton2412 0 p2422 n?+n?
B R S 1
= 1N\ 2 9\ 2 e | n
1+<) 1+<> 1+<;)
n n
s
111+
n
S 1 ,
ami adja, hogy V n € N-re S,, az f(x):m(xe [0,1]) fiiggvény

s(f, Py) also kozelits osszege, ha P, a [0,1] n egyenls részre osztéasaval
kapott felosztas, igy (P,) normalis felosztassorozata [0, 1]-nek, f folyto-
nos, ezért Riemann-integralhato [0, 1]-en és

1

lim s(f, P,) /1 dx = [arctg x|} =

n—00
0

= arctg 1l — arctg0 = g ,

tehat
T

lim S, = lim s(f,P,) = — .
n—oo n—o0 4

S, — 1p+2pn;.1..+np _ Ki)er(Z)pJFJF(Z)p]
()5

igy S, az f(x) = aP (z € [0,1]) fliggvény egy integralkozelits osszege, ha
P, a [0,1] n egyenld részre osztasaval nyert felosztés, azaz S, = o(f, Py)
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(tizl, izl,...,n) V n-re.

n
P,) normalis felosztassorozat, f folytonos, igy Riemann-integralhato,
g g
igy
1
Al 1
lim o(f, P, /x [ ] =—,
n—o00 P+ 1 P+ 1
0
ezért )
om .27 n—1 R /.oomy 1
- S, =|(sin—+sin—+---+sin T —:Zsm(z-—)—.
n n n noo= n/ n

Igy f(z) = sin(rz) (x € [0,7]) mellett S, = o(f, P,) (n € N), ahol
P, a [0,7] n egyenls részre osztasaval kapott felosztas, (P,) normalis
felosztassorozat, f Riemann-integralhaté, igy

™

lim S, = lim o(f, P,) = /sinﬂa: dx = {

n—oo n—oo

1 2 n\ 1 " i 1
Sn=<\/1++\/1++~-+\/r>:Z,/H-
n n n n i1 n n

az f(z) = V1+az (z € [0,1]) folytonos fiiggvény egy integralkozelits
Osszege, igy

—cosz | 2
—

™

1

lim S, = lim o(f, P,) = /\/mdx: [2(1+x)

n—00 3
0

[N
1
o —

Il

= §(2J§—1) .

1.25. feladat. Bizonyitsa be, hogy
o :L,Qn—&-l

tox =
arctg x :02n+1

barmely x € | — 1, 1]-re
Megoldds. A

o0 o0

Z(*l)nl‘%z — Z(*l)n(I‘Z)n
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egy ¢ = x® kvociensidi geometriai sor, hogy a; = 1. Ez konvergens, ha
1
x €] —1,1] és az Gsszege 15 g2 a2
- 1
n,.2n __ o
Zo(_l) P = (xe]—1,1]).
n=

o0
A Y (—1)"z?" fiiggvénysor (hatvanysor) egyenletesen konvergens a [—t,]
n=0

(t €]—1,1]) zart intervallumon az f,(z) = (—1)"z?" fiiggvények Riemann-
integralhatok [—t,t]-n, igy a fiiggvénysor tagonként integralhato (lasd Kal-
kulus II. 1.10. fejezet 1. Tétel kovetkezménye). Ezeket és a N-L formulat
hasznalva

t ) t oo
arctgt = /:[—f-I*Z dﬂ? = / (—1)n$2n d$ =
0 o n=0
0 ¢ 9 oo t2n+1
S far =S
n=0 0 n=
kovetkezik, hat € | —1,1] .
De a
o0 t2’n,+1
>0
= 2n +1

hatvanysor t = 1-re is konvergens (lasd Leibniz-kritérium), tovabba a korab-
biak miatt

> 1 T
~1 = = arctg 1
D (g = =gl
n=0
melyek egyiitt adjak a feladat allitasat.
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Gyakorlé feladatok

1) Hatéarozza meg az alabbi integralokat:

a)

[(+2)

2e2 —x +3

NI
- aAX
I3z +1

1
/.2 dz ;
sin®(bx + 7)

dx ;

/x2—1d$.
(23 =3z +1)6 7

/ 5T e
NGEE
/:cer dx ;

/\/Esin\/x?‘ dz ;

2x
/ ¢ dzx ;

1+e”
/\/1—2x2 dz ;
/a:”ln:v dx ;
/ e cosbr dx ;
/shaxcosb:c dzx ;

zlnx

d .

/(1+x2)2 o
/sin5x dx ;
/ch4x dzx ;

/x4—|—x4+2
73d$;
X

.3z
dx -
/ 9z . 4w ’

/cos <4zc+ §> dx ;

1
— d
/\/4_*9:52 v
/(2333 +1)72% da ;

/ctgw dx ;

/CO\S/T\E/E dx )

| rarm
/mdx;

/sinxln(tg x) dz
e*sin? x dx ;

re®sinzx dv ;

sin bx cos T dx ;

cos® zsin* z du ;

/e
/
/
/

85
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) 3x+ 2 )
(z — 1)100 d ; x72+4x75d33,
5T + 2 1
/x2—|—4x+13 v /:U3+1 v
/a: +1 /m4—|—1d
dz ; —— dx
x4—a:3 ’ 26 +1
1
/ ’ /1+x4—|—x8 v
/1—\/x+1d / 1 4
————dx ; €L
1+ Vo +1 (1—2)V1—a?
1 1
/\/x2+2x+2d:c; /de;

/ / sin? x d
— 5 dz;
1—x 1+ sin?zx

/sm L dz ; /\/1—x23rcsinx dz ;

cosb z

i) /ZL’z(l +Inzx) dx ; /3:\:6| dx ;
/e_lgﬂ| dx ; /max(l;x2) dz ;

1
2) Bizonyitsa be, hogy létezik az [(1 — %) dz integral és hogy
0

1
2
(1-— -
/ w)de =g
0
1
3) Hatérozza meg [ f(z) dx értékét, ha
1
1
5  Lhalx|> -
fla) = 1
-2 Lha|z| < 3
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4) Szamitsa ki az alabbi Riemann-integralokat:

32 ™ 0
1
Vi da ; “sinz d ; /d :
/\/5 T /x sinz dx R W T
—1 0 —1
e | ™ 1
/sm(wnx)dx; /cos5acdac; /x +x+2)e” dx ;
x
1 0 0

1 4
1
T arccosx dx ; ——— dx ; cos" x dx ;
/ [tz |
0 0 0
5) Vizsgélja az aldbbi improprius integralok konvergenciajat, hatarozza meg
értékiiket, ha konvergensek:

+oo “+oo 00

t 1
/dw /arCngdx; /4d$; /:ce_gxdx.
x x
1 1

0







I1. fejezet

Vektorterek, Euklideszi terek, metri-
kus terek

1. Alapfogalmak

2.1. feladat. Legyen adott egy X nemiires halmaz és
0 haz=y
1 ,hax#uy.

Bizonyitsa be, hogy (X, dp) metrikus tér. (do a diszkrét metrika, (X, dp) a
diszkrét metrikus tér.)

do: X x X = R, do(x,y):{

Megoldds. A metrikus tér definicidja szerint (lasd Kalkulus I1. jegyzet I1.1. fe-
jezet 6. definicio) be kell latnunk, hogy
1) do,y) >0, d(z,y) =0 <= z—y (Vz,y€X).
Ez dy definiciéja szerint nyilvanvalé.
2) d()(.%‘,y) :dO(yax) (V JZ,yEX).
Ez is latszik dg definici6jabol.
3) do(l‘,Z) §d0($7y)+d0(yaz) (\V/ CE,y,ZGX).

Ha z,y, 2z € X olyanok, hogy

— =y =z, akkor 0 <0+ 0 = 0 nyilvan igaz ;

-z =y # z, akkor do(z,2) = 1, do(z,y) = 0, do(y,z) = 1, igy
1<0+41=1 teljesil ;

— az x #y =z és x =z # y esetekben ugyanigy jarunk el ;

— ha z,y, z paronként kiilonboznek, ugy do(x,z) = 1, do(z,y) = 1 és
do(y,z) =1és1 <141 =2 miatt kapjuk a haromszogegyenl6tlen-
séget.

Fzzel az 0sszes lehetséges esetet megnéztiik.

2.2. feladat. Ha x = (z1,...,2,), y = (y1,.--,Yn) E R" (n > 2) és
a) di: R" xR" = R, di(z,y) = max |z; — yi,
1<i<n

89
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n
b) da: R" x R" = R, da(z,y) = > |xi — vil,
i=1
akkor bizonyitsa be, hogy (R",d;) és (R", d2) metrikus ter.

Megoldds. Az els6 két tulajdonsag teljesiilése azonnal jon dy és dy definicio-
jabol (az abszolut érték és az egyenlGtlenségek tulajdonsdgainak felhaszné-
lasaval).

Igy csak a haromszogegyenl6tlenség bizonyitasat részletezziik.

Haz = (z1,...,20), y= (Y1,---,Yn), 2 = (21,...,2n) € R" tetsz6legesek,
gy Vi€ {1,2,...,n}-re (az abszolutérték tulajdonsiga miatt)

|z — zi| = [(zi — vi) + (yi — 20)| < |z — vil + |yi — zi)-

Az egyenl6tlenségeket Osszeadva azonnal kapjuk do-re a haromszégegyenlGt-

lenséget.
Maésrészt

|z — yi| < max. |z — yi| = di(z,y)
és

i — 2 < ax i — 2| = di(y, 2)

és az el6bbi egyenlStlenség miatt Vi € {1,2,...,n}-re
|zi — zi| < di(z,y) +d(y, 2),
amibdl
di(z,z) = Lax. |zi — 2| < di(z,y) + di(y, 2)
kovetkezik, ami adja di-re a haromszogegyenlétlenséget.
2.3. feladat. Legyen [a,b] C R intervallum, X az
X ={f|f:|a,b] — R folytonos fiiggvény}
szerint definialt halmaz, tovabba

d: X x X =R, d(f,g) =sup{|f(z) — g(z)| }.
Bizonyitsa be, hogy (X, d) metrikus tér.

Megoldds.
[f(@) —g(@)| 20, [f(z) —g(x)| =0 <= [f(zx) =g(x)

miatt a metrikus tér elsé tulajdonsaga nyilvan igaz.
A masodik tulajdonsag az

[f(x) = g(x)] = lg(x) = f(z)| (2 € [a,b])
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egyenlség miatt jon d definiciojabol.
Ha f,g,h € X, gy a V z € [a, b]-re teljesiils
[f(z) = g(@)| = [(f(x) — h(z)) + (h(z) — g())| <
< |f(z) = h(@)| + [h(x) — f(z)|
egyenlStlenség | f(x) — h(z)| < d(f,h) és |h(x) — g(x)| < d(h, g) miatt adja,
hogy
|f(z) — g(2)| < d(f,h) +d(h,g) (z € [a,D]),

amibdl azonnal kovetkezik d-re a haromszogegyenltlenség.

2.4. feladat. Legyen (X, d) metrikus tér. Bizonyitsa be, hogy
a) barmely xg € X és barmely r € R, esetén zg € K(x,7);
b) ha zo € X, r € Ry és x € K(xo,r), akkor létezik € € Ry, hogy
K(z,¢e) C K(xo,7);
¢) barmely z,y € X, x # y-ra létezik r € R, hogy
K(z,r)NK(y,r) =0.
Megoldds. Tsmeretes, hogy K(xg,r) ={z|x € X, d(z,x9) < r}.
a) d(xo,zo) =0 és K(zg,r) definicidja adja az allitast;
b) Legyen 0 < e =r —d(x,x0) és y € K(x,¢) tetsz6leges, akkor
d(y7 .I'()) < d(y7 .’13) + d(l‘, 1.0) <e+ d(l‘, .’13()) =T
adja, hogy y € K(xg,r), tehat K(z,e) C K(xo,7);

c) Har = %d(x,y) és létezne olyan z € X, melyre z € K(z,r) N K(y,r),
akkor a haromszogegyenl6tlenség miatt
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+r=d(zvy),
s ez ellentmondas.

2.5. feladat. Legyen (X,d) metrikus tér. Bizonyitsa be, hogy 0 # H C X
akkor és csak akkor korlatos, ha létezik a € X ésr € Ry, hogy H C K(a,r).

Megoldds. Definici6 szerint () # H akkor korlatos, ha létezik r € Ry, hogy
barmely z,y € H-ra d(z,y) < r. Ekkor a diam H = sup{d(z,y)|z,y € H}
szamot H atmérdjének nevezziik.
a) Ha 3ae€ X ésr € Ry, hogy H C K(a,r), akkor V z,y € H-ra

d(xz,a) <, d(y,a) <r és akkor a haromszogegyenl6tlenség miatt

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2r,

ami definicié szerint adja H korlatossagat.
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b) Ha H # () korlatos halmaz, a € X rogzitett, diam H = ¢ és yg € H is
rogzitett, agy r = d(a,yo) + ¢ + 1 valasztassal V x € H-ra

d(z,a) < d(z,yo) + d(yo,a) < c+d(a,yo) < c+d(a,yo) +1 =1,

vagyis H C K(a,r) teljesiil. (Ezzel az allitasnal meég tobbet bizonyitot-
tunk.)

2. Az R" euklideszi tér

2.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy R™ a benne értelmezett Osszeadéssal és
skalarral valé szorzassal vektortér.

Megoldds. Ellenérizni kell a vektortér 1)-7) tulajdonsagat.
Legyen x = (z1,...,Zn), Y= (Y1,---sYn)s 2= (21,...,2n) ER" A\, peR
tetszdlegesen adott, akkor
Dz4+y=(@14+y,-sTn+yn) = W1 +21,...,Yn +Tp) =y + x;
2) $+(y+z) = (1'1+(y1+21)7~'-y$n+(yn+zn)) =
=((T1+y1) + 215, (Tn + ) +20) = (T +y) + 2
3) 0=(0,...,0) esetén
x40 = (z1,...,2,)+(0,...,0) = (2140, ..., 2,4+0) = (z1,...,24) = x;
4) (x1,...,zy) = x-re legyen —z = (—z1,...,—xy,), akkor
r+ (—z) = (21,...,2n) + (—21,...,—2p) =
=(r1+ (—21),...,xn+ (—zn)) = (0,...,0) =
5) 1-x=1(z1,...,2n) =1 -z1,..., 1 zp) = (21,...,2p) = x;
6) AMux) = Ap(z,...,zn)) = Mpz1, ..., prn) = (A1, ..., (Ap)a,) =
= (A\p)(z1, ... xn) = (Au)z;
) A t+pz=A+p)(e,.. o) = (A p)oy,. ., (A+ p)an) =
= (Az1+px1, .., Aeptpuzy) = (Az1, ..o Axy)+(uxy, . . ., pey) =
= ANx1,. .., xn) + p(z1, ... x0) = Az + pa.
(Felhasznaltuk a valos szamok testaxiomakban rogzitett tulajdonsagait.)

2.7. feladat. Adottak az = (1,5,5), y = (—2,2,3) R3-beli vektorok,

hatarozza meg az x +y, * — y, 3z — iy vektorokat.

Megoldds.

- z4+y=(1,55)4+(-2,2,3) = (1+(-2),5+2,5+3) = (-1,7,8);

- z—y=zx+(-1y=(1,55)+(-1)(-2,2,3) = (1,5,5) +(2,—2,-3) =
=(3,3,2);
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S — sy =324 (—2y) =3(1,5,5) + (—2 ) (=2,2,3) =
€T 2y_1: 2y_ ] 2 y“ -

1
= (3,15,15) + <1,—1,—g> = (4, 14, 132>.

2.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha = = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,---,Yn) €
R™, agy (z,y) = z1y1 + ... + zpyy, skalaris (bels6) szorzat R™-ben.

Megoldds. Ellendrizni kell a skalaris szorzat négy definialé tulajdonsé-
gat:
D) (z,y) = 2191 + ...+ Tayn = 121 + .o+ Yoo = (Y, 2);
2) (x+y,2)=(x14+y1)z1+ ...+ (T +yn)2n =
=(r121+ ... Fxnzn) + (Y121 + ... F Ynzn) = (T, 2) + (y, 2);
3) <)‘x7 y> = (/\xl)yl +.o.t ()‘Jjn)yn = )‘(xlyl) +..ot )‘(mnyn) =
= Mx1y1 + ..+ 2nyn) = Mz, );

4) (z,x)y=mz1+ .. e, =2t .22 > 08 =0 —

= r=-=x,=0 < x=(r1,...,2,) = (0,...,0) =0.
(Itt is hasznaltuk a valos szamok néhany ismert tulajdonsigat — axiomékat,
vagy tételeket.)

2.9. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha
x=(z1,...,2n), y=(y1,-..,yn) € R, akkor

el = /T, 2) = S (@ - )2

i=1

n
Soa?, dlay) =z -yl =
=1

norma, illetve téavolsag (metrika) R"-ben.

Megoldds.

— A normat a 8. feladat szerint belsé szorzatbdl szarmaztattuk, igy a Kal-
kulus II. jegyzet I1.1. fejezet 1. tétele szerint az teljesiti a norma harom
tulajdonsagat.

— d normébol (igy belss szorzatbol) szarmaztatott, igy a Kalkulus I1. jegy-

zet el6bb idézett fejezetének 2. tétele szerint d valoban tavolsag (metrika)
R"-ben.

Megjegyzés. A tulajdonsagok kozvetleniil is belathatok.
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3. R" és metrikus tér topolégiaja

2.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az (X, d) metrikus térbeli (igy az R"-
beli) nyilt kdrnyezetek nyilt halmazok.

Megoldds. Legyen zp € X ésr € Ry tetsz6leges. Definici6 szerint a K (xq, )
kornyezet akkor nyilt, ha minden pontja belsé pont, azaz V x € K(xg,7)
esetén 3 ¢ € Ry, hogy K(x,e) C K(zp,r). Utobbi viszont a 4. feladat b)
része miatt igaz.

2.11. feladat. Legyen adott (X,d) (vagy (R"™,d)) metrikus tér.
Bizonyitsa be, hogy z¢ € X (vagy R™) akkor és csak akkor torlodasi pontja a
H C X (vagy R") halmaznak, ha z¢ minden koérnyezetében H-nak végtelen
sok eleme van.

Megoldds.

a) Ha xg V K(xo,r) kornyezetében végtelen sok H-beli eleme van H-nak,
akkor 3 xo-t6] kiilonbozé eleme is, igy (definicié szerint) xo torldédasi
pont.

b) Ha z( torlodasi pontja H-nak, ugy V K(xg,r)-ben 3 zo-tol kiilonbozs
H-beli elem.

Tegyiik fel, hogy 3 K (xq, ), hogy abban csak véges sok eleme van H-nak,
akkor nyilvan véges sok xo-t6l kiilonboz6 H-beli elem van V K (xq, )-ben,
legyenek ezek, mondjuk x1,...,x, € H, gy ha

0 < ¢ = min{d(zg, 1), ...,d(xo,x,)}, akkor K(zp,c)-ban nincs zo-tol
kiillonb6z6 H-beli elem, ellentmondasban azzal, hogy zo torlédasi pont.
Igy minden K (zg,7)-ben végtelen sok H-beli elem van.

2.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha H C X (vagy R")
((X,d) vagy (R™, d) metrikus tér), akkor H hatarpontjainak illetve torlodasi
pontjainak halmaza is zart halmaz.

Megoldds.

a) Jelolje OH H hatarat.
Be kell latnunk, hogy OH minden torlédéasi pontjat tartalmazza.
Legyen xq torlodasi pontja OH-nak és r € Ry tetszbleges, akkor (a tor-
l6dasi pont definicioja miatt)3 x € 0H, = # xo, hogy x € K(xq, ).
A 4. feladat b) része miatt 3 ¢ > 0, hogy K(x,e) C K(zo,r).
Ugyanakkor x € 0H miatt (a hatarpont definici6ja szerint)
-~ 3Jy€eH, ye K(z,e) C K(xg,r) = HNK(xg,r) # 0
- 3z2€eCH, z€ K(z,e) C K(xo,7r) = CHNK(xg,r) # 0;
ami viszont (ugyancsak a hatarpont definicioja miatt) adja, hogy xg €
OH, amit bizonyitani kellett.
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b) A masik 4llitas bizonyitésa a)-hoz hasonlo.

2.13. feladat. Legyen

11
H:{(,)|m,n€N}CR2.
m n

Hatarozza meg H torlédési pontjait (R2, d)-ben.
Megoldds. Megmutatjuk, hogy

H:{(iO) |neN}U{<O,i> |neN}U{(0,0)}.

1
— V rogzitett n € N-re (, 0) esetén V r € Ry-re 3 m € N, hogy
n

(@) ) G2 2

1 1
hiszen — < r <= m > — ilyen m pedig (mivel N feliilr6l nem korlatos)
m r

3

1
létezik. Ez pedig azt jelenti, hogy az <, O> pont barmely koérnyezeté-
n

1 1

ben létezik (, O) -t61 kiilénb6z6 H-beli elem, azaz <, O) V n € N-re
n n

torlodasi pontja H-nak.

1
— Hasonl6an megmutathato, hogy a (0, ) (n € N) pontok is torlodasi
n
pontjai H-nak.
— Tekintsiik a (0,0) pontot és legyen r € R, tetsz6leges, akkor 3 n € N,

oy (0,01 (52)) = (0= 1) (0- 1) = 2 <, b

2
— <7r <= n> i, ilyen n € N pedig (hasonl6 okok miatt, mint
n T
. 11
el6bb) letezik. Igy a (0,0) barmely kornyezetében 3 <, > # (0,0)
n’'n

H-beli pont, tehat (0,0) torlédasi pontja H-nak.

— Mutassuk meg, hogy més torlédasi pontja nincs H-nak.

2.14. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R", d)-ben egy nyilt halmaz minden
eleme torl6dasi pontja a halmaznak.
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Megoldds. Legyen H C R" nyilt halmaz, € H tetszbleges elem, ugy ha
r € Ry tetsz6leges, H nyiltsdga miatt 3¢ € Ry, ¢ < r, hogy
K(z,e) C H és K(z,e) C K(x,r).

1
Az el6bb mondottak szerint 3 n € N, hogy n > —, igy = = (x1,...,2y)
€

1
esetén, hay e R", y = <x1—|—n,:r2,...,xn>, ngy x # y és

d(z,y) = \/<x1— (xl—i-i)>2+(m2—x2)2+--'+(:rn—:rn)z::L<€,

igy x #y € K(x,e) = y € K(x,r), azaz x torlodasi pont, amit bizonyi-
tani kellett.

2.15. feladat. Legyen z¢p € R™, r € R,. Bizonyitsa be, hogy a K(xg,)
ny{lt kornyezet atmérdje 2r.

Megoldds. Ha x,y € K(xg,r), akkor a haromszogegyenlétlenség miatt
d(z,y) < d(x,z9) + d(xo,y) <7+ 71 =2r,

azaz K (xg,r) korlatos és nyilvan diam K (xg,r) < 27.
Tegyiik fel, hogy 2a = diam K (zg,r) < 2r.
Legyen e =r —a (> 0) és 9 = (zo1,-- -, Ton)-

Ha z = (zo1 — r + =, %02,-.-,%on), ¥ = (To1 +7 — =, Z02,...,%on), akkor

2
egyrészt x,y € K(xo,r) (ezt lassuk be) és

d(z,y) =

= \/[(9”01 —r+5) = (01 +7 = 5)]" + (02 = 202)2 + -+ + (won — T0n)* =

=V@2r—eP=2r—e=2r—(r—a)=r+a>a+a=2aq,

ellentmondasban azzal, hogy diam K (z¢,r) = 2a < 2r, {gy igaz az allitas.

2.16. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R", d)-ben egy szakasz dtmérdje egyenls
a szakasz hosszaval.

Megoldds. Ha a,b € R, a # b, akkor az a-t és b-t 6sszekotd n-dimenzios
szakaszon az E = {a+t(b—a)|t € [0,1]} C R™ halmazt értjiik.
Ha x,y € E, akkor 3 t1,t2 € [0,1], hogy z = a+1t1(b—a), y = a+t2(b—a),
lgy

d(z,y) = |z = yllee = [[(tx = 12)(b — a)|[rn = [t1 — L2[[[b — allrn < d(a,b),
ezért diam E' < d(a,b). De a,b € E, igy diam FE = d(a,b).
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2.17. feladat. Legyen H C R" (n > 2) és H; (i =1,...,n) a H elemei -
edik koordinataibol 4llé6 halmaz. Bizonyitsa be, hogy H akkor és csak akkor
korlatos, ha barmely H; korlatos (R, d)-ben.

Megoldds. Ha x,y € H tetsz6leges, hogy = = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn),
akkor egyszertien belathato, hogy V¢ =1,... ,n-re

n

o =il < \| D@ = i) = lla =yl = dlary) < frmax(a; — ) =
=1

= \/ﬁmiax|xi — il

Ha H = (), gy nyilvan igaz az allitas, ha H # 0, ugy
a) ha H korlatos, ugy 3 r € Ry, hogy d(z,y) < r V z,y € H-ra, igy
Vi=1,...,nre|z; —y;| <r, ami adja H; korlatossagat R-ben V i-re;
b) ha V H; korlatos R-ben, ugy 3 r; € Ry, hogy |z; — yi| < r; ¥V x4,y €
H;, igy az el6bbi egyenlétlenség miatt d(z,y) < /nmaxr; =r € Ry
(2

V z,y € H-ra, s ez adja H korlatossagat (R™, d)-ben.
2.18. feladat. Bizonyitsa be, hogy (R™,d) V véges H részhalmaza kompakt.

Megoldds. H C R" <= kompakt, ha korlatos és zart.

Ha H véges, akkor nyilvan korlatos, ugyanakkor véges halmaznak nincs tor-
lodasi pontja, igy zart is (ami jon abbol is, hogy egy véges R™-beli halmaz
komplementere nyilt).

4. Tovabbi linearis algebrai elGismeretek

Ehhez a fejezethez a Diszkrét matematika (més szakosok pedig a Li-
neéris algebra targyak) keretében, jegyzeteiben és példataraiban talalnak
feladatokat.

Gyakorl6 feladatok

1) Bizonyitsa be, hogy a H C (R”,d) halmaz akkor és csak akkor korlatos,
ha H = 0, vagy ha 3 r > 0, hogy H C K(0,7), ahol 0 = (0,...,0) az
R™beli zérus elem.

2) Legyenek z = (—2,3,0), v = (3,4,5), z = (m,e,1) R3-beli vektorok,
hatarozza meg az 5x — 2y + 3z vektort.
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Bizonyitsa be, hogy H C R™ akkor és csak akkor zart az (R", d) euklideszi
térben, ha minden torl6dési pontjit tartalmazza.

Hatarozza meg a H = [—1,1] x ]0,1[ x ]1,2] C R3 halmaz belss, kiils6,
torlédasi és hatarpontjait.

Vizsgalja a Hy =)0, 1] x [2,7] és Hy = [—1,1] x [0, +00] R2-beli halmazok
korlatossagat.

Hatarozza meg a Hy = [0,1] x [—1,1[ x ]0,2[ C R3 és

2
Hy; = { <, (—2)"> |n € N} C R? halmazok atmeérdjét.
n
Bizonyitsa be, hogy a [—2,2] x [0,4] C R? halmaz kompakt.

Vizsgélja a Hy =)0, 1] x [0,2]x[0,3] C R3 és Hy = [0, 1]x[0, 2] x [0, +00[C
R? halmazok kompaktsigat.



II1. fejezet
Sorozatok Rf-ban

1
3.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<, (1)”>> R2-beli sorozat kor-
n

latos.

Megoldds. Be kell latnunk, hogy a sorozat elemeinek halmaza korlatos R2-
ben. Ez igaz, ha teljesiil az, hogy példaul a (0,0) € R? pontnak 3 7 > 0
sugard kornyezete, mely tartalmazza a sorozat Gsszes elemét.

Mivel

1 1 1
VneNre (hiszen \/ 5 +1<V2 &= S +1<2 & <1
n n n

1
— <1 < n>1 amiigaz; és V2 < V3 <= 2<3 < 0<1,
n

ami szintén igaz), igy a sorozat barmely eleme benne van a (0,0) v/3 sugari
koérnyezetében.

1 1 2 1
3.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy az <<, —, mts

n n

>> R3-beli sorozat
n

korlatos.

99
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Megoldds. Az elgbbiekhez hasonlé gondolatmenet, a V n € N-re egyszerten

adodo
1 1 2n+1
d _ — =
(<n7 ’I’L27 n )7(07070)>

n2 ' pt n2 n2
2(2 1)2 2(4n)?
\/<nj><\/<g> o
n n

egyenl6tlenség miatt adja, hogy a sorozat minden eleme benne van a (0,0, 0)
pont 4v/2 sugart kornyezetében, igy a sorozat korlatos.

3.3. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az (x,,) R*-beli sorozat konvergens,
akkor egy hatarértéke van.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy 3 a,b € R¥, a # b, hogy z, — a és z, — b is
teljesiil.

Ez azt jelentené, hogy V € > O-ra létezne n(e), hogy barmely n > n(e)-ra
xn € K(a,€) és x, € K(b,¢) is teljesiilne.

d(a,b)
2

Valasszuk e-t ugy, hogy € =
belattuk)

> 0, akkor (ahogy ezt korabban mar

K <a, d(g’b)> nNK (b, d(é’b)) =0,

igy ezen € > 0 esetén a fentiek nem teljesiilhetnek.
lgy a = b, ami adja az allitast.

3.4. feladat. Definicié alapjan vizsgilja az

(o)) o {42

sorozatok konvergenciajat.

Megoldds.

a) Belatjuk, hogy az <<711, (—1)">> R2-beli sorozat divergens.
Ehhez azt kell megmutatni, hogy V (a,b) € R%-re 3 £ > 0, hogy
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V n(e) € N esetén In > n(e), hogy

d <<i (-1)%) ,(o,o>> >

1
— Legyen (a,b) olyan, hogy b = 0 és € = 3 > 0, akkor a V n € N-re

teljesiilé

i((5 1) @0) - \/(i “a) (102

egyenl6tlenség miatt

d ((; (1)n> (a, 0)) > % —¢

is igaz ¥V n € N-re, igy (a,0) nem hatarértéke a sorozatnak.

— Legyen most (a,b) olyan, hogy b > 0 és ¢ = 1 > 0, akkor V paratlan
n € N-re

(b)) () o)
:\/<i—a>2+(—1—b)22

>VA+bZE=14+b>1=c¢

ami adja, hogy az ilyen (a,b) sem lehet hatéarérték.
— Hasonl6an belathato, hogy olyan (a,b) sem lehet hatarérték, ahol

b<0.

11 2 1
b) Belatjuk, hogy az <<, —, n+>> R3-beli sorozat konvergens és
n'n n

hatarértéke a (0,0,2) € R3 pont.
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A V n € N-re teljesiils

1 1 2n+1
d R — 2 =
((n,RQ, - >,<o,o, >>

3
egyenlGséget és azt felhasznélva, hogy — — O miatt Ve > 0
n

V3 V3

Jn) € N, Vn > n(e)ra |— -0 = 3 < g, kapjuk a sorozat
n

konvergenciajat a (0,0, 2)-hoz.

3.5. feladat. Definicié alapjan bizonyitsa be, hogy az

()

R*-beli sorozat konvergal a 0 = (0,...,0) € RF-hoz.

Megoldds. Egyszertien indokolhaté, hogy V n € N-re

d(me):\/<"11_0>2+<2_0>2+m+(z_0>2:

_\/12+22+-~+k:2 _1\/k(k+1)(2k:+1)

a n? n 6 ’

k?(k? + 1)(2k + 1) = ¢ € R konstans.

ahol \/
c

Mésrészt a <—> sorozat konvergens és hatarértéke 0, ami azt jelenti, hogy
n

Ve>0dn(e), Vn>n(e) = € <e

n
Ezek Osszevetése adja, hogy az (x,) sorozatnal = = (0,...,0) = 0 valasz-
tassal V. e > 0 3 n(e), V n > n(e)ra d(x,,z) = d(zn,0) < e, azaz (zy)
konvergal a 0 € R* elemhez.
3.6. feladat. Bizonyitsa be a Kalkulus II. III./1. fejezet 4. tételét, azaz,

hogy:
Az (x,) RF-beli sorozat <= konvergens és hatarértéke x € R¥ ha
Tn = (T1n, ..., Tkn) jeloléssel az (x1,), ..., (xg,) (Ggynevezett koordinata)
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sorozatok konvergensek és az x = (1, ...,xy) jeloléssel x;y — x;

(i=1,...,k).

Megoldds.

a) Ha z, — x, akkor Ve >0 I n(e), Vn >n(e) (n€N) esetén
|z — xnllgr < e = |xi — Tin| < ||z —2p|lge <€ (i=1,...,k),
azaz T, — x; (1=1,...,k).

b) Ha zjy, —x; (i=1,...,k) = Ve>0 Ini(e) (i=1,...,k), hogy
Vn>ni(e) mMeN) = |zpm—xi|<e (i=1,...,k).
Ha z = (x1,...,xx), akkor

n(s):sup{niQE) |i:1,...,k}

valasztassal V n > n(e) esetén

I~ allgs = v/ G = zan o+ (= aw)? < (k=
azaz T, — x teljesiil.

3.7. feladat. Vizsgilja a

nt n+1 9. ..
a) <<cos 5 n2>> R*-beli ;

N
b) < (Vﬁ sin 2 Sm”) > R3-beli ;
n n

c) <<1,2,...,k>> R*_beli ;
n’'n n

sorozatok konvergenciajat.

Megoldds. A 6. feladatban bizonyitott tételt hasznaljuk.

a) A <cos %> R-beli sorozat nem konvergens, mert n = 2k + 1
(k=0,1,...) esetén

cos L = cos(2k + 1)E =0, igy lim cos(2k+ 1)z =0,
2 2 k—o0 2
mig ha n = 4k (k € N), akkor

cos T cos 41<:E =cos2kr =0 miatt lim cos 4]4:z =0,
2 2 k—o00 2

igy van két olyan részsorozata, melynek hatarértéke kiillonb6zé.

) nm n+1 .

Mivel a <<cos =0 2>> R2-beli sorozat elsé komponens sorozata
n

nem konvergens, igy sorozatunk sem.
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b) Ismeretes, hogy {/n — 1.

. on+1 , L .
lim m=m és lim sinx, =sinzg, ha x, — xg
n—oo n n—oo
miatt
. ..n+1 .
lim sin m=ginm = 0.
n—oo
Mig
sinn 1 . 1 ) . . . sinn
=—sinn, — —0 és |sinn| <1 miatt lim =0.
n n n n—oo 1

Igy a sorozatunk minden komponens sorozata konvergens, ami adja kon-
vergenciajat a 6. feladat miatt és azt is, hogy

n+1 sinn

<’C/ﬁ,sin T, > — (1,0,0).
n n

i
¢) Ha i € N rogzitett, agy — — 0, igy ezen R¥-beli sorozat minden kompo-
n

nens sorozata 0-sorozat, ezért konvergens és

2
3.8. feladat. Cauchy-sorozat-e a <<n?’ (—1)”)> RZbeli sorozat.

Megoldds. Nem. Ehhez azt kell belatni, hogy 3 ¢ > 0, hogy V n(e) € N
esetén 3 p,q € N, p,q > n(e), hogy d(xp,z4) > €.
Legyen e =2V p=2n, ¢=2n+1 (n € N), esetén

d(x2n7372n+1) =

2
= \/((2721)2 - (2n—2|- 1)2) +((—1)2" — (_1)2n+1)2 < V22 — 9

ami adja a nemleges valaszt.

3.9. feladat. Cauchy-sorozat-e az

n?4+n+1 20
A s L N S V>
() <<n3+2n2+3’ n!’ \[)>

R3-beli sorozat?
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Megoldds. A korabbiakban tanultak szerint

2 n
1 2

lim L g gim 2 =0, lim V2 =1,

n—oo n3 + 2n2 + 3 n—oo n! n—00
igy az (x,) komponens sorozatai, ezért maga (x,) is konvergens
(zn — (0,0,1)).
Ez pedig a Cauchy-féle konvergenciakritérium miatt adja, hogy (z,) Cauchy-
sorozat.

Gyakorl6 feladatok

1) Vizsgalja a
s

sorozatok korlatossagit.

2) Vizsgélja a

és

1+1 ) 52 43n—1
n " Yn! —2n? +5n —2

sorozatok konvergenciajat.






IV. fejezet

Tobbvaltozos és vektorértéki fiiggveé-
nyek folytonossaga, hatarértéke

4.1. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyat:

Ni(z,y) =siny ; fa(,y) = cos V/x? + 92 ;

3 1
fa(z,y) = \/TTZJQ ; Ja(z,y) = m ;

fs(z,y) = /In(coszy) ; fo(x,y) = arcsin (90) |
Yy

Megoldds.
— A sin fiiggvény V y € R esetén értelmezett, igy Dy, = R2

~ Az (z,y) — /22 +y? fiiggvénynek 22 + y? > 0 miatt V (z,y) € R%-
re van értelme, a cos fiiggvény is minden valds szamra értelmezett, igy
Dy, =R

— Az (2,y) — 3 és (z,y) — Vo2 + 1?2 fiiggvények V (z,y) € R2-re értel-
mezettek, igy hanyadosuk akkor nem értelmezhetd, ha a nevez§ 0, azaz
> +9y?=0 <= (z,y) = (0,0).

Ezért Dy, = R?\ {(0,0)}.

— Az el6bbihez hasonlé meggondoléssal kapjuk, hogy fi <= nem értel-
mezett, ha sin(2? +1?) =0 <= 22 +y?> =knm, k€{0,1,2,...}, azaz a
(0,0) pontban és az origo kézéppontt vk sugart korokon. Igy

Ds, =R\ {(z,y)|2* + > =k, k=0,1,2,...}.

— A z — {/z fiiggvény akkor értelmezett, ha z > 0, igy In(cos zy) > 0 kell,
hogy teljesiiljon, ami <= igaz, ha cos(zxy) > 1 <= zy = 2knw (k €
Z), vagyis ha (x,y) az x, vagy y tengelyen, vagy pedig az xy = 2km
(k € Z\ {0}) hiperbolakon van.

Tehat Dy, = { (z,y)| vy = 2kn, k € Z}.

107



108  1V. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA, HATARERTEKE

— Az x — arcsinx fliggvény értelmezési tartomanya a [—1, 1] intervallum.
B x
Igy fe¢ <= értelmezett, ha —1 < — <1 és y # 0 teljesiil, azaz
Y

x
Dfﬁ—{(af,y)! —ISQSL y7é0}-
4.2. feladat. Korlatosak-e az alabbi fliggvények:
filz,y) =sin Y22 +y2  ((2,y) €R?),
1
f2($7y) = TS ((%y) € RQ) .
Vaez+y?+1
Megoldds.
- At — sint (¢t € R) fiiggvényre —1 < sint < 1 (t € R) teljesiil, igy

—1 <sin /22 +y2 <1 ((z,y) € R?) miatt az f; fiiggvény értékkeészlete
korlatos, azaz fi korlatos.

VPP 121 = P4y 1> 1 = 2 +y? > 0 (ami igaz),
1

igy ——— <1 teljesiil V (z,9) € R%re.
vaz+y?+1
Maésrészt

1
0<—— «— 0<1

Vet 2 +1
(ami igaz) V (z,y) € R2,
Ezek adjak, hogy fo értékkészlete alulrél és feliilrdl is korlatos, igy kor-
latos.

4.3. feladat. Bizonyitsa be a definicié alapjian, hogy az

fAlzy) =22 +y2 ((z,y) €R?)

és
(22 +y2)sin;
2 +y

0 yha (xz,y) = (0,0)

f2($,y) =

fiiggveények folytonosak a (0, 0)-pontban.

Megoldds. A folytonossag definicidja az f: R? — R fiiggvényekre a (0, 0)-ban
a kovetkezé: Az f: R? — R fiiggvény a (0,0)-ban folytonos, ha V & > 0-hoz
3 8(¢) > 0, hogy ¥ (z,y) € R? d((z,y), (0,0)) < §(¢) esetén

[f(z,y) — f(0,0)] <e.
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— Az f; fiiggvényre

fie,y) - ﬁoow4¢ﬁ+y q Vit y? =
- \/x_ y 0) d((x,y),(0,0))

V (z,y) € R%re, igy ha ¢ > 0-ra (e) =& > 0,
akkor \/z* +y? = d((z,y),(0,0)) < € esetén [fi(z,y) — f1(0,0)] <,

ami adja a folytonossagot.
-V (2,y) € B2\ {(0,0)}-1a

sin

‘f2(x7y>_f2(0a0)| :($2+y2) x2+y2

= d2(($7y)7 (Oa 0))7

igy ha adott € > 0-ra 0(g) = /e > 0, akkor d((z,y),(0,0)) < d(e) = /e
esetén d?((x,y),(0,0)) < ¢, igy |f2(x,y) — f2(0,0)| < €, azaz fo folytonos
(0,0)-ban.

4.4. feladat. A definicié alapjan bizonyitsa be, hogy
a) az f1: R? = R, f(x,y,2) = x + 2y + 2 fiiggvény folytonos
VY (20,0, 2z0) € R3-ban;
# ,hax2+y2+22>0
b) az fo: R3 = R, f(z,y,2) =4 ¢°+y +=z
0 Jha 2 +y2 +22=0
fiiggveny folytonos a (0,0,0) pontban.

Megoldds.
a) Nyilvanvalo, hogy

& = wol, |y —wol, 12— 20l <V (z —20)2 + (y — 90)? + (2 — 20) =
= d((:v,y, Z), (5507907 ZO))'

Masrészt V (wvyv Z)v ('anyUa ZU) € Rg_ra

|fi(z,y,2) = fi(zo, y0, 20)| = [(z + 2y + 2) — (z0 + 2y0 + 20)| =
= [(z —x0) +2(y —y0) + (2 — 20)| <
< Jo — 20| + 2y — yo| + |2 — 20| <
< 2(lz = wo| + |y — yol + |2 — 20]) <
< 6d((z,y, 2), (%0, Yo, 20))-
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Igy, ha e > 0 tetszoleges és §(c) = % > 0, akkor

d((x,y, 2), (x0, Y0, %0)) < 8(¢) = %

esetén

g
|f1(z,y,2) = fi(xo, Yo, 20) < 66 =€,

ami adja fi folytonossagat ¥ (o, 4o, 20) € R? esetén.
b) ¥ (z,y,2) € R3\ {(0,0,0)} esetén

|zy=|

1f2(2,9,2) = £2(0,0,0) = 55— =

2t it 2 |z]lyll=| _
=/ .=
(x/x2+y2—|—z2)
) 2] ' [yl ‘ E <
Va2 +y?+22 a2+ 422 iR+ 2T
S d((x’y’ Z)’(07070))’

= d((x7 y? Z)? (07 07 0

ezért 0(e) = € valasztas adja az 4llitast.

4.5. feladat. Vizsgalja az alabbi fiiggvények folytonossagét:

ry
———~ , ha (z, 0,0
a) filz,y) =< 2 +y? (@y) #(0,0) , a (0,0) pontban;
0

, ha (z,y) = (0,0)
2

vy
b) felw,y)=qzt+92 ha (z,y) # (0,0) , a (0,0) pontban;
0 ’ ha (.T,y) = (070)
22 — 42

O falmy) =Wz, o ha @) 0.0
0 , ha (z,y) = (0,0)

, a (0,0) pontban.

Megoldds. Az atviteli elv szerint az f: R? — R fiiggvény <= folytonos a
(0,0)-ban, ha V (x4, 9n)), (n,yn) — (0,0) R2-beli sorozatra

f(-rna yn) - f(ov 0)'
a) Ha tekintjiik az ((zn,x,)) sorozatot, hogy (zn,x,) — (0,0), akkor

Ty * T 1
fl(xruxn) IE%+$% 9 7 f( ) )7

igy f1 nem folytonos (0, 0)-ban.
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b) Tekintsiik az ((xn,22)) sorozatot, hogy (z,,22) — (0,0), akkor

2,2
f2($n7xi) o Tn = L 7L>O:f(070)5

Coad 4t 2

igy fo nem folytonos (0, 0)-ban.

c) Legyen {(xn,yn)) tetszéleges R2-beli sorozat, hogy (n,yn) — (0,0), ez
a korabbiak szerint (lasd sorozatok) <= teljesiil, ha z,, — 0, y, — 0.
Ekkor (2, yn) # (0,0) esetén

5~ Yn

R

Vi +yd il + oyl

és |22 — y2| — 0 miatt (a renddr-elv szerint)
| f3(n,yn)| — 0, ami <> teljesiil, ha f3(xn,y,) — 0= f(0,0).
Ez pedig adja, hogy f3 folytonos (0,0)-ban.

0 S ‘f?)(xn;yn)’ =

TnYn -

o = val < o — vl

4.6. feladat. Folytonos-e az f: R? — R?,

1 1,2 _y2
_ 2 2y &
f(x’y) - ((CC +y )bln 33'2 _|_y2 ) xny +y2

£(0,0) = (0,0)fiiggvény a (0,0)pontban.

)7 ha (2,y) # (0,0,

Megoldds. A Kalkulus I1. jegyzet IV. 2. fejezet 2. tétele szerint az
f:ECRF S R™(f = (f1, fo,...» [m), fi: E — R) fiiggvény <= folytonos
xp € E-ben, ha az f; fiiggvények folytonosak.

Az els6 komponens fiiggvény a 3. feladat, a masodik fliggvény az 5. feladat
miatt folytonos (0, 0)-ban, igy f is.

4.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f: [0,27] — R?, f(x) = (cosz,sinz)
fiiggvény folytonos [0, 27]-n.

Megoldds. Az fi(x) = cosz, fa(z) =sinz (z € [0,27]) egyvaltozos fiiggve-
nyek folytonosak (ezek f komponens fiiggvényei), igy f is.

4.8. feladat. Egyenletesen folytonosak-e az
a) fii R =R, fi(z,y) =z +4y—1;
b) fo: R? =R, foz,y) =z +y

fliggvények?
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Megoldds. Azt kell vizsgalni, hogy igaz-e a definici6 ilyen fliggvényekre, azaz
hogy:
Ve>036() >0,V (z,y), (u,0) € B2 d((z,y), (1,0)) < 3(c)

esetén |fi(x,y) — fi(u,v)| < e.
a) V (z,9), (u,v) € R%-re

o, y) — Fulu, )] = (@ + 4y — 1) — (u+4v — 1) =
— (@ —u)+4(y —0)| < |z —u| + dly — o] <
< d((2,y). (u,v)) +4d((z,y), (u,v)) =
= 5d((w,y), (1,v)):

Legyen adott € > 0-ra d(g) = g > 0, akkor az el6bbiek miatt

d((@.y), (wv) <56 = ¢ = |file.y) = hluv)] <,

igy f1 egyenletesen folytonos R2-n.

b) Megmutatjuk, hogy fo nem egyenletesen folytonos R%-n.
Ehhez azt kell belatni, hogy: 3¢ >0, V d(¢) > O-ra
3 (2,9), (u,v) € R, d((,y), (u,v)) < d(e) esetén | fa(2,y) — f2(u,v) > €.

1
Legyen ¢ = 2, ugy V §(¢) > 0-ra 3 n € N, hogy - < d(e).

Ha (z,y) = (0,n) és (u,v) = (0, n -+ i) agy

d((z,y), (u,v)) = \/(0—0)2+ <n— (n—l—i))Q - % < 5(e)

1\2
n2—<n+>
n

azaz f» nem egyenletesen folytonos R2-n.

és

’f2<$7y) - fg(’u,,’l)) =

4.9. feladat. Egyenletesen folytonos-e az
fiR* = R™ f(zx)=Az+b
fliggvény, ahol A m X n-es nem null matrix, b € R™ adott vektor.
Megoldds. ¥V x,y € R™ esetén
1f (@) = fFW)llrm = [|(Az +b) — (Ay + b)||[rm = [|Az — Ay||pm =
= [lA(z = y)llem < |A[l - llz — yllrn-
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€
Al

esetén, ha d(z,y) = ||z — y||rn < (), akkor ||f(z) — f(y)||rm < €, ezért f
egyenletesen folytonos R"-en.

Igy ||A]] # 0 miatt, ha adott ¢ > O-ra 6(c) = >0, ugy V x,y € R"

4.10. feladat. A definici6 alapjan bizonyitsa be, hogy az

1

. RQ R — 2 2 -

PRI (0.0} = R, f(r0) = @+ eos
fiiggvenynek létezik hatarértéke (0,0)-ban.

Megoldds. A (0,0) € R? torlodasi pontja a Dy = R%\ {(0,0)} halmaznak.

Azt kell megmutatni, hogy A = 0 valasztassal V e > 0-hoz 3 d(g) > 0, hogy

V (z,y) € R2\{(0,0)}, 0<d((z,y),(0,0)) < &(c) esetén |f(z,y) — 0| <e.

Y (2,y) € R2\ {(0,0)} esetén
|f(z,y) = 0 = (2® + %) < a? +y* = d*((z,y), (0,0)),

ezért V e > O-ra, ha d(¢) = /e > 0, akkor
0 <d((z,9),(0,0)) <d(e) = Ve = |f(z,y) —0| <,

COS

T2 + 92

igy
=0.

3 1 2 2
(w)lgiw(:v Ty cos x2 + 32

4.11. feladat. Bizonyitsa be, hogy az aldbbi fliggvényeknek nem létezik
hatarértéke a (0,0) pontban:

a)  fi: R*\{(0,0)} =R fl(xy)zﬁ.
. 9 b b $2+y2’
1

b)) f:RI\{(0,0)} =R, fo(z,y) =

Vit
Megoldds. Az atviteli elvet hasznaljuk a hatarértékre.
a) (0,0) € Dy,.

Tekintsiik elgszor az (x,) = <<, >> R2-beli sorozatot, melyre
11
(, > — (0,0), akkor

nn
11\ 22—
f1< ) >:n12 "12:0—>().

n n
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Igy nem teljesiil, hogy 3 A € R, hogy V z,, — (0,0) (z, € Dy), akkor
fi(xyn) — A, ezért fi-nek nem létezik hatéarértéke (0,0)-ban.

b) (0,0) € D,
Ha (1) = <<1 1>> figy 2 — (0,0) 6

ezért nem létezik f-nek véges hatarértéke.
Ugyanakkor a 3. feladathoz hasonléan belathatjuk, hogy

3 ( %in%o 0 Va2 +y? =0, igy a Kalkulus II. jegyzet IV. 6. fejezet 2. té-
x7y - b
tele szerint kapjuk, hogy

lim — =400,

(2)—(0,0) /72 + y2

azaz f-nek (0,0)-ban a hatarértéke +oo.

4.12. feladat. Bizonyitsa be, hogy
2
2
3 lim 2=
@y)—-e-na*+yt 5
Megoldds. (2,—1) torlodasi pontja az

JZyQ

. T2 _
FrRIA{(0,0)} = R, f(z,y) = 2yt
fliggvény értelmezési tartomanyanak.

Legyen {(zn, yn)) tetszoleges olyan R2-beli sorozat, hogy (25, yn) — (2, —1),
akkor x, — 2, y, — —1 és

lim f1(2n,y) = lim 2, -y> = (lim z,)(lim 32)=2-1=2

N—00 n—o0 n—oo n—o0

és

lim fo(n,yn) = lim (22 +y2) = lim 22 + lim y} =4 +1 =5,
n—oo n—oo n—oo n—oo
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illetve a mtiveleti tulajdonsagok miatt

Toys 2

n—00 1‘%+yé 5’

ami az atviteli elv szerint adja allitasunkat.

Gyakorlé feladatok

1) Hatéarozza meg az
fi(z,y) = exp(z +y) ; faz,y) = W ;
2y
2 +y?—1
fliggvények értelmezési tartoményat.
2) Korlatosak-e az

filz,y) = arcsin <—1 < z <1, y# 0) ,
Yy Yy
_ 2
VE?+y? + 22 42

fa(x,y) = arccos

fo(z,y, 2) ((:U,y, z) € R?’)

fliggvények?
3) Vizsgélja az

1 1
(x +y)cos—cos— , hazy#0
x Y
0 , ha (z,y) = (0,0)

filz,y) =

és
fa(z,y) = Yy ((x,y) €R?)
fiiggveények folytonossagat a (0,0) pontban.
4) Folytonosak-e az
1

—— , ha(z, 0,0
filz,y) =< Va2 + 12 (z,y) # (0,0)
0 , ha (z,9) = (0,0)

fo(z,y,2) = Va2 +y2+ 22 ((z,y,2) € R?)

(
fiiggvények a (0,0) illetve (0,0,0) pontban.
Es az (z0,y0) # (0,0) illetve (z0,y0,20) # (0,0,0) pontban?

és
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5) Egyenletesen folytonos-e az fi(z,y) = z* +y ((z,y) € R?) fiiggvény
R2n, illetve a [0,1] x [1,2] téglalapon?
6) Léteznek-e a
lim (2 +y?) cos ———
(w,y)ﬂ<0,0>( V) eos y?
és
. 3xyz
lim —_—
(z,y,2)—(0,0,0) x2 + y2 + 22
hatarértékek?



V. fejezet

A Riemann-integral altalanositasa és
alkalmazasa

1. Korlatos valtozasu fiiggvények

5.1. feladat. Bizonyitsa be, hogy
V(f,[a,b]) = f(b) — f(a), ha f: [a,b] — R monoton novekeds,
V(f,[a,b]) = f(a) — f(b), ha f: [a,b] — R monoton csékkend.

Megoldds.
— Ha f névekedd, akkor V P felosztasara [a, bj-nek
n—1
V(f,[a,b], Z (1) = Flae)] =D (flerr) — flan) =
k=0

Z(f(fﬂl) f(xo)) + (f(w2) = f(a1)) +

+ (fersr) = flaw)) = f(op) — fo ) f()*f(a),
tgy V(. 0, b]) = sup V(f,[a, 8}, P) = f(b) — f(a).
— Ha f cstkkeng, ugyVP re

V (£, [a,b], Z (@) — flan)| = Z(f(ka — flax)) =

igy V(f,[a,0]) —SupV(f [a,0], P) = ( ) — f(b).
Megjegyzés. Ha f konstans [a, b]-n, akkor nyilvan f(a) = f(b), igy
V(f,[a,b]) =0

5.2. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: [a,b] — R adott fiiggvény, ¢ € [a, ]
tetszdleges, akkor

V(f;la,0]) = V(f,[a,c]) + V(f, e, b]).

117
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(Kalkulus II. TV. 1. fejezet 4. tétel).

Megoldds.
— Legyen Py [a,c], P» [c,b] egy felosztasa, akkor P; U P felosztasa
[a, b]-nek és (1) miatt

V(fv [avb]aPl UPQ) :V(fv [CL,C],Pl) +V(f’ [va]aPQ)
kovetkezik, amibdl (2) miatt el6bb
V(f? [a’7 C],Pl) + V(fv [C, b]7P2) < V(fa [avb]) )

majd
() VI(f,la.d) + V([ [c,b]) < V(] [a,b])
kovetkezik.
— Legyen most P = {a = x0,21,...,%j,Tj41,...,Tn = b} [a,b] tetszleges

felosztédsa, hogy x; < ¢ < w41, akkor
P ={a=ux9,21,...,2j,c}, P ={c,zj41,..., 2, =b}
felosztasa [a, c], illetve [c, b]-nek, tovabba

[f (i) = fla)] < [f (i) = )l + 1 (e) = fla;)]

miatt

n—1
V(f.]a, b, P) = |f(wri1) = flan)| <
k=0

< 1 f(@rrn) = Flae) + 1) = Flai)] + £ @) = o)+
k

3|II
o
—

+

|f(@pt1) — flzr)| =
k=j+1
- V(fv [G,C],Pl) + V(f7 [Cv b]aPQ) < V(f7 [G,C]) + V(f7 [67 b]) )

illetve
V(f,[a,0]) <V(f,[a.c)+ V(] [cb])
adodik, mely (5)-tel egyiitt adja az allitést.

Megjegyzés. Ha ci,...,c, € [a,b], ugy
V(fa [a’ b]) = V(f7 [a7 Cl]) + V(fv [Cla 62]) +o+ V(fv [Cna b]) .
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5.3. feladat. Korlatos valtozasiak-e az alabbi fliggvények:
filz) =si’z  (z€0,7])
fo(z) =23 -3z +4 (x €1]0,2]) ;

1 ,hazel0,1]
1
fa(x) = 5 , haze[l,2] ;
2 , hazel23
T
xrcos— , hax €01
fi() = . 10,1]
0 , hax=0.

Megoldds.

— Az fi(z) = sin?z (x € [0,7]) fiigvény monoton novekeds a [0, g} és mo-

noton cstkkend a [g, 7T:| intervallumon (hiszen 3 f{(z) = 2sinz cosz =
sin2z és sin2x > 0, haz € [0, g], illetve sin2x < 0, ha z € [g,ﬂ'} ), igy

T T
f1 korlatos valtozésu a [0, 5} és [5, TF} intervallumokon (mert monoton

fiiggveny korlatos valtozéasu).
Ekkor viszont az elézg feladatban bizonyitott Kalkulus II. jegyzetben
is szerepld tételt kévets 1. kovetkezmény szerint fi korlatos valtozasa a

[0, 7] = [O, g} U [g,w} intervallumon.

— Az fo(z) = 23 —3x+4 (x € ]0,2)) fiiggvényre 3 f4(x) = 322-3 (z € [0, 2))
és fo(r) = 322 -3 > 0 < |z| > 1, illetve fi(z) = 322 -3 <
0 < |z|] < 1 miatt fo monoton csokkend és igy korlatos valtozéasi
a [0,1], illetve monoton ndvekeds és ezért korlatos valtozasu az [1,2]
intervallumon.

Igy — az fi-nél alkalmazott befejezéssel — fy korlatos véltozast a [0, 2]-n.

— Egyszertien ellendrizhetd, hogy az f3 filggvény monoton névekeds, igy
korlatos valtozésii.

— Az f: [a,b] — R fiiggvény akkor korlatos valtozasu, ha

n—1
V(f? [a’7 b]) = supV(f, [a7b]7P) = S‘;pz ‘f(xk—&-l) - f(xk)| < +o0o,
k=0

ahol P = {a = x9,x1,...,2, = b} [a,b] tetszbleges felosztéasa.
Ha 3 (P,) felosztassorozata [a, b]-nek, hogy lim V(f,|a,b], P,) = 400,
n—oo

akkor nyilvan nem véges V (f, [a, b]), igy f nem korlatos véaltozasiu.
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1 1 1
Legyen P, i{O,,,...,,l} V n € N-re.
nn—1 2

1 1 1
fa <k> = %COS]CTF = (—1)"? (k=1,2,...,n)
és f(0) =0, igy

V(fa,[0,1], Po) = ’_1_ ;‘ + ’; _ <_1>‘ i '(_1)n1 N

1 1
>1l4+ -4+ -
2 n
oo

1 L
A Y — sor divergens, mégpedig lim Y —
n=1T"7 n—oo i 2y k

tanultak szerint) lim V'(f4,[0,1], P,) = +o0, ezért V (f4,[0,1]) = +o0,
n—oo
azaz f4 nem korldtos valtozasu.

= 400, igy (a kordbban

5.4. feladat. Hatérozza meg V(f,[a,b])-t, ha

a) fi(x) =sinz, z€]0,2n]=la,b];
b) fo(x) =|sinz|, =z €[0,107] = [a,b] ;

c) f3(z) = {;i;; ; Ez i ;([)—11], 0] , x€[-1,1] = [a,b].

Megoldds. Az els6 feladathoz flizétt megjegyzést és a 3. feladat eredményét
hasznaljuk.

a) Legyen ¢; = g, cy = g, akkor az 1. feladat megjegyzése miatt:

V(f1,[0,27]) =V (fl, [O, gD +V <f17 [g ?’;D +V (fl, [?’;%D

A sin fiiggvény névekedd [0, g}—n, igy a 3. feladat miatt
1% (fl, [0, gD - sing —sin0=1.

3
A sin fliggvény csdkkend [;T, ;] -n, igy

1% <f1, [7273;]) —1-(~-1)=2.
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3
A sin fliggvény névekedd [;, 271} -n, igy

v <f1, [32”%]) =0—(-1)=1.

Ezért
V(f1,]0,27]) = 4.
Legyen c; = g, Cy =T, cg = 3%, ce., Clg = 19%, akkor
T T
V(f2 [0,107) = V (f2. [0, 5)) +V (f2 [ 507 )+
T v (fg, [19%, 1077}) .
Masrészt az fo = |sin| fiiggvény a [0,c1],. .., [c19,107] intervallumokon

valtakozva noévekedé illetve csdkkend, tovabbé a totalis varidcié minden
részintervallumon 1, igy

V(f2, [0, 107]) = 20.

Legyen c; =0, c2 = %, akkor
V(f?n [_17 1]) = V(f?n [_170]) +V <f37 |:07 ;:|> +V <f3a |:;7 1:|> .

1
Egyszertien belathato, hogy f3 csokkend a [—1,0], névekeds a {0, 2} és

1
csokkend az [2, 1] intervallumokon, és hogy

V(fs, [=1,0]) = 1, v(fg, [0;]) :1% ésv<f3, {;1]) :i,

ezért

Vi l-L1) =
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2. Riemann-Stieltjes integral

b
5.5. feladat. Létezik-e [ f dg, ha
a

0 ,haxz=0
1 1 , haze0,1]
= — h 1 s - )
2) h@) c 0T €0, 1] 91 (@) {:E , ha z € [1,2]
1 , hazell,2]
1 ,haxE[O,%[ 0 ,haxG[O,%[
b = 1 , = 1
) fal2) 2 ,haze|-,1 g2(x) 1 ,haze |1
2 2
Megoldds.
a) Legyen (P,) egy tetszsleges norméulis felosztassorozata [0,2]-nek, hogy
Pp={0=2ag,27,...,z, } (n € N), t € [2}_,, x}] tetszbleges, akkor ha

le [.%;L,IE?_H], ﬁgy

o(fr.91, Pn Zfl t)lor(zg) — g1 (zg_1)] =

= fl(t")(l — D4+ i) A = 1)+ filti) (@ — D+
+ 1z — 2yy) + L@y —2fho) + -+ 2 -2y, —1) =
= filti) (@i — 1) — i + 2.
(Pn) normalis, 1 € [z}, x7,,] (ahol i nyilvan fiigg n-tdl), igy lim 7 ; =1
n—oo
és f1 folytonossaga miatt nlLrgO J1(td 1) = f1(1) = 1, melyek adjak, hogy

3 nh_{:goo-(flyglvpn) =1V O'(fl,gl,Pn)—I‘e,
2
ami definicio szerint adja, hogy 3 [ f1 dg1 = 1.
0

1 2
b) Legyen (P,) = <{0, — .. ,ﬁ = 1}> a [0,1] n egyenld részre osztasa-
n’'n n

val nyert normalis felosztassorozat. Ha n = 2k, gy — = — osztaspont,

2~ 2k
ha n paratlan 4gy nem, ezért n = 2k mellett

o(frg,Par) =1-04---+1-04+1(1—-0)+2(1 —1) +
+2(1-1)=1,
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ha ¢} # 1 és (hasonlé szamolassal) o(f, g, Por) = 2, ha t} = 1.
Az els6 esetben o(f, g, Pox) — 1, a méasodikban o(f, g, Poi,) — 2

1
— 3 [ fo dgo.
0

b

5.6. feladat. Vizsgalja meg, hogy létezik-e [ f dg (ha létezik, tigy szamitsa
a

ki értékét), ha

a) fi(z) ==, gi(xz) =sinz (:1: € [0, g]) ;
b) falz)=z, @@=l (zel-11]),
¢) fax) =2 gs(x) =l (z€[-1,2).

Megoldds. Ismeretesek a kovetkezdk:
— Ha f: [a,b] — R folytonos, g: [a,b] — R korlatos valtozasi,
b

akkor 3 [ f dg (elegendd feltétel).

b b
— Ha [ f dg és [ g df egyike létezik, akkor a masik is és

b

if@+/gﬁ=ﬁyﬁ

a
(a parcialis integralas tétele).
~Haa<c<bés
b c b b c b

3 [rdg. [rages [1ag = [rag=[rag+ [1dg

a a c a C

(additivitas az intervallumra).

b b
- Ha f,g: [a,b] = R, fés ¢ folytonos = 3 [ fdg= [ f(z)d(z) du.

(,visszavezetés” Riemann-integralra).

g
a) f1 folytonos, g1 korlatos valtozast (mert monoton), igy 3 [z d(sinz) és
0

a parcialis integréilas tételét felhasznalva:



V. A RIEMANN-INTEGRAL ALTALANOSITASA ES ALKALMAZASA

124

e
2

z d(sinz) = [z -sinz|§ — /sinx dr =
0

T
2

og\§\
VIE]

Ooly

= 5 + [cosa
5 COS T

(2) = e’ , haze0,1]
P = oo , haxe[-1,0] ’

igy g2 monoton csékkend [—1,0]-n, ezért itt korlatos valtozast, mono-
Ezek adjak, hogy

b) fa folytonos,

ton novekeds [0,1]-n, igy itt is korlatos valtozésu.

g2 [—1,1]-n is korlatos valtozasu.
1
Tehat 3 [ x d(el?!) és a parcialis integralas tétele, valamint a Riemann-

-1
integral tulajdonsagai alapjan:

1 1
/x d(el) = [z et — /e|m| e

-1 -1
0

1
= 2e — /ez dm+/exdaz =
0

—1

|

270
:26—[613} —[em](l):2e+1—e—e+1:2.
—1
¢) f3 folytonos, g3 korlatos valtozasa a [—1,2], [—1,0], [0,2] intervallumo-
kon, igy azokon léteznek a Riemann-Stieltjes integrilok és
2 0 2
/w5 d(|z|?) = /m‘r’ d(—z3) + /:135 d(z3) =
1 1 0
0 2
= /x5(—3x2) d:1:+/a:53x2 dx =
~1 0
287" 281 3 28 3 3
=3 [8 _1+3[8 =gt ig =g 90 =96

|

(a visszavezetést is hasznélva).
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3. Gorbék, gorbementi integral

5.7. feladat. Bizonyitsa be, hogy a
G={(z,y) eR?|z?+9*> =1}
egységkdr egy paraméteres elgallitasa az f = (cos,sin): [0,27] — R? (nyil-
van) folytonos fiiggvény.
Megoldds. Meg kell mutatni, hogy
G =T = {(cost,sint) |t € [0, 27]}.

Ismeretes, hogy cos?t +sin?t =1V t € [0,2n], igy I C G.

Megmutatjuk, hogy V (z,y) € G-re pontosan egy t € [0, 27] létezik, hogy
(z,y) = (cost,sint) € ' (azaz G C T is igaz).

22+ y? = 1 miatt x,y € [-1,1].

Ha z,y € [0,1], agy egy és csak egy ¢t € [0, g] létezik, hogy cost = =z

7T
(hiszen a cos fiiggvény folytonos és szigorian monoton csokkend [0, 5] -n

T
és cos0 = 1, COS§ = 0, igy 0 és 1 kozott minden értéket felvesz és csak

egyszer).
Ekkor

sint =\/1—cos?2t=+1—22=y,
masrészt t € (g,Qﬂ’) esetén cost € [0,1] és sint € [0, 1] egyszerre nem
teljesiil, ezért ebben az esetben igazoltuk az allitast.
A t6bbi esetben, vagyis ha z,y € [-1,0]; = € [0,1] és y € [—1,0] vagy
forditva, hasonléan jarhatunk el.
5.8. feladat. Bizonyitsa be, hogy az f = (cos,sin): [0,27] — R? egységkor
sima zart gorbe.
Megoldds. f' = (—sin,cos): [0,27] — R? és a —sin és cos fiiggvények foly-
tonossaga miatt f’ folytonos, tovabba

2
Z f2(t) = (—sin(t))? + cos® t = sin®t + cos’t = 1 > 0,
=1

ami definicié szerint adja, hogy az egységkor sima gorbe.
Mésrészt

J(0) = (cos0,sin0) = (1,0) = (cos 2, sin27) = f(27),

az zart is.
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5.9. feladat. Legyen f = (f1, f2): [-3,3] — R?, ahol fi(t) =¢* — ¢,
fa(t) = t3 — 3t. Van-e az [ goérbének tobbszorés pontja?

Megoldds. f(—1) = (2,2) = f(2), igy (2,2) t&bbszords pont.

5.10. feladat. Bizonyitsa be, hogy az x,y € R" pontokat 0sszekiots szakasz
ivhossza ||z — y||rn.

Megoldds. Az adott szakasz paraméteres elGéllitasat az

i(t) =z+ty—xz)=(v1+ty1 —21), T +t(Yn — ) (L €[0,1])

folytonos fiiggvény adja.
Ha P = {0 =to,t1,...,tm = 1} a [0, 1] egy felosztésa, akkor

(f.P) =) e+ tily —2) = (2 + tioi(y — 2)) |z =

1

K3
m

m
= It —tic)(y = )llee = Y (i —tic1) ||y — zlre =
=1 =1
m
=y —zllen Y (ti —tic1) = |z — yllen(1 - 0) = |z — ylle~ ,
=1

melybdl nyilvan kévetkezik, hogy
I(f) = Sl}ip{l(ia P)} =z —ylr,
és ezt kellett bizonyitani.

5.11. feladat. Rektifikalhato-e az
1
f(t) = 1|t ﬁ

R2-beli gorbe?
Megoldds. Megmutatjuk, hogy sup{l(f, P)} = +oc.
5 WAL

1
n—1"

1 1
Ha P, = {07 — g 1} (n € N) a [0, 1] egy felosztassorozata, agy
n

f(1,> _ %,(—wi _ <1,,(—1)%> (i=1,2,....n), £(0)=(0,0)

1
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l(f,Pn)—\/(1—;>2+(—1—xf2)2+\/<;—;>2+(W—(—\/§))2+...

n—1 n
> (14+V2) + (V2+V3)+- 4+ (Vn—1++/n) > Vn,

ami y/n — +o0o miatt adja, hogy lim I(f, P,) = 400, ezért
n—oo -

+¢(1 I T v

sup{l(f, P)} = 400, vagyis gorbénk nem rektifikdlhato.
UL

5.12. feladat. Hatarozza meg az alabbi gorbék ivhosszat:
f(t) = (3cost,3sint,2t) (t € [0,2n]) ;

g(t) = (t, ;tz,;t?’) (t€l0,2]);

h(t) = (tcost, tsint, t) (t € [O, gD

Megoldds. Alkalmazhaté a sima gorbék rektifikilhatosagara és ivhosszanak
kiszamitasara vonatkozé tétel.

E szerint
b

KﬂZiWWHﬁ:/

— f komponens fiiggvényei:

fi(t) =3cost = 3 f{(t) = —3sint és f] folytonos;
fo(t) = 3sint = 3 f5(t) = 3cost és f; folytonos;
f3(t) =2t = 3 fi(t) = 2 és f} is folytonos,

tovabba
20t) + ) + f2(t) = 9sin®?t + 9cos? t +4 =13 > 0,

igy f sima gorbe.
Ezért

27
1(f) =/\/ﬁdt=2m/ﬁ.
0
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— g komponens fiiggvényei:
git) =t = 3J41(t) =1;
3
g2(t) = §t2 = 3 gh(t) = 3t;
3 9
g3(t) = =2 = T gi(t) = =t*
2 2
és g4, g5, g5 folytonosak, tovabba

81
e (1) + 95 (1) + g5° (1) = 14+ 97 + " > 0,

igy g sima gorbe.
Ezért

2
2
\/149t2 + t4dt:/ (t2—|—1> dt =
0

2
g752+1 dt = §t3+t :§8+2=14.
2 2 0 2

— Hasonlé meggondolasok utan:

:/\/(cost —tsint)? + (sint + tcost)? + 12 dt =

us

:/\/coszt—tsin2t+t2sin2t+coszt+tsin2t+tzcoszt+1 dt =

- [ e () -

arsh arsh

\/E 2
=2 / ch?s ds = / (14 ch2s) ds =
0 0
:[8+1Sh2srmh2$§—arsh—|— —1—12
2 0 22 22
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5.13. feladat. Szamitsa ki az ff gérbementi integrélt, ha

a) g(t) = (t%,2t,t) (t € [0,1]), f($1,962,x3) (23 + @3, B123, T122);

b) (2,0,1) és (2,0,4) pontokat sszekots iranyitott egyenes szakasz,

g
f(z1, 20, w3) = (221, =322, 21);
c) g(t) = (t,t2,t3) (t € [0,1]), fx1, 20, 23) = (2123, —T2, 21).

Megoldds. A tanultak szerint ha g’ folytonos [a, b]-n, f folytonos g ([a,b])-n

akkor
n b
[1=3 e a
y =17

E feltételek mindharom esetben teljesiilnek.

a)
1 1
/f:/t4+t2tdt+/t2 t- 2dt+/t2-2t-1dt:
g 0 0
:[2t6+2t3] +2[2t4] =1+2+1:2.
6 310 4], 33

b) Elészor irjuk fel az adott szakasz paraméteres elGallitasat:
g(t) = (2,0,1) +£[(2,0,4) — (2,0,1)] = (2,0,1) +£(0,0,3) =
= (2,0,1438) = (g1(£), g2(t), g(t)) (¢ € [0, 1)).

Ekkor mar:
1 1

1
/f:/2-2-0dt+/—3-0-0dt+/2~3dt:[6t]5:6.
g 0 0 0

1 1 1
/f /t 5 1dt+/—t2~2tdt+/t~3t2dt:
g 0 0
1

0

571! 4 M1t 1 1
BB d

51, 4], 4,54 20
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Gyakorlé feladatok

1) Bizonyitsa be, hogy V(f,[a,b]) = f(b) — f(a) <= ha f:[a,b] - R

monoton novekedd.

2) Korlatos véaltozasuak-e az alabbi fliggvények:

o1
fi(z) =1+cosz (xz€[0,7]); fa(z) = v ST oo ha z €0, 1] )
0 ,hax=0
3) Hatéarozza meg V(f,[a,b])-t, ha
ha z —
fulz) = {(1) e [0_1 By ¢ E)=cos2e (e o2,

b
4) Létezik-e [ f dg, ha

1 ,hazeQn|0,1
) J(z) = o
0 ,hazeR\QNIO0,1]
monoton novekeds fiiggvény:;
b) f: [a,b] — Rfolytonos fiiggvény, g(x) = ,
¢ ,hax=a; 1=
ahola<a; <as <...<ap<b, ¢; ER.

5) Szamitsa ki fbf dg értékét, ha
a) f(z)=a? g(x) =cosz (z€0,7]);
b) fl) =22+ 1, g(x) =e* (€ [0,1]).

6) Hatarozza meg az aldbbi gorbék ivhosszat:

a) f(t) = (t, \ftQ,;ti”) (t €10,2));
b) f:10,1] = R, f(z) =22

7) Szamitsa ki az [ f gorbementi integralt, ha
9

1 ,hax#a, i=

; ¢:[0,1] — R nem konstans

a) ga(0,0,0) és (1,1,1) pontokat dsszektd iranyitott egyenes szakasz,

f($17m27x3) - (.’1;1373, _x27x1);

b) ga(0,0,0,0) és (1,1,1,1) pontokat Gsszekéts iranyitott egyenes sza-

kasz, f(x1, 22,73, 24) = (¥124, T2, —T2T4, T3).



VI. fejezet

Tobbvaltozos figgvények differencial-
szamitasa

6.1. feladat. Szamitsa ki az alabbi fliggvények parcialis derivaltjait, ha (és
ahol) léteznek:
filz,y) =2 +y* —42’y®  ((z,y) € R?);

fo(my) =In(a® +y*) (2 +y° #0);
f3(x,y) = arcsin <$> <—1 < z <1, y# O> :
Y Yy
fa(z,y) = arctg \/:I;TyQ (22 + % #0);
f5(x,y) = Vat + y?sin(z + y) ((z,y) € R?);
e !

fo(z,y,2) = —F————
) Va2 4 y? + 22
x

fr(z,y,2) = <y) (2,y,2 > 0).

Megoldds. Ha f: D C R™ — R tipusu fiiggvény, ugy az i-edik valtozoja

szerinti parcialis derivalt létezése az xo = (o1, - -, Ton) pontban azt jelenti,
hogy létezik a
lim f(xo1, - -+ T0i-1, Ti, T0it15 - - -, Ton) — f(To1, - -, Tois - - - Ton)
Ti—Tod Ti — To;

véges hatarérték (i = 1,2,...,n lehetséges), vagyis azt, hogy a

o(t) = f(xo1, .-, T0i—1,t, Toit1,-- -, Ton) (az To; egy kornyezetében értelme-
zett) fliggvény differencialhato t = xo;-ben.

Tehat azt a ,technikat” alkalmazhatjuk, hogy adott (példaul x;) valtozo sze-
rinti parcidlis derivalt 1étezésének bizony{tasanal, illetve kiszamitasanal csak
az adott (itt x;) valtozoban tekintjiik a fliggvényt, a t6bbi valtozot konstans-
nak tekintve, igy mindig egyvaltozos fliggvénnyel szamolunk (a tanultaknak
megfelelGen).

131
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— Az f1 kétvaltozos fliiggvény csak x, vagy csak y fiiggvényében is negyed-
foku fiiggvény, mely mindeniitt differencialhato, igy hasznéalhatjuk az egy-
valtozos fiiggvényekre vonatkozo differencialési és miiveleti szabalyokat.
Ezért

3 Dy f(x,y) =42 — 4y* - 20 = 423 — 8xy® V (z,y) € R?-re,
3 Dof(x,y) = 4y> — 4% - 2y = 4y — 822y VY (z,7) € R?-re.

0
(D1 f(,9) helyett hasmélhatjuk a Def(e.), fole,y), o (x,), mis
x
0
Dy f(x,y) helyett a Dy f(x,y), fy(x,y), a—f(a?,y) jeloléseket is.)
Yy
— fo értelmezett a D = R?\ {(0,0)} nyilt halmazon és barmelyik valtozo-
jaban tekintve (a masik rogzitése mellett) az In és az  — 2 + 32, vagy
y — a2 + y fiiggvények Osszetett fiiggvénye, melyek mind differencialha-
tok, ezért

1 2z

_ _ 2
3 leg(.%',y) = W - 2r = m A (J),y) eR \{(0,0)}—1‘&,
1 2y 9
3 Dafo(z,y) = 22 2y = 242 V (z,y) € R*\ {(0,0)}-ra.
~ f3 D értelmezeési tartomanyéan (ezt mar vizsgaltuk) az = — f, y — d
Y

fiiggvenyek (mint egyvaltozosak) differencidlhatok, ugyanakkor az
arcsin: [—1,1] — R fiiggvény nem differencialhat6 —1-ben és +1-ben,
igy a parcialis derivaltak nem léteznek D azon (z,y) pontjaiban, amikor
y=—xésy=ux. Ezért

= D1f3($,y) -

és

3Dﬂﬂ%@=1~<i>

ha—1<£<1ésy7é0.
Y



VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA 133

— fa is Osszetett fliggvény az x és y valtozojaban is, mégpedig az arctg és

€T

az r — ————— illetve y —
/12 + y2

alhatok, igy

fliggvényeké, melyek differenci-

1
Vi y?—r——— 2z
1 2/ x2 + y?
D1f4(x,y) = 2 ’ 2 2 =
14— vy
z2 4+ y?
(222 +y2) /a2 + 12
1
— 2y
1 2¢/x? + 32
D fa(z,y) = 7 7 2 1 2 =
14— vy
z2 4+ y?

(202 + )\ /2 + o

V (z,y) € D=R?*\{(0,0)}.
— Az f5 figgvényneél nem léteznek V (z,y) € R2-re a parcialis derivaltak,

csak (z,y) € R?\ {(0,0)} esetén, mert a t — /¢ fiiggvény nem differen-
cidlhat6 t = O-ban, igy V (x,y) € R?\ {(0,0)}-ra

1
Difs(w,y) = —— 42’ sin(z +y) + Vo' +y2 cos(z +),
2v/xt + y?
1
Daf5(2,y) = 2ysin(z +y) + Vot +y? cos(z +y).

N

— Az fs haromvéltozos fiiggvény harom parcialis derivaltja létezik ¥V (z,y, z) €
R3\ {(0,0,0)}-ra és
1

Vat+y?+22—(x+y+ 2) - 2%
2\ 2?2 4+ y? + 22

D fe(x,y,2) = 22+ 2+ 22 -

_y2+z2—xy—:cz
(2% 442+ 22)2
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Va2 +y? + 22— (@ +y +2) 1 L2
Dy fe(x,y,2) = — 22\/m _
s T
_:c2+22—33y_zy
(@27
Val+y2+ 22— (z+y+2) ! o
Dsfe(z,y,2) = 222+ 2 + 22 _

22 4+ y2 + 22
_x2+y2—:zz—yz
(:U2+y2+22)%

— Ha (x,y,2) € R3, gy léteznek a parcialis derivaltak és

2\ 1
D1f7($,y, Z) =z <> T3
Yy Yy

T —T

z—1
Dy f7(x,y, 2 :z() C— s
2fa( ) Yy y?

o= () (G)

6.2. feladat. Vizsgalja a D1 f(0,0) és Daf(0,0) létezését az alabbi esetek-
ben:

a) f(z,y) = (9024—3/2)8110962_i_y2 , ha (z,9) # (0,0 |
’ , ha (z,y) = (0,0)
b I =Y () €BY:
, ha (z,y) # (0,0
0 , ha (z,y) = (0,0)

g b £0.0)

0 , ha (z,y) = (0,0)

e) flay) =l0eyl  ((2,y) € R?);
f) flay) =lz+yl  ((z,y) eR?) .
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Megoldds. Az f: D C R?> — R fiiggvény (0,0)-beli parcialis derivaltjainak

létezéséhez a

o f@0 - F0,0) L f0.y) - £(0,0)
x—0 x—0 y—0 Yy — 0
hatarértékeket kell vizsgalni.
1
J(2,0) = £(0,0) 2*sin 5 — 0 1
’ d zlimix:lir%xsinjz(),
xr— €T

1
a) a:1—>0 x—0 z—0 r—0
1
mert x — 0, illetve az z — sin — fliggvény korlatos, ezért 3 D1 £(0,0)
x

0. Hasonléan

2
limf(o’y) f(o’o):lim = limysin— =0 =
y—0 y—0 y—0  y—0 y—0 y?
:DZf(O’O)7
Va-0—+/0-0 0-0
b 1 —_— 1 = 1 = =
) 33{«13(1) z—0 ilfbx—o ili%o 0= D1£(0,0),
3 . —3 . —
5 i VO Y V00 070 0= 0= Daf(0,0);
y—0 y—O y~>0y— y—0
0-0
4 1lim——=0=D
C) 1141’)1[1] z—0 0 1f(0’0)a
. 0-0
3
x
Y 3 1 2! lim “=0 —1 = D, £(0,0)
m = lim =1= ;
z—0 T — z—0x — 0 ! T
. 0-0 .
E'ili%yf—ili%o—o—DQf(oao)v
0-0
4 lim——=0=D
e) :cli% z—0 0 1f(070)7

. 0-0
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0l—10+0
f) hm|x+ =10+ |:limm
z—0 z—0 z—0 X
1 h 0
nem létezik, mert Jzl = ) 18T > miatt lim Jzl =1,
T -1 , hax<0 z—0+0 T
lim 2l _ = —1, ezért nem létezik D; f(0,0).
z—0-0 X

Ugyanigy lathaté be, hogy A D2 f(0,0).
6.3. feladat. Milyen e iranyra létezik D f(0,0), h
a) filz,y) = Yy ((z,y) € R?);
b) f2 a 2. feladat c)-beli fliggvény;
c) f3 a 2. feladat d)-beli fliggvény;
d) f4 a 2. feladat e)-beli fliggvény;
Megoldds. Ha f: D C R? — R és (wg,y0) € D, illetve e = (e1,e3) €
R? (|le]| = /e? + €3 = 1) adott, tgy definicié szerint
f(xo +ter, yo + te2) — f(xo, yo)
t b
0), agy
[f(tex, tez) — f(0,0)
t

D f(z0,y0) = %g%

ha ez a hatarérték létezik. Ha (z9,yo) = (0,

Dcf(0,0) = lim

(ha létezik a hatarérték).

a)
2
3 R _ e
lim Jtey -teg — 0 ~ lim eijeots ~ lim ejes
t—0 t t—0 t t—0 \3/-2-
csak akkor létezik, ha e; = 0 vagy ea = 0, és ekkor értéke: 0 (ami éppen
D1 f1(0,0) és D2 f1(0,0) lesz, dsszhangban a 2. feladat b) részével).
) N
Ha ey - ey # 0, ugy %E% %, ezért B D.f(0,0).
b)
(ter)*tes
2 2 2
lim (ter)” + (te2) = lim % = limejey = ejeo,
t—0 t t—0 t2(€1 + 62) t—0

igy V e = (e1,e2)-re 3 D.f(0,0) = ejes.
(Specialisan most is kapjuk, hogy D1 f(0,0) = Dy f(0,0) = 0, 6sszhang-
ban a 2. feladat c) részével.)
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(t€1)3 (33
e+ ez~ 0 | 1 _ 3
o e+ (e JMa g =a hma#0

igy 3 D.f(0,0) V e iranyra.

d)
v/ |teitea] — 0 12 t
}in% ‘61:2‘ = hm ’€1€2|\/t> = PH(?[) u\/ lerea],

ami csak akkor létezik, ha ey = 0 vagy es = 0 (azaz csak a parcialis
derivéltak!).

6.4. feladat. Vizsgalja az adott fiiggvények adott pontbeli differencialha-
tosagat:

(0,0)-ban;
b) a 2. feladat c) fiiggvényét a (0, 0)-ban;
c) a 2. feladat d) fiiggvényét a (0,0)-ban;
d) )-

)

a) a 2. feladat a) fliggvényét a

)

OQOO

a 2. feladat e) fliggvényét a (O, ban;
az f(z,9) = |oy|((z,y) € R?) figgvenyt a (0,0)-ban;

£) az f(2,y,2) = Va? + 29> + 32 ((2,9,2) €R?) a (0,0,0)-ban.

Megoldds. Azt mondjuk, hogy az f: D C R™ — R™ fiiggvény differencial-
haté az ¢ € D pontban, ha 3 egy A € L(R™,R™) linearis leképezés, hogy

iy 1/ (@) = f(zo) — Az — 2o)[|lrm

=20 | — zo||rn

e

=0.

Ekkor f'(xo) = A az f fliggvény xp-beli differencidlhanyadosa.
Ha f differencidlhaté xg-ban, ugy ott barmely komponens fiiggvényének 1é-
tezik minden parciélis derivaltja, tovabba

f'(x0) = (Difj(x0))mxn -

A differencialhatésdgnak tehat sziikséges feltétele a D; f; parcialis derivaltak

létezése. Ha ezeket meghataroztuk, és megalkottuk beldliikk az A ,derivalt

métrix-jeldltet”, akkor ellendrizni kell a definicié teljesiilését.

a) A 2. feladat a) részében meghatéaroztuk a parcialis derivaltakat:
D1£(0,0) = Dy f(0,0) =0, igy a jelolt a derivalt matrixra: A = (0 0).
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Ekkor

: 1 _
(:EQ + yz) Sin Wyz — 0 — (0 0) (‘578)
lim =

(,y)—(0,0) V2 + y?
= lim /22492

(z,y)—(0,0)

mert \/x2 + 32 — 0 és
Ezért f differencialhato (0,0)-ban és f/(0,0) = (0 0).

b) A 2. feladat ¢) részében belattuk, hogy
D1f(0,0) = D2f(0,0) =0 = csak A = (0 0) lehetséges.
Ekkor

sin ——| =0,
x2 + y?

1
sin ———| korlatos.
152 + y2

.TQ

Yy x—0
5 —0—(00)(¢29)
4 2 x—0 2

lim 1Y = lim 1y £0,

(x,)—(0,0) V2 + y? (z,y)—0,0) (24 + y2) /22 + 32

11
mert (, ) — (0,0) valasztéassal
n’n

1 1
w3 ) 1 n? 1 1
= - —_— 7%7.
1 N 1\v2 1+n*2 2 14022 2
nt n2) n nt

Ez azt jelenti, hogy fiiggvényiink nem differencialhaté (0,0)-ban.

c) A 2. feladat d) részében belattuk, hogy
D1£(0,0) = 1, D9f(0,0) = 0, igy csak A = (1 0) lehetne a (0,0)-beli
derivalt.

Ekkor
3 3
X —0 X
) R 0—(10) (z—o) y 24y x‘
11m = 1m —_— —
(z,y)—(0,0) Va2 +y? (z.9)—(0,0) /22 + y?
||y

= lim — " #£0,
(@y)—=(00) (22 + y2)2 ?
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11
mert (, > — (0,0) valasztéassal

nn
1 1 1
w11
B/ LR R SN R}
NI VE VB VR
()

Ezért a fiiggvényiink nem differencidlhato (0, 0)-ban.

A 2. feladat e) részében belattuk, hogy
Dif(0,0) = Daf(0,0) =0 = A= (0,0) a jelslt”.

 |Vimi-o-00e)] =
lim |

=  lim —F—,
(2,y)—(0,0) V2 + 12 (z.9)—(0,0) \/2? + y?

ami nem 0, mert (z,,z,) — (0,0) valasztassal

Vzny| |z 1 1
= == —F=,
ezért f nem differencidlhato (0,0)-ban.
Az f(x,y) = |xy| fiiggvénynél
- 0-0
3 ling:O:le(0,0) ;3 linéiO:O:Dgf(O,O),
y—)

z—0 T —

és

el —0-00)() 1yl
lim = lim |z|———=
(z,y)—(0,0) Va2 +y? (z.y)—=(0,0) /22 + y?

Y|

Ezért fliggvénytink differencialhato (0,0)-ban.

=0,

mert |z| — 0, a masodik tényezd pedig 0 < < 1 miatt korlatos.

x - a? — r
£ ,0,0:2_5@7070):“: Do ery o

f($7070) B f(0,0,0)

miatt nem létezik a Iirr(l) 5 hatarérték, azaz D1 f(0,0,0).
r— xTr —

Igy f nem differencialhaté (0,0, 0)-ban (mert ha az lenne, akkor D1 £(0,0,0)
is létezne).

Hasonlbéan belathaté egyébként, hogy Do f(0,0,0) és D3 f(0,0,0) sem 1é-
tezik.
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6.5. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: D C R®™ — R olyan fiiggvény,
hogy f(x) = f(z1,...,2n) = g(x;) (1 € {1,...,n}) (ahol g egyvaltozos
fiiggvény), xo = (zo1,...,%on) € D és g differencidlhato xo;-ben, akkor f
differencialhato xg-ban és

f/(l’o) = f’(fL’ol, ceey IL‘on) == (0 s Og’(in)O s 0).

Megoldds.
i 1 (®) = (o) = (0---09'(20:)0 - - - 0)(z — zo)| _
=0 [l = ol
_ iy 19 = 9(@0i) — g’ (@or) (i — zoi)| _
T—T0 n
> (@i — wo;)?
=1

g(x;) — g(x0i) |z; — w0y

Ti — Toi

= lim ’ — 4 (20;)

(1, n)—(T01,-.»Ton)

e

(zi — ;)

=1

mert az els§ tényezd hatéarértéke (mivel 3 ¢'(zo;)) 0, mig a masodik tényezd
korlatos.
Ez pedig adja f differencialhatosagit zo-ban és f'(xg) jelzett alakjat.

Megjegyzés. A lokalis tétel globélis formaban is megfogalmazhato.

6.6. feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f: D C R? — R olyan fiiggvény, hogy
f(z,y) = g(x)h(y) (z,y) € D), (xo,y90) € D és 3 ¢'(x0), h(yo), akkor
3 f'(zo, yo) és

f(@o,90) = (¢ (z0)h(y0) g(xo)h' (10))-

és h'(yo) létezése adja, hogy g folytonos zp-ban és h folytonos yo-ban, vala-
mint, hogy az ¢ — |z| (z € R) fiiggvény folytonos, illetve, hogy

0< [z — : ly — Yol <1
V=202 + @y —v0)? V(@ —20)2+ (y — 10)?




VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA 141

o < [F@) = £(w0,30) — (5" (@0)hla) glao)'(wo)) (50) |
- V(@ —20)? + (y - y0)? -
_ l9(@)h(y) — g(z0)h(yo) — g’ (wo) (o) (x — 20) — g(wo)h' (yo) (y — yo)| _

B V(& —20)% + (y — v0)? B

_ l(g(@) = 9(20))h(y) + 9(x0) (A(y) — hlyo)) — g’ (z0)h(yo)(z — z0) — g(w0)M' (yo)(y — yo)| _

B V=207 + (5~ y0)?

g(z) — g(z0) i (x |z — o
= ' T —xo h(y) = g (z0)h(vo) \/(ac—xo)2+(y_y0)2
. h(y) — h(yo) Y |z — o] ~
+9(@o) == — = — 9(@0)h (o) NCETECETE 0,

ha (z,y) — (zo,%0), ami adja f differencialhatosagat (xo,yo)-ban és a fel-
adatban megfogalmazott formulat.
6.7. feladat. Vizsgalja az f(z,y) = 2> +y?> +xzcosy+y’sinz ((z,y) € R?)
fiiggvény differencidlhatosagat és hatarozza meg az f'(x,y) derivaltmétrixot.
Megoldds. A gi(x,y) = 22 ((x,y) € R) fuggvény az x — z? fiiggveny diffe-
rencidlhatosdga miatt V (z, y) € R esetén differencialhato és g (z,y) = (22 0)
(lasd 5. feladat).
Hasonléan kapjuk, hogy a ga(x,y) = y? ((x,y) € R?) fiiggvény differencial-
hato 65 gh(z,y) = (0 29) ((z,9) € R?).
A 6. feladat —azz — x, y — cosy, y — y>, © — sinz (x,y € R) fiiggvények
differencidlhat6saga miatt — adja, hogy a
g3(x,y) =wcosy s ga(w,y) =y’sinz  ((z,y) € R?)

fiiggvények differencialhatok és V (z,y) € R2-re:

dry) = (L-cosy-o(—sing)) ,  gh(wy) = (4P cosz 3y sinz).

A Kalkulus II. jegyzet — Differenciélasi szabalyok 1. tétele — szerint ekkor a
négy fiiggvény Gsszege is differencidlhaté és

f'(z,y) = (2z + cosy + y> cosz - 2y — xsiny + 3y’ sinz).

6.8. feladat. Legyen f: R? — R2, f(r,¢) = (rcosy,rsinyp):
a) létezik-e f’) ha igen [’ =7, det f’ =7

b) hatarozza meg az S = [1,2] x [0, 7] képét f-re.

Megoldds.
a) f=(f1,f2) < differencidlhato, ha f és fo is az és

= ()= (220 220
f3 Dy fa Dafs
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(lasd Kalkulus II. jegyzet).
Most f1(r, @) = rcosp, fa(r,@) =rsine, igy fi és fo is két egyvaltozos
(differencialhato) fiiggveny szorzata, ezért differencidlhatok. Tovabba

F(r, ) = <Cosgp —rsin gp) ¥ (1, )re.

sinp rcose

Ebbél det f/(r, o) = 7 cos? ¢ + rsin? ¢ = r kovetkezik.

b) [1,2] x [0, 7] az (r,p)-sik egy téglalapja. f ennek egy (r,¢) pontjdhoz
az (x,y)-sik (z,y) = (rcosp,rsiny) pontjat rendeli. Az r = 1 egyenes
képe az f(1,¢) = (cos g, sin ¢) egységkor, illetve ha ¢ € [0, 7], dgy ennek
felst félkore.

Az r = 2 egyenes képe hasonldan a 2 sugara origd kézépponti kor, illetve
annak fels§ félkore.

Ha 1 < r < 2, ugy az r sugaru (0-kdzéppontu) felss felkort kapjuk.

E gondolatok adjak, hogy S képe az {(z,y)| 1 < 2% +y? <2, y > 0} fel
korgydrd.

6.9. feladat. Legyen D = {(z1,z2,23)| 1 + x1 + x2 + x5 # 0},

x

: D — R3, r) = ,
! - f(z) 1421+ 22+ 23

y=?

Megoldds.

(w1, 22, x3)
Xr) = e
f( ) 1421+ 22+ 23

_( I T2 T3 )
S \l4 Ttz tas’ l+a o +as’ 1+ a1 + 20 + 23

miatt f komponens fliggvényei az

Al ) - fol ) =

x?'%. 7x == ; x?‘qj 71. == ;

I s A + 20 + 73 2T ) T T ¥ 1 + 73
3

Falw1, 22, 23) = { T4+ 29 + 73

valos értékid fliggvények.

Ezek mind linearis fiiggvények hanyadosai, melyek (ahogy ezt a Kalkulus
IL. jegyzetben belattuk) differencialhatok, igy a miveleti tulajdonsagok (hé-
nyados differencidlhatosdga) miatt fi, fo és fs is differencidlhaté D-n.
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Ezért
f(z1,x2,23) =
1-(14+1 +22 +23) — 11 —1 -1
(1+z1 + z2 + x3)2 (1+z1 + z2 + x3)2 (1+x1 + z2 + x3)2
_ —x2 1-(14+21 + 22+ x3) — 22 —x2
(1+z1 4+ 22 +23)2 (1+z1 + 22 +23)2 (1+2z1 + 22 +x3)2
—x3 —x3 1- 14z +x2+23) — 23
(1+z1 4+ z2 +23)2 (1+z1 +z2 +x3)2 (1+z1 + z2 +x3)2

6.10. feladat. Legyen f: R? — R? olyan fiiggvény, hogy f(0,0,0) = (1,2)
o (12 3
és 3 1/(0,0,0) = (O 01
9(x,y) = (z+2y + 1, 3zy).
Létezik-e (g o f)'(0,0,0) és ha igen, mivel egyenls?

, tovabba legyen g: R? — R2,

Megoldds. Az 6sszetett fiiggvény differencidlasara vonatkozo tétel feltételeit
kell vizsgélnunk.

Most D = R3, n =3, m =2, k = 2. f differencialhaté az 2o = (0,0,0)
pontban. Be kell latni, hogy ¢ differencialhato az £(0,0,0) = (1,2) pontban,
ez igaz mert: g <= differencidlhato6 (z,y) € R?-ben, ha a

gi(x,y) =2 +2y + 1 ¢és go(w,y) = 32y ((z,y) € R?) komponensfiiggvényei
differencialhatok, ami teljesiil, mert ¢; linearis figgvény (igy differenciél-
hato), g2 pedig két egyvaltozos differencialhatod fiiggvény szorzata (ami a
8. feladat miatt differencialhato).

Ekkor

(g o f)/(0,0, O) = g/(f(07 07O)>f/(07 07 0) = g,<17 2)f/(070ﬂ O)'

o= (o 2nn) = G &)
v o= (3 3)

Fzért
, {12\ (1 2 3\ (1-142.0 1:242.0 1-3+2-1
(gof)(o,o,o)_<6 3> <0 0 1>_<6-1+3~0 6-2+3-0 6-3+3-1)

(1 2 5
—\6 12 21

(ahol hasznaltuk a matrixok szorzasi szabélyat a Kalkulus II. jegyzetbdl).
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6.11. feladat. Vizsgalja meg, hogy az alabbi fiiggvények folytonosan differen-
cialhatok-e (0,0)-ban

1

224+ y?)sin————= , haa?+y2#0
a) flx,y) = @ +v7) r? 4 y? v ;

0 Jha 2?2 +42 =0

2 2
rm =y 2 2

ry——— , haz*+ 0
b fay) = VE Ao

0 Jha 2?2 +42 =0

Megoldds. A tanultak szerint azt mondjuk, hogy az adott fiiggvények foly-
tonosan differencialhatok (0,0)-ban, ha létezik Dy f és Dof parcialis deri-
valtjuk a (0,0) egy kornyezetében és azok folytonosak (0,0)-ban.
a) A 2. a) és 4. a) feladatban belattuk, hogy 3 D1 f(0,0) =0 és
Dy f(0,0) =0 (s6t azt is, hogy f differencialhat6 (0,0)-ban).
Nyilvanvalé, hogy

—2x

1
3 Dy f(x,y) = 2xsin + (22 + y?) cos . =

22 + 42 22 +y2 (22 + y2)2
. 2z 1
= 2z sin P E B cos 5T " (V (z,y) # (0,0)),
2y 1

. 1
3 -D2f($7y) = 2ySll'l ZCQ +y2 - xg +y2 COoS .’172 +y2 (v (‘L?y) 7& (070))

Ha 3 (2, yn) — (0,0) sorozat, hogy D1 f(xn,yn) 7 D1f(0,0) = 0, illetve
Dof(xn,yn) # D2f(0,0) = 0, akkor Dy f és Dy f nem folytonosak (0, 0)-
ban, igy f nem folytonosan differencialhato.

Legyen x,, # 0 (n € N) és (zy, z,) — (0,0), akkor példaul

. 1 1
le(l‘n,l'n) = 2113” S1n ﬁ — E COS ﬁ 7L> O,
mert
. .1 1 1
nh—>Hc}o 2.'L'n S1n @ = 0, de — E COS @ 7L> 0

(utobbi egyszertien belathato).

Hasonlbéan belathato, hogy Daf(zy, x,) 7 0 is igaz.

f tehat nem folytonosan differencialhaté (0,0)-ban.

Megmutathato, hogy V (zo,y0) # (0,0) pontban folytonosan differenci-
alhato f.
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b) A Kalkulus I. jegyzetben mar vizsgaltuk a fiiggvényt és megmutattuk,
hogy
% — g2 2z(2% + y?) — (22 — y?)2x

y +zy , ha (z,y) # (0,0)
Dusta =TT CERE ;
mhlg)l‘—ozo 7ha(lvy):(070)
22 _ o2 —ou(z? + 12 — (22 — y2)2
oy IS S () £ 00)
Do f(x,y) = 0 EJO y .
i 0 , ha (z,y) = (0,0)

Egyszerti szamolas adja, hogy V (z,y) # (0,0)-ra
2y2($2 _ y2) 3y2$2 _ 2y4
Dy f(z,y =y<1+ , Daof(my) =21+ —5 55
(®:3) (2% +y?)? (2% +y?)?
Ellenérizhets, hogy D1 f(z,y) kifejezésében az y, mig Do f(x,y) kifejezé-
sében az x szorzdja korlatos, ezért

lim Dif(z,y) =0= D;1f(0,0
(=9 (0.0) 1f(z,y) 1/(0,0)
és
lim  Dsf(x,y) =0= Dsf(0,0).
(23)(0.0) 2f(z,y) 2f(0,0)

Ez pedig adja a Dy f és Do f parcialis derivéltak folytonossagat (0, 0)-ban,
ezért fiiggvényiink folytonosan differencialhaté (0,0)-ban.

6.12. feladat. Vizsgalja Do D1 f(x,y) és D1Dsf(x,y) létezését és egyenls-
ségét, ha
22y
——— , ha (z, 0,0
flzy) = 2* +9° @ (@) #(0,0)
0 , ha (z,y) = (0,0)
Megoldds. A Kalkulus II. jegyzetben méar belattuk, hogy
le(0,0) = D2f(070) =1,
tovabba, hogy
2y(x? + y?) — 2zy2z 2y — 2a%y

le(l‘ay) = (xg T y2)2 - (:UQ + y2>2 ((x,y) # (070))7
3 o2
Daf(r9) = Tyt (@) # (0.0)
2y°
Ezekbol:  DyDqf(0,0) = lim v = lim 2 +o00,

y—0 y—0 y—0 12
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igy # D2D1£(0,0).

Hasonl6an
2l 2
Y o 2
PID2I0.0)= o % =g = g =+

igy # D1D2f(0,0).
Egyszertien belathat6 viszont, hogy V (z,y) # (0,0)-ra

12.’1;2y2 _ .%'4 _ y4

DyDy f(x,y) = @2 + g2 = DDy f(z,y).
6.13. feladat. Irja fel a Taylor-formulat az
f(x1, 29, 23) = 25 + 25 + 3 — 3w 12023 ((x1, 22, x3) € RY)

fiiggvenyre az © = (1,1,1) esetén, r = 2 mellett, a maradéktag nélkiil.

Megoldds. Egyszertien belathato, hogy f kétszer differencialhato, ugyanis
f differencialhaté V (21,22, 23) € R3-ban és a D1f, Dof és Dsf parcialis
derivaltak is differencialhatok (ellendrizziik).

Ekkor

+ df((la 1, 1)7 (hlth,hJS)) + d2f((1’ 1, 1)7 (hlth,h?)))

kiszamitésa a feladat (k = (h1, he, hs) jel6léssel), ahol

3
df((lv 1, 1)) (hl, h27 h3)) = Z frz(1> 1, 1)hl =
=1

= ffﬁl(L 17 1)h1 + ffL”Q(l? 1a 1)h2 + fxs(la 1a 1)h3

3
EF((1,1,1), (ha,hayhg)) = D fa, (1,1, 1) hi iy =

11,02=1

= foras (L1, 1)A3 + fogey (1,1, 1)h3+
+ fusws (1, 1,102 + 2f0, 2, (1,1, 1) hho+
+2fz 250103 + foyeshohs
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(felhasznalva a vegyes parcidlisok egyenlséget is).
Mivel f(1,1,1) = 0 és

f:Bl (xla z2, x3) =

3;1?% —3xror3 =  fu,

2

fao (1,02, 23) = 325 — 3m123 = fo
3

)
)

)

9

(1,1
(1,1
1,1

) =

9

9

_ = =

fos(@1, 2, 3) = 323 — Bx120 = fu, (1,1,
foizo (1,02, 3) = =323 = fr2,(1,1,1
feias(21,T2,03) = =312 = fi,45(1,1,1) = —3,
froxs =311 = frus(1,1,1) = =3,
Fayas =6r1 = fy,(1,1,1) =6,
Faaws =612 = fa,(1,1,1) =6,
fosas (T1,22,x3) = 623 = fra2s(1,1,1) = 6.

Ty, 22,3

—~ o~
B
H)
[\
w

r1,T2,73

Igy a keresett formula:

1

3 [6hF + 6h3 + 6h3 — 3hihy — 3hihs — 32h3] |
ami f(14 h1,1+ ha, 1+ hs) bizonyos kozelitését adja.

0,
0,
0

147

6.14. feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények lokilis szélsGértékeit:

a)  fila, y)—2w +y—17 ((z,y) e R,
b)  falz,y) =27 —y* ((z,y) € R?),
(

o) file y)—w +yt = 20" +day - 27 ((2,y) € R?),
d) falz,y,2) =2 +y* + 22 —ay + 32— 22 ((x,y,2) € R3).
Megoldds. Ismeretes a kovetkez6 tétel (lasd Kalkulus II. jegyzet):

Haaz f: D C R" — R fiiggvény kétszer differencialhaté az x¢g € D pontban,
tovabba f'(x¢) = 0 és d?f(xo, h) pozitiv (negativ) definit, akkor xo-ban f-

nek szigort lokalis minimuma (maximuma) van.

Tovabba igaz, hogy d?f(zo,h) <= pozitiv (negativ) definit, ha a

Ay = fa,‘l:m (.73()),

A2 _ f$1x1 (:L‘O) f361962 (IL‘Q)
fxzm ($0) fmzxz (mo)
Jrrz1 (T0)  faszs (20) fora, (T0)
fx2962 (.730) fl’2$2 ((Eg) fml’n (370)
Ap = : : :
Jena1 (%0)  fenza(T0) oo frna,(T0)




148 VI. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

ugynevezett bal fels§ sarokdeterminénsok (az ugynevezett Hesse-matrixbol)

pozitivak (illetve valtakozva negativak és pozitivak).

a) Az fi fiiggvény (mint egyvaltozos differencidlhato fiiggvények osszege)
differencialhat6, tovabba nyilvan a Difi(z,y) = 4z és Dof(z,y) =
= 2(y — 1) parcialis derivaltak is differencialhatok (lasd 5. feladat), igy f
kétszer differencidlhaté.
f(x,y)=“z-2(y—1)) =(0,0) <= 42 =0,2(y—1)=0 <= z=
0, y =1, igy a fiiggvénynek a (0,1) pontban lehet lokalis szélsGértéke.

D1 D1 f(x,y) = 4, DayDy f(x,y) =0,
D1 Dy f(x,y) =0, DoDs f(x,y) = 2,

. 4 .
igy a Hesse-méatrix V (x,y) € R%-re (0 (2)>’ igy a (0,1) pontban is.

4 0
A =4>0, AQ—‘O 2‘—8>0,
igy d?f((0,1), h) pozitiv definit, ezért f-nek (0,1)-ben lokalis minimuma,

van.
b) Az fo fliggvényrol egyszertien belathato, hogy kétszer differencialhato.
leQ(l',y):QfE:O, D2f2($,y):—2y:0 — (.’E,y)Z(O,O)
Itt lehet lokalis szélsGértéke fo-nek.
D1D1 fo(z,y) = 2,
Dy D fo(z,y) = 0 = D1Dsa fo(z,y),
Dy Dy fo(z,y) = —2
Y (x,9) € R%re, igy (0,0)-ban is.
A Hesse-matrix: (g 02> Ligy Ay =2, Ay = —4 < 0, ezért d? f2((0,0), h)
nem pozitiv és nem negativ definit, igy mas moédon kell megnézni, hogy
(0,0)-ban van-e lokilis szélséérték.
Mivel V r > 0-ra 3 z,y € R, hogy (0,y), (x,0) € K((0,0),r) és f2(0,y) =
—y2 <0, fo(x,0) = 22 > 0, azaz V K((0,0),7)-ben f felvesz pozitiv és
negativ értéket is, igy (0,0)-ban nincs lokélis szélsGértéke fo-nek.
c) Az f3(x,y) = 2 +y* — 222 + 4oy — 292 fiiggveny kétszer differencialhato
V (x,y) € R%-re (indokolja).
D f3(x,y) = 42® — 4z 4+ 4y =0
D fs(w,y) = 4y° +4a — 4y = 0
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= (2,y) = (0,0); (z,9) = (V2,=V2); (z,9) = (—v2,V2).
Igy a (0,0), (\@, —\/5) és (—v/2,v/2) pontokban lehet lokalis szélsGértéke
fg—nak.

Dy D, fa(x,y) = 1227 — 4,

Do Dy f3(x,y) = D1Daf3(x,y) = 4,

D2D2f3(1', y) = 12y2 — 4.

-4 4

4 _4>7igyA1:—4, AQZO

A (0,0) pontban a Hesse-méatrix:

miatt nem alkalmazhaté tételiink.
Bizonyitsa be, hogy (0,0)-ban nincs lokalis szélsGérték.
A (V2,—V2) és a (—V/2,v/2) pontban is kapjuk egyszert szamolassal,
hogy A; = 20 > 0, Ay = 384 > 0, igy e két pontban szigora lokalis
minimuma van fs-nak, ennek értéke: —8.
d) Az
falw,y,2) =2 +y* + 22 — 2y + 3z — 22 ((x,y,2) € R?)

kétszer differencialhato V (x,y, z) € R? esetén (indokolja).

D1f4($,y72) =2z — y+3 =0

D2f4(x7y7z) =2y—a=0 — (x,y,z)Z(—2,—1,1),

Dsfa(x,y,2) =22—2=0

ezért itt lehet fi-nek lokalis szélsGértéke.

D1D1f4(l‘ay) Z) = 27 D2D1f4($7y’ Z) = D1D2f4($’y’ Z) = _]-a
D3D1f4(l‘ay7 Z) = D1D3f4($7y’ Z) = 07 D2D3f4($,y, Z) = D3D2f4(ac,y, Z) = Oa
D2D2f4(xay) Z) - 27 D3D3f4(557?/’ Z) = 27

igy a Hesse-matrix mindeniitt, igy (—2, —1,1)-ben is

2 -1 0
-1 2 0 — A1=2>0, Ay=3>0, A3=6>0,
0 0 2

ami adja, hogy fi-nek szigoru lokalis minimuma van a (—2,—1,1)-ben,
ertéke f(—2,—1,1) = —4.

6.15. feladat. Bizonyitsa be, hogy az
f:R? = R%  f(z,y) = (e“ cosy, e®siny)
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fiiggvény (leképezés) regularis R2-n, kolesondsen egyértelm a
D = {(x,y)| 0 < y < 27} halmazon, de nem kélcséndsen egyértelmi R2-n.
Hatarozza meg f(D)-t és (f~1)(0,1)-et.

Megoldds. Az fi(x,y) = e*cosy, fa(z,y) = e*siny fiiggvények (mint egy-
valtozos folytonosan differencialhato fiiggvények szorzatai) folytonosan dif-
ferencidlhatok és

efcosy —e’siny|

/ —
det f'(x) = esiny e¥cosy

40 (¥ (a,y) € R),
igy f regularis leképezés R2-n.

A korédbban tanultak szerint f <= kélcsondsen egyértelmi D-n, ha
fxi,y1) = f(o2,42) = 31 =22, Y1 =12 .

Ha (e cosyp, e™ sinyy) = (™2 cosya, €2 sinys ), akkor

el cosy; = €™ cosyq, elsiny; = e"?sinys .
A két egyenlet négyzetre emelése és dsszeadasa adja, hogy
€21 (cos? y1 + sin? y1) = €2*2(cos? yp + sin? yy),

azaz 2%l = €222 teljesiil, ami (az exp fiiggvény szigorti monotonit4sa miatt)
< teljesiil, ha x; = xs.

Ekkor viszont cosy; = cosyq és siny; = sinys kell, hogy teljesiiljon, ami
csak akkor igaz 0 < y1,y2 < 27-re, ha y; =y .

Ezzel bizonyitottuk, hogy f kélcsénosen egyértelmid D-n.

Mivel f(0,0) = f(0,27) és 0 # 27, igy f R%n nem kolcsénosen egyértelmd.
Rogzitett x € R-re az {(x,y)] 0 < y < 27} halmaz képe az (u,v) sikban
az (u,v) = (e cosy,e”siny) pontok dsszessége, melyekre u? + v? = (e%)?
teljesiil, azaz egy (0,0)-kozéppontt, e® sugari kor, megfosztva az (e”,0)
ponttol.

r € R tetszéleges lehet, igy f(D) = R?\ {(u,0)| u > 0}.

D-n f regularis és kolcsonosen egyértelmii, igy f~! is regularis.

A (0,1) pont a (0, g) képe f-re, azaz f (0, g) = (0,1).

Ezért felhasznalva a Kalkulus I1. jegyzet VI. fejezet tételét:

sron=(re3) "= 3) (4% 0):

6.16. feladat. Legyen f: R? — R, f(x,y) = 2? — y3, akkor f(0,0) = 0.
Létezik-e a 0-nak olyan kornyezete, melyen f(x,y) = 0 megoldhat6 y-ra x
fliggvényében? Differencidlhato-e a kapott g fiiggvény x = 0-ban?
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Megoldds. A Kalkulus II. jegyzetben szereplé implicitfiiggvény-tétel
k =1, n = 1 specialis esetének feltételei most nem teljesiilnek maradék-
talanul, ha (a,b) = (0,0). f folytonosan differenciadlhaté (ez ellenérizhets),
de gjyc(x,y) = —3y? miatt 2‘5(0,0) =0.

Ugyanakkor az 22 — y3 = 0 egyenlet megoldhat6 y-ra x fiiggvényében. A
megoldas a g(z) = Va2 (x € R) folytonos fiiggvény, hiszen 22 — (V22)3 =
0V z € R. Ugyanakkor g nem differencidlhat6 z = 0-ban, mert

o) —g(0) . V-0 _ 1

lim —=———~ =1 = lim —
20 -0 20 0 220 Jr
. . . 1 . 1
hatarérték nem létezik (hiszen lim —— = +oo, lim —= = —o0).
z—0+0 Jx x—0-0 \3/5
6.17. feladat. Megoldhat6-e az
zi —y1y2 =0

3x§’—y1—2y2:0

egyenletrendszer yi-re és yo-re x1 filggvényében az x1 = 1 pont egy kérnye-
zetében?

Megoldds. Az

filz,y1,92) = 21 — y1ye
fo(z1,y1,y2) = 323 —y1 — 2y2 ,

f=(f1, f2): R?® — R? jeloléssel egyenletrendszeriink

f(z1,y1,92) = (fi(z1,y1,92), fa(@1,y1,92))

alaki. A kérdés tehéat az, hogy 3-e g = (g1, g2) valamilyen K(1,r)-en értel-
mezett fiiggvény (fiiggvényrendszer), hogy f(x1, g1(z1),92(z1)) = 0 K(1,7)-
en.

Egyik 1t a valaszhoz, ha megoldjuk a kétismeretlenes egyenletrendszert y;-re
és yo-re, ebbol a megoldasrendszerbdl kivalasztjuk azokat, melyek K(1,r)-en
értelmezettek.

A vélaszt e nélkiil is megadhatjuk, ha teljeslilnek az implicitfiiggvény-tétel
feltételei a = 1, k=1, n = 2 mellett.

Nyilvan f = (f1, f2) folytonosan differencialhato.

Kérdés, milyen y; és yo-re teljesiilnek egyenleteink, ha 1 = 1, azaz, hogy
1—91y2 =0, 3 —1y1 — 2y2 = 0. Ez teljesiil példaul, ha y; = y2 = 1, tehéat
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b=(1,1).
Ekkor 5
det 5;(9?17y1,y2) = ‘_yf 13121 =2y2 — 1
miatt det 25(1, 1,1)=14#0.
Tehét 3 (a, b1,b2) = (1,1,1), hogy det ?(1, 1,1)=1#0.
Y

Ezért az implicitfiiggvény-tétel miatt 3 K(1,7) € R és egy egyértelmten
meghatérozott g: K(1,7) — R? (g = (g1,92)), hogy g(1) = (91(1), g2(1)) =
(1,1) és f(x,g(z)) =0 (v € K(1,7)).

Tovabba g folytonosan differencidlhaté.

6.18. feladat. Hatarozza meg az alabbi feltételes lokalis szélsGérték felada-
tok megoldasat:
a) Az f(z,y) = 22 + 92 ((v,y) € R?) fiiggvénynek a
h(z) = (z — 2)? +y? — 1 = 0 feltételre vonatkozo széls6értékeit;
b) Az f(z,y) =z +y ((z,y) € R?) fiiggvénynek a
h(z) = (z — 2)? + (y + 1)? — 1 = 0 feltételre vonatkozo szélsGértékeit.
Megoldds. A feltételes lokalis szélsGérték sziikséges feltételére vonatkozo tétel
szerint (a kétvaltozos esetre korlatozodva) ugy jarunk el, hogy definidljuk az
F:DCR® =R, F(z,y,\) = f(z,y) + M(z,y)
fliggvényt.
Ott lehet feltételes lokalis szélsGérték, ahol
DIF(J%?J; /\) =0, D2F<$7y7 A) =0, h(l‘,y) =0.

a) Most is teljesiil, hogy f és h folytonosan differencidlhatok.
Fz,y,\) = 2> +y* + M(z — 2)* + y* — 1],
igy a
DiF(x,y,\) =2x+2\(z—2) =0
DyF(z,y,\) =2y +2\y=0
h(z,y) = (x—2)2+¢y>—1=0.

egyenletrendszert kell megoldani.

A megoldiasok A =1, 2 =1, y=0¢és A= -3, x =3, y =0, igy az
(1,0) és (3,0) pontokban lehet feltételes lokalis szélsGérték.

f(1,0)=1, f(3,0)=09.
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Az (x —2)2 + 9% =1 egy kor egyenlete, mely kompakt halmaz, igy azon
f felveszi a maximumaét és minimumat, s ezek csak 9 illetve 1 lehetnek.

b) f és h folytonosan differencidlhatok. Legyen
Flz,y,N) =z +y++A[(z -2+ (y+1)* - 1],
ekkor a
DiF(z,y,\) =14+2X\z—2)=0
DyF(z,y,\) =14+2\y+1)=0
h(z,y) =(z—2)*+(y+1)*-1=0

egyenletrendszert kell megoldani, s erre

A:@, —2——‘@, _ V2
2 2 2

2 2 2

T e <

adodik. Az (x —2)% + (y +1)2 = 1 is egy kor egyenlete, ami kompakt
halmaz, melyen f felveszi maximumét és minimumat, ezek pedig

f<2+\f,—1+\f>:1+\/§, f<2—\f,—1—\f>:1—\@.

6.19. feladat. Hatarozza meg az xy minimalis és maximalis értékét az
x? + y? = 1 kor pontjaiban.

Megoldds. Az f(x,y) = zy ((z,y) € R?) fiiggvény folytonosan differencial-
hato, a h(z,y) = 22 +y?> — 1 ((z,y) € R?) fiiggvény is.

A feladat ugy fogalmazhato, hogy hatarozzuk meg az f(z,y) = xy ((z,y) €
R?) fiiggvény lokalis szélsGértékeit a h(x,y) = 22 +y% — 1 = 0 feltételre.

A probléma megoldasara vonatkozé tétel feltételei teljesiilnek, igy az alkal-
mazhaté.

Tekintsiik az

F(z,y\) =zy+ Ma? +y—1) ((z,y,)\) € R%)
fliggvényt. A probléméanak a
D\F(z,y,\) =y+2X\x =0
DyF(z,y,\) =z +2\y=0
h(z,y) =2 +y*—1=0
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egyenletrendszer megoldasaként kapott (x,y) pontokban lehet megoldasa.
Az elss két egyenlethdl kapjuk, hogy

1
22y =422 4 yP) = A=+

2
1 2 2
)\:§—rey:—x,igyx2+x2:1 == x::t\g == y::F\g;
1 2 2
)\——2—rey—x,igyx2—|—x2—1:>x—j:\2[:>y— \2[

Ezért az f fiiggvénynek a h = 0 feltételre a

v2 V2 (V2 ve) (V2 V2 Ve Ve
27 2 ) 272 )7 272 )7 27 2
pontokban lehet lokélis szélsGértéke.

Az 2% +y? = 1 feltétel egy kort hataroz meg az (,y) sikban, mely kompakt
halmaz, igy ezen f(z,y) = xy felveszi az abszolit minimuméat és maximu-

mat, melyek
() (20 -

27’ 2 2 2 2
N NV AN R R AN
N5 )= =223

1 1
miatt —3 és 3 lehetnek.

Megjegyzés. Az alabbi gondolatmenet mutatja, hogy egyes esetekben elemi
modszerek egyszertibben vezetnek eredményre.
(r +y)? = 2% + y? + 22y miatt

oy =5 [P = @+ 2] =5 [+ 1],

ami mutatja, hogy zy akkor minimalis, ha (z + y)? az, vagyis ha
r+y=0 <= y= —z, de akkor a feltételbsl

2 2
332+:c2:1<:>a:::|:\2f — y=¥\2[7
ezért xy a 5T és 5 g pontokban veszi fel minimumat,

a —— értéket.
2
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2y 1, -
5 =58 egyenlGség

1
csak y = x esetén lehetséges, ami hasonléan mint el6bb adja, hogy az 3

: V2 V2 V2 V2 :
maximumot zy a | —, — | , | ——, —— |-ben veszi fel.

Masrészt 0 < (z—y)? = 22 — 22y +y? miatt 2y <

22 27 2

6.20. feladat. Hatarozza meg az f(z,y) = 2%+ y? — 2y + 3z — 3y fiiggvény
szélsGértékeit a D = {(x,y) € R?| z,y > 0, = +y < 2} halmazon.

Megoldds. D egy zart haromszoglap, melyet az ¢ =0, y =0ésxz+y = 2
egyenesek hatarolnak. Ez kompakt halmaz, igy azon f-nek van maximuma
és minimuma.

Elsszor nézziik, hogy D belsejében, a D° nyilt halmazon van-e lokalis szél-
sGértéke f-nek.

Ott lehet, ahol

Dif(z,y) =22 —-y+3=0, Dyf(x,y)=2y—x—-3=0,

melynek megoldasa az (x,y) = (—1,1) € D° pont, igy f-nek D°-on nincs

lokalis (és igy globalis) szélsGértéke.

Igy a maximum és minimum hely a haromszog keriiletén van.

a) Ha az x =0, y € [0, 2] altal meghatarozott hatarszakaszt tekintjiik, agy
az f(0,y) = g(y) = y*>—3y (y € [0, 2]) egyvaltozos fiiggvény szélsseértékeit
keressiik. Ekkor 3 ¢'(y) = 2y — 3 = 0 és ¢"(y) = 2 miatt kapjuk, hogy
g-nek y = ; €10, 2[-ben lokalis minimuma van, melynek értéke: R
9(0) =0, g(2) = —2.

Igy
3 9

f (o, 2) =7 F0.0=0, f(0,2) = -2.

b) Ha y = 0, akkor az f(z,0) = h(z) = 22 + 3z (z € [0,2]) egyvaltozos
fliggvény szélsGértékeit kell meghatarozni.

3
I (z)=20+3=0 = x:—ig[O,Q],

igy h-nak ]0, 2[-ben nincs lokalis szélsGértéke. A végpontokban h(0) = 0,
h(2) = 10, igy f(0,0) =0, f(2,0) = 10.

c) Haw+y =2 akkor y =2 — =z, igy az f(z,2 —x) =l(z) =322 -2 (z €
[0,2]) egyvaltozos fiiggvény szélsGértékeit keressiik.
Ekkor I'(z) = 62 = 0 <= z = 0 £]0,2], igy csak [0,2] végpontjaiban
kell meghatarozni [ értékeit: [(0) = —2, [(2) = 10, igy
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£(0,2) = —2, f(2,0) = 10.

3 9
A minimum igy az f (0, 2> =-pa maximum az f(2,0) = 10 érték.

Gyakorlé feladatok

1) Szamitsa ki az alabbi fliggvények parcialis derivéltjait:

filw,y) = aretg (£)  ((2.9) € R2\{(0.9)] y € R});
fa(z,y) = zsin(z +y) ((z,y) € R?);

fa(x,y,2) = zs (x,y,z > 0);

fa(z,y,2) =Y (x,y,2 > 0).

2) Létezik-e D1 f(0,0), D2f(0,0)? Milyen e-re létezik D, f(0,0)?
Differencialhato-e f (0,0)-ban? Folytonos-e f (0,0)-ban?

Ha
2.2

flz,y) =S =+ y2x+y(y — )2 sha (z,y) # (0,0)

0 yha (z,y) = (0,0) .
3) Legyen f: R? — R2, f(x,y) = (e** cosy, T siny).
Létezik-e f'? Ha igen, hatarozza meg.
Hatérozza meg az S = [0, 1] x [0, 7] halmaz képét f-re.

2z

4) Legyen zg € R™ rogzitett, f: K(zg,1) — R", f(z) = TR
— ||z

Szamitsa ki f'(x)-et (ha létezik).
5) Legyen f: R? — R3 ¢: R?® — R? hogy
f(z1,z2) = (2¥17%2 3x5 — cosxy, 22 4 13 + 2),
9(y1:y2,y3) = (By1 + 22 + 3, 47 — y3 + 1).
Ha F(z) = g(f(z)) (x € R?), dgy F'(0,0) =?
Ha G(y) = f(9(y)) (y € R?), gy G'(0,0,0) =?
6) Bizonyitsa be, hogy D1Daf = DaD1 f, ha

f(z,y) = 2* — 23y — 3y° ((z,y) € R?), vagy f(z,y) = arccos \/j :
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7) Irja fel a Taylor-formulat az a = (1,1,1) pontban r = 3 mellett a mara-
déktag nélkiil, ha
f(l’l,xg,.%'g) = .%'ZI’ + .ZC% + 1’§ — 3x12073 ((w‘l,.%'g, .T3) S R?’).
8) Irja fel 2 — 1 és y — 2 polinomjaként az
fla,y) = 2® +32%y% + 209° + 4 ((2,y) € R?)
fliggvényt.
9) Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények lokalis szélsGértékeit:
a) flz,y) =" +2zy+2° ((x,y) € R?);
b) flz.y)=(z—y)(l-=zy) ((x,y) €R?);
Q) floy)=a®—3uy? ((z,y) € R,
d) fla,y)=sinz+siny+sin(@+y) ((0y) €] —mal x| - 7).
10) Bizonyitsa be, hogy az f: R? — R? f(z,y) = (2 — y?, 2zy) fiiggvény
kolesonosen egyértelmii a D = {(z,y) € R?| x > 0} halmazon. Regularis-
e f Dn?
11) Megoldhato-e a
33:14—332—363—:@21:0
Ty — X9 +2x3+ x4 =0
2x1 4+ 220 — 3x3 + 224 =0
egyenletrendszer az x1, 9, x4 ismeretlenekre xs fliggvényében,
illetve az x1, x2, x3 ismeretlenekre x4 fliggvényében?
12) Hatarozza meg az alabbi feltételes lokélis szélséérték feladatok megol-
dasat:
a) Az f(z,y) = 2% + 2y + y? fiiggvényét az 22 + y% = 1 feltételre;
b) Az f(z1,72,73) = 21 — T2 + 273 fiiggvényét az x2 + 23 + 2:E§ -2=0
feltételre.
13) Hatarozza meg az

f(x,y) =sinx + siny + sin(z + y) ((l'ay) € [07 g] X [0’ g])

fliggvény szélsGértékeit.
14) Hatéarozza meg az 512 — 6zy + 5y% = 8 ellipszisen azokat a pontokat,
melyek maximalis illetve minimalis tavolsédgra vannak a (0,0) ponttol.



