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1. El6zetes tudnivalok a kiilonb6z6 matematikai
logikai nyelvekrdl
1.1. Az alabbi mondatok koziil melyek fejeznek ki allitast?

(a) Budapesten, 1986. majus elsején siitétt a nap.

(b) Egynél tobb paros torzsszamnak kell lennie.

(c) ,Hol voltal, Adam?”

(d) ,En kérem, a vilaghabortiban.”

(e) Ami nem azonos énmagéval, az kiilénbo6zik minden méastol is.

(f)
)
)
)
)

f

g
h) ,Semmi nem ugyanaz tobbé.”

Van-e ennek valami értelme?
(g) Minden szam oszthato vagy kettével, vagy harommal.
(

(i) A Vénusz azonos az Esthajnalcsillaggal.

§

Amelyik mondat nem fejez ki éllitast, annél indokoljuk meg, hogy miért nem.
Ha valamelyik 6nmagaban nem fejez ki allitast, de alkalmas kontextusban igen,
akkor adjunk meg hozz4 ilyen kontextust.

Vedd tudomésul, hogy ami elromolhat, az el is romlik!

1.2. Vannak-e az alabbi mondatok k6zott olyanok, amelyek ugyanazt az allitast
fejezik ki?

(a
(b

Senki nem ment el, aki Alinak hidnyzott volna.
Aki Alinak hidnyzott, nem ment el.
c) Aki elment, Alinak nem hidnyzott.
Ha eljutsz valahova, akkor valamikor elindulsz.
f

Ha nem jutsz el sehové, akkor el sem indulsz.

(e
(
Itt van a kutya elasva.

(g
(h

)
)
(c)
(d) Ha soha nem indulsz el, nem juthatsz el sehova.
)
)
)
)

Ezen a helyen hantoltak el az ebet.

(Azt kell megfontolni, hogy egy mondatpar egyik tagja lehet-e igaz, a masik
pedig hamis.)

1.3. Irjuk 4t a természetes nyelven megfogalmazott negaciokat a =’ jel hasznalata-
val a kovetkez6 mondatokban! A negacidjel argumentuméat hataroljuk zaro-
jelekkel.

(a) Péter nem ment haza.

(b) Eva nem széke.

(¢) Nem igaz, hogy Péter nem ment haza.



(d) Nem all, hogy nem igaz, hogy Eva nem sz6ke.

(e) Péter vagy nem ment haza, vagy nem maradt otthon, de nem
all, hogy otthon van.

(f) Nem igaz, hogy ha Eva nem széke, akkor nem Juli volt az, akit
nem értem utol.

1.4. Irjuk ki a konjunkciokat és a negéaciokat logikai jeliikkel a kovetkez6 monda-
tokban!

(a) Eva sz6ke, mindazonaltal nekem nem tetszik, annak ellenére,
hogy a szd6kéket kedvelem.

(b) Tivadar hazament, de nem maradt otthon, bar mindenki ezt
varta toéle.

(c) Esik az esd, de nincs hideg, és a szél sem f1j.

(d) Ha hazajossz, és be is vasarolsz, nekem nem kell lemennem, és
megfézhetem az ebédet.

1.5. Fejezziik ki a Geom nyelvben a kdvetkezdket:

(a) (p=4q): A pés a q egyenesek egybeesnek.
(b) (p#4q): A pés a q egyenesek kiilénboznek.
(c) (a=0): Az a és a b sikok egybeesnek.
(d) (a#b): Az a és a b sikok kiilénboznek.
(e) (p€a): A pegyenes az a sikban fekszik.
(f) (p |l q) : A pés a q egyenesek parhuzamosak.
g) (a ]l b): Az a és a b sikok parhuzamosak.

)

Parhuzamos sikok esetén az egyiket metszs tetszéleges egyenes
metszi a masikat is.

1.6. Vezessiink be egy 0j jelolést a "pontosan egy olyan = van, hogy teljesiil az
A allitas" kifejezésére:

dzA = JrAAVVY((AN AY) D x=1y),

ahol Ay az A formulabol gy keletkezett, hogy A-ban az x véltozo6 szabad el6-
fordulésait egy, az A-ban nem szerepld, 0j y valtozora cseréltiik.

Fejezziik ki a Geom nyelvben az alabbi allitdsokat a 3! jelolés hasznélataval
és anélkiil:

(a) Barmely két kiilonb6z8 pontra pontosan egy egyenes illeszthetd.

(b) Béarmely nem egy egyenesen fekvs harom pontra pontosan egy
sik illeszthetd.



(c) Barmely egyenes és ra nem illeszkedd pont esetén a ponton &t
huzhaté pontosan egy parhuzamos egyenes.

1.7. Fejezziik ki a Geom nyelvben a parhuzamos egyenesekrsl szo6l6

(a) euklideszi axiémat: A sikban egy ponton at legfeljebb egy olyan
egyenes hiizhatd, mely a ponton a4t nem haladé egyenessel parhuzamos.

(b) Bolyai-Lobacsevszkij-féle axiomat: A sikban egy ponton at huzhato
két olyan egymastol kiilonb6z6 egyenes, melyek a ponton &t
nem haladé egyenessel parhuzamosak.

1.8. Fejezziik ki a Subset nyelvben a kovetkezsket:

(a) (x="U) : Az z részhalmaz maga az alaphalmaz.

(x
(x =yUz) : Az x részhalmaz az y és a z részhalmazok unioja.
(x

=7y) : Az x részhalmaz az y komplementere.

(b) (z =0) : Az x részhalmaz iires halmaz.
(¢) (x =y) : Az x és az y részhalmazok egyenlGek.
(d) (z Cy): Az x részhalmaz valodi része az y részhalmaznak.
(e) Az x részhalmaz egyelem.
(f) (z =yNz): Az x részhalmaz az y és a z részhalmazok metszete.
)
)
i)

(x = y\ z) : Az x részhalmaz a z részhalmaz y-ra vonatkozd
komplementere.

1.9. Fejezziik ki a Subset nyelvben az alabbi mondatokat:

(a) Létezik az alaphalmaznak a tartalmazasra nézve szigortian névekvé
haromtagu részhalmazlanca, melynek tagjai az alaphalmaz részhal-
mazai.

(b) Létezik az alaphalmaznak hérom, paronként kiilonb6z6 részhal-
maza.

1.10. Milyen interpreticidkban igazak az el6z6 feladat mondatai?

1.11. Adjunk altaldnos moédszert a Subset nyelv bonyolult kifejezései kozotti
egyenlGségek leirasara. Fejezziik ki ennek segitségével az

(@) (z\((yN2z)Uy) =zU(y\2))
(b) ((y\2)U(z\2) =2\ (y\2))

egyenlGségeket.

1.12. Fejezziik ki a Set nyelvben a kovetkezsket:



(a) (x Cy): Az x halmaz az y-nak részhalmaza.
(b) (x #y) : Az x és az y halmazok kiilénbozsek.
(¢) (z Cy): Az x halmaz része az y-nak, de z és y kiilonboznek.
(d) (z =0) : x az {ires halmaz.
(e) (z ={y,2}) : = kételemi halmaz, melynek elemei y és z.
(f) (zr=yUz2): z az y és z halmazok unidja.
(g) (x=yNz): xazy és z halmazok metszete.
(h) (x =9\ 2) : z a z-nek y-ra vonatkoz6 komplementere.
(i) (x = Py) : z az y részhalmazainak a halmaza.
) (
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(x #y) : x és y kiilonb6z6 szamok.

)
(b) (z <y): x kisebb vagy egyenls, mint y.
) (z <y) : x kisebb, mint y.

(

(x| y) : = osztdja y-nak.

—
@D
~— =
8

primszam.

z=(xz,y)) : z az x és az y legnagyobb kozds osztoja.

—~~

z=lx,y]) : z az x és az y legkisebb kozds tObbszorose.

1.14. Fejezziik ki az Ar nyelvben N interpretacioban a kévetkez6 mondatokat:

(a) A primszamok szama végtelen.
(b) A primszamok szama véges.
c) Az ikerprimek szama végtelen.

e) Van legnagyobb a természetes szamok kozott.

(
(

)

(c)

(d) Minden természetes szam el6allithato négy négyzetszam Gsszegeként.
)
)

f) A 322 4+ 2z + 1 = 0 egyenletnek pontosan két kiilonboz6 gytke
van.

1.15. Az el6z6 feladat mely mondatai igazak, melyek hamisak ebben az inter-
pretéciéban?
1.16. Fejezziik ki az Ar nyelvben R interpretacioban a kovetkezsket:

(a) (z <y): x kisebb vagy egyenls, mint y.
(b) (x <) : z kisebb, mint y.



(c) Ha z kisebb, mint y, akkor van olyan szam is, amelyik z-nél
nagyobb, de y-nél kisebb.

(d) Van olyan szam, hogy /3.
(e) Van olyan szam, hogy (—+/5).

1.17. Fejezziik ki az Ar nyelvben Z interpretaciéban a kovetkezdket:

(a) (x> 0) : z pozitiv.
(b) (z <y): x kisebb vagy egyenls, mint y.
(¢) (z < (y—=2)): x kisebb, mint y és z kiilonbsége.

1.18. Fejezziik ki az Ar* nyelvben N interpreticioban a kévetkezdket:

(a) (x=0) : x egyenls 0-val.
(b) (z #0) : x nem egyenld 0-val.
(¢) (x=1): x egyenlt 1-gyel.
(d) (z=y) : x egyenls y-nal.
(e) (z = Sy): x egyenl§ Sy-nal.
(f) (x =2) : x egyenls 2-vel.
(g) (x=(y+2) Sy): x egyenls az (y + z) - Sy kifejezéssel.
(h) (x]y) : = osztdja y-nak.
i)

1.19. Fejezziik ki az Ar* nyelvben N interpretaciéban, hogy barmely két nulla-
t6l kiilonb6z6 szdmnak van legkisebb kozds tobbszorose.

1.20. Adjunk altaldnos modszert, hogy lehet leirni az Ar* nyelv bonyolult
kifejezéseinek egyenlGségét az N interpreticioban. Fejezze ki ennek segitségével
az

(@ +z-y)?=(2+2)2)

egyenlséget.
1.21. Fejezziik ki az Ar* nyelvben az R interpretacioban az
((z+y) <a?)
egyenl6tlenséget.

1.22. Szerkessziink olyan mondatot a Vect nyelvben, mely az Fj3 interpreticio-
ban igaz, de barmely F,,n # 3 interpretaciéban hamis.



2. Elsé6rendi nyelvek; formuldk és termek

2.1. Hany kiilonb6z6 tipusu valtozd van
(a) a Geom (b) az Ar (c) a Vect

nyelvben?

2.2. Mutassuk meg, hogy

(a) a Geom (b) a Subset (c) az Ar
(d) az Ar* (e) a Set (f) a Vect

els6rendi matematikai-logikai nyelvek. Mik a konstansok, a fiiggvényszimbolu-
mok és a predikdtumszimboélumok ezekben a nyelvekben? Milyen termeket és
atomi formulékat tartalmaznak?

2.3. Adjunk példakat a Geom és Ar nyelvek termjeire és atomi formulaira!
Adjunk meg az Ar nyelvben legalabb 3 funkciondlis Osszetettségl termet!

2.4. Legyenek x,y, z 7 tipust valtozok és fr—rx), 9(rr—omr)s N mnaomr) Pedig
fliggvényszimbolumok egy nyelvben. Termek-e ebben a nyelvben a kdvetkezd
szimbolumsorozatok:

(a) flg(z,y))

(b) g(f(2), Mz, z,x))
() flg(z),h(z,y,2))
(d) f(z)Ag(z,y)

2.5. Legyen a nyelviink az el6z6 feladatbeli. Adjuk meg azoknak a termeknek a
halmazat, melyek egyetlen valtozét, az x-et, és egyetlen fiiggvényszimbdlumot,

(a) az f-et,
(b) a g'ta

tartalmaznak.

2.6. Soroljuk fel a kovetkezs termek résztermeit, és hatarozzuk meg a funkcionalis
Osszetettségiiket!

z, [f(x), W=, fy), g9z, fy)) v, f(2)),
My(z,y,2), f(x)), flg(h(z, f(y) v, f(y)))

2.7. Dontsiik el, hogy az alabbi jelsorozatok formulak-e:

(a) (AAB)C-C



(b) (AAB)D D
(¢) ((C > A)A-A)
(d) ((=4) > B) > ~(AV ()

2.8. Legyenek A, B, C egy nyelv formulai. Dontsiik el, hogy az alabbi jelsoroza-
tok formulak-e:

(a) (AAB)-C

(b) ((AANB) D B)

(¢) =(AVv B D> -=(C)

(d) -(AvBA-C

2.9. Legyenek A, B, C formuldk. Hanyféleképpen lehet zardjelekkel ellatni az
alabbi jelsorozatokat gy, hogy formuldkat kapjunk:

(a) AD-BVBAC

(b) ADB>CD>-AD-B

2.10. Legyenek wx,y,z w tipusa véltozok, fi—r), Gmr—n) Nrmmom)
fiiggvényszimbolumok és Py, Qx xm) predlkatumsmmbolumok egy nyelvben.
Formulak-e ebben a nyelvben a kdvetkezs szimbolumsorozatok:

(a) Q(z, f(y),h(y,z,2))
(b) (P(z) D Vy(Q(z,y,2) A P(g(z,9))))
(c) Q(P(z), f(y), f(2))
(d) f(h(z,y,2))

2.11. Soroljuk fel az alabbi formulak 6sszes részformulait:

(@) (P2Q)A(QDR)D(-PVR))
(b) (P2Q)D((PD>~Q)D~Q))

(c) Q(f(2),9(y,x))

(d) CzQ(z,y) > ~(P(g(x,y)) ANVzP(2)))
(€) Baz=(P(f(2)) D Q(x,y)) D VzR(2))

2.12. Soroljuk fel a kovetkezs formulék részformulait, és allapitsuk meg a logikai
Osszetettségiiket!

A(z), A(z) ABly), Qf(z),9(y,2)),
(P2Q)2((PD>-Q)>-Q)),
(P2Q)AN(Q@DR))D(-PVR))



2.13. Melyek részformulai az alabbiak koziil a

Jz(VeP(x,z) D .32VeP(x,z) D 3zP(x, 2))
formulanak?

(a) VzP(x,z2)

(b) VzP(z,z) D 32VaP(z, 2)
(c) FzVaP(x,2) D IzP(x,2)
(d) FzP(z,2)

(e) YaP(x,z) D IzP(x,2)

2.14. Legyen az A formulédban n helyen logikai GsszekotGjel. Hany részfor-
muléja lehet maximum A-nak?

2.15. Bizonyitsuk be, hogy minden formula, amely nem propozicionalis bet,
eléall —A, (AN B), (AV B), vagy (A D B) alakban, ahol A, B formulak!

2.16. Igazoljuk, hogy egy formula valamelyik részformuldjat masik formulaval
helyettesitve ismét formulat kapunk!

2.17. Adjuk meg az alabbi formulak teljes (révidités mentes) alakjat:
(a) (PDQD.RDODS)AQV.-RVS
(b) Fz(VzP(x,2) D .F2VeP(x,2) D I2P(x, 2))
(c) VzQ(z,y) D Vz(Q(z,y) D R D .Q(z,y))
(d) Fz.VzP(z) D Q(z) =R
(e) eV (P(z) V Q(x)) = R D P(x)

2.18. A kovetkez6 formuldkban allapitsuk meg a kvantorok hataskorét, és
dontsiik el valtozoirol, hogy melyik eléforduldsuk szabad, melyik kotott.

(a) Va(VyP(z,y,2) O Q(x,y))
(b) Vy3z(P(z,y,2) D 32Q(z,2))
(c) Javy(P(x) vV Q(z, f(y))) D YyQ(z,y)

2.19. Mely valtozo-el6fordulésok szabadok és melyek kotottek a kovetkezd for-
mulékban:

(a) Va(P(z,y) O VyQ(y))
(b) (VaP(z,y) > VyR(z,y))
(¢) (=32Q(z,2) A R(f(y, 2)))



2.20. Hatarozzuk meg a kovetkezd formulakban a kétott és szabad valtozokat!

(a) VzA(x)

(b) Vz(A(z) D VaB(x))

(c) Va(VyP(x,y,2) D Q(z,y))

(d) Yy3z(P(z,y,2) D F2Q(z,))

(e) JaVy(P(z) vV Q(x, f(y))) D VyQ(z,y)

2.21. Az alédbbi formulédkban allapitsuk meg a kvantorok hataskorét, s jelezziik
a valtozok minden el6forduldsénél, hogy kotottek-e vagy szabadok!

() V2(P(z,9) > JQ(x,))

(b) JxR(z) A S(z)

(c) JaVy(R(xz) AS(x)) D VzT(x)
(@) 33y(P(z,9) A R(2))

2.22. Irjuk fel formula alakjaban az alabbi allitasokat:
(a) Nincs j6 ids.
(b)
(c)
(d) Csak akkor megyiink kirandulni, ha j6 az idg.
(e)
(f)

Ha jo6 az idg, kirandulni megyiink.

o

Nincs j6 id6, és nem megyiink kirdndulni.

Nem fordulhat el6, hogy kirdndulni megyiink, és nincs j6 idé6.

Ha esik az es6 vagy fij a szél, akkor nincs j6 id6.

2.23. Jelentse E, hogy "Esik az es6.", S, hogy "Strandolok.", N, hogy "Napo-
zok.", O, hogy "Otthon maradok." Mit jelentenek természetes nyelven az alabbi
formulék:

(a) ED=(SVN)

(b) O=F

(¢c) SO-E

(d) (EANO)V(=EAS)
() -OD(NA-E)VS

2.24. Megfelel6en megvalasztott elsérendd nyelven formalizaljuk az alabbi al-
litasokat:

(a) Nem minden madar tud repiilni.

(b) Van olyan madéar, amelyik nem tud repiilni.
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(c
(d
(e
(

)
)
)
f)

A struccok kivételével minden madar tud repiilni.
Van, aki senkiben sem bizik meg.
Péterben mindenki megbizik.

Egyes betegek nem biznak meg az orvosokban.

2.25. Formalizaljuk nulladrendd logikai nyelven a kdvetkezé mondatokat!

(a)
(b)

(c)

(d)
()

Esik az es6, bar siit a Nap.

Ha esik az es6 és siit a Nap, akkor szivarvany van, kivéve ha
éppen dél van.

Ha véarakozas nélkiil kapok reggelit, akkor - f6ltéve hogy nem
alszom el - nyolc 6rara megérkezem.

Ha elalszom, nem kapok varakozas nélkiil reggelit.

Ha nem alszom el, akkor reggelit is varakozas nélkiil kapok, és
meg is érkezem nyolc éréra.

Ha iinnepély lesz, a tanitas délben véget ér.
Ha osztalyfénoki ora lesz, a tornaéra elmarad.

A tanitas nem ér véget délben, pedig iinnepély vagy osztalyfs-
noki ora lesz.

Ha a szemtant megbizhatoé, és az irdsszakérts véleménye helytallo,
agy a bincselekményt akkor és csak akkor kovették el el6re
megfontolt szandékkal, ha a talalt ujjlenyomatok a tettestdl
vagy esetleges blintarsatol szarmaznak.

Ha a szemtani megbizhat, az irasszakértd véleménye helytallo,
és a talalt ujjlenyomatok a tettestsl szarmaznak, akkor a biin-
cselekményt elére megfontolt szandékkal kovették el.

2.26. Formalizaljuk nulladrendd logikai nyelven a kovetkezé mondatokat!

(a)

(b)
(c)

Jancsi eltévedt az erd6ben, és nem talalt haza.
Jancsi eltévedt az erdében, de Juliska nem.
Jancsi eltévedt az erdében, bar jol ismerte az utat.

Egészségteleniil taplalkozik, vagy keveset mozog.

Sajat autojaval megy, vagy hiv egy taxit.

Ha holnap siit a Nap, akkor 10-kor varlak az uszodéban.

Csak akkor fejezziik be a gyakorlatot, ha mar mindenki volt a
tablanal.

Elmegyek moziba, feltéve, hogy van pénzem.

Akkor és csak akkor siit a Nap, ha holnap kimegyek az us-
zodaba.
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2.27. Formalizaljuk elsérendi logikai nyelven a kévetkez6 mondatokat!

(a) Gabor pék.
Ha Gabor pék, akkor Kriszta is az.
Vannak pékek.
Minden ember pék.
(b) Minden biré jogész.
Vannak {igyeskedd jogészok.
Nincs tigyeskeds biré.
Bizonyos birok idGsek, de nem életerdsek.
A birok kivételével minden jogasz ligyeskedd.
Néhany jogasz, aki politikus, képviseld is.
Egyetlen képvisels felesége sem id6s.
Minden id&s képvisel6 jogasz.
(¢) Minden strucc madaér.
Van olyan madéar, amely nem strucc.
A struccok kivételével minden madéar tud repiilni.
Csak a strucc olyan madar, amely nem tud repiilni.

(d) Mindenki aki atver valakit nem becsiiletes.
Senki sem veri 4t az apjat, legfeljebb, ha hasznaltauté—keres-
kedé.
Mindenki aki atveri Gabort, az atveri a sajat apjat is.
Mindenki rajtam kiviil atver mindenkit.
Aki mindenkit atver, azt legaldbb egy becsiiletes is atveri.
Senki sem veri 4t a baratait, csak azok, akik hasznéltaut6—ke-
reskeddk apjai.

2.28. K(x) jelentse azt, hogy "z - hasznaltauté kereskeds", T'(x) pedig azt,
hogy "x - tisztességes ember". Mit jelentenek ekkor a

(a) JxK(x)

(b) Va(K(z) > -T(z))

(¢) 3x(K(x) ANT(x))

(d) 3x(T(x) > K(x))
formulak?

3. A kotott valtozok atjelolése; valtozok helyettesitése
termekkel

3.1. Vannak-e az alabbi formuldk k6z6tt olyanok, amelyek egymas variansai?

(a) Va(P(x,y) D 32Q(z,2)) AVyR(y, 2)
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(b) Va(P(z,y) D 32Q(x, 2)) AVyR(y, 2)
(¢) Yu(P(z,y) D FuQ(u,u)) ANVuR(u, z)
(d) Vz(P(z,y) D J2Q(z,x)) AVvR(v, 2)

3.2. Dontsiik el a kovetkezs formuldkrol, melyek egymaés variansai.

(a) Vz(Vz2Q(z,x,v) D Fu(P(v,u) D FJwQ(v,w,x)));
(b) Ye(VwQ(z,w,v) D Jw(P(w,u) D FJvQ(w,v,x)));
(¢) Ve(VwQ(z,w,u) D Fv(P(v,u) D FJwQ(v,w,x)));
(d) Vz(VzQ(x, z,v) D Fw(P(w,u) D JvQ(w,v,x)));
(e) Yo(VwQ(v,w,z) D Jz(P(z,u) D IwQ(v,w,x))).

3.3. Valtozo-tiszta~e az alabbi formula? Ha nem, hozzuk olyan alakra!

JxP(x,y, z) D VaVy(Q(y) A P(x,y, 2))

3.4. Szamitsuk ki az alabbi helyettesitések eredményét. Mely helyettesitések
megengedettek?

@ Guresa) (- )

z,y)

o) GuPlana) (gL )

z,y)
© G (g0 )
() (32¥yP(z,y) > Qz (f )
u<wmxw>Q<»<ﬂ%@>,
@) (Pl 29 (4 )5

® (o) v (07 )

3.5. Megengedett e az {x/t} helyettesités az A szaméra?

(a) = f(yaz)v r=uv, A :Vyp(y,’l))
(b) t= f(yav)a r =1y, A= (P(y,l)) ) E"UQ(U))
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3.6. Bizonyitsuk be, hogy

r1 X2 ... Tk
minden kifejezés szamara.

(a) a©® = ( LTz TR )triviélis helyettesités megengedett

(b) ha a K kifejezésben nincs a helyettesitends x1,xo, ...,z vél-
tozoknak szabad el6fordulésa, akkor © megengedett K szamara.

(c) haa K kifejezésben egyéltalan nincsenek a helyettesits t1, ta, . .., tg
termekbeli szabad valtozok, akkor © megengedett K szaméra.

(d) ha a © helyettesités konstans, vagyis a t1,ta, . .., ty helyettesitd
termek nem tartalmaznak valtozot, akkor a © helyettesités
megengedett minden kifejezés szamara.

3.7. Dontsiik el, hogy az alabbi helyettesitések megengedettek-e, és végezziik
el a szabalyos helyettesitéseket!

(a) (\m(P(x,y)zazczu,z,v))AR(w))(x . )

(b) (FyP(z,y) Dva(x,y))< r oy =z )

z x y

3.8. Végezziik el az alabbi szabalyos helyettesitéseket:

(a) (F2VyQ(z,y) D P(x))(x] f(z,2))
(b) (VyP(y,2) > IR(z,y))(z, 2yl f(2,),y, 2);
(©) (P(z,y) > VyQ(x, ) (@, yllf(z,y), 2);

3.9. Jelolje A(z,y) a Vy(3zP(z,2,y) D V2Q(x,2)) formulat. Irjuk ki az
A(f(y,2),9(y)) formula teljes alakjat!

3.10. Jelslje A(u,v,w) a Vo (P(z,u) D (3vQ(v,z) D R(w,v))) formulat. Irjuk
ki az A(f(u,x),x,z) formula teljes alakjat!

4. A nyelv szemantikija; igazsagértékelés a mod-
ellben

4.1. Tekintsiik a < {7}, {c}, {f(r—m) } {Px,n), Q(r,x)} > elsérendi nyelvet.
Mit jelent természetes nyelven a

Va(P(z,c) 5 FyQ(f(y), x))

formula a kovetkezs interpretacidkban:
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(a) — Az objektumtartomény legyen R.
— ¢ jeldlje a O-t.
— f jeldlje a négyzetre emelést.
— P jelolje a szokésos nagyobb, @ pedig az egyenl&ség rela-
ciot.
(b) — Az objektumtartoméany legyen az emberek halmaza.
— c jeldlje Pétert.
— f(x) jelolje = feleségét.
— P(z,y) jelolje, hogy = y-nak a lanya, Q(z,y) pedig, hogy
x és y ugyanaz a személy.

4.2. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak, és melyek hamisak?

(a) Ha kétszer ketts négy, akkor 6t oszthato harommal.
(b) Ha 6t oszthatoé harommal, akkor kétszer kettd négy.

(c) Abbol, hogy a kérvonalon van hérom egy egyenesen levd pont,
kovetkezik, hogy 6t oszthaté harommal.

(d) Nem igaz, hogy a kivetkezs két allitas ekvivalens:

— Kétszer ketts egyenld Gttel.
— Ot oszthato harommal.

(e) Az a tény, hogy 6t oszthaté harommal ekvivalens azzal, hogy
van a kérvonalon hdrom olyan pont, amely egy egyenesre illeszkedik.

4.3. Hatarozzuk meg az alabbi formulak értékét, ha |A| =0, és |B| = 1:
(a) AD(BDA)
(b) =(BD>A)A(AV-B)
(¢) ~(-BVv-AD>-ANAB)

4.4. A megadott értékek ismeretében hatérozzuk meg az aldbbi formulak
értékét, ha lehet:
A=-B,ha|A=B|=1
A=-B,ha|[A=B|=0
(ADB)DC,ha|B|=1

(a)
)
(c)
(d) (A>DB)D (wBD>-A),ha|B|=1
)
)
)

(b

c
() ANBDAVD,ha|Al=1¢és|D|=0
(f) " ANBDAVB,ha|AD>DB|=1

(g) "AANB=AVB,ha|ADB|=1
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4.5. Keressiink olyan (minél révidebb) zart formulékat, amelyek az Ar nyelv

4.6. Jeldlje o a ,sem-sem” logikai mitiveletet, azaz tetszéleges A, B formulakra
Ao B jelentése: ,sem A, sem B”. A logikai alapmiiveletekkel kifejezve:
Ao B =-AN-B. Fejezziik ki a D, V, A miiveleteket a o miivelet segitségével!

4.7. Mutassuk meg, hogy van olyan végtelen modell, melyben a
Vae-P(x,y) ANVavVyVz(P(z,y) A P(y, z) D P(x,z)) AVzIyP(z,y)
formula igaz, de egyetlen véges modellben sem igaz.
4.8. Mutassuk meg, hogy a
VaVyVz(P(z,y) A P(y,z) D P(x,2)) AVx3yP(z,y) D JzP(z, )

formula barmelyik véges modellben igaz, és mégis van olyan (végtelen) modell,
melyben ez a formula hamis.

4.9. Mutassuk meg, hogy a
Jevy3z((P(y, 2) > P(x,2)) O (P(z,2) D P(y, )))

formula barmelyik véges modellben igaz, és mégis van olyan (végtelen) modell,
melyben ez a formula hamis.

4.10. Bizonyitsuk be az aldbbi lemmaét az r term Osszetettsége szerinti induk-
cioval!

Legyen M az ) nyelv egy interpretaciéja és r egy olyan term, melyben
legfeljebb egy paraméter, a 7 tipusi x szerepel. Legyen a t 7 tipusu értékelhetd

term értéke |¢|ps. Ekkor
T( : )‘ N T( xM )‘
t ) 1| M

azaz egy értékelhets term értéke csak résztermjei értékeitdl fiigg.

4.11. Bizonyitsuk be az alabbi lemmét az A formula Osszetettsége szerinti
indukcigval!
Legyen M az ) nyelv egy interpreticidja és A egy olyan formula, melyben
legfeljebb egy paraméter, a 7 tipusu z szerepel. Legyen a t 7 tipusu értékelhetd
term értéke |¢]p. Ekkor

Mlz[A(gtC)] akkor és csak akkor, ha M|:A< v )

[t ar
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5. Logikai torvények; logikai kovetkezmények

5.1. Bizonyitsuk be az aldbbi lemma allitasait!
(a) A1, As,..., A, E B akkor és csak akkor, ha = A1 A Ay AL A
A, D B.

(b) Ay, As,..., A, E B akkor és csak akkor, ha =5 A1 A Aa A ... A
A, AN—B.

(c) 5 A akkor és csak akkor, ha | —A.

(d) Az A formula pontosan akkor kielégythetd, ha nem igaz, hogy
E-A.

5.2. Bizonyitsuk be a kévetkez6 lemmét!
A ~ B pontosan akkor, ha A = B és B E A.

5.3. A tanult logikai torvények segitségével igazoljuk, hogy az alabbi formuldk
logikai torvények!

(a) "(ADB)D A

(b) (AANB) D (AD B)

(c) ((A>B)D>B)D(AVB)

5.4. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi formuldk, melyekben P és @ predikadtum-
szimbolumok, nem logikai torvények:
(a) P>QD>.QDP
(b) JzP(z) D VxP(x)
(¢) VaIJyP(x,y) D IyVaP(z,y)
(d) FzP(z) A3zQ(x) D Jz(P(x) A Q(x))
z(P(x) vV Q(x)) D VaP(x) VVrQ(r)

)
)
)
(e) v
(f)
)
)
)
)
)

f) VeP(z,x) D VaVyP(z,y)
(g) FxFyP(z,y) D JxP(x,x)
(h) P(z) D VzP(x)

(i) JzP(z) D P(x)

(1) VaP(z,y) = VyP(y,y)
(k) JzP(z,y) =Py, y)

5.5. Bizonyitsuk be, hogy nem igaz, hogy
= VaIyP(x,y) D IyVzP(z,y).

5.6. Kielégithetdk-e a kovetkezs formulak:
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5.7. Bizonyitsuk be, hogy

(a) 4 (ADBVC)A-(ADBV.ADC(C)
(b) = Vavy3z(P(z,y) A =~(P(y, 2) A P(z,2)))

5.8. Ellendrizziik, hogy a felsorolt logikai térvények valéban azok.

5.9. Bizonyitsuk be, hogy

(a) "AVB,CD>-BEAD-C
(b) (AvVB)D(CAD),(DVE)DFEADF

5.10. Ellenérizziik, hogy a konklizié a premisszak logikai kdvetkezménye-e.
(a) Lacinak nincs kocsija. Eva csak azokat a fitikat szereti, akiknek
van kocsija. Tehat Eva nem szereti Lacit.

(b) Ha a loversenyek eredményeit az Osszeeskiivék eldre eldontik,
vagy a jatéktermeket keziikbe veszik a hamis jatékosok, akkor
a turizmus kevesebb bevételt hoz és a varos kart szenved. Ha a
turizmus kevesebb bevételt hoz, a rendérség meg lesz elégedve.
A renddrség sohasem elégedett. Kovetkezésképp a loversenyek
eredményeit nem az Osszeeskiivék dontik el.

(c) Néhany republikianus kedvel minden demokratat. Nincs olyan
republikanus, aki szeretné a szocialistakat. Tehét egyik demokrata
sem szocialista.

6. A logikai torvények néhany alkalmazasa

6.1. Hatarozzuk meg az alabbi formuldk prenex alakjat:

(a) JavyP(z,y) Vv IaVyQ(z,y)

(b) FaVyP(z,y) O JaVyQ(z,y)

(¢) 3z(VyP(z,y) vV 32Q(2)) D FzQ(x)

(d) Yz (IyP(z,y) D VeQ(z)) D VaIyP(x,y)
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6.2. Hozzuk konjunktiv és diszjunktiv norméalformara a kovetkez6 formulakat:

(a) "(AANB D> -A)A—-(AABD-B)
(b) “(AAN(BVC)D(AAB)VC
(CD>A)D(~(BVC)DA
(ADBD>.CD>-A)D.-BD>-C
(A>DB>.—~A)>D-BD>.-C)DC

(c
(d
(e

~— o o

7. A természetes technika
7.1. Vezessiik le a természetes technika segitségével a tanult logikai torvényeket!

7.2. A természetes technika segitségével végezziik el az 5. fejezet feladatainak
bizonyitéasait!

7.3. Bizonyitsuk be, hogy logikai torvények az alabbi formuldk!

(a) AD(BD>A)=(-A) D (ADB)

(b) ADB)DB=AVB

(c) AD(BVC)=(ADB)V(ADC)

(d A>DC)A(BDC)=(AVvB)DC
)

() ADB=AD>(AAB)

7.4. Tekintsiik azt az elsérend nyelvet, amelyben harom predikatumjel van: P,
R (egyvaltozos), @ (kétvaltozos), fliggvényjel pedig nincs. Logikai torvények-e
az alabbi formulak:

(a) JzP(z) D VzP(x);

)
(b) ~(FzP(x) D VzP(x));
(c) JavyQ(z,y) D Vy3zQ(z, y);
(d) VzIyQ(z,y) D IvaQ(z, y);
(e) Va(P(z) V R(z)) > (VaP(z) V VzR(z));
(f) (3zP(z) A JzR(z)) D Ja(P(z) A R(z))?

7.5. Bizonyitsuk be, hogy
(a) FAD (BDC)D>.BD(~C D -A),
(b) HFAD (-AD B),
(¢c) HAV-A.
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