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1.1.

1.2,

1.3.

El6zetes tudnivaldok a kiilonb6zé matematikai

logikai nyelvekrdl

(a
(b
(c
(d

Igen
Igen

Nem, mert nem kijelenté mondat.

o — —

Nem fejez ki 6nmagéban allitast. "Adam azt mondta, hogy a
vilaghdboriban volt."

(e) Nem, mert nem tudjuk egyértelmiien eldonteni, hogy igaz vagy
hamis.

(f) Nem, mert nem kijelenté mondat.
(g) Tgen

(h) Nem, mert nem tudjuk egyértelmien eldonteni, hogy igaz vagy
hamis.

(i) Igen
(j) Nem, mert nem kijelenté mondat.

P: "Péter hazament."

E: "Eva széke."

O: "Péter otthon van."

M: "Péter otthon maradt."
J

: "Julit nem értem utol."

(a) -P
(b) —E
) ~(=P)
(d) ~(=(=E))
) (=P V =M) A =0
(f) ~(-E > -J)



(a) E: "Eva széke."
N: "Nekem tetszik Eva."
K: "Kedvelem a sz8kéket."

EA-NAK

(b) T: "Tivadar hazament."
O: "Tivadar otthon maradt."
M: "Mindenki ezt varta téle."

TA-OAM

(c) E: "Esik az es6."
H: "Hideg van."
F: "Fuj a szél."

EA-HA-F

(d) H: "Hazajossz."
B: "Bevaséarolsz."
L: "Le kell mennem."
M: "Megfézhetem az ebédet."
(HAB)D(-L A M)

(a) (p=q) = VA(Aep)=(A€q)
(b) (p#a) = -(p=29)
(c) (a=b)=VA((A€a)=(Aeb))
(d) (a#b) = ~(a=0)
(e) (pea)=VA(Aep) D(A€a))
(f) (pllg) = Jallp€a)n(g€a)) N-FA((A€p)A(AE€q)
(8) (a]b)=-3A(A€a)r(AED))
(h) ((pll @) = Jq((g € a) A(q ] p)))
Vavb((a || b) D Yp((=(p € a)A=(p [[ a)) D (—(p € B)A=(p [ 1))



1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

(a) VAVB(-(A=B) > 3lp(AepABEep))
3! nélkil:
VAYB(-(A=B) D Ip(AepABep AVpVq((A€pAB €
p)A(A€qABEq) Dp=q)

(b) YAVBYC(—~3p(A e pAB € pANC € p) D Fla(A € aAB €
aNC €a))
3! nélkiil:
VAYBYC(-3p(A € pAB € pAC € p) D Ja(A € aAB € anC €
a)AVaVb((AcaNnBeanC ea)N(AEbANBebAC €b) D
a=">))

(c) VpVA(=(Aep) D> 3g((Aeq)A(p ] )
3! nélkiil:
VpVA(=(A € p) D 3q(((Acq) Alpll ) AVgvr((Aer)A(r|
p) D (r=4q))))

(a) VPVA)(;(A €p)DVgVr((Aeg)A(gllp)AN(Aer)n(r]p) D
q=rT

(b) VpVA(~(A € p) D FgAr((A e )N (A er)n(gl p) A
p)A-(g=r))

(a) (z=U)=Vy(y C )

(b) (z=0)=Vy(zCy

(€ (z=y)= @<y A(y<Ca)

d) @cy)= @Sy Aa(z=y)

(e) Vy((y C ) > (y=10))

) z=ynz=Vu((uCyAulz)dDulux)

(g) r=yUz=Vu((uCyVulz) dDulux)

(h) (z =) = Vu(~(u Cy) >u C z)

i) (z=y|2z)=VuulyA=(ulz) dDulux)

(a) JzTy3z(z Cy Ay C 2)
(b) FxIyFz(—(z CyAy Cx)A—(y C2zAz Cy)A-(z CaxAz C 2))

Ha u legalabb két elembdl all.



(a) (xCy)=WYw(vexrDdDvey)
(b) (z#y)= xSy V-(y )
() (zCcy)=zCyA-(z=y)
(d) (z=10)= -Jy(y € 2)
(e) (x={y,z})) =Wwhvexr=@v=yVv=2))
) (z=yUz)=WYWwhvex=@weyVuveEz))
(g (=ynz)=Vuluer=(ucyAucz))
(h) (r=y\2) = Vu(uer=(ueynue 2)
(i) (z=Py)=VzVo(vexzNzE€EVD2zEY)

) (

—
—

{z}UPy) e ynP{z,y}) = Vo((v=2VIw(w € yAv € w)) D
veEyATz(z€xVzEYDVE2))

1.13.

(@) (z#y)=-(z=y

(b) (z<y)=3z(r+z=y

(© (z<y)= @<y A-(z=y)

d) xly)y=-(z=0A32(z*xz=1y)

(e) x primszam= —(z = 0) A =(z = S0) AVz((z | ) D (¢ =

S0V z=ux))

() =(@y)=(Elz)AEly AVu(u|zAulyDu<z)

() (2= [,u) = (@] 2) A (y | 2) AVale | uny|udz < w
1.14.

(a) VzIy((xz < y) A ( Primszam(y)))

(b) FzVy((Primszam(z)) A (Primszam(y)) Ay < z)

¢) Vz3y((z < y) A ((Primszam(y)) A (Primszam(y + 550))))

(

d
(
(

VedyIzFvdw(z =yxy+z+z+vsv+w*w)
e) JaVy(y < x)

f) Jy3z(((SSSO* (y*xy) + SO xy+ S0) =0) A (SSS0* (2 2) +
S0xz+50)=0)A~(z=1y))

)
)
)
)
)
)
1.15. Igaz, hamis, igaz (sejtés), igaz, hamis, hamis.

1.16.

(a) (x<y) = Fele+zvz=y)
(B) (@<y) = Fxla+zxz=yA-(z=0) = (x <yA-(x=1))
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1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

(c) z<yDdIv(xz<vAv<y)
(d) Fz(z *xx = 5550)
(e) Jx(z*xz*x+ SSS5S550 =0)

(@) (x>0)= FyTzIvw((zr =y*xy+zxz+vsvt+wrw) A—-(y =
OANz=0Av=0Aw=0))

y)=Az(1+z2=0Ay+z*xz>0)
(y—2)=wA+v=0A(y+v*xz+v*xx>0))

J

8
5 +
8
Il
8

0)
r=2x)A-(x=0)
tx=zAy+y=2z)
+z=z)Az=1)
u((xz = Su) A (u=1))
-Sy) = FuFv((y+z=v)A(u=Sy) A (vku=2x))
r=0)AN3z(z*xz=1y)
OA=(x=1)AVz(z |z D (2 =1Vz=1))

N
< =R O O
—~
8
*

T

LLI
—
8

z

I
1
L

J

8 8 8 8 8 &8 &8 8
< I
S~—" C’)

NS

L

N

—

—

<

I
<
[
4

A~ N N N N N /S

VaVy(—
z | u)))

(x=0A=(y=0)D3z(z|zAy | zAYVu(z |uAy|uD

Juv(z+y=uAzxz=vAIz(ut+z="0))

JaFIN2VYVz((x xa+yxb+2zxc=0)D(x =0Ay=0Az=
0)) A =Ja—TFb—Fe-FdVaVyVzVo(r xa+yxb+ zxc+vxd =0)



2. Elsé6rendi nyelvek; formuldk és termek

2.1.
(a) 3 (pont, egyenes és sik)
(b) 1 (szém)
(c¢) 2 (szam, vektor)

2.2,

(a) Valtozok:
A, B,C...: pontok
p,q,7.... egyenesek
a, b, c...: sikok
Konstansok: -
Fiiggvényszimbolumok: -
Predikdtumszimboélumok:
(A=B)= P(A,B)
(Aep) = Q(A,p)
(A€a)= R(A,a)
Termek: A, p,a
Atomi formulék: (A = B), (A € p), (A € a)

(b) Valtozok: z,y...: részhalmazok
Konstansok: -
Fiiggvényszimbolumok: -
Predikdtumszimbolumok: (z C y) = T'(x,y)
Termek: x
Atomi formulak: (z C y)
(¢) Véltozok: x,y...: szamok
Konstansok: 0
Fiiggvényszimboélumok:
St= f(t)
(t+2) = g(t,2)
(t*z) = h(t, 2)
Predikdtumszimbolumok: (t = z) = P(t, 2)
Termek: 0,¢,St, (t+ 1), (t*7)
Atomi formuldk: (t =7)
(d) Valtozok: x,y...: szamok
Konstansok: -
Fiiggvényszimbolumok: -
Predikadtumszimboélumok:
(x+y=2) = Pz,y,%2)
({L‘*y =z) = Q(:my,z)
Termek: x
Atomi formulak: (x +y = z2), (zxy = z2)



(e) Valtozok: z,y, z.... halmazok
Konstansok: -
Fiiggvényszimbolumok: -
Predikdtumszimbolumok: (z € y) = T'(xz,y)
Termek: z
Atomi formulak: (x € y)

(f) Valtozok:

,Y, z.... szamok

a,b,c...: vektorok

Konstansok: 0,0

Fiiggvényszimbolumok:

Sx=y= f(z)=y

rty=z+ fla,y) =2
zxy=z=gx,y) =2

a+b=c=hiab)=c

zxa=b=1i(r,a)=0b
Predikadtumszimbolumok:

(x=y) = P(z,y)

(@="b) = Q(ab)

Termek: x,a,0,0, (z+y), (z *y), (x +a), (z*a)
Atomi formuladk: (z =vy),(a =)

2.3.

A Geom nyelv kifejezései:
Termek: A,p,a
Atomi formulak: P(A, B), P(A,p), R(4,a)

Az Ar nyelv kifejezései:

Termek: 0,¢, £(0), g(z, f(0)), h(f(f(z)), z)
Atomi formulak: P(g(z, f(0)),0)
legalabb 3 funkcionélis Osszetettségl termek:

h(f(f(2)),x)
g(f(f(x)), h(z, £(0)))

2.4.

2.5.



(b) g(x,2),9(g9(z), ), ...

2.6.

T résztermjei:
x funkcionalis Osszetettség: 0
f(x) résstermjei:
f(x) funkcionalis Gsszetettség: 1
x funkcionalis Osszetettség: 0

h(z, f(y)) résztermjei:
h(z, f(y)) funkcionélis Gsszetettség: 2
f(y) funkcionalis Gsszetettség: 1
x funkciondlis Osszetettség: 0

g(h(z, f(¥)),y, f(2)) résztermjei:
g(h(z, f(y)),y, f(2)) funkciondlis Ssszetettség: 4

h(z, f(y)) funkcionalis Gsszetettség: 2
f(y), f(2) funkcionalis Gsszetettség: 1
x,y, z funkciondlis Osszetettség: 0

h(g(z,y,2), f(x)) résztermjei:
h(g(z,y, z), f(x)) funkcionalis Gsszetettség: 3
g(x,y, 2), f(x) funkciondlis Gsszetettség: 1
x,y, z funkciondlis Osszetettség: 0

flg(h(z, f(y)),y, f(y))) résztermjei:
flg(h(z, f(y)),y, f(y))) funkcionalis Gsszetettség: 5
g(h(z, f(y)),y, f(y)) funkcionalis Gsszetettség: 4
h(z, f(y)) funkcionalis Gsszetettség: 2
f(y) funkcionalis Gsszetettség: 1
x,y funkcionélis Osszetettség: 0

2.7.

2.8.



2.9.

(a) (AD>D-BVBAC),(AD>D-B)VBAC,AD-BV (BAC),..
(b) ( ADBDCD>-AD>-B),AD>(BD>C)D>-AD-B,..

2.10.
(a) igen
(b) igen
(c) nem
(d) nem
2.11.
@ (P> QA @2 7)) 5 (PVR). (P2 QIAQ D R). (P>
Q)v(Q ) R),(—'PVR),—'P,P,Q,R
(b) (P2Q) > (P >-Q) 2-Q)),(P>-Q) 2>-Q),(P >
-Q), (P2 Q),PQ,~Q
(c) Q(f(2).9(y,x))
(d) (FzQ(z,y) D ~(P(g9(z,y))A\VzP(2))), 7(P(g(z,y))AVzP(2)), (P(g(z,y))A
VzP(z)),32Q(z,y), P(9(z,y)), V2P (2), Q(z, y), P(z)
(e) (Fz=(P(f(z)) D Qz,y)) D VzR(2)), Iz~ (P(f(x)) D Qz,y)), ~(P(f(z)) D
Q(z,y)), P(f(x)) D Q(x,y),Y2R(2), R(2), P(f(2)), Q(z,y)

2.12,

A(z) részformulai:
A(x) logikai Gsszetettsége: 0
A(z) A B(y) részformuléi:
A(x) A B(y) logikai Osszetettsége: 1
A(x), B(y) logikai Gsszetettsége: 0
Q(f(x),9(y, z)) részformulai:
Q(f(x),9(y, 2)) logikai &sszetettsége: 0
(P2>Q)D((P>-Q)D~-Q)) részformulai:
(PO Q) D((P>D=Q)D-Q)) logikai dsszetettsége: 6
(P D —=Q) D —Q logikai Gsszetettsége: 4
P D —Q logikai Osszetettsége: 2
P D Q,~Q logikai Gsszetettsége: 1
P, Q logikai Gsszetettsége: 0
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(PD>Q)A(QDR))D(=PVR)) részformulai:
(Po>Q)AN(QDR))D(—-PV R)) logikai Gsszetettsége: 6
(P> Q) A(Q D R) logikai dsszetettsége: 3
- PV R logikai Gsszetettsége: 2
P> Q,Q D R,—P logikai Gsszetettsége: 1
P, @, R logikai 0sszetettsége: 0

2.13.
(a), (c), (d)

2.14.

2.15.

2.16.

2.17.
(@) ((P2Q)D(RDI))AQ)V(=RVS))
(b) (Fz(VzP(x,z) D (32VxP(x,2) D FzP(x, 2))))
(¢) (VeQ(z,y) D Vz((Q(z,y) O R) > Q(z,y)))
(d) (Fz((VaP(z) > Q(z)) = R))
(e) (F2va(P(z) v Q(z)) = (R D P(x)))

2.18.

(a) Va hataskore: (VyP(x,y,z) D Q(x,y))
Yy hatéaskore: P(z,y, z)
z els6 és egyetlen el6fordulasa és y masodik el6forduléasa szabad.
(b) Yy és (els6) Iz hataskore: (P(x,y,z) D 32Q(z,x))
(méasodik)3z hataskére: Q(z,x)
x mindkét el6forduléasa szabad.
(c) Jx és (elsd) Vy hatéaskore: (P(x) Vv Q(z, f(y)))
(masodik)Vy hataskore: Q(z,y)
x harmadik el6fordulésa szabad.

2.19.

(a) y els6 elsfordulasa szabad.
(b) y els6 és x masodik eléfordulasa szabad.

(c) y elss és egyetlen el6fordulasa és z harmadik
eléfordulasa szabad.
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2.20.

(a) Nincs szabad valtozo.
(b) Nincs szabad valtozo.

(c) z elss és egyetlen eldfordulasa és y mésodik
el6fordulasa szabad.

(d) x elso elsforduléasa szabad.

(e) x harmadik el6fordulasa szabad.

2.21.

(a) Vz hataskore: (P(z,y) D JyQ(z,y))
Jy hataskore: Q(z,y)
y els6 el6forduléasa szabad.

(b) 3z hataskore: R(z)
x masodik eléfordulésa szabad.

(c) Jz és Vy hataskore: (R(z) A S(x))
Vx hataskore: T'(z)
Minden valtoz6 mindegyik elGfordulasa kotott.

(d) 3z és Jy hatéaskore: (P(z,y) A R(z))
z els6 és egyetlen el6fordulasa szabad.

2.22,

J: "J6 1d6 van."

K: "Kirandulni megyiink."
E: "Esik az esg."
F

: "F4j a szél."

(a) =J
(b)y JDOK
) - J A=K
(d) Ko J
(€) ~(KA=J)
(f)y (EVF)>-J

2.23.

(a) Ha esik az ess, akkor nem strandolok vagy napozok. (Ha esik
az es6, akkor nem strandolok és nem napozok.)
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(b)
(c)
(d)

()

2.24.

—
o

)

(@)
(e)
f)

—~

2.25.

AKkkor és csak akkor maradok otthon, ha esik az esG.
Ha strandolok, akkor nem esik az esd.

Esik az es6 és otthon maradok, vagy nem esik az esG és stran-
dolok.

Ha nem maradok otthon, akkor napozok és nem esik az esd,
vagy strandolok.

x,y: élglény tipusi valtozd
M(z): "x madar"

R(z): "x tud repiilni"
S(x): "x strucc"”

=V (M(x) D R(x))
Jx(M(z) A —R(x))
Va((M(z) A=S(z) O R(x))

x,y: ember tipusu valtozo
p: Péter (konstans)

B(z): "x beteg"

F(x,y): "x bizik y-ban"

JaVy—F(x,y)
VaF(z,p)
Jo(B(z) AVy(O(y) O ~F(z,y)))

E: "Esik az esd."

<2

SZ:

SH3 Sz e Y

TO:
(a)

"Siit a Nap."

"Szivarvany van."

"Dél van."

"Varakozas nélkiil kapok reggelit."
"Elalszom."

"8 orara megérkezem."
"Unnepély lesz."

"A tanitas délben végetér."
"Osztalyfénoki ora lesz."
"A tornadra elmarad."
EANS
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(b) EANSA-DDSZ
(c) VA-ADN

(d) A>-V

(e) "AD (V A N)

(H >

(g ODTO

(h) =T A(VO)

: "A szemtant megbizhat6."

"Az irdsszakérté véleménye helytallo."

@ - =

"A btincselekményt elére megfontolt szandékkal kovették el.”
UT: "A talalt ujjlenyomatok a tettestdl szarmaznak."
UB: "A talalt ujjlenyomatok a tettes biintarsatol szarmaznak."
(i) (MAI)D(B=({UTVUB))
(G) MAIANUT DB

2.26.

(a) JA:"Jancsi eltévedt az erdében."
HA:"Jancsi hazatalalt."
JU:"Juliska eltévedt az erdGben."
J:"Jol ismerte az utat."

JAN-HA
JAN-JU
JANJT

(b) E:"Egészségtelenil taplalkozik."
K:"Keveset mozog."
S:"Sajat autdjaval megy."
H:"Hiv egy taxit."

EVEK
(SV H)A—(SAH)

(¢) S:"Holnap siit a Nap."
V:"10-kor varlak az uszodaban."
B:"Befejezziik a gyakorlatot."
M:"Mar mindenki volt a tablanal."
E:"Elmegyek moziba."

P:"Van pénzem."
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SOV
M>B
POFE

S:"Siit a Nap."
U:"Holnap kimegyek az uszodéaba."
S=U

x,y: ember tipusu valtozo
g: Gabor (konstans)
k: Kriszta (konstans)
P(x): "z pék"
P(g)
P(g) > P(k)
JzP(x)
VaP(z)
x,y: ember tipust valtozo
B(z): "z biro"
J(x): "z jogasz"
U(x): "z iigyeskeds"
): "z id6s"
E(x): "z életerss"
): "z politikus"

Va(I(z) N K(zx) D J(z))
x,y: élglény tipusi valtozd
M(x): "z madar"

S(x): "x strucc"

R(:L‘): "z tud repiilni"

Va(S(x) > M(z))

Ju(M(x) A=S(x))
Va((=5(x )AM( ) > R(x))
Va((~R(x) A M(z)) D S(z))
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2.28.

(d) z,y, z: ember tipusa valtozod

(a)
(b)

g: Gabor (konstans)
e: En (konstans)
A(z,y): "z atveri y-t"

B(z): "z becsiiletes"
P(z,y): "z-nek y az apja"
H(z): "z hasznaltaut6 kereskedds"

=

(z,y): "z-nek y baratja"

Vz(IyA(z,y) O ~B(x))

Vavy(~H(x) A P(z,y) D -A(z,y))
VaVy(A(z, g) A P(z,y) DA(z,y))

Vavy(—-(z =€) DA(xy))

VaVy(A(z,y) O 32(B(2)AA(z, 2)))
VaVy((R(z, y)AA(z,y)) D 3z(H(2) A P(z,2)))

-y

Van hasznaltauto kereskedd.

Aki hasznaltauté kereskedd, az nem tisztességes ember.
(Ha valaki hasznaltauto6 kereskedd, akkor nem tisztességes em-
ber.)

(c¢) Van olyan hasznaltauté kereskedd, aki tisztességes ember.

(d) Van olyan ember, aki ha tisztességes, akkor hasznaltauto kereskedd.

3. A kotott valtozok atjelolése; valtozdk helyettesitése
termekkel
3.1.
(a) es (d)
3.2
(a) Szabad: v els6 elfordulésa, u, x masodik el6fordulésa.
(b) Szabad: v elsé elsfordulésa, u.
(c) Szabad: u.
(d) Szabad: v elsg elsfordulasa, u.
)

Szabad: x els6 eléfordulésa, u.

Az (a) nem kongruens egyikkel sem, mert t6bb paramétert tar-
talmaz.
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

(a)
(b)

(a)
(b)

A (c) nem kongruens a tobbivel, mert csak egy szabad valtozodja
van.
(b) és (d): koteési viszonyok kiilénboznek.

(e): az egyik szabad valtozo neve kiilonbozik a (b) és (d)-ben
levé szabad valtozokétol. Nem kongruens egyikkel sem.

Nem. JzP(z,y, 2) > Yu¥o(Q(v) A Plu,v,2))

Nem megengedett helyettesités. Jeloljiik at a kotott valtozot
egy, a formulaban nem szerepld valtozora! IpP(z,p, 2)
Most végezziik el a helyettesitést: IpP(f(x,y),p, 2)

Nincs szabad el6fordulésu y, ezért ez a helyettesités megengedett,
de nem véltoztatja a kifejezést.
A helyettesités eredménye: JyP(z,y, z)

Megengedett helyettesités. Eredménye: JyP(f(x, z),y, 2)

Nem megengedett helyettesités. Jeloljiik &t a kotott valtozot
egy, a formuladban nem szerepls valtozora! FoVyP(z,y) D Q(x)
Most végezziik el a helyettesitést: FoVyP(f(x, 2),y) D Q(f(z, 2))

Megengedett helyettesités. Eredménye: YyP(f(z,z2),y) D Q(f(x, 2))

Megengedett helyettesités. Eredménye: P(f(z,y),2) D YyQ(y)

Nem megengedett helyettesités. Jeloljiik &t a kotott valtozot
egy, a formulaban nem szerepl§ valtozora! VuP (u, z)VIvR(x,v)
Most végezziik el a helyettesitést: VuP(u,y) V FoR(f(x,y),v)

nem

igen

Nem. A szabalyos helyettesités eredménye:
Va(P(z,z) D JuQ(z, u, f(2))) A R(z)

Nem. A szabélyos helyettesités eredménye:
FyP(z,y) O VuQ(u,z)
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3.8.

3.9.

3.10.

4.1.

4.2,

(a)

(c)

(a)
(b)

Nem megengedett helyettesités.
(FuVyQ(z,y) D P(x)) a kifejezés varidnsa. Itt a helyettesités
mar megengedett.

FuvyQ(f(z,2),y) D P(f(x,2))

x-nek nincs szabad el6fordulasa, ezért a helyettesitést redukal-
hatjuk: (z,ylly, )

Nem megengedett helyettesités.

(VuP(u, z) D 3zR(x,y)) a kifejezés variansa. Itt a helyettesités
méar megengedett.

YuP(u,y) D JxR(z, z)

(P(f (), y) D VuQ(f(2,y),u))

Vy(3zP(z,z,y) D V2Q(x, 2))(x,yll f(y, 2),9(y))
y-nak nincs szabad el6fordulasa, ezért a helyettesités nem val-

toztatja.

A valtozoiitkozés elkeriilése érdekében az Osszes kotott valtozot
at kell jellni.

Vu(FvP(x,v,u) D Vw@Q(x,w)) az eléz6 variansa.

Itt a helyettesités megengedett.

Vu(FoP(f(y, 2),v,u) > YwQ(f(y, 2),w))

A Vz(P(z,u) O (3vQ(v,x) D R(w,v))) formula szdméara az
(u, v, w| f(u,z),z, x) helyettesités nem megengedett.

AVy(P(y,u) D (FvQ(v,y) D R(w,v))) szamara mar megengedett,

igy a szabalyos helyettesités eredménye a
Yy(P(y, f(u,z)) D (FvQ(v,y) D R(x,x))) formula.

A nyelv szemantikaja; igazsagértékelés a mod-
ellben

Minden pozitiv valés szdmnak van valdés négyzetgyoke.

Péter minden lanyanak van férje.
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4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

(a) Hamis, mert az implikdci6 hamis, ha az elGtagja igaz és az
utétagja hamis.

egyezik.

(a) Az implikaci6 igaz, ha az el6tagja hamis, ezért a formula értéke:
1.

(b) A diszjunkcié hamis, ha mindkét tagja hamis. || AV =B ||=0
A konjunkcié hamis, ha legaldbb az egyik tagja hamis. Ezért a
formula értéke: 0.

(c) A formula értéke: 0.

(a) 1. eset: |[A|=1¢és|B| =1
2. eset: |[A|=0¢és |B|=0
Mindkét esetben a formula értéke 0.

(b) 1
(c) A formula értéke C értéketdl fiigg.

(d) 1. eset: |A| =1
2. eset: |[A|=0
Mindkét esetben a formula értéke 1.

(g) A formula értéke A értékétol fligg.

(a) Yaz(=(z =0) D "Jy(z+y =0))
(b) —~Jz(z *z = SS0)

AV B~ (Ao B)
AANB ~—-Ao—-B
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ADBNﬁ(ﬁAOB)

4.7.
4.8.
4.9.
4.10.

4.11.

5. Logikai torvények; logikai kovetkezmények
5.1.

(a) 1. Ha Ay, As,..., A, E B, akkor E Ay AAs A ... N A, D B.
Minden I interpreticidban, © értékelés esetén:
ha I |E A;,0(i =1,..n), akkor I = BO (a feltétel miatt).
| (Ax NAs A NA, D B)O |i=|| (A1 ANAA..ANA)B D
BO ||;=|| A1©O A A©O A ... A A, 0 D BO ||;=".
Ha || A1©® A A2O A ... A A,0O | ;= 0, akkor 1.
Ha || A1OANAON...NALO (1= 1, ezért || 4,0 |1=1(i =1, ..n).
Ekkor || BO ||;=1,és || A1O AN AsO A ... ANA,© D BO |;=1.
2. Ha = Aj ANAs A ... NA, D B, akkor Ay, As, ..., A, E B.
Minden I interpreticidban, © értékelés esetén:
| (A1 AAs A .. ANA, D B)O ||;=1 (a feltétel miatt).
Ezért || (Ay ANA2 A...ANA,)O D BO ||1=1.
Legyen I olyan interpretacio, © olyan értékelés, hogy I =
A;O>i=1,.n).
| A;i© |l;=1, ezért | A1©O A ... A A0 ||1= 1,
és a feltétel miatt: || A1© A ... A A,© D BO ||;= 1, ezért
| BO [[;=1.
Tehat I = BO.

5.2.
5.3.

5.4. Nem logikai torvények:
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5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

(b)

Tekintsiik az Q =< {I1},0,0, {PI} > nyelv kovetkezs inter-
pl’[w = {97 b} - -

Pr(P) =P, ahol P(a) =1 és P(b) = 0. }
Ebben az interpreticioban || 3z P(z) [|= 1, mert || P(z)3 ||[=P(a) =
1, és || VaP(z) [|= 0, mert || P(x); |=P(b) = 0.

Ezért 3zP(x) D VzP(x) ebben az interpretacioban hamis, igy
nem logikai torvény.

(Hasonl6 tulajdonsagt interpretaciora tovabbi példak:

Legyen D, = N, Pr(P) =P, ahol a P(n) jelentse azt, hogy n
paros (n € N).

| 3zP(z) ||= 1, mert P(2) = 1, és P(b) = 0, tehat a formula
nem logikai torvény.

Tekintstink most olyan M modellt, amelyben z,y embereket
jelol, a P(x) jelentése: "x fin". .

Ekkor létezik a,b, hogy P(a) = 1 és P(b) = 0, tehat a formula
nem logikai térvény.)

Tekintsiink egy olyan M modellt, amelyben x, y értékei N szamok,
a P(z,y) relacio pedig: x<y.

Ekkor M = Va3yP(z,y) (Minden szadmnal van nagyobb ter-
mészetes szam.) és

nem igaz az, hogy M | JyVaP(z,y) (Van olyan természetes
szam, amely minden szamnal nagyobb.)

Ezért a tekintett formula nem logikai torvény.

Nem igaz,hogy logikai ellentmondas: olyan interpretaciot kell
talalni, amikor igaz.

Peldaul: P(z,y) iz >y

Objektumtartomany: N

Nem.

Igen. Ha Q(a,a) hamis, akkor az implikdci6 minden esetben
igaz.
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5.9.

5.10.

12. logikai torvény:

-~ (A VvV B) = -A Vv -B
01 1 1 1 0 0 0
01 1 0 1 0 0 1
00 1 1 1 1 0 0
1 00 0 1 1 1 1

A Quine-tablazat csupa l-est tartalmaz, ezért logikai torvény.
66. logikai torvény:

= Jz(A(x) A B(z)) D dzA(x) A JxB(x).

Tetszoleges I interpretacio, © értékelés esetén vizsgalni kell a
|| 3z(A(z) A B(z)) D 3zA(z) AJzB(2))0O ||1=

—|| (3o(A(2) A B()))© > (32A(2))0 A (32B(2))© ||1=

=[l CGx(A(x)(© —z) A B(z)(© — z)) O 3x(A(z)(© — z)) A
32(B(2)(0 —2)) |l

=|| Jz(A'(z) A B'(x)) D FzA'(x) AJzB'(z) || értekét.

Ha || 3z(A'(z) A B'(2)) ||1= 0, akkor az implikaci6 értéke 1.
Ha || 3z(A'(z) A B'(z)) ||1= 1, akkor van olyan a € Dy, hogy
| (A(2) A B/ (2)2) li=I| A’ ()2 A B (@)% [l1= 1.

Ekkor || JzA'(z) ||;=1 és || FaB'(x) |;= 1, igy || JzA'(x) A
B(z) 1= 1.

Az implikacio értéke itt is 1.

- A v B C > -B A D> =C
1 01 0 0 1 1 0 1 1
1 01 0 1 1 1 0 1 0
1 01 1 0 1 0 0 1 1
1 01 1 1 0 0 0 0
0 1 0 0 O 1 1 1
0 1 0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 O 0 1 0
(mAV B)A(C D>-B)D(AD-C).

P;: Lacinak nincs kocsija.

P»: Eva csak azokat a fitkatszereti, akiknek van kocsija.
K: Tehat Eva nem szereti Lacit.

Készitsiink alkalmas logikai nyelvet.

X,y,z...: fitkat jel6lg valtozok;

K(x) jelentse, hogy x-nek van kocsija;

E(z) jelentse, hogy Eva szereti x-et;
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[ konstans, Laci.

Ezen a nyelven formalizalva az allitasokat:

P1 : _\K(l)

P, :Vz(E(x) D K(x))

K :-E()

Rogzitsiink tetszélegesen egy olyan I interpretaciét, melyben
| Prlli=1¢és | P l=1.

Ekkor || Py ||;=1 miatt || =K () ||;=1, ezért | K(I) ||;=0

|| Pz ||r= 1 miatt minden a € D-re, igy l-re is

| (E(x) D K(z))] [lr=1. || K(I) ||r= 0 miatt ez a konjunkcio
akkor igaz, ha || E(I) ||;= 0.

Azaz || =E() ||;= 1.

6. A logikai torvények néhany alkalmazasa

6.1. Formulak prenex alakja:

(a)

(c)
(d)

JaVyP(x,y) Vv IzVyQ(z, y)

valtozo tiszta alakra hozasa:

Ja2VyP(z,y) V IuvvQ(u, v)

Egyoldali kvantorkiemelésre vonatkozé (55.-62.) logikai torvények
alkalmazdsa:

58. torvény alkalmazasa: Jz3u(VyP(z,y) V VoQ(u,v))

57. torvény alkalmazésa: Jz3IuvyVo(P(z,y) V Q(u,v)).

JaVyP(z,y) D JaVyQ(z,y)

valtozo tiszta alakra hozasa:

JaxVyP(z,y) D FuvvQ(u,v)

Egyoldali kvantorkiemelésre vonatkozé (55.-62.) logikai torvények
alkalmazdsa:

Ve (VyP(z,y) D FJuvvQ(u,v))
VoIy(P(x,y) D FuvvQ(u,v))
Ve3yJu(P(x,y) D YvQ(u,v))
VeIyIuvv(P(z,y) D Qu,v))
VoIyVuIv((P(z,y) V Q(u)) D

FryFuVvIw((P(z,y) D Q(u)) D P(v,w))

~—
~—

6.2. Konjunktiv és diszjunktiv normalforma:

(a)
(b)
(c)

ANB
CV (AAB);(CVA)A(CV B)

(CD>A)D(~(BVC)DA)
implikacié eltavolitasa:
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22. torvény alkalmazasa: =(—~C'V A)V (-—=(BV C) V A)

24. torvény alkalmazasa: —(—~C'V A)V ((BV C) V A)

12. torvény alkalmazésa: (C' A —A)V ((BV C)V A)

2. torvény alkalmazasa: (CA—-A)vBVCV A

elnyelés: (AVC)vV BV C

8. torvény alkalmazéasa: AV BVC'. Ez konjunktiv és diszjunktiv
normélforma is.

(d) BV -C
(e) C

7. A természetes technika

7.1.

6. logikai torvény: F AV (BAC)=(AVB)A(AV ()
Itt a f6 logikai jel =, igy az =-bevezetés szerint elég megallapi-
tani
(1) AV(BAC)F(AVB)AN(AVO)
és
(2) (AVB)A(AVC)E AV (BACQC).
Az els6 szekvencia baloldalan diszjunkci6 all, ezért itt V-eltavolitast
kell alkalmazni. Ezek szerint (1) helyett elegendd igazolni
(3) AF(AVB)A(AVCO)
és
(4) BACF(AVB)AN(AVCC).
A (3) szekvencia helyett elegendd igazolni:
(5) AHAVB
(6) A+ AV C. Ezek a szekvencidk az A - A azonossag-
torvénybdl és a V-bevezetés szabélyabol adédnak.
A (4) szekvencia esetén alkalmazzuk a A-eltavolitas szabalyat
és helyette bizonyitjuk
(7) B,CF(AVB)A(AVCO).
A A-bevezetést alkalmazva elegendd igazolni
(8) B,C+AvVB
és
(9) B,CFAVC.
Ezeket a szekvencidkat az azonossig térvénye és a V-bevezetés
szabélya igazolja.
Ezzel bebizonyitottuk (3) és (4)-et, tehat (1)-et is.
A (2) szekvencia igazolasahoz alkalmazzuk a A-eltavolitast
(10) AVB,AVCHF AV (BAC).
Alkalmazva V-eltavolitast (10) baloldalara négyszer, az alabbi
szekvencidkhoz jutunk:
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(11) A, AF AV (BACQC),

(12) B,A+- AV (BAC),

(13) A,CF AV (BAC),

(14) B,C+F AV (BACQC).

A (11)-(13) szekvenciak teljesiilnek a V-bevezetés szabalya mi-
att, a (14) igazolasa céljabol a

B,C'F B és B,C F C szekvencidkbol A-bevezetéssel nyerjiik:
B,C+BAC,

ahonnan (14) kovetkezik V-bevezetéssel.

Ezzel befejeztiik az eredeti szekvencia bizonyitasat.

53. logikai tovény: F JzA(x) = ~Va-A(z).
Az =-bevezetés szabalya alapjan elegendd igazolni
(1) FzA(x) - Vz-A(x)
és
(2) “Vz—A(z) F Iz A(x).
Az (1) szekvencia baloldalan szerepel egzisztenciélis kvantor,
ezért alkalmazzuk a J-eltévolitast:
(3) A(z) F —Va—A(x).
A jobboldali negéci6 miatt érdemes alkalmazni —-bevezetést. A
kovetkezs feladat:
A(z),Vz—-A(z) F - ellentmondas?
A hipotézisek elemzése mutatja, hogy bel6liik mind A(z), mind
—A(x) levezethets:
(4) A(), Vo A(z) - A(w),
(5) A(z),Vo-A(x) - —A(x).
A (4) teljesiil az azonossag torvénye alapjan, (5) pedig azért
igaz, mert az A(x),Vz—-A(z) b Va—A(z) szekvenciabol kovetkezik
V-eltavolitassal. Ezzel bebizonyitottuk az (1) szekvenciat. A
(2) igazolasdban a "nem direkt" bizonyitas alabbi fogésa segit.
Alkalmazzuk (2)-re a —-eltavolitast és bizonyitsuk be, hogy
(6) “Vz—A(z) b ——3JzA(x).
A —-bevezetés segitségével probaljuk bebizonyitani, hogy
—Vz-A(z), ~IrA(z) F ellentmondaés.
Ismert, hogy ~3zA(x) ~ Vx—A(x) logikai torvény. Kozvetleniil
nem hasznalhatjuk ezt az Osszefiiggést (mivel még nem iga-
zoltuk a levezethetségét), de innen merithetiink Gtletet, hogy a
keresett ellentmondast a -Va—A(x) és Va—A(z) formulék ered-
ményezhetik. Egyrészt teljesiil:
—Va-A(z), ~JxA(z) F V- A(z) (azonossag-térvény).
Masrészt bizonyitsuk be, hogy
(7) “Vz-A(x), Iz A(z) F Ve-A(z).
A jobb oldal ténylegesen csak a —~3x A(x) hipotézisbdl kovetkezik.
A V-bevezetést alkalmazva
(8) =3Iz A(z) F -A(x).
A —-bevezetés segitségével tovabb redukaljuk a feladatot:
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7.5.

(a)

—-JzA(x), A(z) b ellentmondas?

Az elletmondéshoz tgy jutunk, hogy a hipotézisekbdl leve-
zethetS egyrészt ~Jr A(x), mésrészt A(x), de ekkor a F-bevezetés
szabéalya alapjan levezethets bel6lik JxA(x) is.

Alkalmazva az D-bevezetés szabalyat haromszor, megkapjuk az
egyszertibb bizonyitand6 szekvenciat:

AD(BD>C(),B,~CF -A.

A —-bevezetés szabalyat felhasznalva, elegendé A-t hozzécsatolni
a szekvencia feltételeihez és valamilyen ellentmondést levezetni:
AD(BD>C(),B,~C, At ellentmondas?

A hipotézisekbdl levezethets C és —-C. Mivel —C szerepel a
hipotézisek kozott, az azonossig torvénye szerint teljesiil, hogy
AD>(BD>C(C),B,~C, At —C.

A C formula levezetése céljabol alkalmazzuk t0bbszdr az azonossag
és az D-eltavolitas torvényét:
AD>D(BD>(C),B,~C,A-FAD(BD>C(C)
AD>(BD>C),B,~C,AFA

A>(BD>C(C),B,~C,A-BD>C

AD>(BD>C),B,~-C,A+ B

AD(BD>(),B,~C,AFC

Ezzel befejeztiik a feladat megoldaséat.

A levezetés direkt formajat valasztjuk, "felilrs lefelée"
alkalmazva a természetes levezetés technikaja szabdélyait.
A —-A-BFA

A, —A,-BF —-A

A,—=At —=B (—-bevezetés 1. és 2.-bdl)

A,—-At B (—-eltavolitas 3.-bol)

. A D (-A D B) (D-bevezetés kétszer).

G @D =
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(c) Helyette igazoljuk: - =—(AV —A).
Alkalmazva a —-bevezetést, mutassuk meg, hogy a ~(A Vv —A)
hipotézis ellentmondéashoz vezet, mégpedig;:
-(AV-A)F-A
és
—(AV-A)F —-A
Az elss szekvenciat visszavezetjiik (—-bevezetéssel) két szekven-
cidhoz:
—(AV-A4),AF =(AV-A)
és
-(AV-A),AF AV -A.
A felss szekvencia nyilvanvald, a méasodik a =(AV —A), A+ A
helyes szekvencidboél nyerhets V-bevezetéssel.
Hasonléan bizonyithato6 a
—(Av—-A) F == A szekvencia az alabbi szekvencidk segitségével:
—(AV-A),-AF -(AV -A),
—(AV-A),-mAF AV A
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