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1. ElsOrendii nyelvek

1.1. Definicié. Az Q) =< Srt, Cnst, Fn, Pr > komponensekbdl dllo ren-
dezett négyest elsérendi nyelvnek nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezok:

a.)

b.)

c.)

d.)

Srt eqy nem tures halmaz, elemei a nyelv tipusai. Minden © € Srt
tipushoz szimbolumok megszamldlhato rendszere tartozik, melyeket -
tipusi valtozoknak nevezink. Ezek: xT,x7%,... vagy csak egyszerien:
T1,T2, ....

Cnst az Q) nyelv konstansainak a halmaza (lehet tres halmaz is). Min-
den ¢ € Cnst konstansnak valamely m-tipushoz kell tartoznia.

Fn az Q nyelv fiigguényszimbolumainak (fiigguényjeleinek) halmaza (le-
het dires halmaz is). Minden f € Fn figgvényjelnek meg kell adni az
alakjdt. Azaz fommn 27 ahol i, o, ..., Tp, ™ € Stt tipusok ésmn > 0.
Ekkor f-t n-vdltozos figguényszimbolumnak nevezzik.

Pr nem tres halmaz, az Q nyelv predikdatumszimbdlumainak (predikd-
tumbetiinek) halmaza. Minden P € Pr predikdtumszimbolumhoz hozzd-
rendeljiik az alakjdt, azaz P m™) ahol 711,79, ..., Tn, € Stt tipusok
ésn > 0. Ekkor P-t n-vdltozos predikatumszimbolumnak nevezziik. Ha
n = 0, dgy a nullvdltozos predikdatumbetiit propoziciondlis betinek is
nevezzuk.

1.2. Definicié. (Induktiv definicid) az Q) nyelv m-tipusi termjei.
Bazis:

a.)
b.)

Az Q-nyelv minden m-tipusi vdltozdja w-tipusi term.

Az Q-nyelv minden m-tipusi konstansa m-tipusi term.

Indukcios lépés:

c.)

Ha f € Fn és az f fiigguényszimbolum alakja f™m2-mn=7) és t. pedig
mi-tipusi termek (i = 1,2, ...,n) akkor

f(ty,te, .. ty)

w-tipusu term.

Megjegyzés: Minden term a kovetkezo két alak egyikét veszi fel.

Al)

Az € nyelv konstansa vagy valtozoja.



B.) Az indukciés 1épés véges sokszori alkalmazédséval nyert termek.

1.3. Definicié. (Az Q nyelv atomi formuldi) Ha a P € Pr predikdtumbeti
alakja P™m2m) és t; pedig m;-tipusi termek (i = 1,2,...,n) akkor

P(ty,ta, ..., 1)

kifejezést atomi formuldnak nevezzik.
Specidlisan, ha P propoziciondlis beti, ugy atom: formula.

Az © nyelv szimbdélumai:
Logikai 6sszekotojelek:

jele neve jelentése
A konjunkcié ,,6s8”
\% diszjunkcié ,,vagy”
- negacio ,,nem igaz, hogy ...”
D implikécié ,,ha ..., akkor ...”
Kvantorok:
jele neve jelentése
v univerzalis kvantor ,,minden”
= egzisztencialis kvantor ,Jétezik”

1.4. Definicié. (Induktiv definicic) az Q nyelv formuldsi.
Bazis:

a.) Minden atomi formula az Q nyelv formuldja.
Indukcios lépés:
b.) Ha A és B az ) nyelv formuldja, akkor
(AANB), (AVB), (ADB), -A
is az  nyelv formuldja.
c.) Ha A formula és x tetszéleges valtozo az ) nyelvben, akkor a

VA, dzA

kifejezések szintén formuldk.



Megjegyzés: Minden formula a kovetkezo két alak egyikét veszi fel.
A.) Az Q nyelv atomi formuldja.

B.) Az indukciés 1épés véges sokszori alkalmazasaval nyert formuldk.

Példa: Nem formuldk:
((AANB)VC) D
(AD B)A3x
AdzB(x)
JA
ANBVC

1.5. Definicio. A termek és a formuldk az Q) nyelv kifejezései.

Az A formula minden olyan részét, amely maga is formula az A formula
részformuldjdnak nevezzik.

At term minden olyan részét, amely maga is term a t term résztermgé-
nek nevezzik.

Példa: Vx(A(x) N —3yB(y)) részformulai:
A(x), B(y), yB(y), ~FyB(y), (Alz) A—IyB(y)), Ye(A(x) A —IyB(y))
Mas jelsorozatok nem részformulak.

1.6. Definicié. (szemantikai definicio) Eqy A formuldban szerepld logikai
szimbdlumok szamdat logikai 6sszetettségnek nevezzik és I(A)-val jelolyik.
Minden atomi formula logikai osszetettsége 0.

1.7. Definicié. (szemantikai definicio) Eqyt termben szerepld fiigguényszim-
bolumok szamat a t term funkciondlis 6sszetettségnek nevezzik és I(t)-
vel jelolyik. Minden konstans, vdltozo funkciondlis osszetettsége 0.

Megjegyzés: A logikai Osszetettség, s a funkciondlis Osszetettség fogalma
induktiv definiciéval is megadhaté. (Lasd eléadés.)



Megallapodasok roviditésekrol:

a.) Kiilsé zardjelek elhagyhatoak.

b.) Hasznaljuk az ekvivalencia jelet:

(A=B):=(AD>B)AN(BDA)

c.) a logikai jelek prioritdsa névekvé sorrendben:

A A
= D =
V 3

d.) A pont hasznélat konvenciéja: jobbrdl allé pont jeloli a zaréjelen beliili
leggyengébb logikai jelet.

Példa:

a.)
P> (QVR=-RD-P)

roviditett formula jelentése:

(P2 ((QVER)=(=R>~-P))

b.)
P>(QVRD.—RD-P)

roviditett formula jelentése:

(P> ((QVR)>(=R>-P)))

c.)
(PODQD.R)VPDQ

roviditett formula jelentése:

Megjegyzés: A logikai Osszetettség, s a funkcionalis Osszetettség fogal-
ma induktiv definiciéval is megadhaté. (Lasd el6adaés.)

((P2Q)DR)VP)DQ)

Példa: logikai nyelvekre



a.) nulladrendii logikai nyelv (a kijelentés logika nyelve)
Q=<0,0,0,Pr >

és minden p € Pr predikdtumbetii propozicionélis betii. (Tehat, nin-
csenek tipusok, konstansok és fiiggvényszimbélumok.)

Példa: Flsérendii logikai nyelvre
a.) A Geom nyelv:

Srt := {pt,et, st},
a pt tipushoz tartozo valtozok: A, B, C, ...
az et tipushoz tartozé valtozok: a, b, c, ...,
az st tipushoz tartozo valtozok: o, (8, ~, ...,
Cnst := () (konstans nincs),
Fn := () (fiiggvényszimbdlum nincs),
Fn = {Prtrt) Qtet) Rpts)

b.) Az Ar nyelv:
Srt = {szt},
az szt tipushoz tartozé véltozok: x, y, z, ...
Cnst := {0} (konstans a 0),

Fn = {f(szt—)szt)7 g(szt,szt—mzt)’ h(szt,szt—)szt)}

Fn = {p(szt,szt)}'

Y

Megjegyzés: A példakban még csak szimbdélumaink vannak, a szimbdélumokat
majd jelentéssel fogjuk feltolteni (lasd a 2. fejezetet).

1.8. Definicié. A Vz A, Iz A formuldkban a Vx, Iz jelsorozatot kvantoros
elétagnak, az x vdltozot a kvantoros elétag vdaltozéjdnak, az A formuldt
a kvantoros elétag hatdskorének nevezzik.

1.9. Definicid. (szemantikai definicid) Azt mondjuk, hogy egy vdltozd egy
formulaban kotott eléforduldsu, ha szerepel eqy rajta hato kvantor hatds-
korében. Egy vdltozo valamely eldforduldsdt egqy formuldban szabadnak ne-
vezzik, ha nem kotott.

Eqgy vdltozé a formula paramétere (szabad vdltozdja), ha van legaldbb egy
szabad eléforduldsa.

Jelolés: Fu(A) az A formula szabad vdltozdinak halmaza.
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Megjegyzés: A valtozo kotott és szabad el6forduldsa fogalom induktiv de-
finiciéval is megadhaté. (Lésd el6adés.)

Példa: A Vx(P(z) V Q(y)) formulaban a Vaz kvantoros el6tag hataskore a
(P(x) vV Q(y)) részformula, igy x eléforduldsa kotott lesz, mig y el6fordulasa
szabad lesz.

1.10. Definicié. Az Q nyelv szabad vdltozot tartalmazo formuldit nyitott
formuldknak, szabad vdltozot nem tartalmazo formuldit zdart formuldk-
nak, mondatoknak nevezzik.

1.11. Definicié. Ha egy formuldban eqy vdltozo kotott, akkor dt lehet jelolns,
ha az dtjelolés utan egyetlen részformula szabad vdltozoja sem valik kototté.
llyenkor szabdlyosan végrehajtott kotott valtozo datjelolésrdl beszélink.

Ha az A és az A" formuldk csak szabdlyosan végrehajtott kiotiott vdltozo
atjelolésben kilonboznek eqymastol, akkor kongruens formuldknak ne-

vezziik Sket, ill. azt is mondjuk, hogy A az A’ varidnsa.
Jelblés: A~ A'.

Példa: A Vx(P(z)V Q(y)) formula kotott valtozé atjelolései:

a.) Yy(P(y)VQ(y)) nem szabdlyosan végrehajtott kotott valtozd atjeldlés,
(y véaltozo szabad volt, s kotott lett.)

b.) Vz(P(z2) V Q(y)) szabalyosan végrehajtott kotott valtozd atjelolés. (y
véltoz6 szabad maradt.)

1.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy formula vdltozo-tiszta, ha benne
a kvantorok kilonbozo vdltozokat kotnek meqg és a kotott valtozok kilonboznek
a szabad valtozoktol.

1.13. Definicié. A formadlis helyettesitést megadhatjuk tabldizattal

L Tr1 T2 ... Tp
@'_(tl ty .ty )
ahol a felsésorban vdltozok, az alsé sorban termek szerepelnek. A © helyet-
tesités sordn az x; valtozoba helyettesitjik a t; termet.

A © helyettesités értelmezési tartomdanya: Dom © := {xy, T9, ..., Tp},
a © helyettesités érték készlete: Rng © := {t1,ta, ..., t,}.

Megjegyzés: A formalis helyettesitést induktiv definiciéval adjuk meg (ldsd

el6adés).
Fontos, hogy csak szabad valtozdba helyettesithetiink.
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1.14. Definicié. A © helyettesités megengedett a K kifejezés szamara, ha
a helyettesités utan a helyettesitett termek egyetlen szabad vdltozoja sem vdlik
kototté.

Ha az A formula esetén eqy helyettesités nem megengedett, akkor az A
formula valamely A’ variansdaval megengedetté tehetd. Ekkor szabdlyos he-
lyettesitésrdl beszélink. Jelolés: [AO].



2. A nyelv szemantikaja

2.1. Definicio. Adott eqy ) elsérendi; nyelv. Az Q nyelv hordozdja egy
olyan D fuggvény, amely minden m € Srt tipushoz hozzdrendel eqy nem tires
D, halmazt, melyet a 7 tipus objektum tartomdnydnak nevezink. (D,
nem mds mint a w-tipusu vdltozok lehetséges értékeinek a halmaza, azaz a
tipusu ,,objektumok” halmaza.)

2.2. Definicié. Az Q elsdrendii nyelv I interpretdcidja (modellje) az
I :=< D,Cnst, Fn,Pr > négyes, amely teljesiti a kovetkezoket:

a.) D:m— Dy, tehdt a nyelv hordozdja D minden w tipushoz hozzdrendeli
az objektum tartomanydt D,-t.

b.) Cnst : ¢ — ¢, azaz minden ¢ € Cnst m-tipusu konstansnak megfeleltet
eqy ¢ € D, m-tipusu objektumot.

c.) .7A-£n f e f, azaz minden [ € Fn fugguényszimbolumnak eqy konkrét
f fiigguényt feleltet meq. Azaz, ha az f alakja f0m2Tn27) gjgy

f:Ds XDy, X ... x Dy — Dy
alaku konkrét fugguény.

d.) Pr . P R ﬁ, azaz minden P € Pr predikditumszimbolumnak egy
konkrét P predikdtumot feleltet meg. Azaz, ha az P alakja P(™m2m)

ugy )
P:D; xDyy x...x D, —{0,1}

alaku konkrét figguény. Ha P propoziciondlis beti, akkor P vagy 0
vagy 1.

Megjegyzés: A nyelv modellje vagy interpretacidja a nyelv szimbodlumait
(jeleit) valddi tartalommal (jelentéssel) tolti fel.
A 0, 1 szimbélumokat logikai értékeknek nevezziik, hasznaljuk még a
hamis, igaz elnevezésekez is.
Példa:
a.) A Geom nyelv modellje (a szimbélumokat jelentéssel toltjik fel):

a nyelv hordozéjanak D-nek a megadasa:

D, := a tér pontjainak halmaza,

D.; := a tér egyeneseinek halmaza,

D, := a tér sikjainak halmaza.



Cnst, Fn nincs, mert Cnst = Fn = ) volt.

Pr megadasa:

P(A,B) := (A = B) azaz az A pont egyenl$ a B ponttal,
Q(A,e) == (A € e) azaz az A pont az e egyenesen van,

A

R(A,a) := (A € a) azaz az A pont az « sikon van.

b.) A Ar nyelv N modellje:
a nyelv hordozdjanak D-nek a megadasa:
D,.: := N a természetes szamok halmaza,
Cnst megadasa:

0 € N a nulla természetes szdm, melyet egyszeriien csak O-val is szok-
tunk jelolni (a 0 szimbdélumhoz gyermekkorunkban hozzarendelték a
nulla szémot).

Fn megadasa:

f(x) :== Sz azaz az x rakovetkezje ¢ + 17 (de ez csak idézdjelben,
mert 1 sincs csak S0 ),

g(a,y) =z +y,

hz,y) =y

Pr megadésa:

P(z,y) := (xr = y) azaz az x természetes szam egyenld az y természetes
szammal.

Megjegyzés: Az Ar nyelvnek mas modellje is van példaul a Dy,; = Z( vagy
R)-t is frhattunk volna.

2.3. Definicié. Cnst(D) = Cnst|J (UresrDx) segitségével ij nyelv adhatd
meg, ez
Q(D) :=< Srt, Cnst(D), Fn, Pr>.

Megjegyzés: Az Q(D) az Q-tdl, csak 1j konstansok jelenlétében kiilonbozik.
Példaul az Ar nyelvben most mér leirhatjuk azt, hogy 2, eddig csak azt
irhattuk le, hogy SSO0.

2.4. Definicié. (Induktiv definicid) az Q) nyelv értékelt termgjei. Legyen
adott az Q nyelv egy I interpretdcidja, a t term I-beli értékét jelélje |t|;. Ha
at tipusa 7, gy |t|; a D, objektum tartomdny egy objektuma.

Bazis:
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a.) Ha ¢ € Cnst, idgy |c|r := ¢.
b.) Ha a € Dy, igy |a|; = a.
Indukcios lépés:

c.) Ha a term alakja f(t1,ts,...,t,) ahol a ty,ts, ..., t,, mdr értékelt termek,
altlr, |talr, .o |tnlr értékekkel, gy

(st st = ([l 2l s [Eal ).
Megjeqyzés: Valtozot tartalmazo termet nem lehet értékelni.

2.5. Definicié. (Induktiv definicid) az Q) nyelv értékelt formuldi. Le-
gyen adott az 2 nyelv eqy I interpretacicja. Ha az A az I-ben értékelt formula
és A igaz az I interpretdcioban, akkor ezt I |= A-val jeléljiik.

Bazis:

a.) Ha az A formula atomi formula, azaz P(ti,ts,...,t,) alakid, ahol a
t1,ta, ..., t, mar értékelt termek, a |t1|1, |t2|1, ..., |tn|r értékekkel, gy

I'=A  pontosan akkor, ha  P(|t|1, ta1, ... [talr) = 1.

Indukcios lépés:

b.)
I =(ANB) pontosan akkor, ha I = A ésI = B,

c.)
I'=(AV B) pontosan akkor, ha I = A vagy I | B,

d.)
I'=(ADB) pontosan akkor, ha I = A akkor I |= B,

e.)
I'=-A pontosan akkor, ha nem igaz, hogy I = A,

)

I EVYzA  pontosan akkor, ha minden a € D, esetén I = A ( Z > ,

9.)

I'E=3zA  pontosan akkor, ha van olyan a € D,, hogy I = A ( z > )

11



Az A formulat I-ben hamis formuldnak nevezzik, ha I = —A.

2.6. Definicié. Logikai 6sszekoto jelek értelmezése.

a.) Az (A A B) formula pontosan akkor igaz, ha az A és a B formula
eqyszere 1gaz.

b.) Az (AV B) formula pontosan akkor igaz, ha az A és a B formuldk koziil
legalabb az eqyik 1gaz.

c.) Az (A D B) formula pontosan akkor hamis, ha az A igaz és a B hamis
formula.

d.) = A formula pontosan akkor igaz, ha az A hamis formula.

Quine-féle tablazatban:

A|B|(AANB)|(AVvB)|(ADB)|-A
1|1 1 1 1 0
110 0 1 0 0
01 0 1 1 1
0]0 0 0 1 1

Megjeqyzés: Ekvivalencia pontosan akkor igaz, ha a két tag igazsagértéke
megegyezik.
Tovabbi logikai miiveletek:

Sem-sem miivelet: (A||B) := (mA A —B),

Scheffer-miivelet: (A|B) := =(A A B).
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3. Logikai torvények

3.1. Definicié. Az nyelv Q egy A formuldja logikai torvény vagy azonosan
19az formula, vagy tautologia, ha A igaz az ) nyelv minden interpretdcidjdaban,
manden értékelés esetén.

Jelolés: = A.

Az A formula logikailag ellentmonddsos, vagy kontradikcio, ha minden
interpretdcioban, minden értékelés esetén hamis.

Az A formula kielégithetd, ha van olyan I modell és abban olyan értékelés,
amelynél A igaz.

Az A és B formuldk logikailag ekvivalensek, ha az (A = B) formula logikai
torvény.

Jelolés: A ~ B.

3.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az Q nyelv A formuldja az Ay, As, ..., Ay
Q-beli formuldk Boole-kombindcioja, ha az A formula az Ay, As, ..., Ay for-
mulakbol épul fel a N, V, D, — logikai jelek segitségével, kvantorok alkal-
mazasa nélkil (azonban Ay, As, ..., Ar-ban szerepelhetnek kvantorok).

Példa: VxA(x)V JyB(y) formula Boole-kombinacié, melynek komponensei:
VeA(x), JyB(y).

Megjegyzés: A komponensek logikai értéke egyértelmiien meghatérozza a
Boole-kombinacié logikai értékét, ezt a formula Quine-féle tablazatabdl is le
lehet olvasni. Az Ay, Ao, ..., A; formuldk alatt kifrjuk a 0 és 1 6sszes lehetséges
kombindcidjat, ez 2% sor. Ez utdn sorra elvégezziik a logikai miiveleteket.

3.3. Definicio. Az olyan Boole-kombindciot, amelyben tartozo Quine-féle
tablazatban a féoszlop csupa egyesekbdl dll propoziciondlis tautologidnak ne-
vezzuk.

3.1. Lemma. Ha egy Boole-kombindcio propoziciondlis tautoldgia, akkor lo-
gikai torvény.

Példa: Készitse el az A = (BV C D .C D —A) formula értéktablazatat!
Dontstik el, hogy kontradikcid-e, kielégitheto-e, logikai torvény-e!
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A formula kielégithetd és nem logikai torvény.

Logikai torvények:

Asszociativités:

1.) AN(BANC)~(AANB)NC,

2) AvV(Bv(C)~(AVB)VC.
Kommutativitas:

3.) (AANB) ~ (BANA),

4.) (AV B) ~ (BVA).
Disztributivitas:

5) AN(BVC)~(AANB)V(ANC),

6.) AV(BAC)~(AVB)AN(AVC).
Idempotencia:

7) ANA~ A,

8) AVA~ A
Eliminécié:

9.) AN(AV B) ~ A,

10.) AV(AAB)~ A.

De Morgan torvények:

14

AlB|C|(A = (B v C) > (C > =A4)
111 0 1 0 0 0
17110 1 1 1 1 0
1/0]1 0 1 0 0 0
100 1 0 1 1 0
0111 0 1 1 1 1
010 0 1 1 11
0olo|1 0 1 1 11
000 0 0 1 11

5.) 1) 1) 3) 2.)



11.) =(AV B) ~ =A A B,
12.) =(AAB) ~—-AV -B.

Az implikacié tagadasa:

13.) =(AD B) ~ AN-B.
Ellentmondas az implikaciéban:
14) AD-A~ A,

15.) "AD A~ A,

16.) E (A =-A).

Logikai jelek kozotti osszefiiggések:

22.) AVB~-ADB.
Kontrapozicié torvénye:

23.) AD B~-BD>-A.
Kétszeres tagadas torvénye:

24.) =—A~ A

Elotagok felcserélése implikaciéban:
25.) AD(BDC)~BD>(ADCQC).
Implikacié konjunktiv elotaggal:

26.) (ANB)DC~AD(BDC(O).
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Jelolés:
Legyen C tetszoOleges zart formula.
T:=(CVv-C) ,szabvéany igaz”,
1 :=(CA-C) ,szabvany hamis”.
Kiszamitasi torvények:

27) AVT ~ T,
28.) AV L ~ A
29.) ANT ~ A,
30.) ANL~ 1,
32.) AD L ~—A,
33.) TDODA~A,

34

)
)
)
)
31 ADT ~T,
)
)
) LDA~T.

Azonossag torvénye:

35.) EADA.

Bévités elotaggal:

36.) EAD(BDA).

Az implikacié ondisztributivitasa:

37) AD(BDOC)~(ADB)D(ADCO).
Esetelemzés (implikécié diszjunktiv el6taggal):
38.) (AVB)DC~(ADC)AN(BDC().
Tranzitivitas:

399 E(ADB)A(BDC)D(AD(O).
Reduktio ad absurdum:

40.) E((AD B)A(AD-B)) D -A.

Negacio az implikacios el6tagban:
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41.) EAD (A D B).

A kizart harmadik torvénye:

42.) = AV -A.

Az ellentmondas torvénye:

43.) | (A N-A).

Pierce-torvény:

4) =E((A>DB)DA) DA

Fiktiv kvantorok torvénye (z nem paraméter az A-ban):
45.) VoA ~ A,

46.) JzA ~ A.

Jelolés: A tovabbiakban A(x), A(x,y) azt jeloli, hogy az z ill. y felléphet
A-beli szabad valtozéként, de nem feltétlentil az.

Egynemi kvantorok cseréje:

47.) VaVyA(z,y) ~ VyVz Az, y),
48.) JadyA(z,y) ~ JydzA(x,y).
Kvantor-csere implikacioban:

49.) = VzA(z) D JrA(x),

50.) | JyVzA(z,y) D VeIyA(z,y).
De Morgan-féle kvantoros torvények:
51.) —VzA(z) ~ Jz—-A(z),

52.) =3z A(z) ~ Va-A(z).

Kvantor kifejezése méasik kvantorral:
53.) Yz A(z) ~ —Jz-A(z),

54.) JzA(z) ~ =Va-A(z).

Kvantorok egyoldali kiemelése (itt = nem szabad véltozé A-ban):
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55.) (A AVaB(z)) ~ V(A A B(z)),
56.) (AV VaB(x)) ~ Ya(AV B(z)),
57.) (AAJzB(x)) ~ 3z(A A B()),
(x)) ~ Jz(AV B(z)),

)

)

(Vx A(
(FzA(
65.) (VoA(

63.)
G4.)
)
66.)

Jz(A(z) A
Kongruens formuldk ekvivalencidja:

67.) Ha A~ B akkor A ~ B.

Helyettesitéskor fellépé kvantorok:

%)#WADA(f),

%J#A(f)D%A

Kvantor-hatéskor atjelolés (x, y azonos tipusi véltozd, y nem szabad véltozé

A-ban):
x
WJWANWA(y)

71.) JzA ~ FyA ( ;j )

Kvantor-redukci6 (z,y azonos tipusu valtozd):
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72.) |= VaVyA O VzA < g >

73.) k= JzA ( g ) > Iy A.

Helyettesités ekvivalens formulakban:

74.) HaAwB,akkorA(f)wB(x>.

t

Megjeqyzés:

a.) VeA(z) O JrA(z) formula Boole-kombindcié, komponensei VrA(z),

drA(x). Ertéktablazata:

VrA(z) | JzA(z) | Ve A(x) D Iz A(x)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

A Boole-kombindcié nem propoziciondlis tautolégia (ldsd 2. sor az
értéktablazatban), pedig logikai torvény. Az értéktablazat nem veszi
figyelembe a formula finom szerkezetét (jelentését).

Nevezetesen |VxA(x)|; = 1 és |z A(x)|; = 0 egyszerre nem &llhat fenn.

Ha kvantort tartalmazé formula féoszlopaban csupa 1 all, akkor pro-
poziciondlis tautolégia, tehat logikai torvény. Ha a f6oszlop 0-t is tar-
talmaz, akkor nem tudunk nyilatkozni, a formula lehet logikai torvény
és nem logikai torvény is.

Sokkal egyszeriibb egy formularél megmutatni, hogy nem logikai torvény.
Elég megadni egy I interpretaciot és egy értékelést, amikor a formula
hamis lesz.

Példa: Mutassuk meg, hogy a 3z A(z) A JxB(z) D Jx(A(x) A B(x)) formula
nem logikai torvény (hasznaljuk a c.) megjegyzést)!

Megadunk egy I interpretaciot, amelyben a formula hamis lesz.

I megadasa: Ar nyelv N interpretacio.

A(x) := (5950|z), tehat x paros szam, B(x) := =(550|z), tehat z paratlan

Szam.
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Ekkor |zA(z)|; = 1, |FzB(x)|; = 1 és |3x(A(z) A B(x))|r = 0, igy
|3z A(x) A JzB(x) D Jx(A(z) A B(x))|r = 0.

Példa: Mutassuk meg, hogy a JzA(z) A JxB(x) D Jz(A(x) A B(x)) formula
kielégithet6 formula!

Megadunk egy olyan I interpretaciot és benne olyan értékelést, amelyben
a formula igaz lesz.

I megadésa: Ar nyelv N interpretacio.

A(x) := (8550]z), tehat = oszthat6 3-al, B(z) := (550|x), tehdt = oszt-
haté 2-vel.

Ekkor |3z A(z)|; = 1 (hiszen a 3, 6, 9, ... oszthaté 3-al), [JxB(x)|; = 1
(hiszen a 2, 4, 6, ... oszthaté 2-vel) és |z (A(z)AB(x))|r = 1, (a 6 olyan szam,
amely oszthato 3-al és 2-vel) igy |z A(z) ATz B(z) D Jx(A(x)AB(z))|; = 1.
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4. Logikai torvények alkalmazasai

4.1. Definicié. Egy atomi formulat vagy a negdltjdt literdlnak nevezzik.
Legyenek Ly, Lo, ..., L, literdlok (n > 1). Az Ly A Ly A ... A\ L, alaku
formulakat elemi konjunkcionak, az L1V LoV ...V L, alakid formuldkat elems
diszjunkcionak nevezzik.
Legyenek K, Ko, ..., K., elemi konjunkciok (ahol m > 1), ekkor a K; V
Ky V...V K, alaku formuldkat diszjunktiv normdlformdnak (d.n.f.) nevezziik.
Legyenek Dy, D, ..., D,, elemi diszjunkcick (ahol m > 1), ekkor a Dy A
Dy A ...\ Dy, alaku formuldkat konjunktiv normdlformdnak (k.n.f.) nevezziik.

Megjegyzés: Egy literdl is elemi konjunkcié és elemi diszjunkcié (vélasszunk
a definiciéban n = 1-t), de kn.f. és d.n.f. is (vdlasszunk a definiciéban
n=m = 1-t).

Egy elemi konjunkci6 is d.n.f és egy elemi diszjunkcié is k.n.f. (valasszunk
a definiciéban m = 1-t).

4.1. Lemma. Az ) nyelv minden kvantormentes formuldja konjunktiv nor-
madlformdra ill. diszjunktiv normdlformdra hozhato, azaz logikailag ekvivalens
valamely konjunktiv normdlformdval ill. diszjunktiv normdalformdval.

Bizonyitas: Megadunk egy algoritmust, amellyel mindig megkapjuk a d.n.f.
illetve a k.n.f. alakot.

1.) A logikai torvények segitségével kicseréljiik az implikdciét és az ekviva-
lenciat az A, V, - jelekre.

2.) A de Morgan és a kétszeres tagadds torvényeket tobbszor egymads utén
alkalmazva elérjiik, hogy a negaciok csak a komponensekre vonatkoz-
zanak.

3.) A disztributivitds torvényeket hasznélva elérjiik azt, hogy a konjunk-
ciok és a diszjunkciok a megfelel6 sorrendben kovessék egymast.

4.) Egyszertsitiink. (Hasznéljuk az idempotencia, az eliminacio és a kisza-
mitédsi torvényeket. )
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Példa: Hozzuk d.n.f. illetve k.n.f. alakra az (A D (BA—C)) D C formulat!

(AD(BA-C))DC) ~ “(AD(BA-C)) (kicseréljiik az D-t)
~ ((BA=C)V—=A)  (kicseréljitk az D-t)

( (BA-C) A —|—|A) (de Morgan torv.)
V ((=BV-==C)A—-=A) (de Morgan torv.)

~ CV((-BVC)NA) (kétszeres tagadds torv.)
V(=BANA)V(CANA) (disztributivitas)
V(=BAA) (elimindcid) d.n.f. alak

~ (C’ V =B) A (CV A) (disztributivitas) k.n.f.

4.2. Definicié. Az Q nyelv eqy Qrx1Q2x2...Qnx, A alaki formuldjat , ahol
Q1,Q2, ..., Q, kvantorok (n > 0) és A kvantormentes formula, prenez for-
muldanak nevezzik.

Specidalisan a kvantormentes formula is prenex formula (ldsd n = 0).

4.1. Tétel. Minden A formula prenex alakra hozhato, azaz van olyan prenex
formula, amellyel A logikailag ekvivalens.

Bizonyitds: Algoritmust adunk meg, amellyel mindig prenex alakot kapunk.

1.) A formulat valtozé-tiszta alakra hozzuk.

2.) A kvantoros de Morgan torvényeket és a kvantorok egyoldali kiemelése
torvényeket tobbszor egymas utan alkalmazva prenex formulat kapunk.

Megjegyzés: A kvantorok kiemelésének sorrendje valtoztathato, igy a prenex
alak kvantoros el6tagja (prefixum) fiigg az atalakitds médjatol.

Példa: Hozza prenex alakra a =32VyP(z,y) D JaVyQ(x,y) formulat! Al-
kalmazzuk az algoritmust, figyeljiink a hianyzé zaréjelekre!

—JAaxVyP(z,y) D JaVyQ(z,y) ~ (—FzVyP(x,y) D I2VwQ(z,w))
~ (Vzdy—P(z,y) D I2VwQ(z,w))
~ FNw(VxIy—P(z,y) D Q(z,w))
~  FYwIVy(—P(x,y) D Q(z,w)).

El6bb hidnyzo zardjelek, majd valtozo-tiszta alak, majd kvantoros de Morgan
torvények (52, 51 sorrendben), majd kvantorok egyoldali kiemelése (60, 59,
61, 62 sorrendben).
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5. Logikai kovetkezmény

5.1. Definicié. Jeldlje I' az Q2 nyelv véges sok formuldjanak a halmazat, A
pedig az ) nyelv eqy formuldjat. Azt mondjuk, hogy A logikai kévetkezménye
(szemantikai kévetkezménye) a T'-beli formuldknak (jelolés: T' = A), ha az )
nyelv minden I interpretdcidja, valamint az A és a I'-beli formuldk minden
olyan értékelése esetén, amikor az I'-beli formuldk mindegyike igaz I-ben,
akkor az A is igaz I-ben. Ha a I' a By, Bo, ..., B,, formuldkbdl dll, gy ezeket
premisszdknak (feltételeknek), az A-t konklizionak (zdrotételnek) nevezziik.

Jelolések: T' = A,

By, Bs, ..., B, | A,

By, By, ..., B,
A )
B,
By
B,
A

Ezeket a formdciokat kovetkeztetési sémaknak is nevezzik.

5.1. Tétel. Egy A formula pontosan akkor logikai kovetkezménye a By, Bo,
ooty By formuldknak, ha a (By, Bs, ..., By) D A formula logikai torvény.
Jelekkel: T' |= A akkor és csakis akkor, ha |= (B, Ba, ..., By) D A.

Példa: Az—-AVB,C D =B formulaknak logikai kovetkezménye-e az A D —~C'
formula?

A|B|C|-AVB|CD>-B|AD-C
1111 1 0

11110 1 1 1
17011 0 1

1101]0 0 1

0|11 1 0

0/1(0 1 1 1
001 1 1 1
0]0/0 1 1 1

Az aldhuzott sorokban a premisszak egyszerre igazak, a konklizié is igaz.
Tehat logikai kovetkezmény:.

Megjegyzés: A definicioval egyenértékii megfogalmazas: helyes a kovetkez-
tetés, ha nincs olyan modell és benne olyan értékelés, amelynél a premisszak
mind igazak a konkluzié pedig hamis.
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Példa: Az AD (B D C),~DV—-A, B formuldknak logikai kovetkezménye-e
a D D C formula?

Ertéktablazattal 16 sort kellene irnunk, igy most a megjegyzésiinkkel fog-
juk megoldani:

Tegyiik fel a megjegyzés ellenkez6jét, azaz van olyan I modell és ben-
ne olyan értékelés, amikor a premisszak (Py, P, P3) egyszerre igazak és a
konklizié (K') hamis. Ezt az értékelést keressiik.

Tehat |P1|[ = |P2|[ == |P3|] =1és |K|[ = 0.

Vegyiik 0 = |K|; = |D D C|;-t, ez csak ugy lehet, ha |C|; = 0és |D|; = 1.

Vegyiik 1 = |Ps|;-t, amibél |B|; = 1 adédik, majd tekintsik 1 = |P|; =
|=D V = A|;-t, amibdl azonnal adddik, hogy |—A|; = 1, azaz |A|; = 0.

Most tekintsiik a 1 = |Py|; = |A D (B D C)|;-t, ami teljestl.

Megtalaltuk a keresett értékelést. Ez |A|; = 0, |B|y = 1, |C|; = 0 és
|D|; = 1. Ezen értékelésnél |Py|; = |Py|; = |Ps|r = 1 és |K|; = 0, igy nem
logikai kovetkezménye a premisszaknak a zarotétel.

Nevezetes kovetkeztetési sémédk:

Modus ponens:

PD>Q
r
Q
Indirekt kovetkeztetési sémék:
-P>Q P>Q
P -P
Q) Q
P P
P>Q P> =@
Q- Q
-P -P
Kontrapozicio:
P>Q
-Q D P
Lancszabdaly:
P>o>Q
@DOR
P>OR
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Diszjunktiv szillogizmus:
PvQ
-P
Q
Bizonyitds: Csak kettét latunk be a tobbi hasonléan megy.
El6szor lancszabdly. A tételiinket fogjuk hasznélni.
(P D> Q)A(Q D R)) D (P D R) logikai torvény (ldsd 39.). Tehdt a
tételiink miatt logikai kovetkezmény.
Maésodszor a diszjunktiv szillogizmust bizonyitjuk be. Ismét a tételiinket
szeretnénk hasznélni, megmutatjuk, hogy a (P V @) A =P) D @ formula
logikai torvény, igy logikai kovetkezmény lesz. Hozzuk k.n.f. alakra!

(PVQ)AN-P)DQ ~ (PA=P)V(QA-P))DQ (disztributivités)
~ (LV(QA-P))DQ (def. szabvdny hamis)

(QAN—-P)D>Q (kiszdmitési torvények)

~ =(QAN-P)VvQ (impl. kifejezése diszjunkciéval)

~ (mQV P)VQ (de Morgan torvények)

~ =QVPVvQ (knfésdnf., asszociativités)

~ =QVQVP (kommutativités)

~ TVP (def. szabvény igaz)

~ T (kiszdmitasi torvények).

~Y
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6. Predikatumkalkulus

Bevezetés: A szintaktikailag felépitett logikai rendszereket logikai kalkulu-
soknak is nevezzik, azaz logikai kalkulus nem mas mint olyan formalis rend-
szer, formdlis eljards (szabdlyok gytlijteménye) melyek segitségével logikai
torvényeket kapunk. Egy logikai kalkulus kiinduld aziomakbol és levezetési
szabalyokbol &ll.

6.1. Definicié. Rdgzitsiink eqy ) elsorendi nyelvet, a predikdtumkalkulus
axiomazi a kovetkezok:

1.) A>(BDA)
2)(AD(BDC)D((ADB)D(ADC(C))
3.) AD(BD(ANADB))

4) (ANB)D A

5.) (ANB) D B

6.) (ADC)D(B>C)D(AVvBDOC(C))
7) AD(AVDB)

8.) B> (AV B)

9.) (ADB) D ((AD-B)D>-A)

10.) ——AD A

11.) VA D [A ( ‘: )} , x vdltozo t vele azonos tipusi term,
) >

12.) Vz(C D A(x (C DVxA(x)), ahol x nem paraméter a C-ben,

13.) [A < f )] D dzA, x vdltozo t vele azonos tipusi term,

14.) Yx(A(z) D C) D (FzA(z) D C), ahol x nem paraméter a C-ben.
Megjeqyzés:

1.) A predikdtumkalkulus minden axiéméja logikai torvény.

2.) {A ( i )] helyett szoktunk egyszertien csak A(t)-t irni.
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A Predikatumkalkulus levezetési szabalyai: A, B tetszOleges formula,
x tetszoleges valtozod.

Modus ponens szabdly:
A ADB
B

Altaldnositas szabalya:

A
Vr A

Megjegyzés:  Barmely logikai torvény megkaphato, ,,levezetheté” az 1-14
axiomakbodl a megadott levezetési szabalyokkal. Mit jelent az, hogy levezet-
het6?

6.2. Definicié. Legyen I' az € nyelvbeli formuldk tetszoleges véges halma-
za (lehet treshalmaz is), azaz T' = {Ay, ..., A}, B pedig egy formula. Azt
mondjuk, hogy a I formulahalmazbol a B formula levezetheté a pre-
dikdtumkalkulusban, ha megadhatd egy Dy, ..., D,, formulasorozat (m >
1), ahol D,, = B és a Dy, ..., D,,_1 sorozat tagjai

a.) vagy a predikdtumkalkulus aziomds,
b.) vagy I'-beli formuldk, azaz hipotézisek (nyilt premisszdk),

c.) vagy a megeldz6 tagokbol adddnak a levezetési szabdlyok alkalmazdsdval.
Fontos, hogy ha a VxC' formuldt a C' formuldbol nyerjik az altaldnositas
szabdlydval, akkor teljesilnie kell a struktira feltételnek (struktira fel-
tétel: x mem lehet szabad vdltozo eqyik olyan hipotézisben sem, azaz
[-beli formuldban sem, amely megelézi a C' tekintett eléforduldsdt. ).

Jelolés: T'+ B.

6.3. Definicié. Legyen B az ) nyelv eqy formuldja. A B-t a predikdtum-
kalkulus levezetheté formuldjdnak nevezziik, ha van hipotézis mentes
levezetése, azaz levezethetd a T’ = () halmazbdl.

Jelolés: + B.

6.4. Definicié. A I' = A alakzatot szekvencidnak nevezzik. AT F A
szekvencia megalapozdsa alatt olyan levezetés megkonstrudldsdt értyik,
amelyben A also formula és minden hipotézis I'-beli.
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6.1. Tétel (Dedukcié tétel). Legyen I' egy tetszéleges véges formula hal-
maz, A, B formuldk.

I', A+ B pontosan akkor, ha ' - A D B.

6.5. Definicié. Ha 't A, akkorT' |= A is teljesil, akkor azt mondjuk, hogy
a kalkulus helyes a szemantikus rendszerre nézve.

HaT = A, akkor T'F A is teljesil, akkor azt mondjuk, hogy a kalkulus
teljes a szemantikus rendszerre nézve.

Ha mind a ketto teljesil, akkor adekvdtnak nevezziik.

6.2. Tétel. A predikatumkalkulus helyes.
6.3. Tétel (Godel-féle teljességi tétel). A predikdtumkalkulus teljes.
6.1. Kovetkezmény. I' - A pontosan akkor, ha ' = A.
6.2. Kovetkezmény. + A pontosan akkor, ha = A.
A természetes levezetés technikaja:

Megjegyzés: Olyan szabalyok rendszere, amelyek megkonnyitik a levezetéseket.
A szabdlyok két tipusba sorolhatdk, strukturalis és logikai szabélyok.

Strukturalis szabdlyok: I', A formulahalmaz, A, B, C' formuldk.

1.) Az azonossag torvénye:
NAFA

2.) A bovités szabélya:
I'-A

T.BF A
3.) A permutélds szabalya:

I B,C,AF A
T.C,B,AF A

4.) A redukci6 szabdlya:
I B.BAFA

T.B,AF A

5.) A vagas szabélya:
I'F A; AAF B

TAFB
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Megjegyzés: Az 1-5 szabdlyok a levezetés megengedd szabdlyai. Ez azt
jelenti, hogy ha adva van a vonal feletti szekvencia levezetése, akkor meg-
konstrualhaté a vonal alatti szekvencia levezetése is, azaz a fenti szabalyokat
mar igazolta helyettiink valaki a dedukcié-tétel és a levezetési szabalyok

segitségével.
Logikai szabalyok:
Bevezetés szabdlyai
Implikacio:
IAFB
'-ADB
Konjunkcio:

I'+4; TFB
T'FAAB

Diszjunkcio:
r-A '-B
I'-AvB TFHAVB

Negacio:

IAFB; T,AF-B

Eltavolitas szabélyai

I'~4, TFAOB

'F-A
Univerzalis kvantor:

['F A(y)
' VYyA(y)

Egzisztencialis kvantor:

x
rm(t)
I'FdzA

Megjeqyzés:

I'-B

I A BFC
T,ANBFC

VARG, I'BEC
IAvBEC

TH-—A
THA

I'FVzA

[LA(y) - C
', 3yA(y) - C

1. Az univerzalis kvantor bevezetésénél y nem szabad valtozé I'-ban, az
egzisztencialis kvantor eltavolitasanal y nem szabad valtozo I'-ban és

C-ben.



2. A felsorolt szabdlyok megalapozasa nem bonyolult, az axiémék és a
levezetési szabalyok segitségével konnyen igazolhatdak.

3. Minden logikai 0sszekotdjelhez és kvantorhoz két szabaly kapcsolodik,
a bevezetés és az eltavolitas szabalya. A bevezetés szabalya arra vo-
natkozik, hogy hogyan bizonyithatéak az adott logikai szimbdélumokat
tartalmazd formulak. Az eltavolitas szabalya arra vonatkozik, hogy ho-
gyan lehet az ilyen szimbdélumokat tartalmazé formuldkat mas formulak
bizonyitasara hasznalni.
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7. Gentzen-kalkulus

7.1. Definicié. Legyenek I' = {Ay,..., A} és A = {By,..., B} formula
halmazok (n,m >0). Ekkor a

formulat sequentnek nevezzik.
Jelolés: Ay, ..., A, — Bi, ..., B, roviden I' — A.

Legyenek I" és A formuldk halmaza (lehet tires halmaz is), A és B formulék,
x,1y azonos tipusu valtozok, t az x-el azonos tipusi term.
A Gentzen-kalkulus axiémasémai:

AT 5 A A

1L, I'—=A

A Gentzen-kalkulus levezetési szabalyai:

(A=) A BT — A (= A) ' = A A; - AB
(ANB),I' - A I' - A (AAB)
v =) AT = A; B,I'— A (= V) r—-AAB
(AVB),I' - A I'- A, (AV B)
(5=) I' - A A, B,I' - A (55) AT - A B
(ADB), ' - A I' - A/ (ADB)
(= =) r—-AA (= ) AT — A
B —AT = A VTS A-A
A<f),‘v’xA,F—>A F—>A,A<;§>
(V=) VAT = A V) TS5 Avea
A(‘;),P—m F%A,A(f),ﬂx/l
3 3
G=) —ZATSaA (=3 EYNETY

Megjegyzés: (— V) és a (3 —) szabalyndl y nem szabad valtozé T'-ban és

A-ban.

7.2. Definicié. Egy sequentet a Gentzen-kalkulusban levezethetdonek

nevezink, ha



a.) vagy azioma,

b.) vagy van olyan levezetési szabdly, amelyben a vonal alatti sequent, és a
vonal feletti sequent (sequentek) levezethetd (levezethetdek).

7.1. Tétel. A Gentzen-kalkulus helyes és teljes.

Példa: Mutassuk meg, hogy a (A D B) A (A D =B) D —A formula logikai
torvény! Belatjuk, hogy a Gentzen-kalkulus levezethetd sequentje.

A, B — A ax.séma B — —A,B ax.séma
(=) (= =)
A, (A D -B) — A ax.séma bi.) B — —AA bii.)B,~B — —A
(=) (5=)

a.)(AD-B)—»-A A b.) B,(AD>-B)—-A

(5—=)

(ADB),(AD-B)— -4
(A=)
(ADB)AN(AD-B)) - A
(=2)

— ((ADB)AN(AD-B)) DA
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8. Formalis axiomatikus elméletek

8.1. Definicié. Formadlis axiomatikus elmélet alatt olyan T :=< 0, X >
pdrt értunk, ahol Q) eqy matematikai logikai nyelv és X az Q-beli zdrt formuldk
halmaza. Az X-beli formuldkat a T elmélet nem logikar axiomdinak ne-
vezziik. (X lehet dres halmaz is.)

8.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az Q) nyelv eqy A formuldja levezet-
heté a T elméletben (A formula a T elmélet tétele, jele T = A) ha meg-
adhato I' C X nem logikai aziomdk véges rendszere gy, hogy a I' = A
szekvencia igaz a predikdtumkalkulusban.

8.3. Definicié. Az Q nyelv egy I interpretdcidja (modellje) a T =< Q, X >
elmélet modellje, ha minden nem logikai axioma teljesil I-ben, azaz min-
den A € X formula esetén I = A.

8.1. Tétel. Ha I a T elmélet egy interpreticidja és T+ B akkor I |= B is
teljesiil.

8.4. Definicié. A T =< Q, X > formdlis ariomatikus elmélet ellentmon-
ddsos, ha létezik az Q) nyelvben olyan A zdrt formula, hogy T H A ésT = —A
egyszerre teljestl. Ellenkezo esetben a T elméletet ellentmonddstalannak
nevezzuk.

Megjegyzés: Ellentmonddasos elméletben minden allitds (és az ellenkezdje is)
levezethet6. Tegytik fel, hogy A az a zart formula, amely az ellentmondast
okozza, azaz T = A és T F —A. C legyen egy tetszbleges zart formula
(C helyett =C-t is vehetiink), az implikacié eltdvolitasanak szabdlyat (lasd
modus ponens is) kétszer alkalmazva megmutatjuk, hogy T F C is teljestil.

FAD(—ADCQC) ismert logikai torvény (41. szamu).
THFAD(-ADC) bévités szabalya.
Majd az implikacio eltavolitasanak szabdlyat alkalmazzuk kétszer.

THAD(RADCQ)
THA
T"(—IADC)

és
THF-ADC
TF-A

THC
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8.2. Tétel (Godel-tétele). Minden elsérendi; matematikai logikai nyelvet
hasznalo ellentmonddstalan elméletnek van modellje.

Megjegyzés: Ellentmondasos elméletnek nincs modellje.

8.5. Definicié. A T =< Q, X > formadlis axiomatikus elméletet teljesnek
nevezzik, ha az Q) nyelv minden A zdrt formuldja esetén T+ A vagy T F - A
teljesiil.

Példa: (Formélis axiomatikus elméletre) Az Ar elemi aritmetikai elmélet.
Nyelve (§2) az Ar nyelv.
Nem logikai axiomak (X): (A formuldk elé minden szabad valtozé szerint
univerzalis kvantort frunk.)
Az egyenlOség axiomai:

l)zrz==x (minden szdm egyenl énmagaval)
2) ((z=y)AN(x=2)D(y=2=2) (tranzitivitas)
Peano-féle axiomak:

3.) Sx #0 (a 0 egyetlen egy természetes szdmnak sem a rakovet-
kezéje)

4.) (Sz=5y) = (z=y)
5.) A(0) AVx(A(x) D A(Sx)) D VrA(x) (a teljes indukcid elve)
Az Osszeadds és a szorzas axiomai:
6.) x+0=uz
7) z+ Sy=S(x+y)
8) z-0=0
9)z-Sx=x-y+z
Megjegyzés:

1. Az Ar nyelv modellje a természetes szamok halmaza (a miiveletekkel),
ez egyben az Ar elemi aritmetikai elméletnek is modellje.

2. Az Ar elemi aritmetikai elmélet nem teljes.

Példa: (Tovabbi példak formalis axiomatikus elméletre)

1. M™ naiv halmazelmélet.

2. Zermelo-Fraenkel-féle axiomatikus halmazelmélet (ZF illetve a
ZFC).
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9. Naiv halmazelmélet nyelve (M™)

Az MT™ nyelvben egyetlen tipus van, ez a halmaz tipus. Halmaz tipusu
valtozok: z,v, z, ...

9.1. Definicib. (szintaktikai definicié) Az M™ nyelv termgjei és formuldi.
Bazis:

a.) Minden vdltozo term.
Indukcios lépés:
b.) Hat,r termek, akkor (t € r) kifejezés formula.
c.) Ha ¢, formuldk, akkor (o A1), (o V), (p D), e is formula.
d.) Ha x vdltozo és ¢ formula, akkor Yxyp,xp is formula.

e.) Ha x vdltozd és ¢ formula, akkor a {x|p} kifejezés term (absztrakcid
term).

Megjegyzés:

1. M™ nem elsérend(i nyelv, mert a formulédkat termek definidldsdra hasz-
naljuk (lasd e.)), ezt els6rendii nyelvben nem lehet megtenni.

2. {z]p} term kiolvasdsa: az ,0sszes olyan z-k halmaza, amelyre a ¢
teljestil.”

3. {z|p} termben az x kotott valtozd, tehat a {z| } szimbdélum kvan-

torként viselkedik.

Jelolések:

Nem logikai axiémék (X):

A.) Meghatarozottsdgi axiéma:



B.) Absztrakcié axiéma: ¢ tetszdleges formula M T-ban

(z € {yle(w)}) = ¢(2)

Megjegyzés: Az M™ elméletben levezethetd formuldkat a naiv halmazelmélet
torvényeinek (tételeinek) nevezziik.

Jelolés: Mt H A, A
Fogalmak:

1.) Nem rendezett par fogalma:
{z.yy = {2 z=2) v (z=y)}

9.1. Lemma. .(u€ {z,y})=(u=2)V (u=y)
x € {x,y}
ye{r,y}
Az, y} = {y, ¢}
o,y ={wv}) =((z=uw) Ay =)V ((z=0) Ay =u))

2.) Az egyelemii halmaz fogalma:
{r} = {zlz =z}

9.2. Lemma. .(u € {z}) = (u = 2)
x € {x}
{zy ={y}h) =(r =y
{z}h = {u,0}) = (e =w) A (2 =0))

3.) Az tires halmaz fogalma:
9.3. Lemma. .Vz(z & 0)
0+ {0}
Nu(d C u)
4.) Két halmaz metszete, uniéja, kiillonbsége:
rNy=Az|(z€x)AN(z€y)}
rUy=A{z|(z€ex)V(z€y)}

w\y = {zl(z € x) A (2 € y)}
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9.4. Lemma. wezNy=(ucx)A(u€y)
wezUy=(uex)V(u€ey)
wer\y=(uex)A(udy)

5.) A korlatozott kvantor fogalma:
(Vx € y)p(x) = Ve((z € y) D ¢(z)) minden y-beli z-re a ¢(x) teljestl.

(3zx € y)p(x) = Jz((z € y)Ap(z))  van olyan y-beli x elem, amelyre
() teljesiil.

9.5. Lemma. .~(Vz € y)p(z) = (3z € y)—p(x)
3z € y)p(r) = (Vo € y)—p(r)

6.) Az univerzalis halmaz fogalma:
U= {z|lz =z}
9.6. Lemma. .Vz(z € U)
7.) Az dltalanos komplementer fogalma:
T=U\z
9.7. Lemma. .(2 €7) = (z € x)

x U
. N

<
sl s

N
U

< <

<

8.) A hatvényhalmaz fogalma:

Pr = {z|]z Cz}

9.8. Lemma. .(u € Pz) = (u C z)
0 e Px

9.) Kijeloléssel definidlt halmaz fogalma:
{z e ylp(z)} = {z](z € y) A p(z)}

9.9. Lemma. .u € {z € ylp(x)} = (u € y) A p(u)
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10.) Russell-féle halmaz fogalma:

R = {z|(z & )}
Alaptulajdonséaga:
UWER=u&u
u = R-t helyettesitve:
RER=REZR

Ellentmondasra jutottunk, ezt az ellentmondast Russell-féle paradoxonnak
(antinémidnak) is nevezik.
Megjegyzés:

1.) Az M naiv halmazelmélet ellentmonddsos, igy benne barmely formula
levezethetd.

2.) Az M naiv halmazelmélet ellentmondasos, igy nincs modellje.

3.) A Russell-féle paradoxon féoka az, hogy ilyen R halmaz nem létezik,
mégis tudtuk definialni.
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