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1. Kijelentéslogika, itéletkalkulus

1.1. Definicié. Azokat a kijelenté mondatokat, amelyekrdl egyértelmiien el
lehet donteni, hogy igazak-e vagy hamisak, kijelentéseknek nevezziik. Az
igaz, hamis értékeket logikai értékeknek nevezzik és 1, (i)-el vagy 0, (h)-val
jeloljiik. A legegyszeribb (tovabb nem bonthatd) kijelentéseket atomi kije-
lentéseknek nevezziik. Az atomi kijelentésekbdl osszetett kijelentéseket
készithetink az értékelési alapelv figyelembe vételével. A kijelentéseket kije-
lentésvaltozokkal jelolyiik. Ezek A, B,C'.... Az A kijelentés logikai értékét
| Al|-val jeloljiik. Ezek szerint |A] =1 vagy |A| = 0.

A kovetkezo elveket kell figyelembe venni:

ellentmodastalansag elve: egy kijelentés nem lehet egyszerre igaz is és
hamis is.

a harmadik kizarasanak elve: egy kijelentés vagy igaz vagy hamis, har-
madik lehet6ség nincs.

értékelési alapelv: az atomi kijelentésekbél (komponensekbél) 6sszetett ki-
jelentéseket készitiink a logikai miiveletek segitségével, csak azokat a
miiveleteket tekintjiik logikai miiveleteknek, amelyeknél a komponen-
sek logikai értékei az Osszetett kijelentés logikai értékét egyértelmiien
meghatarozzak.

Példa: A kovetkez6 mondatok koziil melyik kijelentés?
A jelenlegi francia kirdly Magyarorszagra érkezett tegnap.
2-2=4.
A zebra csikos allat.
Ez a mondat hamis.
Milyen szinti a kabatod?
Az 5 primszam.

Logikai 0sszekotojelek:

Neve Jele Jelentése

negacio - ,,Nem igaz, hogy ...”
konjunkcié A by oo €87
diszjunkcié Vv by . ..vagy ...”7
implikacio D ,, Ha ... akkor ...”



1.2. Definici6é (Logikai 6sszekotSjelek értelmezése). Az (A A B) for-
mula pontosan akkor igaz, ha az A és a B egyszerre igaz.

Az (AV B) formula pontosan akkor igaz, ha az A és B koziil legaldbb az
eqyik igaz.

A A formula pontosan akkor igaz, ha az A formula hamis.

Az (A D B) formula pontosan akkor hamis, ha az A elétag igaz és a B
utotag hamis egyszerre.

Ez megadhato Quine-féle tablazatban is

A|B|(AANB)|(AVB)|(ADB)|—-A|-B
111 1 1 1 0 0
110 0 1 0 0 1
01 0 1 1 110
0]0 0 0 1 1 1

Megjegyzés: A koznyelvben kétféle vagy van a megengedo vagy és a kizard
vagy. A diszjunkcié a megengedd vagy.

1.3. Definicié (Induktiv definicid). Kijelentésvdltozokbol, logikai dssze-
kotojelekbol és zarajelparokbol allo jelsorozatokat kigelentéslogikatr formu-
lanak nevezzik, ha a kovetkezd szabalyok szerint kapjuk meg.
Bazis:
a.) Ha A kijelentésvdltozo, akkor A a kijelentéslogika formuldja.

Indukcios lépés:

b.) Ha A és B a kijelentéslogika formuldja, akkor (AN B); (AV B); (A D
B); =A; =B is kijelentéslogikai formuldk.

Mas jelsorozatok nem formuldk a kijelentéslogikdaban.

Megjegyzés: A kijelentéslogika minden formulaja vagy
a) kijelentésvaltozo
vagy
b) az indukcids 1épés véges sokszori alkalmazasaval nyert formula.
Példa: A kovetkezd jelsorozatok kijelentéslogikai formulak-e?
—(—A) (nem, mert negéacié nem rak maga koré zardjeleket),
(AB) (nem, logikai OsszekotGjel hidnyzik az A és a B kozott),
AvB>C (nem, zaréjelparok hidnyoznak),
((ANB) D C) (nem, nincs ilyen logikai dsszekotéjel ,,07),
(ANB) D (nem, implikdcié utdétagja hidnyzik),
AD B) (nem, a zardjel parja hidnyzik),
(AD>C)n(BV-0O)) (igen, felépithetd az induktiv definicioval).



Tovabbi logikai osszekotdjelek:

Neve Jele Jelentése
ekvivalencia = ,,. .. pontosan akkor, ha ...”
sem-sem mivelet I ,, Sem ..., sem ...”
Scheffer-miivelet | ,,Nem igaz, hogy ...és ...”
Alternécié (kizéré vagy) > sy o..vagy ...
Azaz
(A=B)=((ADB)A(BDA)),
(A]|B) = (AN =B),
(A|B) = —~(A A B),
(A@ B) = ((AAN—-B)V (=AAB)).

Quine-féle tablazatban

A|B|(A=B)|(AlB) | (AB) | (A B)
111 1 0 0 0
110 0 0 1 1
0]1 0 0 1 1
0110 1 1 1 0

Megallapodasok roviditésekrol:

Kiils6 zarojelek elhagyhatéak.

Ekvivalencia, sem-sem miivelet, Scheffer-miivelet és alternacié hasznalata.

Logikai 0sszekotojelek prioritasa: a prioritas nd a kovetkezo sorrendben

= D AN~
V

A ponthasznélat konvenciéja: Azonos prioritas esetén a jobbrol allo
pont jeloli a zaréjelen beliili leggyengébb logikai dsszekotéjelet. (Mi ezt
csak az implikacié esetén fogjuk hasznélni.)

Példa: Tekintstik 4t a korabbi példankat! Van-e a megadott példak kozott
olyan, amely a roviditéseket figyelembe véve kijelentéslogikai formula lesz?
Igen, a AV B D C kifejezés formula lesz.
Jelentése:

(AVB)> Q).



Példa:

a.)
P> (QVR=-RD-P)

roviditett formula jelentése:

(P2 ((QVR)=(=R>=-P))

b.)
P>(QVRD.-RD-P)

roviditett formula jelentése:

(P> ((QVR)>(=RD-P)))

c.)
(PODQD>.R)VPDQ

roviditett formula jelentése:

((P2>2Q)DR)VP)DQ)

e p e,

jelentésvaltozok logikai értékének megaddsat értyik.

Megjegyzés: Az interpretacié megadasakor kivalasztunk a formula értéktab-

lazatabol egy sort.



2. A kijelentéslogika torvényei

2.1. Definicio. A kijelentéslogika eqy A formuldja logikai torvény vagy azo-
nosan igaz formula, vagy tautolégia, ha A igaz minden interpretdcioban.

Jelolés: = A.

Az A formula logikailag ellentmonddsos, vagy kontradikcio, ha minden
interpretdcioban hamis.

Az A formula kielégithetd, ha van olyan interpretdcio amelynél A igaz.

Az A és B formuldk logikailag ekvivalensek, ha az (A = B) formula logikai
torvény.

Jelolés: A ~ B.

Példa: Készitse el az A = (BV C D .C D —A) formula értéktablazatat!
Dontstik el, hogy kontradikcid-e, kielégithet6-e, logikai torvény-e!

A|B|Cl(A = (B v O) > (C > =A)
111 0 1 0 0 0
17110 1 1 1 1 0
1/0/1 0 1 0 0 0
1/0]o0 1 0 1 10
O]1)1 0 1 1 1 1
0O/ 1|0 0 1 1 1 1
0l0]1 0 1 1 11
0100 0 0 1 11

5.) 1) 4) 3) 2)

A formula értéktablédzatanak a féoszlopa az 5.) oszlop. Ez alapjan mondhat-
juk, hogy a formula kielégithet6, nem kontradikcié és nem logikai torvény.

Logikai torvények:

Asszociativitas:
1.) AN(BANC)~(AANB)NC,
2) AV(Bv(C)~(AVB)VvC.
Kommutativitas:
3.) (ANB)~ (BAA),
4.) (AV B)~ (BVA).

Disztributivitas:



5) AN(BVC)~(AANB)V(ANC),
6.) AV(BAC)~(AVB)AN(AVCO).
Idempotencia:
7) ANA~ A,
8) AVA~ A
Eliminécié:
9.) AN(AV B) ~ A,
10.) AV (AAB) ~ A.
De Morgan torvények:
11.) =(AV B) ~ =A A =B,
12.) =(AANB) ~—-AV -B.
Az implikacié tagadasa:
13.) =-(AD> B)~AN-B.
Ellentmondés az implikaciéban:
14) AD A~ A,
15.) " ADA~A
16.) | —(A=-A).
Logikai jelek kozotti Osszefiiggések:
17.) ANB ~—(=AV -B),
18.) AV B ~—(=AA-B),
20.) AD B~ BV-A,

)
)
19.) ADB~ —\(A VAN —\B),
)
21.)

AABNﬁ(AD—'B),
22) AVB~-ADB

Kontrapozicié torvénye:



23.) ADB~-BD>-A.
Kétszeres tagadas torvénye:

24.) =—A~ A

Elotagok felcserélése implikacioban:
25.) AD(BDC)~BD>(ADCQ).
Implikacié konjunktiv elétaggal:
26.) (ANB)DC~AD(BDC(O).

Jelolés:
Legyen C' egy tetszoleges kijelentés valtozo.
T:=(CVv-=C) ,szabvany igaz”,
1:=(CAN=C) ,szabvany hamis”.
Kiszamitasi torvények:
27) AVT ~ T,
28.) AV L~ A,
29.) ANT ~ A,
30.) ANL~ 1,

32.

AD 1L ~-A
33) TDO A~ A,
34.) LODA~T.

)
)
)
)
31) ADT ~ T,
)
)
)

Azonossag torvénye:

35.) EADA.

Bovités elotaggal:

36.) EAD(BDA).

Az implikacié ondisztributivitasa:

37) AD(BD>C)~(ADB)D(ADC().
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Esetelemzés (implikécié diszjunktiv el6taggal):
38) (AVB)DC~(ADC)AN(BDCO).
Tranzitivitas:

399 E(ADB)A(BDC)D(AD(O).
Reductio ad absurdum:

40.) E((ADB)AN(AD-B)) D —A.
Negacio az implikacios elétagban:

41.) EAD (A D B).

A kizart harmadik torvénye:

42.) E AV -A.

Az ellentmondas torvénye:

43.) E (AN -A).

Pierce-térvény:

4) =E((A>DB)DA) DA
Megjegyzés: A kijelentéslogikai torvényeket értéktablazattal bizonyithatjuk.

Példa: Bizonyitsuk be a 40. Reduktio ad absurdum logikai torvényt!

A/B|(ADB) N (AD =B ))D> —-A
171 1 0 0 0 1 0
110 0 0 1 1 1 0
0]1 1 1 1 0 1 1
010 1 1 1 1 1 1

Megjegyzés: A kijelentéslogikai torvények ismeretében tovabbi megallapodéasokat
tesziink a roviditésekrol.

- Az asszociativitas miatt tobbtagi konjunkcio, diszjunkcio leirhaté zarojelek
nélkil.

- Az idempotencia torvény miatt beszélhetiink egytagu konjunkciordl,
diszjunkciérol.

Megjeqyzés: Az assziciativitds torvény miatt a konjunkcié és diszjunkcid
esetében nincs értelme a ponthasznélat konvenciéjanak. Az implikdcié nem
asszociativ miivelet, ezért alkalmazzuk ré a ponthasznalat konvenciojat.



3. Logikai torvények alkalmazasa 1: diszjunktiv
normalforma és konjunktiv normalforma.

3.1. Definicié. Egy kijelentésvdltozot vagy a negdltjat literdlnak nevezzik.
Legyenek Ly, Lo, ..., L, literdlok (n > 1). Az (L1 A Ly A ... A Ly,) alaki
formuldkat elemi konjunkcionak, az (L1V LV ...V Ly,) alaki formuldkat elemi
diszjunkcionak nevezzik.
Legyenek Ky, Ko, ..., K,, elemi konjunkcick (ahol m > 1), ekkor a (K; V
KoV ..V Ky,) alaki formuldkat diszjunktiv normdlformdnak (d.n.f.) nevezziik.
Legyenek Dy, Ds, ..., D, elemi diszjunkcick (ahol m > 1), ekkor a (D1 A
DyA...\Dy,) alaki formuldkat konjunktiv normdlformdnak (k.n.f.) nevezziik.

Megjegyzés: Egy literal elemi konjunkci6 és elemi diszjunkci6 is (valasszunk
a definiciéban n = 1-t), de k.n.f. és d.n.f. is (valasszunk a definiciéban
n =m = 1-t) egyszerre.

Egy elemi konjunkci6 d.n.f is (és k.n.f. is) és egy elemi diszjunkcié k.n.f.
is (és d.n.f. is) (vélasszunk a definiciéban m = 1-t (n = 1-t)).

3.1. Lemma. A kijelentéslogika minden formuldja konjunktiv normdlformdra
ill.  diszjunktiv normdlformdra hozhato, azaz logikailag ekvivalens valamely
kongunktiv normdlformduval ill. diszjunktiv normdalformduval.

Bizonyitds: Megadunk egy algoritmust, amellyel mindig megkapjuk a d.n.f.
illetve a k.n.f. alakot.

0.) A hidnyz6 zaréjeleket kirakjuk.

1.) A logikai torvények segitségével kicseréljiik az implikaciot és az ekviva-
lenciat az A, V, - jelekre.

2.) A de Morgan és a kétszeres tagadds torvényeket tobbszor egymads utén
alkalmazva elérjiik, hogy a negaciok csak a komponensekre vonatkoz-
zanak.

3.) A disztributivitds torvényeket haszndlva elérjiik azt, hogy a konjunk-
ciok és a diszjunkciok a megfelel6 sorrendben kovessék egymast.

4.) Egyszertsitiink. (Hasznéljuk az idempotencia, az eliminécio és a kisza-
mitési torvényeket. )
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Példa: Hozzuk d.n.f. illetve k.n.f. alakra az (A D (BA—C)) D C formulat!

~

(AD(BA-C))DC) ~ CV-(AD(BA-C)) (kicseréljiik az D-t)
CV-((BA-C)V—-A)  (kicseréljik az D-t)
~ CV(=(BAN-C)AN—-=A) (de Morgan torv.)
~ CV((-BV-=C)AN—-=A) (de Morgan torv.)
~ CV((-BVC)NA) (kétszeres tagadas torv.)
CV(=BANA)V(CANA) (disztributivitds) d.n.f.
CV (-BANA) (elimindcid) d.n.f. alak

~ (CV=B)A(CVA) (disztributivitas) k.n.f.

11



4. Logikai kovetkezmény

4.1. Definicié. Jelolje I' a kijelentéslogika véges sok formuldjinak a hal-
mazdt, A pedig a kijelentéslogika eqy formuldjdat. Azt mondjuk, hogy A logikai
kovetkezménye (szemantikai kovetkezménye) a U'-beli formuldknak (jelolés:
[' = A), ha az A és a T'-beli formuldk minden olyan interpretdcidja esetén,
amikor az I'-beli formuldk mindegyike igaz, akkor az A is igaz lesz. Ha a T’
a By, Bs, ..., B, formuldkbdl dll, igy ezeket premissziknak (feltételeknek), az
A-t konklizionak (zdrotételnek) nevezziik.

Jelolések: T' = A,

By, Bs, ..., B, | A,

By, By, ..., B,
A )
B,
By
B,
A

Ezeket a formdciokat kovetkeztetési sémaknak is nevezzik.

4.1. Tétel. Egy A formula pontosan akkor logikai kovetkezménye a By, Bo,
<ty By formuldknak, ha a (By A By A ... A By,) D A formula logikai torvény.

Jelekkel: By, By, ..., B, = A akkor és csakis akkor, ha |= (By A By A ... A
B,) D A.

Példa: Az -AV B,C D —B formulaknak logikai kovetkezménye-e a kovet-
kezo formula?

a.) AD-C

b.) Av-C

A feladatot értéktablazattal oldjuk meg. Az értéktablazatban mindkét
konkluziét feltiintetjiik.

A/ B|C|-AvB|CD>-B|AD-C|AvV-C
1111 1 0

110 1 1 1 1
1101 0 1

17010 0 1

O0]1]1 1 0

0110 1 1 1 1
01011 1 1 1 0
0100 1 1 1 1

—
[\




a.) Az aldhtizott sorokban a premisszak egyszerre igazak, a konklizié is
igaz. Tehat A D —C logikai kovetkezmény.

b.) A 7. sorban a premisszak egyszerre igazak, a konklizié pedig hamis.
Tehat AV —C nem logikai kévetkezmény.

Megjegyzés: A definicioval egyenértékii megfogalmazas: helyes a kovetkez-
tetés, ha nincs olyan interpretacié, amelynél a premisszdk mind igazak a
konkluzié pedig hamis.

Példa: Az AD (B D C),~DV —-A, B formuldknak logikai kovetkezménye-e
a D D C formula?

Ertéktablazattal 16 sort kellene irnunk, igy most a megjegyzésiink figye-
lembevételével fogjuk megoldani:

Tegyiik fel a megjegyzés ellenkezojét, azaz van olyan interpretacio, amikor
a P, P, és P53 premisszak egyszerre igazak és a K konklizié hamis.

Ezt az interpretaciét keressiik.

Tehét |P| = |Po| = |Ps] =1 és |K| = 0.

Vegyiik 0 = |K| = |D D C|-t, ez csak ugy lehet, ha |C| =0 és |D| = 1.

Vegyiik 1 = |Ps]-t, amib6l |B| = 1 adddik, majd tekintsiik 1 = |P| =
|=D Vv —A|-t, amib6l azonnal adédik, hogy |- A| =1 (hiszen |-D| = 0), azaz
|A| = 0.

Most tekintsikk a 1 = |Pi| = |A D (B D C)|-t, ami teljesiil (az |A| = 0,
|B| =1 és |C] = 0 logikai értékeket ismerjiik).

Megtaldltuk a keresett interpretaciét. Ez |A| = 0, |B] = 1, |C| = 0 és
|D| = 1. Ezen interpretaciéndl |P| = |P| = |Ps| = 1 és |K| = 0, igy nem
logikai kovetkezménye a premisszaknak a zarotétel.
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Nevezetes kovetkeztetési sémak:

Modus ponens:

Po>Q
£
Q
Indirekt kovetkeztetési sémak:
-PD>Q PD>Q
=P D -Q P> -Q
P -P
Q. Q
P P
PDoQ P> -Q
Q. Q
-P -P
Kontrapozicio:
PD>Q
-Q D -P
Lancszabdly:
Po>Q
QDR
PDOR
Diszjunktiv szillogizmus:
PVvQ
-P
Q

Bizonyitds: Csak néhanyat latunk be, a tobbi hasonléan megy.

El6szor az indirekt kovetkeztetési sémak koziil latjuk be a masodikat. A
tételiinket fogjuk hasznalni.

(P2 Q)N (P D=Q)) D P formula logikai torvény, (1dsd 40. Reductio
ad absurdum). Tehét a tételiink miatt logikai kévetkezmény.

Maésodszor a kontrapoziciot mutatjuk meg. A tételiinket fogjuk hasznalni.
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Megmutatjuk, hogy a (P D @) D (=@ D —P) formula logikai térvény.
Tehat a tételiink miatt logikai kévetkezmény.

(P2>Q) D

~Y

Y

~Y

(7Q > ~P) ~

“(PDQ)V(-Q D -P) (impl. kifejezése diszjunkcidval)
—(=PVQ)V (=QV-P) (impl. kifejezése diszjunkciéval)
(=P A=Q)V (-—=Q V —P) (de Morgan térvények)
(PA=Q)V(QV-P) (kettds tagadas)
(PA=Q)VQV-P (asszociativitds, d.n.f.)
(PVQV-P)A(-QVQV-P)) (diszstributivitas, k.n.f.)
(TVQ)AN(TV=P)) (def. szabvény igaz)

TAT (kiszamitasi torvények)

T (kiszadmitdsi torvények).

(Lasd még 23. Kontrapozicié torvénye).
Harmadszor a lancszabdlyt mutatjuk meg. Szintén a tételiinket fogjuk

hasznalni.

(PD>Q)AN(Q D R)) D (P D R) logikai torvény (lasd 39. Tranzitivitas).
Tehat a tételiink miatt logikai kdvetkezmény:.

Utoljara a diszjunktiv szillogizmust bizonyitjuk be. Ismét a tételiinket
szeretnénk haszndlni. Megmutatjuk, hogy a ((P V Q) A =P) D @ formula
logikai torvény, igy a tételtink miatt logikai kovetkezmény lesz. Hozzuk k.n.f.

alakral

(PVQ)A=P)DQ ~

(PA-P)V(QAN—-P)) D@ (disztributivitas)

~ (LV(QA-P))DQ (def. szabvany hamis)
(QN-P)D>Q (kiszdmitési torvények)

~ =(QA-P)VQ (impl. kifejezése diszjunkci6val)

~ (=QVP)VQE (de Morgan térvények)

~ =QVPVQ (knfésdnf., asszociativitas)

~ =QVQVP (kommutativitds)

~ TVP (def. szabvény igaz)

~ T (kiszdmitasi torvények).
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5. A kijelentés logika miiveleteirol

Attdl fiiggden, hogy hany kijelentésvaltozé (komponens) szerepel a logikai
miiveletben beszélhetiink egy-, két-, n-valtozés logikai miiveletrol.

Egy n-valtozés mivelet értéktablazata 2" sorbdl all, hiszen n helyre va-
lasztunk két érték (1 vagy 0) koziil gy, hogy a sorrend szdmit (ismétléses
varidcioval szamolunk). Egy ilyen értéktdblazat irja le az n-véltozds lo-
gikai muveletiinket. Ahany egymadstdl kiillonbozo értéktablazat van annyi
egymastol kiilonbozé logikai miiveletiink van. Az értéktablazat 2" soranak
minden helyére két érték koziil valaszthatunk ismét (ismétléses varidciéval
szdmolunk), ez 22") lehet6ség. Tehét az n-valtozds logikai miiveletek szama
22",

A lehetséges egyvaltozés miiveletek szdma 22 = 4. Ezek a kovetkezdk:
A, A, T(=AV-A), L(=AAN-A).

A kétvéltozés miiveletek szdma 22° = 16. Ezek a kovetkezdk (ha a
véltozdk A, B):

A, —-A B, -B, T, 1, (A/\B), —i(A/\B), (A\/B), —l(A\/B),

(AS>B), —~(A>B), (B>A), —~(B>A), (A=B), —-(A=B)

Felvetodik a kovetkezd kérdés. Ha adott egy ismeretlen n-valtozos logi-
kai mivelet értéktablazata, akkor meg lehet-e konstrualni egy olyan logikai
miiveletet, amely logikailag ekvivalens az eredeti ismeretlen miivelettel, azaz
a megadott értéktablazat tartozik hozza.

A felvetett kérdésre a vélasz igen, meg lehet konstrualni ilyen logikai
miiveletet.

Eljarés a keresett n-valtozds miivelet elkészitésére: Kivalasztjuk azokat
a sorokat, amelyekben a logikai miivelet eredménye 1. Minden egyes ilyen
sorhoz elemi konjunkcidkat képziink oly médon, hogy az igaz komponensek
valtozatlanul és a hamis komponensek negalva szerepeljenek. A kapott elemi
konjunkciokat diszjunkciéval kotjiik ossze. Az igy kapott d.n.f. irja le a
kérdéses miiveletet. Lehetoséglink van k.n.f. megkonstrualasara is.
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Példa: A megadott értéktablazathoz konstrualjon egy formulat!

A|B|C|F(A, B,C)="|elemi konjunkcidk
1111 0

1/1]0 1 (ANBA-C)
1101 0

11010 0

011 0

0/1]0 1 (mAANBA-C)
0/0]1 1 (mAAN-BAC)
0(010 0

Tehat a keresett hdromvaltozos formula

F(A,B,C) ~ (AANBA-C)V (=AANBA-C)V (=AAN-BACQC).

A kovetkezo megfeleltetés lehetséges a kijelentéslogikai formulak és az
aramkorok kozott.

kijelentéslogika aramkorok

A kijelentésvaltozd A kapcsold,

Al =1 A kapcesolé zart allas,

Al =0 A kapcsold nyitott allas,

(AN B) az A és a B kapcsold soros kotése,

(AV B) az A és a B kapcsol6 parhuzamos kotése,
—-A valtéallasu kapesold.

Ennek megfelelden a fenti értéktablazat egy aramkor miikodését irja le.
Az ismeretlen aramkorrel azonos miikodést aramkor a d.n.f. segitségével mar
elkészitheto.

17



6. A predikatumlogika nyelve

Jelen fejezetben szeretnénk motivaciot nyujtani arra, hogy a kijelentéslogika
nyelvétol elrugaszkodva egy sokkal altalanosabb nyelv fogalmat definialjunk.
Természetesen ennek az ujabb nyelvnek a predikatumlogika nyelve is része
lehet. fgy ez a fejezet lehet, hogy tobb kérdést fog felvetni, mint amennyit
konkrétan megvalaszol. De nem is a minden tekintetben korrekt valaszok
megtalaldsa a célunk, hanem az, hogy megvildgitsuk a kovetkezo fejezet fo-
galmainak a jelentését.

6.1. Definicié. Egy tulajdonsdgot, kapcsolatot, reldciot predikdtumnak ne-
veziink. Amirdl dllitunk valamit, azt individuumnak (individuumnév-
nek) nevezzik. A predikdatumokat predikatumuvdltozdkkal (nagybetiik), az in-
dividuumokat pedig kisbetikkel jeloljuk.

Beszélhetunk eqy- és tobbvdltozos predikatumokrol. Tehdt dltaldnosan ir-

hatjuk P(ay,...,ay,), aholn >0 (ahol P predikdatumuvdltozd, az ay, ..., a, in-
dividuumnevek). A predikdtumokat sokszor P(xq,...,x,) alakban is megad-
hatjuk, ahol x1, ..., x, individuumuvdltozok. A kijelentéseket nullvdltozds pre-

dikdtumoknak is tekinthetjik, jelolésik kijelentésvdltozokkal (0-vdltozds pre-
dikdtumudltozokkal) térténik. A P(by,...,b,) (ahol by, ..., b, individuumne-
vek vagy individuumudltozok valamelyike) n > 0 kifejezést predikdtumlogikai
atomi formuldnak nevezzik.

Itt fontos észrevenni, hogy a kovetkezd miiveleteket alkalmazhatjuk pre-
dikdtumokra:
Konkretizacié: a predikatum valtozoéiba individuumneveket helyettesitiink.
Atjel('jlés: a predikatum individuumvaltozéit mas individuumvaltozdkkal
helyettesitjiik. Ezekrdl a kovetkezo fejezetekben bovebben szé lesz.

6.2. Definicié (Induktiv definicid). A predikdtumlogika formuldi
Bazis:

a.) Atomi formula a predikdtumlogika formuldja.
Indukcios lépés:

c.) Ha A és B formula, akkor (AN B), (AV B), (A D B), =A, =B is

predikdtumlogikai formuldk.

d.) Ha A formula és x individuumuvdltozo, akkorVx A, x A is predikdtumlogikai
formulak.

Mas jelsorozatok nem formuldk a predikdtumlogikdban.
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Példa: Epitse fel az induktiv definiciéval az ((AAV2IyB(x,y)) D —=32C(a, z))
formulat!

((AAVz3yB(x,y)) D —J2C(a,z))
(AAVzIyB(z,y))

VedyB(z,y) —3zC(a, )
JyB(z,y) JzC(a, z)
Bazis: A B(z,y) C(a,x)

Példa: Formuldk-e a kovetkezo kifejezések?
WA(z, y); VA; Va,yA(z, y), ~FeB(z,y).

6.3. Definicio. Predikdatumlogikai formula interpretdcicjdn azt értjik, hogy
helyettesitjuk a benne szereplo predikdtumudltozokat konkrét predikatumokkal,
az individuumnevekhez konkrét individuumokat rendeliink hozzd. (nyelvi in-
terpretdcio)

Példa: Legyenek z,y individuumvaltozok.
Legyen P(z,y) predikdtum jelentése x az y gyermeke.
Mit jelent a kovetkezd formula?

VaIyP(z,y)

Példa: Fogalmazza meg a predikdatumlogika nyelvén a kovetkezd mondato-
kat!

Pisti kék szemi. Pisti felesége kék szemii. Minden ember kék szemii. Van
olyan ember aki kék szemii.

Jelolések:

x,y individuumvaltozék (késébb ember tipusi valtozok),

f(x) = x felesége (egyvaltozods fiiggvény),

a = Pisti, individuumnév (késébb ember tipusi konstans),

P(z): z kék szemi (egyvaltozds predikatum).

Ekkor a mondataink:

P(a)

P(f(x))
VaP(z)
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JxP(x)
De az utobbi két mondatot

VyP(y), 3yP(y)

alakban is megadhatjuk.

6.4. Definicid. Legyen P(x) egy konkrét egyvdltozds predikatum. Yz P(x)
pontosan akkor igaz, ha minden ,,a” individuum esetén P(a) igaz. JxP(x)
pontosan akkor igaz, ha van olyan ,,a” individuum, amelyre P(a) igaz lesz.

Példa: Fogalmazza meg a predikdtumlogika nyelvén a kovetkez6 mondato-
kat!

Mindenki szeret valakit.

Pisti minden embert szeret.

Pisti feleségét mindenki szereti.

Hasznaljuk a korabbi példa jeloléseit! Tovabba, legyen

S(x,y): x szereti y-t (kétvaltozds predikatum).

Ekkor a mondataink:

VaxIyS(x,y)
VyS(a,y)
vz S(z, f(a))

Példa: Az el6z6 példa jeloléseivel mit jelentenek a kovetkezé formuldk?
VxS (z,y)
FyS(x,y)
VS (x, )

Jelentés:

Mindenki szereti y-t.

x szeret valakit.

Mindenki szereti onmagat.
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7. Elsorendii nyelvek

7.1. Definicié. Az Q) =< Srt, Cnst, Fn, Pr > komponensekbdl dallo ren-
dezett négyest elsérendi nyelvnek nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezok:

a.)

b.)

c.)

d.)

Srt egy nem tres halmaz, elemei a nyelv tipusai. Minden m € Srt
tipushoz szimbolumok megszamldalhato rendszere tartozik, melyeket w
tipusi valtozoknak nevezink. Ezek: xT,x7,... vagy csak egyszerien:
T1,T9, ....

Cnst az Q) nyelv konstansainak a halmaza (lehet tires halmaz is). Min-
den ¢ € Cnst konstansnak valamely m tipushoz kell tartoznia.

Fn az Q nyelv figguényszimbdlumainak (figguényjeleinek) halmaza (le-
het tires halmaz is). Minden f € Fn figgvényjelnek meg kell adni az
alakjdt. Azaz fom2™=) ahol 1y, 7o, ..., Tp, ™ € St tipusok ésn > 0.
Ekkor f-t n-vdltozos fugguényszimbolumnak nevezzik.

Pr nem tres halmaz, az Q nyelv predikdatumszimbdlumainak (predikd-
tumbetiinek) halmaza. Minden P € Pr predikdatumszimbolumhoz hozzd-
rendeljiik az alakjdt, azaz P™m2™) ahol 1,7y, ..., 7, € Srt tipusok
ésn > 0. Ekkor P-t n-vdltozos predikdtumszimbolumnak nevezzik. Ha
n = 0, dgy a nullvaltozos predikatumbetit propoziciondlis betinek is
nevezzuk.

Példa: FElsorendi logikai nyelvre

a.)

A Geom nyelv:

Srt = {pt, et, st},

a pt tipushoz tartozo valtozok: A, B, C, ...,
az et tipushoz tartozé valtozok: a, b, c, ...,
az st tipushoz tartozé valtozék: o, 3, 7, ...,
Cnst := () (konstans nincs),

Fn = (figgvényszimbdlum nincs),

Pr = { ptpt) Q(pt,et)’ R(pt,st)}'

Az Ar nyelv:
Srt = {szt},
az szt tipushoz tartozo valtozék: x, vy, z, ...,

Cnst := {c} (konstans a c),

21



Fn = {f(szt—>szt)7 g(szt,szt—wzt)’ h(szt,szt—)szt)}

Pr = {P(szt,szt)}.

Y

Példa: Fogalmazza meg a kévetkez6 mondatot a Ar nyelvben!

Egy szam pontosan akkor oszthaté 6-al, ha oszthatd 3-al és 2-vel is.
Megjegyzés: A példaként megadott nyelvekben még csak szimbdélumaink
vannak, a szimbélumokat majd jelentéssel fogjuk feltolteni (lasd a kovetkezd
fejezetet, a nyelv interpretacidjat). fgy az eloz6 példa mondatat majd csak
akkor tudjuk felirni a Ar nyelvben.

Példa: logikai nyelvre

a.) nullad-rendii logikai nyelv (a kijelentéslogika nyelve)
Q=<0,0,0,Pr >

és minden P € Pr predikdtumbetii propozicionalis betii. (Tehat, nin-
csenek tipusok, konstansok és fiiggvényszimbdélumok. Valamint minden
predikdtumbeti nullvéltozds, azaz kijelentésvéltozo.)

7.2. Definicié. (Induktiv definicid) az Q) nyelv 7 tipusi termjei.
Bazis:

a.) Az Q-nyelv minden 7 tipusi vdltozdja 7 tipusi term.
b.) Az Q-nyelv minden 7 tipusi konstansa m tipusi term.
Indukcios lépés:

c.) Ha f € Fn és az f figguényszimbolum alakja fTom2™=7) és t, pedig
m; tipusi termek (i = 1,2, ...,n) akkor

f(t1,te, .. ty)
m tipusu term.

Megjegyzés: Minden term a kovetkezo két alak egyikét veszi fel.
A.) Az Q nyelv konstansa vagy véaltozdja.

B.) Az indukciés 1épés véges sokszori alkalmazédséval nyert termek.
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Példa: Az Ar nyelv néhany termje:
:I/" y7 )

(f
¢, f(c), f(f(e)), f(
g(z,x),9(x,y), 9(x, 2), . ,g(fc (@), 9(z, f(y)), 9(z, f(2)), ..
Wz, ), h(z,y), Mz, 2), ... bz, f(2)), h(z, f(y)), Mz, f(2)), ...
h(g(x,y), 9(c, f(c))), ..

Az utébbi term felépiilése az induktiv definicidval:

h(g(x,y), g(c, f(c)))

9(z,y) f(e)

Bazis: x Y c c

Példa: A Geom nyelv termjei: A, B,C,...;a,b,c,....,c, 3,7, ...
Nincs tobb term, mert nincs konstans, és nincsenek fliggvények.

7.3. Definicié. (Az Q nyelv atomi formuldai) Ha a P € Pr predikdtumbetd
alakja P™m2m) és b, pedig 7; tipusi termek (i = 1,2,...,n) akkor

P(ty,ta, ..., t)

kifejezést atoma formuldnak nevezziik.
Specialisan, ha P propoziciondlis beti, gy atomi formula.

Példa: Az Ar nyelv néhany atomi formuléja:
P(z,c), P(z,x), P(x,y), P(z, 2), ...

P(z, f(c), Pz, f(x)), P(z, f(y)), Pz, f(2)), -
P(f(x),c), P(f(z),z), P(f(x),y), P(f(2), 2), -
Plg(z, ), h(z,0)), ..

Példa: A Geom nyelv néhany atomi formulaja:
P(A,A),P(A,B),P(AC),..,P(B,A),P(B,B),P(B,C),...
Q(A,a), Q(A, 1), Q(A, ), ..., ( a), Q(B, ) Q(B,c), ...
R(A,), R(A, 8), R(A,7), ... R(B, ), R(B, ), R(B. "), .
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Az Q) nyelv szimbdélumai:
Logikai 0sszekotojelek:

jele neve jelentése
A konjunkcié ,,68”
\% diszjunkcié ,,vagy”
- negacio ,,nem igaz, hogy ...”
D implikécié ,,ha ..., akkor ...”
Kvantorok:
jele neve jelentése
v univerzalis kvantor ,,minden”
= egzisztencialis kvantor ,Jétezik”

7.4. Definicié. (Induktiv definicid) az Q) nyelv formuldi.
Bazis:

a.) Minden atomi formula az 2 nyelv formuldja.
Indukcios lépés:
b.) Ha A és B az Q nyelv formuldja, akkor
(ANB), (AVB), (ADB), -A
is az ) nyelv formuldja.
c.) Ha A formula és x tetszdleges vdltozo az ) nyelvben, akkor a
VzA, dzA
kifejezések szintén formuldk az Q0 nyelvben.
Megjegyzés: Minden formula a kovetkezo két alak egyikét veszi fel.
A.) Az Q nyelv atomi formuldja.

B.) Az indukciés 1épés véges sokszori alkalmazéasival nyert formulak.

Példa: Formula-e az Ar nyelvben?
(P(z,¢) D Plc, f(c)) (Nem, zaréjel péarja hidnyzik.)

(P(x,c) D P(c, f(c)) N Tz (Nem, mert a kvantor utdn formulat
kell {rni, az hidnyzik.)
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JzP(x) (Nem, mert A kétvaltozés predikdtumbetii.)

dP(z, x) (Nem, mert a kvantornak nincs valtozdja.)
Jz,yP(x,x) (Nem, mert a kvantornak csak egy valtozéja lehet.)

(P(z,¢) D Ple, f(e)) A JzP(x, f(c)) (Nem, kiilsé zardjel hidnyzik.
Megallapodas szerint viszont formula lesz, ha kirakjuk a kiils6 zardjele-
ket.)

Ez utobbi azért formula, mert felépitheté az induktiv definiciéval.
Epitsiik fel az induktiv definiciéval!

((P(x,¢) D Ple, f(c)) A3xP(z, f(c)))

(P(z,c) D Ple, f(c))) JxP(z, f(c))
Béazis: P(x,c¢) P(c, f(c)) P(z, f(c))

7.5. Definicié. A termek és a formuldk az ) nyelv kifejezéser.

Az A formula minden olyan részét, amely maga is formula az A formula
részformuldjanak nevezziik.

At term minden olyan részét, amely maga is term a t term résztermgé-
nek nevezzik.

Példa: Vx(A(x) AN —3yB(y)) formula részformulai:
A(z), B(y), 3yB(y), ~3yB(y), (A(z) A=3yB(y)), Ya(A(x) A -3yB(y))
Mas jelsorozatok nem részformulak.

7.6. Definicié. (szemantikai definicic) Eqy A formuldban szerepld logikai
szimbdlumok szamat logikai 6sszetettségnek nevezzik és I(A)-val jelolyik.
Minden atomi formula logikai osszetettsége 0.

Eqgy t termben szerepld fuggvényszimbolumok szamdt a t term funkci-
ondlis Osszetettségnek nevezzik és 1(t)-vel jeloljik. Minden konstans,
valtozo funkciondlis 6sszetettsége 0.

Megjegyzés: A logikai Osszetettség, s a funkciondlis Osszetettség fogalma
induktiv definiciéval is megadhaté. (Lasd eléadés.)
Megallapodasok roviditésekrol:

- Hasznaljuk a kijelentés logika roviditéseit.
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- a logikai jelek prioritasa novekvo sorrendben:

A v
= D) —
\Y, 3

Példa: Motivacids feladat: S(z,y) kétvaltozés predikdtumbetil, jelentése: x
szereti y-t. Mit jelentenek a kovetkez6 mondatok?
Va3dyS(z,y) - Mindenki szeret valakit (kijelentés, zart mondat).
Vz3yS(z,y) - Mindenki szeret valakit (kijelentés, zart mondat).
VaS(z,y) - Mindenki szereti y-t (nyitott mondat, egyvaltozés).
JyS(x,y) - Az x szeret valakit (nyitott mondat, de egyvaltozos).
S(x,y) - x szereti y-t (nyitott mondat, kétvaltozds)
Mi tortént itt? Ezt a kérdést szeretnénk a kovetkezéekben megvalaszolni.

7.7. Definicié. A Vz A, JzA formuldkban a Vz, Jx jelsorozatot kvantoros
elotagnak, az x valtozot a kvantoros elétag valtozojanak, az A formuldt
a kvantoros elétag hatdskorének nevezzik.

7.8. Definicid. (szemantikai definicic) Azt mondjuk, hogy egy vdltozd egy
formulaban kotott eléforduldasi, ha szerepel eqy rajta hato kvantor hatds-
korében. Egy vdltozo valamely eldforduldsdt egqy formuldban szabadnak ne-
vezzik, ha nem kotott.

Eqgy vdltozé a formula paramétere (szabad vdltozdja), ha van legaldbb egy
szabad eléforduldsa.

Jelolés: Fu(A) az A formula szabad vdltozdinak halmaza.

Megjegyzés: A valtozo kotott és szabad elofordulasa fogalom induktiv de-
finiciéval is megadhaté. (Lasd el6adas.)

Egy valtozo egy formuldaban tobb helyen is szerepelhet, egyes el6forduldsok
szabadok, mas el6fordulasok pedig kotottek lesznek.
Példa: A Vz(P(x)V Q(y)) formuldban a Vz kvantoros el6tag hatéskore a
(P(z) vV Q(y)) részformula, igy x el6forduldsa kétott lesz, mig y eléforduldsa
szabad lesz.

7.9. Definicié. Az Q nyelv szabad wvdltozot tartalmazo formuldit nyitott
formuldknak, szabad vdltozot nem tartalmazo formuldit zdart formuldk-
nak, mondatoknak nevezzik.

7.10. Definicié. Ha egy formuldban eqy vdltozo kotott, akkor dt lehet jelolna,
ha az dtjelolés utan egyetlen részformula szabad vdltozoja sem valik kototté.
llyenkor szabdlyosan végrehajtott kotott valtozo datjelolésrdl beszélink.
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Ha az A és az A" formuldk csak szabdlyosan végrehajtott kiotiott vdltozo
atjelolésben kilonboznek eqymastol, akkor kongruens formuldknak ne-
vezziik Sket, ill. azt is mondjuk, hogy A az A’ varidnsa.

Jelblés: A~ A’.

Példa: A Vx(P(z)V Q(y)) formula kétott valtozd atjeldlései (vegyiik észre,
hogy x kotott véltozé és y szabad valtozo, igy csak z-t tudjuk &tjeldlni):

a.) Yy(P(y)V Q(y)) nem szabalyosan végrehajtott kotott valtozé atjelolés
(y valtozé szabad volt, s kotott lett, gy most y mindkét eléforduldsa
kotott).

b.) Vz(P(2)VQ(y)) szabélyosan végrehajtott kotott valtozd atjelolés. (Vegyiik
észre, hogy y valtozé szabad maradt!)

7.11. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy formula vdltozo-tiszta, ha benne
a kvantorok kilonbozo vdltozokat kotnek meqg és a kotott valtozok kilonboznek
a szabad valtozoktol.

Példa: Az el6bbi Vz(P(x) V Q(y)) formula valtozé-tiszta, de az atjeloléssel
kapott Vz(P(z) V Q(y)) formula is az.

Megjegyzés:  Szabalyosan végrehajtott kotott valtozd atjeloléssel minding
tudunk valtozo-tiszta alakot kapni.

7.12. Definicié. A formadlis helyettesitést megadhatjuk tablazattal

L rKT To ... Tp
@'_(t1 ty .ty )
ahol a felsé sorban vdltozok, az alsé sorban termek szerepelnek. A © helyet-
tesités sordn az x; valtozoba helyettesitjik a t; termet.
A © helyettesités értelmezési tartomdnya: Dom © := {x1,xs, ..., 2, },
a © helyettesités értékkészlete: Rng © = {t1,tq, ..., 1, }.

Megjegyzés: A formélis helyettesitést induktiv definiciéval adjuk meg (lasd
el6adas).
Fontos, hogy csak szabad valtozéba helyettesithetiink.

7.13. Definicié. A O helyettesités megengedett o K kifejezés szamdra, ha
a helyettesités utan a helyettesitett termek egyetlen szabad vdltozoja sem vdlik
kototteé.

Ha az A formula esetén eqy helyettesités nem megengedett, akkor az A
formula valamely A" variansdval megengedetté tehetd. Ekkor szabdlyos he-
lyettesitésrdl beszélink. Jelolés: [AO].
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Példa: A kovetkezO helyettesités megengedett-e? Ha nem akkor végezzen
szabalyos helyettesitést!

Zz Y
(VxA(z,y) A B(x)) ( fey) gz, 2) )

Az x elso el6fordulasa kotott igy oda nem helyettesitek, y-ba és x masodik
el6forduldsaba helyettesitem a megadott termeket. Lathatd, hogy ha y-ba
behelyettesitem a g(z, z) termet, akkor annak az x valtozéja kototté valik,
mert az univerzalis kvantor megkoti. Tehat a megadott helyettesités nem
megengedett.

Szabélyos helyettesitést hajtunk végre, ennek sordn az x kotott valtozdt
atjeloljik w valtozéra, majd ezutan helyettesitiink.

et ) ABG) (0 V)~ (Al ) A B ).
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8. A nyelv szemantikaja

8.1. Definicié. Adott eqy Q2 elsérendi nyelv. Az Q) nyelv hordozdja egy
olyan D fuggvény, amely minden m € Srt tipushoz hozzdrendel eqy nem tires
D, halmazt, melyet a 7 tipus objektum tartomdnydnak nevezink. (D,
nem mds mint a w-tipusu vdltozok lehetséges értékeinek a halmaza, azaz a
tipusi ,,objektumok” halmaza.)

8.2. Definicié. Az Q elsérendii nyelv I interpretdcidja (modellje) az
I :=<"D,Cnst, Fn, Pr > négyes, amely teljesiti a kovetkezoket:

a.) D: w— Dy, tehdt a nyelv hordozdja D, minden w tipushoz hozzdrendeli
az objektum tartomanydt D,-t.

b.) Cnst: ¢ — ¢, azaz minden ¢ € Cnst © tipusi konstansnak megfeleltet
eqy ¢ € D, 7 tipusu objektumot.

c.) .7::71: f— f, azaz minden f € Fn fugguényszimbolumnak egy konkrét
f figguényt feleltet meg. Azaz, ha az f alakja fm™-Tn=7) gigy

f: Dy XDy, X ... x Dy, — Dy
alaki konkrét fugguény.

d.) 7?7“: P p, azaz minden P € Pr predikatumszimbolumnak eqy konkrét
P predikdtumot feleltet meg. Azaz, ha az P alakja P7m2mn) qgy

P: D, XDy X ...x Dy —{0,1}

alaki konkrét figguény. Ha P propoziciondlis betd, akkor P vagy 0
vagy 1.

Megjegyzés: A nyelv modellje vagy interpretdacidja a nyelv szimbodlumait
(jeleit) valodi tartalommal (jelentéssel) tolti fel.
A 0, 1 szimbolumokat logikai értékeknek nevezziik, hasznaljuk még a
hamis, igaz elnevezéseket is.
Példa:
a.) A Geom nyelv modellje (a szimbélumokat jelentéssel toltjiik fel):

a nyelv hordozdjanak D-nek a megadasa:

D,: = a tér pontjainak halmaza,

D.; = a tér egyeneseinek halmaza,

D, = a tér sikjainak halmaza.

29



Cnst, Fn nincs, mert Cnst = Fn = ) volt.
Pr megadasa:
P(A,B) = (A = B) azaz az A pont egyenld a B ponttal,

Q(A,e) = (A € e) azaz az A pont az e egyenesen van,

A

R(A,a) = (A € a) azaz az A pont az « sikon van.

b.) A Ar nyelv N modellje:
a nyelv hordozdjanak D-nek a megadasa:
D,.: = N a természetes szamok halmaza,
Cnst megadasa:

¢ = 0 € N a nulla természetes szam, melyet egyszertien csak 0-val is
szoktunk jeldlni (a 0 szimbélumhoz gyermekkorunkban hozzarendelték
a nulla szamot).

Fn megadasa:

flz) = Sz azaz az x rakovetkezdje .o + 17 (de ez csak idézdjelben,
mert 1 sincs csak S0 ),

9(x,y) = = +y,

~

hz,y) =z y.

Pr megadésa:

P(z,y) = (x = y) azaz az x természetes szam egyenl6 az y természetes
szammal.

Megjegyzés: Az Ar nyelvnek més modellje is van példaul a Dy, = Z( vagy
R)-t is frhattunk volna.

8.3. Definicié. Cnst(D) = Cnst|J (UresrDx) segitségével 1ij nyelv adhatd
mey, ez
Q(D) =< Srt, Cnst(D), Fn, Pr>.

Megjegyzés: Az Q(D) az Q-tdl, csak 1j konstansok jelenlétében kiilonbozik.
Példaul az Ar nyelvben most mér leirhatjuk azt, hogy 2, eddig csak azt
irhattuk le, hogy SS0.

Motivacidés feladat: Tekintsiik az Ar nyelv N interpretaciéjat. Milyen
objektum lesz a D,.; = N-ben a kovetkezo term.

a.) (895504 8550)-S50

Ez a term a 12 természetes szamot jeloli.

b.) §§550 + z

A 4 + x nem jeldl természetes szamot (nem objektum a D;,,-ben).
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8.4. Definicib. (Induktiv definicid) az Q) nyelv értékelt termgjei. Legyen
adott az Q2 nyelv egy I interpretdcidja, a t term I-beli értékét jelilje |t|;. Ha
at tipusa 7, ugy |t|; a D, objektum tartomdny egy objektuma.
Bazis:
a.) Ha c € Cnst, gy |c|; = ¢.
b.) Ha a € Dy, dgy |a|l; = a.
Indukcios lépés:
c.) Ha a term alakja f(t1,ts,...,t,) ahol a ty,ts, ..., t, mdr értékelt termek,
altilr, |talr, - |tnlr értékekkel, gy
[f(trstas o t) [0 = f([talr, [l 1, o, [l )

Példa: Korabban felépitettiik az Ar nyelvben a h(g(z,v), g(c, f(c))) termet.
Mi a jelentése az Ar nyelv N interpretaciéjaban?

(z +y)(0+ S0)

(0+ 50)
(x +y) S0
Bézis: x Y 0 0

Megjegyzés:  Valtozot tartalmazé termet nem lehet értékelni. Az el6z6
példankban is ez térténik (0 + S0) értéke 1, de (x + y)-nak nincs értéke, igy
a termnek sincs értéke.

Motivacids feladat: Tekintsiik az Ar nyelv N interpretaciéjat. Mi lesz a
kovetkezd formulak logikai értéke?

a.) Jz((z 4+ SS0) = S5550)
b.) Jz((x + SS550) = SS0)
c.) ((z+850) = S55550)

d.) Az SSSSS0 szdm péros.

Az a.) formula igaz, a b.) formula hamis, a c.) formuldnak nincs logikai
értéke, a d.) formula hamis. Vegyiik észre, hogy a c.) formula nyitott
mondat, az a.) b.) d.) formuldk zdrt mondatok, ez utébbiaknak tudtuk
megmondani a logikai értékét.

Megjegyzés:  Vegyiik észre, hogy a formula logikai értéke fiigg az inter-
pretaciétél. Az Ar nyelv Z interpretaciéjdban a b.) mondat igaz lesz, mig a
N interpretaciéban hamis volt.
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8.5. Definicid. (Induktiv definicid) az Q) nyelv értékelt formuldi. Le-
gyen adott az Q nyelv eqy I interpretdcidja. Ha az A az [-ben értékelt for-
mula akkor értékét |A|r-vel jeloljik (|A|r = 1 vagy |Alr =0). Az |A|; = 1-¢
I &= A-val is jeldljiik.
Bazis:
a.) Ha az A formula atomi formula, azaz P(ti,ts,...,t,) alakid, ahol a
t1,ta, ..., t, mar értékelt termek, a |t1|1, |t2|1, ..., |tn|r €rtékekkel, gy

|P(t1,ta, .. t)r = P(ltalr, [talrs s [talr).

Valamint, P(|t1|1, [ta|1, ..., |talr) = 1 esetén azt mondjuk, hogy az atomi
formula igaz I-ben, ellenkezd esetben (P(|ti|r,|t2lr, .., |[talr) = 0) azt
mondjuk, hogy az atomi formula hamais I-ben.

Indukcios lépés:

b.) |AANB|; =1 pontosan akkor, ha |A|l; =1 és |B|; = 1 egyszerre tel-
jestil.

c.)|AV B|; = 1 pontosan akkor, ha |A|l; = 1 vagy |B|; = 1 kozil
legalabb az eqyik teljestil.

d.) |A D Bl = 0 pontosan akkor, ha |Al; = 1 és

teljestil,

B|; = 0 egyszerre

e.) |2A|l; =1 pontosan akkor, ha |A|; =0,

I.) IVxA|; = 1 (ahol x 7 tipusi vdltozé) pontosan akkor, ha minden a €

D, esetén |A . =1,
@/l

g.) |3xAl; = 1 (ahol x 7w tipusi vdltozd) pontosan akkor, ha van olyan

A(z _ .

1

a € Dy, hogy

Megjeqyzés:
a.) Nyitott mondatot nem értékeliink.

b.) Az induktiv definiciéban meghatarozott logikai értékek Gsszhangban
vannak a korabban tanultakkal. Lasd a Kijelentés logika és Predikdtum
logika cimu fejezeteket!
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9. Logikai torvények

9.1. Definicié. Az Q nyelv egy A formuldja logikai torvény vagy azonosan
19az formula, vagy tautologia, ha A igaz az ) nyelv minden interpretdcidjdaban,
manden értékelés esetén.

Jelolés: = A.

Az A formula logikailag ellentmonddsos, vagy kontradikcio, ha minden
interpretdcioban, minden értékelés esetén hamis.

Az A formula kielégithetd, ha van olyan I modell és abban olyan értékelés,
amelynél A igaz.

Az A és B formuldk logikailag ekvivalensek, ha az (A = B) formula logikai
torvény.

Jelolés: A ~ B.

9.2. Definicid. Azt mondjuk, hogy az Q nyelv A formuldja az Ay, As, ..., Ay
Q-beli formuldk Boole-kombindcioja, ha az A formula az Ay, As, ..., Ay for-
mulakbol épul fel a N, V, D, — logikai jelek segitségével, kvantorok alkal-
mazasa nélkil (azonban Ay, As, ..., Ar-ban szerepelhetnek kvantorok).

Megjeqyzés:
- Az Ay, ..., Ay formuldk tartalmazhatnak kvantorokat.
- A kijelentéslogika minden formulaja Boole-kombinécié.

- Az Ay, ..., Ay komponensek logikai értéke egyértelmiien meghatarozza a
Boole-kombinacié logikai értékét, ezt a formula Quine-féle tablazatabol
is le lehet olvasni. Az Ay, A,, ..., Ay, formulak alatt kifrjuk a 0 és 1 6sszes
lehetséges kombindcidjat, ez 2% sor. Ez utdn sorra elvégezziik a logikai
miiveleteket.

Példa: VxA(x)V JyB(y) formula Boole-kombinacié, melynek komponensei:
Ve A(x), JyB(y).

9.3. Definicido. Az olyan Boole-kombindciot, amelyhez tartozo Quine-féle
tablazatban a féoszlop csupa egqyesekbdl dll propoziciondlis tautologidnak ne-
vezzik.

9.1. Lemma. Ha egy Boole-kombindcio propoziciondlis tautologia, akkor lo-
gikai torvény.
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Megjegyzés: A fentiek Osszhangban vannak a korabban tanultakkal, a ki-
jelentéslogika torvényei Boole-kombindcidk, st propozicionalis tautolégiak.
fgy most is logikai torvények lesznek.

Tovabbi logikai torvények:
Jelolés: A tovabbiakban A(z), A(z,y) azt jeldli, hogy az x ill. y felléphet
A-beli szabad valtozoként, de nem feltétleniil az.

Egynemi kvantorok cseréje:

45.) VaVyA(z,y) ~ VyVr Az, y),
46.) JodyA(z,y) ~ JydzA(x,y).
Kvantor-csere implikaciéban:

47.) EVzA(z) D drA(x),

48.) = JyVrA(z,y) D VeIyA(z,y).
De Morgan-féle kvantoros torvények:
49.) =VzA(z) ~ Jz-A(x),

50.) =3z A(z) ~ Va-A(z).
Kvantor kifejezése méasik kvantorral:
51.) VzA(z) ~ —Jz—-A(z),

52.) dzA(z) ~ ~Va-A(z).

Kvantorok egyoldali kiemelése (itt = nem szabad véltozé A-ban):

53.) (AAVzB(x)) ~ V(AN B(x)),
54.) (AVVzB(x)) ~ Vz(AV B(x)),
55.) (AA3JzB(x)) ~ Jz(A A B(x)),
56.) (AV 3zB(x)) ~ Jz(AV B(x)),
57.) (A D VzB(z)) ~ Vz(A D B(z)),
58.) (A D 3zB(x)) ~ Jz(A D B(x)),
59.) (VaB(z) D A) ~ Jz(B(z) D A),
60.) (3zB(x) D A) ~ Va(B(z) D A).



Kvantorok kétoldali kiemelése:

61.) (VeA(z) AVaB(x)) ~ Va(A(z) A B(z)),
)V

B(z)),

= (VzA(z) V ¥z B(z)) D Va(A(z) V B(z)),
(

) ) (

62.) (JzA(z) vV IzB(2)) ~ Ja(Alx

63.) ( (
(

64.) = Jx(A(x) A B(z)) D (FzA(z) A JzB(x)).

Fiktiv kvantorok torvénye (x nem szabad valtoz6 az A-ban):
65.) VzA ~ A,

66.) JxA ~ A.

Kongruens formulak ekvivalenciaja:

67.) Ha A =~ B akkor A ~ B.

Helyettesitéskor fellépé kvantorok:

%)#WADA(f)

@JFA(?)D%A

Kvantor-hatéskor atjelolés (x, y azonos tipusu véltozd, y nem szabad véltozé
A-ban):

mJWANWA(z)

71.) JzA ~ JyA ( z )

Kvantor-redukeié (z,y azonos tipusu valtozo):
72.) E VaVyA(z,y) D Vz Az, x),
73.) E JrA(z,z) D JxIyA(z,y).

Helyettesités ekvivalens formulakban:

7MIMA~BJ&MA(f)~B(j).
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Megjeqyzés:

a.) VeA(z) O 3rA(z) formula Boole-kombindcid, komponensei VrA(z),
JrA(x). Ertéktablazata:

VeA(x) | JxA(z) | VeA(r) D FzA(x)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

A Boole-kombindcié nem propoziciondlis tautolégia (ldsd 2. sor az
értéktablazatban), pedig logikai torvény. Az értéktablazat nem veszi
figyelembe a formula finom szerkezetét (jelentését).

Nevezetesen |VzA(x)|; = 1 és |[FxA(z)|; = 0 egyszerre nem &llhat fenn.

b.) Ha kvantort tartalmazé formula értéktablézatanak féoszlopaban csupa
1 all, akkor propozicionalis tautoldgia, tehat logikai torvény. Ha a
féoszlop 0-t is tartalmaz, akkor nem tudunk nyilatkozni, a formula
lehet logikai torvény és nem logikai torvény is.

c.) Sokkal egyszeriibb egy formularél megmutatni, hogy nem logikai torvény.
Elég megadni egy I interpretaciot és egy értékelést, amikor a formula
hamis lesz.

Példa: Mutassuk meg, hogy a VzA(xz) D JxA(x) formula logikai torvény!

Meg kell mutatnunk, hogy minden modellben és benne minden értékelésnél
igaz lesz.

Rogzitsiink egy tetszoleges I interpretaciot. Ekkor két lehetdség van
\VxA(x)|r = 0 vagy |VozA(x)|; = 1. Targyaljuk ezt a két esetet!

a. |[VzA(x)|r = 0 ebben az esetben JzA(x) logikai értékétdl fliggetleniil

VzA(xz) D JxA(z)|r =1
az implikacié értelmezése miatt.
b. |VzA(z)|; = 1, azaz (feltéve, hogy = az 7 tipusi véltozé) minden

a € D, objektum esetén |A z = 1. A sok a objektumbdl egy a'-
I

= 1. Ebbdl van olyan a

t kivalasztva, tudjuk mondani, hogy ’A ( ax/ )
I
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objektum amelyre

Amibol

= 1 (mert o' ilyen). Tehdt |JxA(x))|, = 1.
I

()

VzA(z) D dzA(z)|; =1

azonnal adodik.

Mivel az I interpretacié tetszoleges volt, igy kijelenthetjiik, hogy minden
I interpretaciéban végigvihet6 a fenti gondolatmenet.
Példa: Mutassuk meg, hogy a JzA(z) A JxB(z) D Jz(A(x) A B(x)) formula
nem logikai torvény (hasznaljuk a c.) megjegyzést)!

Megadunk egy I interpretaciét, amelyben a formula hamis lesz.

I megadésa: Ar nyelv N interpretacio.

A(x) = (550]|x), tehat x paros szam, B(x) = —(550|z), tehat x paratlan
Szam.

Ekkor |JzA(z)|; = 1, |FzB(x)|; = 1 és |Fx(A(z) A B(z))|; = 0, igy
|FzA(z) A JzB(z) D Jz(A(z) A B(x))|r = 0.

Példa: Mutassuk meg, hogy a 3z A(x) A JxB(x) D Jx(A(z) A B(x)) formula
kielégithet6 formulal

Megadunk egy olyan [ interpretaciot és benne olyan értékelést, amelyben
a formula igaz lesz.

I megadasa: Ar nyelv N interpretacio.

A(z) = (SS5S50|z), tehat = oszthaté 3-al, B(z) = (SS0|z), tehat = oszt-
hato 2-vel.

Ekkor |[3zA(z)|r = 1 (hiszen a 3, 6, 9, ... oszthaté 3-al), |[FzB(x)|; = 1
(hiszen a 2, 4, 6, ... oszthaté 2-vel) és |3z(A(z)AB(x))|r = 1, (a6 olyan szédm,
amely oszthato 3-al és 2-vel) igy |FxA(z)AJxB(z) D Jx(A(x)AB(z))|; = 1.
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10. Logikai torvények alkalmazasa 2: prenex
alak.

Megjegyzés: Korabban a logikai torvényeket diszjunktiv normalformara és
konjunktiv normalformara hozasnal hasznaltuk. A diszjunktiv normélforma
és konjunktiv normalforma definiciéjaban a literdl az atomi formula vagy a
negaltja lesz az () nyelvben. fgy a korabbi lemmank a kovetkezo alakban lesz
érvényes az () nyelvben.

10.1. Lemma. Az ) nyelv minden kvantormentes formuldja konjunktiv nor-
madlformdra ill. diszjunktiv normdlformdra hozhato, azaz logikailag ekvivalens
valamely konjunktiv normdlformdval ill. diszjunktiv normdlformduval.

Megjegyzés: Hasonldan a kijelentés logikdban megadott logikai kovetkezmény
fogalmat meg adhatjuk kvantort tartalmazé formuldkra is. A definicié a
kovetkezo lesz.

10.1. Definicié. Jelolje I' az 2 nyelv véges sok formuldjinak a halmazdt, A
pedig az 2 nyelv eqy formuldjdt. Azt mondjuk, hogy A logikai kovetkezménye
(szemantikai kévetkezménye) a T'-beli formulaknak (jelolés: T' = A), ha az <)
nyelv minden I interpretdcidja, valamint az A és a I'-beli formuldk minden
olyan értékelése esetén, amikor az I'-beli formuldk mindegyike igaz I-ben,
akkor az A is igaz I-ben. Ha a ' a By, Bs, ..., B, formuldkbol dll, ugy ezeket
premisszaknak (feltételeknek), az A-t konklizidnak (zdrdtételnek) nevezziik.

10.2. Definicié. Az 2 nyelv eqy Q1x1Q2xs...Qnx, A alaki formuldjdt, ahol
Q1,Q2, ..., Q, kvantorok (n > 0) és A kvantormentes formula, prenez for-
muldnak nevezziik.

Specidlisan a kvantormentes formula is prenex formula (ldsd n = 0).

10.1. Tétel. Minden A formula prenex alakra hozhatd, azaz van olyan pren-
ex formula, amellyel A logikailag ekvivalens.

Bizonyitds: Algoritmust adunk meg, amellyel mindig prenex alakot kapunk.
1.) A formulat valtozé-tiszta alakra hozzuk.

2.) A kvantoros de Morgan torvényeket és a kvantorok egyoldali kiemelése
torvényeket tobbszor egymas utan alkalmazva prenex formulat kapunk.
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Megjegyzés: A kvantorok kiemelésének sorrendje valtoztathato, igy a prenex
alak kvantoros el6tagja (prefixum) fiigg az atalakitds modjatol.

Példa: Hozza prenex alakra a =3zVyP(z,y) D JxVyQ(x,y) formulat! Al-
kalmazzuk az algoritmust, figyeljiink a hidnyzé zardjelekre!

—JAaVyP(z,y) D JaVyQ(z,y) ~ (—JzVyP(x,y) D I2VwQ(z,
~ (Vzdy—P(z,y) D IzVwQ(z,
~ FVw(VaxIy—-P(z,y) D Q(
~ AVw3aVy(—-P(z,y) D Q(z,

2,

w))
w))
w))
w))

El6bb hidnyzé zardjelek, majd valtozé-tiszta alak szabalyosan végrehajtott
kotott valtozd atjeloléssel, majd kvantoros de Morgan torvények (52, 51 sor-
rendben), majd kvantorok egyoldali kiemelése (60, 59, 61, 62 sorrendben).
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11. Gentzen-kalkulus

Bevezetés: A szintaktikailag felépitett logikai rendszereket logikai kalkulu-
soknak is nevezzik, azaz logikai kalkulus nem mas mint olyan formalis rend-
szer, formdlis eljards (szabdlyok gytlijteménye) melyek segitségével logikai
torvényeket kapunk. Egy logikai kalkulus kiinduld aziomakbol és levezetési
szabalyokbol &ll.

11.1. Definicié. Legyenek T' = {A, ..., A} és A = {By,..., By} formula
halmazok (n,m >0). Ekkor a

TAAAN.ANA,DBV..VB,V L

formulat sequentnek nevezziik.
Jelolés: Aq, ..., A, — Bi,...,B,,, roviden I' — A.

Legyenek I' és A formuldk halmaza (lehet {ires halmaz is), A és B formuldk,
x,1y azonos tipusu valtozok, t az x-el azonos tipusu term.
A Gentzen-kalkulus axiémasémai:

AT — A A
1, I'—=A

A Gentzen-kalkulus levezetési szabalyai:

(A=) A BT — A (= A) I' - A A, I - AB
(ANB),I' - A ' - A (AAB)
v =) AT — A; B,T'— A (= V) r-AAB
(AvB),I' - A I' - A (AV B)
(5=) I' = A A, B,I' - A (=) AT —-AB
(ADB), ' - A I' - A (ADB)
(= =) r—-AA (= ) AT — A
K AT S A VTS A A
Al ) vzAT S A r>AA( "
t Yy
(V=) VAT = A =Y TS5 Avea
A<§),F—>A FaA,A(f),HxA
G=) AT oA (=3 ENETY

Megjegyzés: (— V) és a (3 —) szabdlynal y nem szabad valtoz6 I'-ban és

A-ban.



11.2. Definicié. Egy sequentet a Gentzen-kalkulusban levezethetének
nevezunk, ha

a.) vagy azxioma,

b.) vagy van olyan levezetési szabaly, amelyben a vonal alatti sequent, és a
vonal feletti sequent (sequentek) levezethetd (levezethetdek).

11.3. Definicié. HaT' — A, akkorT' |= A is teljesil (minden A formuldra),
akkor azt mondjuk, hogy a kalkulus helyes a szemantikus rendszerre nézve.
Ha T | A, akkor T' — A is teljesil (minden A formuldra), akkor azt
mondjuk, hogy o kalkulus teljes a szemantikus rendszerre nézve.
Ha mind a ketto teljesil, akkor adekvdtnak nevezziik.

11.1. Tétel. A Gentzen-kalkulus helyes és teljes.

11.1. K6vetkezmény. I' — A pontosan akkor, ha T = A.
Ekkor T’ = (-t vdlasztva.
— A pontosan akkor, ha = A.

Példa: Mutassuk meg, hogy a (A D B) A (A D =B) D —A formula logikai
torvény! Belatjuk, hogy a Gentzen-kalkulus levezethet6 sequentje.

A B — A ax.séma B — —-A, B ax.séma
(=) (=)
A, (A D -B) — A ax.séma bi.) B — —-A A bii.)B,—B — —A
(=) (5=)
a.) (AD-B) = -A A b.) B,(AD-B)— -A
(5=)
(ADB),(AD-B)—-A
(A=)
(ADB)AN(AD-B)) = -A
(=2)

- ((ADB)AN(AD-B)) DA
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