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1. Kombinatorika

1.1. Definicié. Adott n darab eqymadstdl kiilonbozd elem. Ezeknek egy meg-
hatdrozott sorrendjét az n elem egy permutdciojanak nevezzik. Az n
egymastol kilonbozo elem osszes permutdcioinak a szamat P,-el jeloljik.

Ismert, hogy
P,=nl=1-..-n.

1.2. Definicié. Legyen n szamiu elem adva, melyek kozott kq, ..., k; szami
egymas kozt megeqyezo elem taldlhato. Ezeknek egy meghatdrozott sorrendjét
azn elem egy ismétléses permutdcidjanak nevezziik. Az dsszes ismétlé-
ses permutdcick szdmdt P el jeloljiik.

Ismert, hogy
n!

R
Példa: 16 ember kozott kiosztunk 16 kiilonbozé levelet oly moédon, hogy
mindenki csak egyet kap. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Pg = 16!
Példa: 16 ember kozott kiosztunk 16 levelet, melyek kozott 4 és 8 azonos
tartalmu. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha mindenki csak egyet kap?

4,8 16!
Plﬁ TR

k1,enkt
P =

1.3. Definicié. Adottn darab eqgymadstol kilonbozo elem. Ezek kézil kivdlasz-
tunk egy k (k < n) elembél dllo csoportot gy, hogy a kivdlasztott k elem
sorrendjére nem vagyunk tekintettel. FEqy ilyen csoportot az n elem k-ad

A

v (M) n!
Cn = (k) Ck!(n— k)

1.4. Definicié. Adottn darab egymadstol kiulonbozd elem. Ezek kozil kivdlasz-
tunk k darab elemet oly modon, hogy az egyes elemek tobbszor is szerepelhet-
nek €s az elemek sorrendjére nem vagyunk tekintettel. Az igy kivdlasztott k
elemet azn elem k-ad osztdlyi ismétléses kombindciojdnak nevezzik.
Ezek szamdt C*-vel jeloljiik.

ki (ntk—1
coem (7HE),

Példa: Hényféleképpen helyezhetiink el 5 levelet 16 rekeszbe, ha a levelek
kozott nem tesziink kiilonbséget és egy rekeszbe

Ismert, hogy

Ismert, hogy
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a.) legfeljebb egy levelet tehetiink? CPs = (7).

b.) t5bb levelet is tehetiink? Oy = (**7771) = (¥).

1.5. Definicié. Adottn darab eqgymdstol kilonbozo elem. Ezek kézil kivdlasz-
tott k darab elem egqy meghatdrozott sorrendjét az n elem k-ad osztdlyi

''''''

Ismert, hogy

vk _ n!

fi _m:n~(n—1)'...~(n—k+1).

1.6. Definicié. Adottn darab egymdstol kilonbozd elem. Ezek kozil kivdlasz-
tunk k darab elemet oly modon, hogy a kivdlasztott elemek sorrendjét is fi-
gyelembe vessziik €s eqy elem tobbszor is szerepelhet. Az igy kivdlasztott k

Ezek szamdt Vi -vel jeloljiik.

[smert, hogy 4
Vrf“ =nF.

Példa: Hényféleképpen helyezhetiink el 5 kiillonboz6 levelet 16 rekeszbe, ha
egy rekeszbe

a.) legfeljebb egy levelet tehetiink? Vi = (1(31—E!5)! =16-15-14-13 - 12

b.) tébb levelet is tehetiink? Vi%' = 16°.



2. Valdészintliségszamitas

2.1. Eseménytér, esemény algebra

2.1. Definicié. Kisérlet (megfigyelés) lehetséges ,,legkisebb” kimeneteleit e-
lemi eseményeknek nevezziik. Az dsszes elemi események halmazdt ese-
ménytérnek nevezzik és Q-val jeloljik. Az A C Q halmazt eseménynek

nevezziik, amit igy kell érteni, hogy ha azw € ) elemi esemény bekovetkezik,
akkor

e haw € A gy az A esemény bekovetkezik.
e haw ¢ A gy az A esemény nem kovetkezik be.

Azt az eseményt amely mindig bekovetkezik biztos eseménynek nevezzik.
A biztos eseményt beazonositjuk az Q-val (hiszen Q C Q). Azt az eseményt
amely sohasem kovetkezik be lehetetlen eseménynek nevezziik. A lehetet-
len eseményt beazonositjuk az 0-al (hiszen ) C Q).

Példa: Kockaval dobunk.
Elemi események: w; = i-t dobunk a kockaval (i=1,...,6).
Eseménytér:
Q= {w,...,we}

Biztos esemény: 10-nél kisebb szamot dobunk = €.
Lehetetlen esemény: 6-nal nagyobb szamot dobunk = 0.
Esemény: parosat dobunk = {ws, wy, we}, paratlant dobuk = {w;, w3, ws}.

2.2. Definicié (miiveletek eseményekkel). Az A esemény ellentett vagy
komplementer eseményén azt az eseményt értjuk, amely pontosan akkor
kovetkezik be, ha az A esemény nem kivetkezik be. Jele: A.

Két esemény A és B unidjin ( 6sszegén ) azt az eseményt értjik,
amely pontosan akkor kovetkezik be, ha az A és a B események kozil legaldbb
az eqyik bekovetkezik. Jele: AUB, A+ B.

Két esemény A és B metszetén ( szorzatdn ) azt az eseményt értjik,
amely pontosan akkor kévetkezik be, ha az A és a B események mindegyike
bekovetkezik. Jele: ANB, A- B.

Két esemény A és B ktilonbségén azt az eseményt értjik, amely ponto-
san akkor kovetkezik be, amikor az A bekovetkezik és a B esemény pedig nem
kéovetkezik be. Jele: A\B, A— B.



2.3. Tétel (miiveletek tulajdonsigai).
Kommutativitds:

AUB=BUA,
ANB=BnNA.
Asszociativitds:
UBUC)=(AUB)UC,
AN(BNC)=(AnB)NC
Idempotencia:
AUA = A,
ANA=A
Disztributivitds:

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC),

AN(BUC)=(AnB)UANCQC),
de Morgan-féle azonossagok:
AUB=ANB,
ANB=AUB.
Kiilonbség:
A\B=ANB.

2.4. Definicid. Azt mondjuk, hogy az A és a B események eqgymdst kizdro
(diszjunkt) események, hogy ha egyszerre nem kivetkezhetnek be (azaz
AN B = 0). Azt mondjuk, hogy az A esemény maga utdn vonja a
B eseményt, ha az A esemény minden bekdvetkezésekor a B esemény is

bekovetkezik. Jele: A = B.

Példa: Kockaval dobunk. Pérosat illetve paratlant dobunk egymast kizard
(diszjunkt) események. 2-t illetve 3-t dobunk egymaést kizaré (diszjunkt)
események. 2-t dobunk maga utan vonja azt, hogy parosat dobunk.

Megjegyzés: A kovetkezok ekvivalensek:
A= B,
AC B,
B C A,
B= A



2.5. Definicié (esemény algebra). Az Q eseménytér részhalmazainak (e-
seményeinek) eqy A halmazrendszerét esemény algebrdnak nevezzik, ha
A tartalmazza a biztos eseményt (Q2-t), és A zdrt a komplementerképzésre és
a véges unioképzésre.

(A zdrt a komplementerképzésre: minden A € A esetén A € A is teljestil.
A zart az unicképzésre: minden A, B € A esetén (AU B) € A is teljesil.)

Megjegyzés: Ha A esemény algebra, akkor
a.) 0 € A (hiszen () = Q).
b.) Ha A, B € A, igy (AN B) € A is teljesiil.
C.) Ha Al,AQ, ,An c A, flgy (Al U...u An) e Aés (A1 n...N An> e A

is teljesiil.

2.6. Definicié (esemény o-algebra). Az A esemény algebrdt esemény
o-algebrdnak nevezzik, ha az A halmazrendszer zdrt a megszamldalhato
végtelen unioképzésre.

(A zdrt a megszamlalhato végtelen unidképzésre: Ha Ay, As, ..., Ay, ... €
A, akkor U2 A; € A is teljesil. Az U2 A; eseményt gy kell érteni, hogy
az Ay, Ao, .. Ay, ... események kizil legaldbb az egyik bekivetkezik.)

Megjegyzés: Ha A esemény o-algebra, akkor Ay, A, ..., A,,... € A esetén
N2, A; € Ais teljesiil.
Példa: Legyen Q = {wy, ...,w,} azaz ) egy n elemil halmaz.

20 =1{A: ACQ}, azaz 2% az Q halmaz Osszes részhalmazainak halmaza,
tehat egy halmazrendszer. Ekkor 29 egy o-algebra.

Példa: Egy érmét feldobunk, ha fejet dobunk azt az elemi eseményt jeloljik
F-el, ha irast dobunk azt jeloljiik I-vel.
Q={r1}, 2°={0.{F},{1}.9}.

2.2. Relativ gyakorisag, valészintiség.

2.7. Definicio. Egy kisérlet lehetséges kimenetele az A esemény. Azn kisér-
let soran az A esemény bekovetkezésének a szamdt az A esemény gyako-
risdgdnak nevezzik. Jele: k,(A)

(kn(A) értéke 0, 1, ..., n lehet).

Az A esemény relativ gyakorisdga az r,(A) = szdm.

kn(A)



Megjegyzés:  Ha a kisérletek szamét n-t noveljik, tgy r,(A) egyre ki-
sebb mértékben ingadozik egy szdm koriil, ez a szdm P(A), az A esemény
valésziniisége. (P(A)-t majd késébb adjuk meg pontosabban.)

Felvetédik az a kérdés, hogy ezt honnét tudjuk?! Remélhetdleg a félév
végéig erre a kérdésre is valaszt taldlunk.

2.8. Tétel (A relativ gyakorisiag tulajdonsigai).
a.) 0<r,(A) <1,
b.) 1, () =1, 7,(0) =0,
c.) ha A és B diszjunkt események, akkor r,(AU B) = r,(A) + r,(B),

d.) ha Ay, As... pdronként diszjunkt események, akkor

(UA>_7~” )+ 7a(As) + Zrn

e.) ra(A) =1—1,(A) ésr,(A) =1—r,(A),
f.) ha AC B (azaz A= B) akkor r,(A) < r,(B).

Megjeqyzés: Ez a tétel elore vetiti azt, hogy a valdszintiségtdl milyen tulaj-
donséagok teljesiilését varjuk el.

2.9. Definicié (valésziniiségi mez6). Az (2, A, P) hdrmast valészini-
ségi mezdnek nevezziik. Ha Q eqy nem tres halmaz. A eqy esemény o-
algebra (eseményrendszer) és P: A — [0, 1] figguény, amelyre

a.) P(Q) =1.

b.) A valdszintiség o-additiv: ha Ay, Ao, ... paronként diszjunkt események,

akkor N o
P (U AZ-> => P4
i=1 i=1

Az (Q, A, P) hdarmast valdsziniiségi mezdnek nevezziik. A P fiigguényt valdszind-
ségnek, a P(A) szamot az A esemény valdsziniiségének nevezziik.

2.10. Tétel (A valbsziniiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszi-
niségi mezd. Ekkor



a.) P(0) =0 és0< P(A) <1,

b.) awvaldsziniiség végesen additiv: Ha Ay, ..., A, pdronként diszjunkt A-beli

halmazok, akkor
i=1 i=1

c.) P(A) =1— P(A) és P(A) =1— P(A),
d.) ha A C B (azaz A = B) akkor P(A) < P(B) (valdsziniség monoto-

nitdsa),
e.) PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB),

f.) a valésziniiség szubadditiv:
P (U AZ») <> P(A).
i=1 i=1

2.11. Definicié (diszkrét valésziniiségi mezd, eloszlis). Legyen Q2 egy
véges halmaz, azaz ) = {wy,ws, ..,w,} vagy egy megszdmldlhaté végtelen hal-
maz, azaz Q = {wi,wa, ..., wy, ...}, A=2% és P: A — [0,1] egy valdsziniiség.
Az (0, A, P) hdarmast diszkrét valésziniiségi mezdének nevezzik. A p; =
P({w;}) szamokat valdszindségi eloszlasnak nevezzik.

Példa: Addig dobunk kockéaval, amig 1-t vagy 6-t nem dobunk.

w; @ az i-dik dobésra sikeriil 1-t vagy 6-t dobni (i = 1,2,...). Ekkor az
eseménytér megszamlalhatéan végtelen halmaz.
Megjegyzés: 1.) A valdszintiség kiszamitasa diszkrét valésziniiségi mezoben:
Legyen A egy esemény , P(A) =7

Mivel
A= J{w)
w;EA
igy
P4 =Y Puh = Y me
wi;EA w;EA

2.)) Apy,...,pp, ... szamok valésziniiségi eloszlast alkotnak pontosan akkor,
ha teljesiilnek a kovetkezok:
a) p; > 0 minden i-re,

b) Zpi =1



2.12. Definicié (Klasszikus valészintiségi mezd). Olyan diszkrét valdszi-
niiségi mezd, ahol Q0 véges halmaz, tehdt Q = {wi,...,w,} €s minden e-
lemi esemény valdszinisége egyenld, azaz p; = P({w;}) = % Ap =1

(1=1,...,n) eloszlist egyenletes eloszldsnak is nevezzik {)-n.
Megjeqyzés:

1 A elemeinek szama kedvezo esetek szdma
=Y -

n n Osszes esetek szama '
wiEA

Példa: Kockaval dobunk. w;: -t dobunk a kockan 7 = 1, ... ,6.
Q= {wy,...,ws}, A=2%
P(2-t dobok) = ¢,
P(pérosat dobunk) =
P(kevesebbet dobunk

1
=1
-nél) = 2.

atov|w

2.13. Definicié (Geometriai valésziniiségi mez6). Legyen Q C RF egy
véges mértéki halmaz (ahol k = 1, 2, 8), A = 2%-beli mérhetd halmazok, A
egy esemény
A
p(ay = 1A
()
ahol (A) az A halmaz mértéke R*-ban.
= 1 esetén u(A) az A halmaz hossza,
= 2 esetén u(A) az A halmaz teriilete,
= 3 esetén u(A) az A halmaz térfogata.

Példa: 1) Egy 10 méter hosszi és 2,5 méter magas épiileten van 2 db
2mx1,5m ablak. Mekkora az esélye annak, hogy betorik az ablak, ha labdaval
rugunk a héz falara? (A haz faldnak minden pontjat egyenlé eséllyel taldljuk

el.)

. kedvezo tertilet 6
P( betérik az ablak ) = S pes torilot ~ 25

2.3. Feltételes valoszintliség

Probléma felvetés:

Egy két gyermekes csaladban tudjuk, hogy az els6 gyermek fii. Mi annak
a valdszintisége, hogy a masodik is fiu? (1/2)

Egy kockat feldobva tudjuk, hogy parosat dobunk. Mi a valdsziniisége
annak, hogy



a) 2-t dobunk? (1/3)
b) 3-t dobunk? (0)
Ezeket igy fogjuk irni:

2.14. Definicié (feltételes valszintliség). Legyen (L2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B események (azaz A,B € A) és P(B) > 0. Ekkor
P(ANB)

P(AIB) = ~ 5

az A esemény B feltétel melletti valosziniisége.

Példa: A motivacids feladataink ismét.

) ) P(1. gyerek fiu és a 2. gyerek fiu)
P(2. k fia | 1. k fia) = =
(2. gyermek fiu | 1. gyerek fit) P 1 gyerck i )

TN

P(2-t dobunk) g 1
P(2-t dobunk|parosat dobunk) = =5=3
( obunk|pérosat dobunk) P(péarosat dobunk) % 3
P(lehetetlen esemény) 0
(3-t dobunk|pérosat dobunk) P(pérosat dobunk) % !

Példa: Egy 2 gyerekes csaladban tudjuk, hogy az egyik gyerek lany. Mi a
valészintisége annak, hogy van legalabb egy fiu?

P( egy fit és egy lany )

P( van legaldbb egy fid | van egy liny gyerck ) = —, lény )
van egy lany

Wl N

NN

2.15. Tétel (A feltételes valdsziniiség tulajdonsigai). Legyen (2, A, P)
eqy valdszindségi mezd, B eqy esemény és P(B) > 0

a) 0 < P(A[B) <1,
b) P(B|B) =1,

10
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c) végesen additiv: legyenek Ay, ..., A, pdronként diszjunkt események, ek-

kor . .
P (U AAB) => P(4B),
=1 =1

d) o-additiv: legyenek Ay, ..., Ay, ... pdronként diszjunkt események, ekkor

P (G Ai|B) - iP(AAB).

2.16. Tétel (Lancszabaly). A, ..., A, tetszdleges események és P(AiN....N
An_1) >0, ekkor

P(A1NAsN...NA,) = P(A))P(A2| A1) P(A3|A1NAy)-...- P(A,|A1NL..NA, ).

Példa: 32 lapos magyar kartyabol 3 lapot kihizunk. Mi annak a valészintisége,
hogy az elso és a harmadik piros és masodik nem piros? o
A;: i-edik hiizas piros (i = 1, 2, 3). A kérdést igy frjuk: P(A1NANA3) =7

P(A;NA; N As) = P(A)P(A|A))P(As)A N Ay) = = - == —.

2.17. Definicié. Legyenek By, ..., B, események. A By,..., B, események
teljes eseményrendszert alkotnak, ha pdronként diszjunkt események (az-
az BiNB; =0 ha i # j) és unidjuk kiadja a biztos eseményt, Q-t (azaz
U= Bi=Q).

2.18. Tétel (Teljes valésziniliség tétele). Legyen By, ..., B, teljes esemény-
rendszer, A egy esemény és P(By) > 0, ..., P(B,) > 0. Ekkor

P(A) = ZP(AlB»P(BZ-)-

Példa: Egy céllovoldében harom rekeszben vannak puskdk. Az els6 re-
keszben hdarom puska van, ezekkel 0,5 a taldlat valészintisége. A masodik
rekeszben egy puska talalhaté, ezzel 0,7 valészintiségii a talalat. A harmadik
rekesz két puskdjaval 0,8 valészintiséggel taldlunk célba. Mennyi a taldlat
valoszintisége, ha valaki talalomra vélaszt ki egy puskat?

P( taldlat ) =7

A : talalunk a puskaval,

11



B : az elso rekeszbol valasztunk,
B, : a masodik rekeszbdl valasztunk,
Bs : a harmadik rekeszbo6l valasztunk.

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A|By) P(Bs) + P(A|B3) P(Bs)
3 2

1 3,8
= 0,52 +0,7- 2 +0,8- - = == =0,633.

2.19. Tétel (Bayes tétel). Legyen By, ..., B, egy teljes eseményrendszer,
melyre P(By) >0, ..., P(B,) > 0, P(A) > 0. Ekkor

 P(AIB)P(B)
PUBIA) = S "pial) p(B)

minden j-re.

Példa: A férfiak 5%-a, ndk 0,25%-a szinvak. 20 nébdl és 5 férfibol 4llé
csoportbdl kivalasztunk egy embert. Megallapitjuk, hogy szinvak. Mi annak
a valdszintisége, hogy nét valasztottunk? P( né | szinvak ) =7

Legyen B; : not valasztunk ki,

By : férfit véalasztunk ki,

A : szinvakot véalasztunk ki.

P(A|B1)P(B)
(A|B1)P(B1) + P(A|By
B 0,0025 - 2 B

0,0025- 22 +0,05-

P( 16 | szinvak ) = P(B4|A) = 7

~—

P(B)

D~

P( férfi | szinvak ) = g

2.20. Definicié. Legyen A és B két esemény. A-t és B-t filiggetlen esemé-
nyeknek nevezzik, ha

P(AN B) = P(A)P(B).

Megjegyzés: Legyenek A, B pozitiv valdsziniiségl események. A kovetkezok
ekvivalensek:

a) A és B fiiggetlen események,

12



b) P(A|B) = P(A),
¢) P(B|A) = P(B).

Példa: Két érmét feldobunk. Mi annak a valdszinlisége, hogy 2 fejet do-
bunk?
A;: az i-edik érmével fejet dobunk ¢ = 1, 2.

1 1 1

P(2 darab fejet dobunk) = P(A; N Ag) = P(A;)P(Ay) = 5577

N 11 1

P(2 darab irast dobunk) = P(A; N Ay) = P(A;)P(As) = 5 3=

P(1 frést és 1 fejet dobunk) = P((A; N Ay) U (A1 N Ap))
= P(A1 N Ay) + P(A1 N Ag) = P(A1)P(A;) + P(A;) P(Ay)

11,11 2
22 22 4

2.21. Definicio. Az Ay, As, ..., A, eseményeket paronként fiiggetlennek
nevezzik, ha barmely kettot kivalasztva figgetlen eseményeket kapunk.

Az Ay, As, ..., A, eseményeket teljesen fliggetlennek nevezzik, ha bdr-
mely iy, ...,1 indexre

P(A;, NA;,N...NA;,)=P(A;,)P(A,)...P(4;,)
egyenldség teljestil.

Megjegyzés: Megadhaté 3 esemény oly moédon, hogy paronként fiiggetlenek,
de nem teljesen fiiggetlenek. Azaz P(A;NAg) = P(A;)P(Ay), P(A1NA3) =
P(A))P(A;3), P(As N A3z) = P(As)P(A3) teljesiil, de P(A; N Ay N Az) #
P(A1)P(Az) P(A3).

Példa: Most mar meg tudjuk adni a 2.2 Példa eseményeinek a valdszinliségét
adni. Legyen A; az az esemény, hogy az j-dik dobdsra 1-t vagy 6-t dobunk
(el6szor). Ekkor

Plw) = PN M0 = PO PADP(A) = 542 = (2) 2
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2.4. Valészintiségi valtozodk, eloszlasfiiggvény

Motivacio: Valdszinliségi valtozo olyan fiiggvény, amely értékeit véletlensze-
riien veszi fel.

Példa:
1. Egy kockat feldobunk. Legyen a valdszintiségi valtozd a dobott szam.
2. 4 érmét feldobunk. A dobott fejek szama.
3. Addig dobunk kockéval, amig 6-t nem dobunk. A dobdasok szama.

4. Vélasztunk egy szamot [0, 200] intervallumban.

2.22. Definicio. A &: Q) — R figgvényt valosziniségt vdaltozonak nevez-
2k, ha minden x valds szam esetén {w € Q : {(w) < z} € A, az
az a {w € Q : {(w) < z} halmaz esemény (tehdt meg tudjuk mondani a
valdsziniiségét).

Jelolés: {€ <z} ={weQ:&(w) <z}

A & valdszindségi viltozo eloszldsfiiggvénye F, ahol

Példa: A & valésziniiségi valtozo a -1, 0, 1, 3 értékeket veszi fel, 1/2, 1/4,
1/8, 1/8 valészintiségekkel. Adjuk meg az Fy eloszlasfiiggvényt!
Ha z < —1, akkor

Fe(x) =P <x)=P0)=0.

Ha —1 <z <0, akkor

Ha 1 < 2 < 3, akkor

Fg(m):P(f<x>:P(§:—1)+P(€:O)—|—P(§:1):%+
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Ha 3 < x, akkor
Fe(z) =P <z)=P(Q) =1

Osszefoglalva:
(0, hax<-—1,
3, ha —1<xz<0,
Fe(z) = %, ha 0 <z <1,
%, hal<axz <3,
(1, ha3<uz

2.23. Tétel (Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai). Fgy F': R — [0,1]
figgvény valamely valosziniiségi valtozo eloszlasfigguénye pontosan akkor, ha
teljesilnek a kovetkezok:

a) F monoton novekvd,
b) im, , o F(z) =0; lim, . o F(z)=1,

c) F balrol folytonos minden pontban.

Példa:
0, ha x < 0,
F(z)=qxz/5, ha0<uz<5,
1, ha 5 < x.

Rajzoljuk fel F' képét, s olvassuk le a tulajdonsagok teljesiilését! Valoban
eloszlasfiiggvényt adtunk meg.

Megjegyzés: Mire j6 az eloszlasfiiggvény?
P(§ <) = Fe(x),
P>z)=1-P( <z)=1- Fx),
Pz <€ <y) =P <y) = P(§ <x) = Fe(y) — Fe(x).

Tehat valészintiségeket lehet az eloszlasfiiggvénnyel meghatérozni.

Példa: Vegytik az elébb vizsgalt eloszlasfliiggvényt, azaz

0, ha z < 0,
Fe(r) =qx/5, ha0<uz <5,
1, ha 5 < .
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Ekkor

PE<3)=F(3) = -

PE>2)=1-F(2) =1-

P2<E<3)=F(3) - F(2) =

2.24. Definicié. Legyen (2, A, P) egy valdsziniiségi mezd a &: Q@ — R valdsziniiségi
valtozot diszkrét valoszintiségi vdltozonak nevezzik, ha & értékkészlete
megszdmldalhato (véges vagy végtelen). Legyenek & lehetséges értékei xy, ..., Ty, ...
ekkor a p; = P(§ = x;) szdmokat (i=1,2,...) a £ eloszldsdnak nevezziik.

Megjeqyzés:

1. A p; szdmok (i = 1,2,...) valamely diszkrét valészintiségi véltozé el-
oszlasat alkotjak pontosan akkor, ha teljestilnek a kovetkezok:

a) p; > 0 minden i-re,

b) sz' =1L

2. Diszkrét valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvénye mindig olyan lépcsés
figgvény, amely a & lehetséges értékeinél z;-nél ugrik és az ugrasok
nagysaga a P(§ = ;) = p; szdm.

Példa:  Diszkrét valoszintiségi véltozo: a fejezet elején szerepld 1-es, 2-es,
3-as példa. A 4. példa nem diszkrét valészintiségi valtozot ad meg.

2.25. Definicié. A £ valdsziniiségi vdltozot folytonos valdsziniiségi vdl-
tozonak nevezziik, ha van olyan fe: R — R figgvény, hogy bdrmely a < b-re

b
Fe(b) - Fe(a) = / fe(a)da

Ekkor a f¢ figguényt a folytonos valdsziniiségi vdltozo stiriségfiiggvényének
nevezzuk.

Megjegyzés:

1. A kordbban tanultak szerint

b
Pla<¢<t) = F) - Flo) = [ fo)ts
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2. n — oo hatarértéket véve
b
Ple<t)=Flt) = [ Jela)da
Tehat a valoszintiségeket hatarozott integrélokkal kapjuk, azaz a valo-
szinliségeket gorbe alatti teriiletekkel szamoljuk ki.

3. Az el6z8 pontokbdl kovetkezik, hogy fe(z) = F¢(z) teljesiil, azaz fe-t
szakaszonkénti derivélassal kapjuk az F¢-bdl.

2.26. Tétel (A slirliségfiiggvény tulajdonsigai). Egy f: R — R figg-
vény valamely folytonos valdosziniségi valtozo striségfiigguénye pontosan ak-
kor, ha teljestilnek a kovetkezdk:

a) f(x) >0 minden z-re,

b) [, fla)de =1,

Példa: Tekintsiik az el6zoekben targyalt eloszlasfiiggvényiinket! Azaz

0, ha z < 0,
Fe(z) =qx/5, ha0<uz <5,
1, ha 5 < .
Mi lesz & stirtiségfliiggvénye?
0 ha = <0, 1/5, ha0<z<5
7 a —_ X —_ )
fe(2) :Fg’(x): (/5), ha0<z<5 = )
0, maskor.
(1), ha 5 < x.

' ha 0 <z <7/2
Példa: Az f(z) = {Smx’ 20 <z<m/2,
fliggvény stirtiségfiiggvény-e?
Hasznaljuk a tételiinket!
sinz > 0, ha 0 < z < 7/2, {gy az a) tulajdonsag teljesiil. A b) tulaj-
donsaghoz

0, maskor

0o w/2
/ f(z)de = / sinzdr = [— Cosm]g/2 = —cosm/2—(—cos0) = 0+1 = 1.
—00 0

Tehat a b) tulajdonsag is teljesiil, azaz f valamely folytonos valdszintiségi
valtozé stirtiségfiiggvénye.
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2.5. Varhaté érték, széras

Motivacio: 4 érmét feldobunk, & a dobott fejek szama. ¢ atlagosan milyen
értéket vesz fel?
Atlagosan 2 fejet dobunk. Ezt igy fogjuk majd jelolni: ¢ = 2.

2.27. Definicid. Legyen & eqy diszkrét valosziniségi vdltozo, melynek értéker
X1, T2, ey Ty, ... €S €loSzldsa pi, P2y ..oy Pns-... A & diszkrét valosziniiségi
valtozo varhato értéke az E&-vel jelolt szam, melyre

E¢ = Z TiPi,

ha a Z |z5|p; < +00. (Ha Z |zi|p; = 400, akkor azt mondjuk, hogy a varhato

ériék nem létezik)

Példa: Tekintsiik a motivacios feladatunkat! 4 érmét feldobunk, £ a dobott
fejek szama.
€ értékei (z; ) : 0,1, 2, 3, 4
¢ eloszldsa (p;):15, 16+ 15+ 16 15-
4 6 4 I 0+4+12+12+4

1
E Py 0 o L b2 S — 9.
$= pr MR TSR 16

2.28. Definicié. Legyen & egy folytonos valosziniségi valtozo, melynek stiri-
ségfiggvénye fe. A £ folytonos valdésziniiségi vdltozé vdrhato értéke
az Eé-vel jelolt szdm, melyre

E¢ = /_OO xfe(x)dx

a [7 |z|fe(x)de < oo. (Ha [T |x|fe(x)de = +oo, akkor azt mondjuk,
hogy a vdrhatd érték nem létezik.)

Példa: A (0, 5) intervallumbdl vélasztunk egy szamot, legyen ez a szam
&. Sejtésiink az, hogy atlagosan a 2,5-t valasztjuk ki, tehat F{ = 2,5. & el-
oszlasfliggvénye a mar jél ismert fiiggvény lesz. Mivel minden szamot azonos
eséllyel valasztunk ki, ezért geometriai valdszintiséggel szamolunk.

P(0) =0, ha z <0,
Fy(z) = P(§ < 2) = { Mebetsamsionn _ 2 a0 < <5,
P(Q) =1, ha 5 < z.
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fe-t mar kiszdmoltuk kordbban.
oo 5 1 59 1 22 5 52
£ /_Ooxf(a:)x /Ox5 x /0 51:3: [52}0 10 ,

2.29. Tétel (A varhaté érték tulajdonsigai). Legyenek &, n valdszini-
séqi vdltozok, B, En létezik. Ekkor

a) E(§+n) = E¢ + En, (additivitds),
b) E(c€) = cE¢ (homogenitds), ahol ¢ egy valds szdam,
c) E(a& 4+ bn) = aEE + bEn (linearitds), ahol a,b valds szamok,
d) ha & <mn, akkor EE < En (monotonitds),
e) ha &> 0, akkor E€ > 0 (pozitivitds),
f) ha & ésn figgetlenek, akkor E(&n) = E€ - En.
Megjegyzés: E(&n) = EE - En éltaldban nem igaz.

2.30. Definicid. Legyenek &, n valésziniiségi valtozok, a &, n valdsziniiségi
valtozokat filiggetlennek nevezzik, ha

P <z, n<y)=PE<z)Plh<y)
teljesul minden x,y-ra.

Megjeqyzés:
1. A és B fuiggetlen, ha P(AN B) = P(A) - P(B) (ismert korabbrdl).

2. Ha ¢ := ¢ ) egy 1j kétdimenzids valdszintiségi valtozot jelol, akkor

Fe(z,y) == P(§ < x,n < y) definiciéval, a fiiggetlenséghdl F¢(x,y) =
Fe(z)F,(y) adddik (feltéve, hogy & és n fliggetlenek).

2.31. Tétel (Fiiggetlenség ekvivalens alakja diszkrét val. valtozdékra).
Legyenek &, n diszkrét valoszinidségi valtozok, & értékei xq,...,Ty,... €és n
Ertéket Y1, ..o Ymy .-

A &, n figgetlenek pontosan akkor, ha

P =, n=y;) =P =ux)P(n=vy,)

minden 1, j-re
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2.32. Definicio. A & wvaldszinidségi vdltozo varhato értéke E¢ létezik, a &
szérdsnégyzete D*¢ a kovetkezd alakban megadott szdm

D*¢ = B(¢ - B¢),

ha létezik.
Szordsa: DE = \/D?E.

Megjeqyzés:

1. Ha & egy diszkrét valdszintiségi valtozo, melynek értékei xq, xs, ..., Ty, ...
és eloszlasa p1, pa, ..., Dn, ..., Ugy Eg(&)-t az

Eg(§) = Zg(wi)pi

alakban kell szamolni, ha a varhato érték létezik.

2. Ha & egy folytonos valészinliségi véltozo fe stirtiségfiiggvénnyel, akkor
Eg(é)-t az

Bo(©) = [ gla)fele)da

[e.9]

alakban kell szamolni, ha a varhato érték létezik.

Példa: Tekintstik korabbi feladatunkat! 4 érmét feldobunk, £ a dobott fejek
szama.

€ értékei (z; ): 0,1, 2, 3, 4

< .1 4 6 4 1
feloszlasa ( Z)E’ 16°16° 16° 16

Kordabban mar kiszamoltuk, hogy E¢ = 2. Megjegyzésiink szerint

D* = Z(Iz — E¢)’p; = Z(xz —2)°p;

i

1 4 6 4 1
=0-2?2 —+(1-2?* —=+(2-2* —=+0B-2?2 —=+@—-2)?* =
( ) 16+( ) 16+( ) 16+( ) 16+( ) 16

_A4+4+40+4+4
= G -

1.

2.33. Tétel (A szérasnégyzet tulajdonsdgai). & val. vdltozd és E€, D*¢
létezik. Ekkor

a) D*¢ = E(&?) — (E¢)?,
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b) D?*(€ +b) = D3¢ ahol b egy adott valds szdm,
c) D?(a&) = a?D?*¢ minden adott a valds szdm esetén,
d) Ha &, ..., &, figgetlen valdszindiségi vdltozok, akkor

D&+ ...+ &) = D*, + ...+ D%,,.

Példa: A szérés kiszdmoldsa ismét az eléz6 példaban, a tételiink a) pontjét
és a korabbi megjegyzésiinket hasznalva.

1 4 6 4 1
E 2: 2@':02'_ 12._ 22._ 32,_ 42__
&) ;W 616071600 160 16
_0+4424436+16 80
a 16 16

D = B(&?) — (B&? =522 = 1.

Példa: A (0, 5) intervallumbdl vélasztunk egy szédmot, legyen ez a szam &.
Korabban mar lattuk, hogy E{ = 5/2. Az f¢ stirliségfiiggvényt is kiszdmoltuk
1/5, ha0<z<5,

kordbban. fe(v) =9q "~ .

Megjegyzésiink 2. pontja szerint

>0 1 o1 12%]°  5° 25
E(&) = / 2 fe(x)dr = / xQde = / gxzdx = [331 = 1—5—0 =3
0 0 0

—00

D= B¢ - (B9 = 5 — (5 —t-=

25 (5)2_ 100 - 75 25
y ]

2.6. Nevezetes diszkrét eloszlasok
Diszkrét egyenletes eloszlas

Legyenek x4, ..., z, szamok. £ értékei xq, ..., z,. A val. valtozé minden értéket
azonos valoszintiséggel vesz fel. Azaz

P =u)=— minden i-re.

Ekkor ¢-t diszkrét egyenletes eloszlasi val. valtozonak nevezziik. (Lasd
még a 2.12 Definiciét!)
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Varhato érték:

pe=Y ap =0 —7

az xi, ..., T, szamok szamtani kozepe.
Szérasnégyzet:

DR = B(E) — (B = 3ot — (@ = 30 2 — @,

Példa: Kockaval dobunk, legyen £ a dobott szam.
P(=k)=1/6; k=1,...,6

1 1 .1 1 1 1 1+..46 7

E§:16+26+36+46+56+66=+—6+:§.
1,1 ,1 1 1 .1 1+44+..+3

E() =122 4222 + 322 4422 +5°2 4622 = =—.

D¢ = B(&) — (BEY = - - (Z) .

Binomidlis eloszlas

2.34. Definicié. Legyen n egy természetes szam (n>1) és0<p<1. A¢
valdszindségi vdltozdt (n, p)-paraméterid binomidlis eloszldsi valdszini-
sé€qgi vdltozonak nevezzik, ha & értékei: 0,1, ...,n és eloszldsa

P =k)= (Z)pk(l —p)"F ahol k =0, ..., n.

2.35. Tétel (A binomidlis eloszlas jellemzdbi).
Varhato értéke: EE = np.
Szérasnégyzete: D*¢ = np(1 — p).

Megjegyzés: Mikor jelenik meg a binomidlis eloszlas?

Egy kisérletet hajtunk végre, legyen A egy kitiintetett esemény p =
P(A). A kisérletet n-szer egymas utén végrehajtjuk. Legyen & az A esemény
bekovetkezésének a szama az n kisérlet soran. Ekkor £ binomialis eloszlasu
valdszintiségi valtozo (n, p)-paraméterekkel.

Példa:  Ermével dobunk 4-szer, legyen ¢ a dobott fejek szdama. P(§ =
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a) az érme szabdlyos

Kovetjiik az el6bb megadott sémat.
Kisérlet: érmével dobunk.

Kitiintetett esemény( A): fejet dobunk.
p=P(A)=1/2.

n = 4 kisérletet hajtunk végre.

¢ szamolja a dobott fejek szamat

P(A) = P(irds) =1 —p=1/2,

Ekkor

4

P =0)=P(0fejés4dirds ) = 0

(1/2)°(1/2)* = 1(1/2)* = 1/16,

N—

4

P(€=1)=P(1fejés3irs) = [,

(1/2)'(1/2)* = 4(1/2)" = 4/16,

P(£=2)=P(2fejés2irds ) = 5 (1/2)%(1/2)* = 6(1/2)* = 6/16,

P(¢=3)=P(3fejés1irds) = (1/2)3(1/2)' = 4(1/2)* = 4/16,

q/}/\ N
N N~

3

P =4)=P(4fejés0rds ) = (1/2)*(1/2)° = 1(1/2)4 = 1/16.

VR
W
~

4

P(E<3)=PE=0)+PE=1)+P(¢(=2)=1/16+4/16+6/16 = 11/16.

1 4 11
E¢=np=4-=-=2 D* =np(l —p)=4-==1.
E=np=dg=5=2 E=np(l —p) =453
Ezeket az eredményeket korabban mar kiszamoltuk.
b) Az érme szabdlytalan, 1/3 eséllyel ad fejet és 2/3 eséllyel ad irést.

A séma marad, csak p = P(A) = 1/3 lesz. P(A) = P(irds) = 2/3.

P(E = 0) = P(0 foj és 4 frds ) = (4) (1/3)°(2/3)* = 16/81,

P =1)=P(1fejés3irds) (11) (1/3)1(2/3)* = 32/81,

4

5 ) (1/3)3(2/3) = 24/81,

P(§=2)=P(2fejés 2irés ) (

4

P(¢=3)=P(3fejés1irds) (3

)1/3 (2/3)" = 8/81,
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P =4)=P(4fejés0frds ) = (i) (1/3)*(2/3)° = 1/81.

P(£<3)=P({ =0)+P(£ =1)+P(¢ =2) = 16/81+32/81+24/81 = 72/81.

1 4
EfznP:‘lg:ga D*¢=np(l—p)=4-= = _.

Megjeqyzés:
1. Kisérletek ismertetd jegyei:

a.) tetszélegesen sokszor megismételhetd,

b.) egymastdl fiiggetleniil hajtjuk végre, azaz egy kisérlet kimenetele
nem befolyésolja a kovetkezo kisérlet kimenetelét,

c.) lényegileg azonos feltételek mellett hajtjuk végre.

2. Fontos észrevenni, hogy visszatevéses mintavétel esetén binomidlis elosz-
lassal szamolunk, hiszen a ,kisérlet” feltételeit visszadllitjuk. Egyszert

(visszatevés nélkiili) mintavétel esetén pedig hipergeometrikus eloszlas-
sal szamolunk (1dsd kés6bb).

2.36. Tétel (A binomidlis eloszlds hatareloszlasa). Legyen p kicsi ésn
nagy oly modon, hogy np = dllando=\. Ekkor

)\k
lim (Z)pk(l —p)" k= He"\.

n—oo

Példa: Egy forgalmas postahivatalban 365 nap alatt 1017 db bélyeg nélkiili
levelet adnak fel. Mi annak a valdszintisége, hogy egy napon 2-nél tobb bélyeg
nélkili levelet adnak fel?

Kisérlet: feladunk egy levelet,

kitiintetett esemény (A): a levél bélyeg nélkiili,

p = P(A) ismeretlen,

¢: egy napon feladott bélyeg nélkiili levelek szdama,

EE=28=np,n="7p="7"

Nem adhaté meg n és p!

P >2)="

P>2)=1-PE<2)=1-(PE=0)+PE=1)+P(E=2))
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n nagy, hisz sok levelet adnak fel, p kicsi.
Tételiink szerint A = np = 2, 8-al szamolhatunk
P(E=0)= ())p°(1 —p)" ~ fre* = e 25,
PE=1)=(1)p'(1—p)" ! = jre? = 2,872,

)
PE=2)= ()p*(L —p)" 2 = Jret = 2e 28,
(

I )

Poisson-eloszlas

2.37. Definicié. Legyen A\ > 0 eqy rogzitett szam. Azt mondjuk, hogy a
& walosziniségi valtozo \-paraméteri Poisson-eloszldsi valosziniségi
valtozo, ha értékei: 0, 1, 2, ... és eloszldsa

ahol k =0,1,2, ...

2.38. Tétel (a Poisson eloszlas jellemz4i).
Varhato értéke: EE = .
Szorasnégyzete: D?E = \.

Példa: Kalacs siitéskor 1 kg tésztaba 30 szem mazsolat tesznek. Majd a
kész siiteményt felszeletelik 5 dkg-os szeletekre. Mi annak a valésziniisége,
hogy egy szeletben 2-nél tobb mazsola van? H&any darab mazsola nélkiili
szelet varhaté?

Legyen £ a mazsolak szama egy 5 dkg-os szeletben.

A = E{ = 3/2 lesz.

PE>2)=1-PE<2)=1-(P(E=0)+P(E=1)+P(E=2))

A0 A A2
=1- (—e’\ + e+ —e’\> —1—e 32 (1 + g + g) .

Tehat az Osszes szelet 22,3%-a mazsola nélkiili, azaz 4,46 szelet lesz varhatéan
mazsolatlan.
Geometriai eloszlas (els6rendii negativ binomidlis eloszlas)

Egy kisérlet lehetséges kimenetele az A esemény, p = P(A). A kisérletet
annyiszor hajtjuk végre amig A be nem kovetkezik. Legyen & a kisérletek
szama. Ekkor & értékei: 1,2,... és eloszlasa

P(E=k)=1-p)"'p
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ahol k =1,2,....
Ekkor £ eloszldsét geometriai eloszlasnak (els6rendii negativ bino-
midlis eloszlasnak) nevezziik.

2.39. Tétel (a geometriai eloszlas jellemz6i).
Varhato érték: EE = %.

Szordsnégyzet: D*¢ = %.

Példa: ,,Gazdalkodj okosan!» jatékban akkor léphetiink tovabb az egyik
mezoérol, ha 1-t vagy 6-t dobunk. Mi annak a valdsziniisége, hogy 3-dik
dobasra 1épiink tovabb? Atlagosan hanyadikra 1épiink tovabb?

Kisérlet: kockadobés.

Kitiintetett esemény ( A ): 1-t vagy 6-t dobunk.

p=P(A) = %

& a dobasok szama a tovabb 1épésig.

2\?1 4
P(£=3)=(1—p)2p=(§) 5= 5 = 0,148
Eg:1:3
p

Atlagosan 3 dobés alatt tovabb léptink.

Hipergeometrikus eloszlas

Legyen m elemiink, amelyb6l s darabot megkiilonboztetiink, ezek a ,,jé ele-
mek” a tobbi m — s darab ,,rossz elem”-t6l. Ezutan talalomra kivalasztunk
az m elembél n darabot visszatevés nélkiil ( ahol n < s ésn < m—s). Legyen
¢ az a valoszintliségi valtozd, amelynek értéke az n kivalasztott darab kozott
levo ,,j6 elemek” szama. & értékei 0,1,...,n a & eloszlasa

Pt =k)= % (k=0,1,...,n).
Ekkor a & diszkrét valészintiségi valtozot hipergeometrikus eloszlastinak
nevezzik.

2.40. Tétel (a hipergeometrikus eloszlas jellemz6i).
Legyen p = s/m=a ,,jok” ardnya az dsszesbél. Ekkor
Varhato érték: EE = np.

Szérdsnégyzet: D*¢ = np(1 — p) (1 — "—_1) :
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Példa: FEgy rekeszben 3 jo és 2 hibas alkatrész van, 3 darabot kivalasztunk
koziilik taldlomra. Legyen £ értéke a kivett jo alkatrészek szama. Adjuk
meg & eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

¢ értékei (z;): 1, 2, 3.

€ eloszlasa (m =5, s = 3, n = 3 valasztassal):

() (70)
()

PE=Fk) = (k= 1,2,3).

Tehat

o W
L, 00
PEEI=T W
BE=mp=32 =2
pe=mit—p (1-5=5) =332 (1-7) = 5

2.7. Nevezetes folytonos eloszlasok
Egyenletes eloszlas az [a,b] intervallumon:

2.41. Definicié. Legyen adva egy [a,b] intervallum. Azt mondjuk, hogy a
€ :Q — R folytonos valdszindiségi vailtozo egyenletes eloszldsi az |a, b
intervallumon, ha siriségfigguénye

L haa<z<b,
fe(z) = ¢ o= )
0, mdskor

alakd.

2.42. Tétel (az egyenletes eloszlas tulajdonsagai).

Eloszlasfiggvénye:
0, ha x < a,
Fe(r) =472, haa<z<b,
1, ha b < x.
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Varhato értéke: EE = ‘%b
(b—a)?
2 -

Szordsnégyzete: D¢ =

Példa: FEgy tavbeszéld allomas és a kozpont kozotti vezeték hossza 450m. Mi
annak a valészinlisége, hogy az elsé hiba a vezetéknek a kozponttdl 180m-nél
tavolabbi helyén 1ép fel, ha a vezeték mentén barhol azonos a meghibasodés
veszélye?

Mivel a vezeték mentén barhol azonos a meghibasodas veszélye, ezért
geometriai valdszintiséggel szamolunk.

kedvez szakasz b 270
P(180 m-nél tévolabb 1ép fel a hiba) = —— 20 MZATA% HOSHZA

3
osszes szakasz hossza 450 5
Nézziik meg jobban ezt a feladatot!

Legyen & a hiba tavolsidga a kozponttél. Ekkor £ értékkészlete: [0,450].
Ha z < 0 akkor

Fe(x) =P <x)=P(0) =0.
Ha 0 < 2 < 450 akkor

kedvez0 szakasz hossza x
5(:17) (& <) Osszes szakasz hossza 450

Ha 450 < x akkor
Fe(r) =P <z)=P(Q) =1

Tehat az eloszlasfliiggvény:

0, ha z <0,
Fe(z) = ¢ 3%, ha 0 <z <450,
1, ha 450 < z.

Azaz a & val6sziniiségi valtozd egyenletes eloszlasu a [0, 450] intervallumon.
2.23. tétel utan kovetkez6 megjegyzésiink szerint:

P(¢£>180) =1 — P(¢£ < 180) = F(180) = %.

(Lasd még a 2.28. definicié utédn kovetkezo feladatot is!)

Megjegyzés:  Adott az [a,b] intervallum, az intervallum minden pontjét
ugyanolyan valészintiséggel valasztom ki, legyen a & a kivalasztott szam
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értéke. Ekkor annak valdsziniisége, hogy a & € [d/,0] (C [a,b]) Ugy is
szamolhatd, hogy

kedvezé szakasz hossza v —d
P(alﬁfﬁb/)z » = )
Osszes szakasz hossza b—a

illetve
Pld <&<bV)=F¥)— F(d).

Atlagosan az intervallum kozepét valasztjuk ki, azaz E¢ = “T“’

A-paraméterii exponencialis eloszlas

2.43. Definici6é. Legyen A > 0 eqy valds szdm. Azt mondjuk, hogy a &
folytonos wvaldsziniiségi vdltozo A-paraméteri exponencidlis eloszldsu
valosziniségi vdltozo, ha siriségfigguénye:

e ™ ha x>0,
fe(x) = {

0, mdskor.

2.44. Tétel (az exponencidlis eloszlas tulajdonsigai).
Virhatd értéke: EE = .
Szérds négyzete: D> = 5.
Eloszldsfigguénye:

1—e ™, haz >0,
Fe(z) = )
0, mdskor.

Példa:  Annak valdszintisége, hogy egy benzinkutnal 6 percnél tobbet kell
varakoznunk, a tapasztalat szerint 0,1. A varakozasi id6 exponencialis el-
oszlasi. Mi annak a valdsziniisége, hogy egy gépkocsi 3 percen beliil sorra
keriil? Tudjuk, hogy egy gépkocsi mar 3 percet varakozott, mi annak a
valoszintisége, hogy tovabbi 3 percen beliil sorra keriil?

Legyen £ a varakozési id6é (percben). El6szor hatdrozzuk meg az expo-
nencialis eloszlas A paraméterét!

P(>6)=0,1.

1-PE<6)=0,1.
1— Fe(6) =0,1.
I1—(1—e?=0,1.
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e =0,1.

—In0,1
A= ———.
6

Most, valaszoljuk meg a kérdéseket.

31n0,1

1
PE<3)=F@B)=1—-eM=1-¢"05 =1—(e"")2=1-,/0,1.

_P(3<E<6)  F(6)—Fe(3) (1—e ) —(1—e™)
PE<O=3 "5y ~1-Rm © 1-0-em)

e~ A3 _ o—A6 6—3/\(1 . 6—3,\) B
=——% = — =1—e = P(£ <3).

Altaldban kijelenthetjiik a kovetkezo tételt is.

2.45. Tétel (Az exponencidlis eloszlas 6rok ifju tulajdonsaga). Legyen
& exponencialis eloszldsi valosziniségi vdltozo, ekkor

P <z+tlE>t)=PE<ux)

P zz+tl{=t) =P =x)

eqyenloségek teljesulnek.

Megjeqyzés: Altaldban a vdrakozési idé és az élettartam exponencialis el-
oszlasu szokott lenni.

(m, 0?)-paraméterii normalis eloszlas

2.46. Definicié. Legyen m egy tetszoleges valos szam, o > 0 valds szam.
Azt mondjuk, hogy a & folytonos eloszldsi valdsziniségi vdltozd (m, o?)-para-
méterid normadlis eloszldsu wvalosziniségi valtozo, ha striségfigguénye:

1 _ (a=m)? )
e 202 minden © € R esetén.

fe(z) =

2ro

2.47. Tétel (a normadlis eloszlis tulajdonsigai).
Varhato értéke: EE = m.
Szords négyzete: D*€ = o2,
Eloszlasfiggvénye:

]_ z t—m 2
Fe(z) = / e~ 5 dt.

2m0 J oo
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2.48. Definicié. Elnevezés: m = 0, o = 1 esetén standard normdlis
eloszldsrdl beszélink, siriségfigguvényét o(x)-el, eloszldsfigguényét ®(x)-el
jelolyik. Azaz

1 2

z_
2

) L A
@(x):\/%e és @(m):\/—z_ﬂ/ ez dt.

Megjeqyzés:
1. Mivel ® értékei nem szamolhatoak konnyen ezért ® értékeit tablazatba

foglaltdk (integral kozelité Osszegek segitségével szamoltak).

2. Ha x negativ akkor a ®(x) nem szerepel a tédblazatban, mert ®(x) =
1 — ®(—x) illetve ¢(—x) = 1 — O(x) teljesiil.

3. ¢ normélis eloszlast (m, 0?) paraméterekkel. Ekkor a <™t a ¢ stan-
dardizaltjanak nevezziik, és a £ standardizaltja standard normalis el-
oszlasu.

Példa: Egy gyar radidalkatrészeket gyart. Egy bizonyos alkatrész élettartama
a vizsgalatok szerint normaélis eloszlasd, 1170 6ra varhaté értékkel és 100 éra
szorassal. A gyar az alkatrészre garanciat vallal. Hany éra miikodésre szdljon
a garancia, ha a gyar legfeljebb 5% garancia igényt kivén kielégiteni?
Legyen & egy alkatrész élettartama (éraban).
m = 1170, ¢ = 100, t = garancia id6 =7

P(€ < ) = 0,05.
<§—m t—m)
p < —0,05.

o o

@(t_m> —0,05.
g

Ez nem szerepel a tablazatban! Miért? Mert t_Tm < 0 kell legyen! Megjegy-

zésunk szerint
@(—t_m) —1-d (t_m) —0,95.
o o

t— 1170
—— =1,65 - (—100
o6/ (-100)

t— 1170 = —165 / + 1170
t = 1005 Ora.

Tehat
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2.8. A nagy szamok torvényei
2.49. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). Legyen & > 0 és EE létezik. Le-
gyen € > 0. Ekkor

< E¢

€

P(¢ > ¢)

2.50. Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség). & egy olyan valdsziniségi valtozd,
melynek varhato értéke és szorasa létezik. Legyen € > 0. Ekkor

D? D?

De illetve P(|¢ — E¢| <e)>1— —=

g2’

P(l§ - E¢| =2 ¢) <

Példa: Egy forgalmas ttkeresztezddésben egy éra alatt athaladé gépkocsik
szama legyen egy & valdszintiségi valtozo. A felmérésekbol ismert, hogy F¢ =
500, D¢ = 25. Legaldabb mekkora valészintiséggel esik 400 és 600 kozzé az
utkeresztezodésen egy ora alatt athaladé gépkocsik szama?

P(400 < ¢ < 600) = P(—100 < £ — E¢ < 100) = P(|¢ — E¢| < 100) >

D¢ 252 1\?> 15
> 1— =1-(=) ==,
e? 1002 16

4

Megjegyzés: Ha £ eloszlasa ismert, akkor a pontosabb érték is kiszamolhato,
a feladat szovege errol nem tartalmaz informaciot.

2.51. Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok toérvénye). Legyen p = P(A)
az n kisérletbél az A esemény k-szor kovetkezik be és leqgyen € > 0. Ekkor

k 1— k 1—
P(‘——p‘zs)gu illetveP(‘——p‘<g)21_M

n emn n e2n
Megjegyzés:

1
4e?n

1. Ha a p nem ismert, akkor hasznalhatjuk még a P (’% — p‘ > 5) <
ésaP(‘%—p| <€) > 1 — — alakot is

4e2n

2. a % szamot az A esemény relativ gyakorisdganak nevezziik (lasd 2.2.
fejezetet).

Példa: 1.) Egy gyartméany 10%-a mésodosztalyi. A minéség ellenérzés csak
akkor taldlja elfogadhaténak a tételt, ha benne legfeljebb 12% maésodosztély.
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Mekkora legyen a tételben a darabszam, hogy a hibas aruk relativ gyako-
risaga a megfeleld val6szintliségtol legalabb 0,95 valdszintiséggel ne térjen el
a megengedett mértékben? A

(<)oot

e2n

egyenlStlenséget hasznéljuk (p = 0,1 és e = 0,12 — 0, 10 valasztassal).

k 0,1-0,9
Pl|--0,11<0,02) >1—- 2—"->0,95.
<n ‘ ’>— 0,022n —
Oldjuk meg a
0,09
— > 0,95
0,022n —
egyenlGtlenséget!
225
0,05 > —
n
azaz
n > 4500.

2) Egy automataval meg szeretnénk hatdrozni a selejt ardnyt. E célbdl
megvizsgalunk 5000 terméket, 0sszesen 80 selejtes terméket taldlunk. Hatdroz-
zuk meg, hogy az ebbdl szamitott relativ gyakorisdg (% =0,016) az isme-
retlen p valdsziniiséget 90% biztonsdggal mennyire kozeliti meg!

Az eloz6 feladatban hasznalt egyenlétlenség nem hasznalhatd, mert € és

p két ismeretlen. Hasznaljuk a megjegyzéstinket!
k 1
P(——p‘<€> >1-

n 4e2n’
behelyettesitjik az ismert szamokat, igy

80
Pl —
(5000 b

ce)>1- > 0, 90.
6) =7 425000 =

0,1 > ——0,
20000e2
Tehat €2 > 0,0005 azaz € > 0,022 Ebbd] a

k
—e<p——<¢
n

egyenlGtlenség igy alakul:
—0,022 + 0,016 < p < 0,022+ 0,016

s ez 90%-os biztonsaggal teljestil.
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2.52. Tétel (Centralis hatareloszlas tétel). Legyenek &y, ..., &, figgetlen,
azonos eloszldsi valdsziniségr valtozok és S, = & + ... +&,. Tegyuk fel, hogy
Ef =m és D*¢ = o? létezik. Ekkor

S, — ES, , .
nll_>n010P <D—Sn < x) = d(x) minden x € R esetén.
Megjeqyzés:

1. A képlet jelentése anﬁisn () = ®(x) ha az n nagy. Az S"l;—i&b =

S’\L}% az S, valészinliségi valtozo standardizaltja.

2. A binomidlis eloszlas eloallithatdo n darab fiiggetlen azonos eloszlasu
valészintiségi valtozd Osszegeként. Ezért a binomidlis eloszlas eloszlas-
fiiggvénye jol kozelithet6 a normalis eloszlas eloszlasfiiggvényével, ha n

nagy.

Példa: Egy tétel aru 40%-a hibédtlan, a maradék masodosztalytd. Egyenként
valasztunk ki beldle véletlenszertien n =200 darabot, amelyeket a kivalasztéas
utan megvizsgaljuk és azonnal visszatessziik. Mi annak a valészintlisége, hogy
100-nal kevesebb esetben vettiink ki masodosztalyut?

Legyen ¢ a mésodosztalyu termékek szama a kivalasztott termékek kozott.
Ekkor ¢ binomidlis eloszlasu lesz n = 200 és p = 0,6 paraméterekkel (vissza-
tevéses mintavétel).

E& = np = 120 és D*¢ = np(1 —p) = 200-0,6 - 0,4 = 48. A kérdés:
P(£ < 100) =? Mivel n nagy, igy alkalmazzuk a centralis hatareloszlas tételt.

—F 100 — 120 —20
¢ § < ) %CID(—

D¢ V48 V48
=1—®(2,88) =1-0,9980 = 0, 002.

m§<mmzp< ):@@z%)

Megjegyzés: Ha a binomidlis eloszlassal szamolnank, akkor a

2. /200
}%§<10m::§:(kj>a6ka4”*k

k=0

osszeget kellene kiszamolnunk.
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2.9. Kovariancia és korrelacios egyiitthatoé

//////

cov(§,m) = E[(§ — E€)(n — En)

szam, amennyiben a leirt vdarhatd érték létezik. Ha cov(§,n) = 0 dgy azt
mondjuk, hogy a két valdsziniiségi vdltozo korrelalatlan.

2.54. Tétel (a kovariancia tulajdonségai).
a) A & ésn valdsziniiségi vdltozok kovariancidja létezik, ekkor

cov(§,n) = E(&n) — (EE)(En).

b) Legyen & ésn figgetlen valdszindségi viltozok, ekkor cov(€,n) = 0.

¢) Megadhatd két valdszinidségi vdltozo , gy hogy cov(§,m) =0 és a & és
n nem fiuggetlenek. (Tehdt a b) tétel megforditisa nem igaz.)

2.55. Definicid. Legyen & ésn két olyan valdsziniségi viltozo, hogy DE, Dn >
0. A

DEDn

szamot a &€ és az n valdsziniségi vdltozok korreldcios egyttthatojdnak
nevezzuk.

corr(&,m) =

Megjegyzés: A korrelacios egytitthatot a fliggoség ill. a fliggetlenség mérésére
hasznaljak. Ezt mondja ki a kovetkezo tétel is.

2.56. Tétel (korreliciés egyiitthaté mint a fliggetlenség mér6észama).
Legyen & és n olyan valdsziniségi valtozok, hogy a korrelacios egyutthatojuk
létezik.

a) Ha & ésn figgetlenek, akkor corr(&,n) = 0.

b) |corr(&,n)| <1

c) A|corr(§,m)| = 1 pontosan akkor, ha & = an+b alaki egy valdsziniséggel
(a,b valés szamok és a #0). Haa > 0, akkor corr(§,n) =1, haa <0,
akkor corr(&,m) = —1.

Példa: Szamitsa ki a korrelacids egytitthatot, ha ismert a kovetkezo konting-
encia tablazat!
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SN\ 1]2]3
7 TITI I
+5+3%

L |slils

Azaz P((=1,n=—-1)=1,.,P(=3n=1) =1
Megjegyzés: Kovarianciat és korrelacios egytitthatot mi csak diszkrét valdszi-
niiségi valtozdk esetében szamoljuk ki.
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3. Matematikai statisztika

3.1. Minta és tapasztalati eloszlasfiiggvény

3.1. Definicio. A &;...,&, figgetlen, azonos eloszldstu valosziniiségi valtozok
egyiittesét n-elemid mintdnak nevezzik. A minta elemek kézos eloszldsdt
alapeloszldsnak nevezzik. Az n szami kisérlet (megfigyelés) sordn min-
den & mintaelem eqy konkrét x; szdmot vesz fel értékként. Az x1,xs, ..., 1,
szamokat a minta realizdcidjanak nevezzik.

3.2. Definicid. Statisztikai fiiggvény (réviden statisztika) alatt olyan
T : R" — R fiiggvényt értiink, amelyre teljesil az, hogy T(&1,&a, ..., &)
valosziniiségi valtozo.

3.3. Definicio.
A mantadtlag:

€= §1+£2+'-~+€n7

tapasztalati (empirikus) szérdsnégyzet:

o2& =9 (G- + (-9 + .. + (&=’

n

n n

korrigdlt tapasztalati (empirikus) szérdsnégyzet:

ge2 . S (& —8? (G- + (L8 + ..+ (& —9)?

Megjeqyzés:
1. A mintadtlag, (korrigdlt) tapasztalati szordsnégyzet statisztika.

2. S = G2 teljesiil.

n—1-"n
3. Ha a mintabeli adatok gyakorisdggal vannak megadva (tehdt a minta
realizdcié ismert), azaz az x; mintaelem f;-szer fordul el6 (Zle fi=n),
agy

T =

Zf:l fle 2 — Zf:l filw; — E)Q, G2 _ Zle filw; — 5)2.

n n n—1
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3.1. Lemma (Steiner formula). Tetszdleges ¢ valds szdm esetén

Specidlisan ¢ = 0 esetén:
52:1§:52_(g)2
n n — 1 N

3.4. Definicié. Rendezzik a mintat nagysdg szerint sorrendbe, ekkor wgyne-
vezetl rendezett mintdt kapunk, ez 5,65, ..., €. Ekkor a minta medidnja
padratlan n-re a kozépsd elem (azaz, ha n = 2m + 1 dgy a medidn &, ).
Pdros n-re a két kézépsd elem dtlaga (azaz ha n = 2m gy éjﬁ#}

A minta modusza a leggyakrabban eléforduls elem, ha van olyan.

A minta terjedelme: R := £ — & azaz a legnagyobb és a legkisebb

mintaelem kilonbsége.

Megjegyzés: A rendezett minta elemei statisztikdk. Fontos tudni, hogy a
£1,&5, ..., & valoszinliségi valtozok nem fiiggetlenek és nem azonos eloszlasiak.

3.5. Definicié. &1,&,...,&, minta. Tapasztalati eloszldsfiliggvény (n
elemd mintabdl nyert empirikus eloszlasfiggvény):

F.(x) = Z %

1:§;<x

Megjegyzés: Az elméleti eloszldsfliiggvényt, azaz az alapeloszlas F(x) el-
oszlasfliggvényét a mintabol nyert tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel kozelitjiik.
Ha n elég nagy, ugy F,(x) jol kozeliti F'(z)-t. Ezt éllitja a kovetkezd tétel.

3.6. Tétel (Glivenké-tétele, a matematikai statisztika alaptétele).
Adott eqy n elemi minta, az alapeloszlds eloszldsfiggvénye F(x). Ekkor

P ( lim sup |F,(z) — F(z)| = 0) = 1.

n—o0 z€R

3.7. Definicio. A minta elemekbdl készitett oszlopdiagramot hisztogram-
nak nevezziik. Sturilségi hisztogram olyan hisztogram, amelynél az osz-
lopok dsszteriilete 1.
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Eljards striségi hisztogram készitésére:

1) Meghatarozzuk azt az [a,b] intervallumot, ahové a mintabeli adatok
esnek (a lehet a legkisebb mintaelem, vagy egy nala kisebb hozza kozeli kerek
szam) (b hasonl6an)

2) A [a, b]-t felosztjuk részintervallumokra, tobbnyire egyenld hossziiségu-
akra. Majd egy részintervallum folé olyan téglalapot rajzolunk, melynek
teriilete % _ _az intervallumba es8 adatok széma' (Tehét egy OSZIOp magasséga m =

szes gdatok szama

5
k __ az intervallumi)a esO adatok szama PR ¢
nl —Osszes adatok szama - részintervallum hossza ) AZ [CL, b] -n kiviil 0. AZ 18y ka’pOtt

nl
figgvényt f,(x)-el jeloljik.

Megjeqyzés:

1. Folytonos esetben az alapeloszlas stirtiségfiiggvényét a stirtiségi hisz-
togrammal kozelithetem, melyet tapasztalati strtiségfiiggvénynek is ne-
veziink és f,, (z)-el jeloliink.

2. Ahhoz, hogy f,(z) j6l mutassa az elméleti siiriségfiiggvény f(z) alakjét,
jol el kell taldlni az osztépontok szamat az [a, b] intervallumban. (Alta-
laban: 6-14.)

3. Ha a hisztogram valamely jol ismert eloszlas strtiségfliggvényét kozeliti
jol, ugy azt az eloszlast feltételezziik a mintarol.

4. Ha az adatok szama nagy, akkor az adatokat osztalyokba soroljuk, s a
mért adatokat az osztalykozéppel helyettesitjiik.

Példa: A -50-es (MSZ 500-as) acél szakitasi szilardsag ellenérzésére az egész
sokasdgbdl n = 31 mérést végeztek. A mért értékek (N/mm?-ben): 470, 481,
483, 488, 489, 490, 491, 492, 493, 493, 495, 496, 497, 498, 499, 500, 501, 502,
503, 504, 505, 506, 507, 508, 509, 512, 514, 516, 519, 529, 530.

a) Adja meg a minta méduszat, medidnjat, terjedelmét!

b) Mutassuk ki, hogy az adatok alapjan a szakitészilardsag eloszldsa jol
kozelitheté normaélis eloszlassal (szerkessziik meg a tapasztalati stirtiség-
fiiggvényt)!

¢) Becsiiljiik meg az egész sokasag m véarhaté értékét (a & mintadtlaggal),
az egész sokasag o szérasat (az S korrigalt tapasztalati szérassal)!

d) Egy bizonyos munkandl selejtesnek tekintjiik azt az acélt, amelynek
szakitdsi szilardsaga 485 N/mm? alatt marad. Becsiiljiik meg a selejt
valészintiségét!
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e) Végezziik el az el6z6 becslést az eloszlasfliggvény megszerkesztésével,
grafikus uton!

f) Az adatokat osztdlyokba sorolva, helyettesitsiink minden adatot az
osztalykozéppel! Becsiiljiik meg igy a varhato értéket és a szérast, szer-
kessziik meg igy a tapasztalati eloszlasfliiggvényt, becstiljiik meg tjra a
selejt-valészintiségét!

a) n = 31 elemil minta esetén a kozéps6 a 16-dik, tehat a median 500. A
modusz 493, a mita terjedelme R=530-470=60.

b) Kovessiik az eljarasunkat! Legyen a := 470 és b := 530, a minta
terjedelme R = 60 azt mutatja, hogy célszerii 6 db 10 egység hosszi vagy 10
db 6 egység hosszu osztalyokba sorolnunk. Valasszuk az elsot!

osztalyhatarok | gyakorisag | oszlop magassag | osztaly kozép
[470; 480) 1 1/310 475
[480; 490) 4 4/310 485
[490; 500) 10 10/310 495
[500; 510) 10 10/310 505
[510; 520) 4 4/310 515
[520; 530] 2 2/310 525

Ez alapjan elkészithetjiik az oszlopdiagramunkat! Lésd el6adason!

(1/310,  ha x € [470; 480),
4/310,  ha z € [480;490),
10/310, ha x € [490; 500),
far(z) = { 10/310, ha z € [500;510),
4/310,  ha x € [510;520),
2/310,  ha x € [520;530],
0, maskor.

\

c) az m varhaté érték becslése a minta atlaggal:

470 + 481 + ... + 530
31

me €= = 500, 645.

A o szérasnégyzet becslése a korrigdlt tapasztalati szorasnégyzettel:

02 ~ 5*2 — Z?:l (él - E)2

n—1

470 — 511,645) + .. - 45)?2
_ (470 — 511,645) +30+(530 500,645° 10 26
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d) A selejt valdsziniisége becsiilhet6 a relativ gyakorisaggal:
. 3
P( selejt ) = P(€ < 485) = 3= 0,0967.
Tehét 9,7%. De ez csak 1/31 = 0,0322 = 3, 22%-nyi pontossagot biztosit!
Normaélis eloszlast feltételezve, szamolhatunk m, o becsiilt értékével:

§—m _ 485 — 500,645
o 13, 144
= 1-0,8830 =0, 1170.

P(£<485) =P < ) = &(-1,19) =1 - ¢(1,19)

Azaz 11, 7%-ra becsiilhetjik a selejt valdszintliségét.

e) Léasd el6adéson!

Vegyiik észre, hogy hosszadalmas az egyes mért értékekbol megszerkeszte-
ni az F,,(x) tapasztalati eloszlasfliiggvényt, ha az adatok szdma nagy. Ilyenkor
az adatokat osztalyba sorolva, a mért adatokat az osztalykozepekkel helyet-
tesitjiik, s {gy is megszerkeszthetjik az F,(z)-t.

1y

1-475+4-485+10-505+4-515+2-525
31

€= = 500, 806.,
1(475 — 500, 809)% + 4(485 — 500, 809)% + ... + 2(525 — 500, 809)?
30

A most kapott értékek természetesen durvabb becslések, mint az el6zok,
viszont rovidebben megkaphatdk, mint kordbban. A selejt valészintisége ujra
megbecsiilhet6 (m =~ 500,806, o ~ /138,48 = 11, 768):

Si2 = = 138, 48.

E—m - 485 — 500, 806
o 11,768
=1-0,9099 = 0,0901.

P(£ < 485) = P ( ) = O(—1,34) =1 — B(1,34)

Tehat a selejt valészintiségét 9, 01%-ra becsiiljik.

3.2. Becslések tulajdonsagai

Legyen a &y, &, . . ., &, mintaclemek alapeloszlasanak varhaté értéke m, szorés-
négyzete o2.
Ekkor konnyt megmutatni, hogy

EE =m,
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vagyis a mintaatlag varhaté értéke megegyezik az alapeloszlas varhato érté-
kével. Ekkor azt mondjuk, hogy a mintaatlag torzitatlan becslése a varhato
értéknek.

Teljestil még

P(lim Ezm) =1.
n—oo

egyenlGség is amit gy neveziink, hogy a mintaatlag er6sen konzisztens
becslése a varhaté értéknek.

A tapasztalati szorasnégyzet varhaté értéke

n—1
02,

ES? =
n

Tehat a tapasztalati szérasnégyzet nem torzitatlan becslése a szordsnégyzetnek.
Emlékezziink a kovetkezd Osszefiiggésre: SF? = %Sﬁ Igy a korrigalt
tapasztalati szorasnégyzetre
ES? = o?

teljesiil, tehat a korrigdlt tapasztalati szorasnégyzet torzitatlan becslése
a szorasnégyzetnek. Tovabbé a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet erGsen
konzisztens becslése a szorasnégyzetnek, azaz a

P(lim 532 =o%) =1

n—o0

egyenloség teljesiil.

3.3. A statisztika néhany nevezetes eloszlasa

3.8. Definicié. Ha ny,ms, ..., n fuggetlen, standard normalis eloszldsi valo-
szintiséqi valtozok, akkor a
Xk =0 G

valdszintiségi vdltozo eloszldsdt x*-eloszldsnak nevezzik, melynek szabadsdgi

foka k.

Megjegyzés: A x3 valdszintiségi valtozé folytonos eloszlast, stirliségfiiggvényét
meg lehet hatarozni, az eloszlasfiiggvényének értékeit tablazatba foglaltak.
3.9. Definicié. Ha n és X3 figgetlen valdsziniségi vdltozdk standard
normdlis, illetve k szabadsdgi foku x?-eloszldssal, akkor a

n

Xi/k

valdszindségi vdltozo eloszldsdt  t—eloszldsnak (Student—eloszldsnak)
nevezziik, melynek szabadsagi foka k.

tk =
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Megjeqyzés:

1. At valészinliségi valtozo folytonos eloszlasi, strtiségfiiggvényét meg
lehet hatdrozni, az eloszlasfiiggvényének értékeit tablazatba foglaltak.

2. At valészinliségi valtozo fogalmabol kovetkezik, hogy a stirtiségfliggvénye
szimmetrikus a y-tengelyre.

3.10. Definicié. Ha x3i és x} figgetlen valdszindiségi vdltozdk k szabadsdgi
foki x2-, illetve | szabadsdgi foku x?—eloszldssal, akkor a

Il
X/l

valosziniségi vdaltozo eloszlasdt Fy,—eloszldsnak nevezzik, melynek szabadsdgi

fokai k és .

Megjegyzés: A Fy,; valoszintiségi valtozo folytonos eloszlast, stirliségfliggvényét
meg lehet hatarozni, az eloszlasfiiggvényének értékeit tablazatba foglaltak.

3.11. Tétel (normalis eloszlasi minta jellemz6i). Ha &y, &, ..., &, min-
ta, (m, o?)-paraméterii normdlis alapeloszldssal, akkor

a) € is normdlis eloszldsi (m, o?/n) paraméterckkel,
b) &, és S? fiiggetlenck,

c) nS2/c? eloszldsa x?*-eloszlds n — 1 szabadsdgi fokkal.

3.4. Paraméteres statisztikai prébak
Egymintas u-préba

Tegyiik fel, hogy &;,&,...,&, minta (m,o?)-paraméterti normélis alapel-
oszlasra, ahol o2 ismert, de m ismeretlen. Szeretnénk arrél donteni, hogy
a minta alapjan elfogadhat6-e az a nullhipotézis (feltevés), hogy EE = my,
vagy pedig az E{ # my alternativ hipotézis (ellenhipotézis) fogadhaté el?
Roviden ezt igy fogjuk irni a tovabbiakban:

Hy: E¢&=mg
Hli Eﬁ#mg
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Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a 3.11 Tétel alapjan az
. g — My
u

NG

valdszintiségi valtozé standard normalis eloszlasi. Legyen 1 > ¢ > 0 rogzitett
szignifikancia szint, altalaban 0,1; 0,05; 0,01 értékeket szoktak vélasztani.
Vélasszuk meg az u. /» szdmot gy, hogy P (u < —us/g) =¢c/2,és P (u < ue/g)
=1—¢/2. Ekkor

P (U c [—Ug/g,us/g]) =1-¢

lesz. Dontsiink a kovetkez6 mdédon:

a) Ha az u € [—u./9,us /0| akkor elfogadjuk a H, nullhipotézist (1 —
£)100% biztonsagi szinten. Ilyenkor a [—u. /s, u. /o] intervallumot elfo-
gadasi tartomanynak is nevezziik.

b) Ha az u & [—u./2,uc 2|, akkor elvetjiik a H, nullhipotézist, azaz el-
fogadjuk az alternativ hipotézist (1 — £)100% biztonsdgi szinten. a
[—Ue /2, Us o] intervallum komplementerét kritikus tartoménynak is
nevezziik.

3.12. Definicié. Elséfaji hiba: annak a valoszinisége, hogy a Hy nullhi-
potézist elvetjik, pedig a Hy igaz. (Ez a préba terjedelme.)

Madsodfaju hiba: annak a valoszinisége, hogy a Hy nullhipotézist elfo-
gadjuk, pedig a Hy nem igaz.

Megjeqyzés:
1. Az els6faju hiba pont az e szignifikancia szint.

2. Meg lehet mutatni, hogy az elso6faju hiba csokkenése esetén a masodfaju
hiba novekszik. Tehat a két hiba ellentétes iranyban mozog.

Példa:  Egy automata csovagod gép 1200 mm-es darabok levagasara van
bedllitva. A levagott csé hossza véletlentol fiiggd valtozd. Elbzetes adat-
felvételbdl tudjuk, hogy normaélis eloszlast, melynek szérdsa 3 mm. Kivalasztunk
n=16 legyartott csovet. A mintabdl kapott méretek:

1193, 1198, 1203, 1191, 1195, 1196, 1199, 1191, 1201, 1196, 1193, 1198,
1204, 1196, 1198, 1200.

Elfogadhato-e, hogy az eltérés nem szignifikans, vagyis az egész sokasagban
a varhaté érték: my = 12007
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Megoldas:
& @ egy levagott cso hossza.

Hy: FE¢=1200
Hy: E¢+# 1200.

e = 0, 05-t valasztunk.
1193 4+ 1198 + ... + 1200

= = 1197.
$ 16
1197 — 1200 4
Uszamolt — —3 = —35 = —4,
V16

Most meghatarozzuk az elfogadési tartomanyt.
P(u<ugp)=1-¢/2

azaz

®(upp) =1 —¢/2=1-0,05/2 = 0,975.

A standard normadlis eloszlds tdblazatabdl u. o = 1, 96.
Ugzamolt € [—Ue/2, +Ue /2] teljesiil-e?

—4 ¢ [-1,96,+1,96], tehat a nullhipotézist 95%-os biztonsagi szinten
elvetjiik, azaz a csovagogép nem a megfelel6 méretet vagja. Bedllitast kell

végre hajtani rajta.

Kétmintas u-préba

Legyen a &1, &, ..., & az (me, Ug)—paraméterﬁ normalis eloszlasi minta, és
az M, N2, - .., pedig (my, Jg)—paraméterﬁ normélis eloszldsi minta. A két

2

minta egymastdl fiiggetlen. A of és o

Dontsiink a kovetkezo hipotézisekrol:

Hy: E{=FEn, (azazmg=m,)
H,: FE¢# En.

Ha a Hj nullhipotézis igaz, akkor az

__&-7
G'g 0'2

n

T

ismert, de m¢ és m, ismeretlen.

statisztikai fliggvény standard normalis eloszlasu lesz. Adott e szignifikancia
szint esetén az eljarast az egymintas u-probanal leirtak szerint folytatjuk.
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Példa: Egy kiterjedt népegészségiigyi vizsgalat soran megallapitottak, hogy
az egészséges felnétt populdcié esetén a diasztolés (alsd) vérnyoméds értékek
atlaga 84,8 higanymilliméter, szorasa pedig 12,8 higanymilliméter. Egy sport
klub hat véletlenszertien kivéalasztott versenyzojénél a klub sportorvosa az
alabbi diasztolés értékeket jegyezte fel:

79.2; 64.6; 86.8; 73.7; 74.9; 62.3.

Ugyanabban a varosban miikodd sakk klub versenyzo6i szintén meglatogattak
az emlitett doktort, hat véletlenszertien kivéalasztott sakkozo vérnyomaés értékét
megmeérte és feljegyezte, melyek az aldbbiak:

84.6; 93.2; 104.6; 106.7; 76.3; 78.2.

Hipotéziseit pontosan megfogalmazva dontson 95%-os szinten arrél, hogy
a sakkozdk atlagos diasztolés vérnyomasa magasabb-e, mint a sportoléké! A
sportoldk és a sakkozdok diasztolés vérnyomasarol feltehetjiik, hogy normalis
eloszlast kovet, szérasa pedig megegyezik a teljes népesség korében mért
értékkel.

Megoldas:

Legyen £ a sportolok, mig n a sakkozok alsé diasztolés értéke.

Kétmintas u-probat hajtunk végre, mivel a mintédk szérasat ismerjik.

Hy: E§ = En,
Hy: FE¢ < En.

Tehat egyoldali probat hajtunk végre, azaz a teljes hibat e-t csak egy oldalra

rakjuk.
79,24 ...+62,3

3 5 = 73.58,
84.6 4 ...+ 78.2
= + 5 6 90, 6.
73,58 — 90,6
U szamolt — 4 2—7 . = —2,3
12,8 12,8
6T 6

Most meghatarozzuk az elfogadasi tartomanyt.
Plu<wu,)=1-c¢
azaz
O(u.)=1—e=1-0,05=0,95.

A standard normalis eloszlas tablazatabdl u. = 1, 64.

Uszamolt € [—Ue, Tue| teljesiil-e?

—2,3 & [—1,64;+1,64], tehat a nullhipotézist elvetjiik 95%-o0s biztonsagi
szinten, azaz a sportolok alsé diasztolés értéke kisebb alternativ hipotézist
fogadjuk el.
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Egymintas t-préba

Tegyiik fel, hogy &1,&,...,&, minta (m,o?)-paraméterti normalis alapel-
oszlasra, ahol m és o2 ismeretlen. Szeretnénk donteni a kovetkezd hipotézisekrél:

H() . Ef = My
H1 . E§ 7é my.

Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor a

b § —mo
- Sh/Vn
valészintiségi valtozé t-eloszlasi f = n — 1 szabadsagi fokkal.

Legyen 1 > ¢ > 0 rogzitett szignifikancia szint. Vdlasszuk a t./, szamot
ugy, hogy P (t < —tg/g) =¢/2és P (t < tg/g) =1—¢/2. Ekkor

P(t €[t tep)) =1—¢
lesz. Dontsiink a kovetkez6 médon:

a) Haazt € [—t.2, /2] akkor telfogadjuk a Hy nullhipotézist (1—¢)100%
biztonsagi szinten.

b) Ha az t & [—t./s,t. /2], akkor elvetjiik a Hy nullhipotézist, azaz elfogad-
juk az alternativ hipotézist (1 —£)100% biztonsagi szinten.

Példa: Egy konzervgyarban adagoléautomata tolti a dobozokat. Az egy
dobozba toltend6 anyag tomegének varhatéd értékére az eloiras 500 gr. Min-
tavétel soran az aldbbi értékeket kaptak:

483, 502, 498, 496, 502, 483, 494, 491, 505, 486.

Dontsiink 95%-os biztonséagi szinten arrél, hogy teljestil-e a varhato értékre
az mo = 500 gr eléirds? (Feltételezziik a normélis eloszldst!)

Megoldés: m és o nem ismert, igy t-prébat hajtunk végre.

&: egy dobozba toltott anyag mennyisége.

Hy: E¢ =500
H,: B¢+ 500.

e = 0, 05 szinifikancia szint,

4834 . 4486
£ +10+ — 494,
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(483 — 494)? + ... + (486 — 494)>
9
494 — 500

U szamolt ' = ————F— =
T 8,056/v/10

Most hatarozzuk meg az elfogadasi tartomanyt.

*2
Sy =

= 64, 9.

—2,355.

P(t<ty)=1-¢/2=1-0,05/2=0,975

szabadsagi fok f =mn —1=9. Tablazatbdl ., = 2,26

tsgamols € [—te, +1e] teljesiil-e?

—2,355 & [—2,26;+2,26] tehat 95%-os biztonsiggal a nullhipotézist el-
vetjiik, azaz az automatat ujra be kell allitani.

Kétmintas t-préba

Legyen a &;,&, ..., & az (mg, Jg)—paraméterﬁ normalis eloszlasu minta, és
az M, N2, ..., pedig (my, 03])—paraméterﬁ normalis eloszlasu minta. A két
minta egymastol fiiggetlen. A ag és og ismeretlen, és m¢, m, ismeretlen. De
tudjuk azt, hogy of = 07, Dontsiink a kivetkez8 hipotézisekrol:

Hy: FE¢{=FEn, (azazmg=m,)
Hy: E¢{# En (azaz me #my,).

Ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor az

i
(k—1)SFEAU-DS2 1 | 1
VN (14
statisztikai fliggvény t-eloszlasu lesz f = k+ [ — 2 szabadsagi fokkal. Adott ¢
szignifikancia szint esetén az eljarast az egymintds t-prébandl leirtak szerint
folytatjuk.
Példa: Vizsgaljuk meg, hogy egy 1j készitési eljaras noveli-e a beton normalis
eloszlasu toroszilardsagat! Az egyik és a masik eljarassal készitett prébakockak
toroszilardsagai:
L. eljaras: 300, 301, 303, 288, 294, 296.
IL. eljaras: 305, 317, 308, 300, 314, 316.
Megoldas:
¢ egy az elso eljarassal készilt kocka toroszilardsaga. &-re egy b = 6
eleml mintat vettiink.
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n egy a masodik eljarassal késziilt kocka torészilardsaga. n-ra egy [ = 6
elemil mintat vettiink.
me, My, 0¢ és o, ismeretlen.
Kétmintas t-prébat végziink a kovetkezo hipotézisekkel:
Hy:me =m,,

Hy : mg #m,,.
Vilasszunk ¢ = 0, 05-t!
300 4301 + ... + 296

G - ,
300 — 297)2 301 —297)% + ... 296 — 297)2
Sgi:( ) +( - ) + +( ) :30,4.
Hasonléan
3054317+ ...+ 316
n= 6 = 310,
. (305 — 310)2 + (317 — 310)2 + ...+ (316 — 310)2
S”]vl — 5 — 46

A szorasok egyenloségét majd F-prébaval ellenérizziik a kovetkezd példaban.

297 — 310
l szémolt = = —3, 33.

VIR ()

A t-eloszlds tablazatabdl kikeressiik t./, értékét f = 10 szabadsigi foknal
figyelembe véve

P(t<t.n)=1-¢/2=1-0,05/2=0,975

egyenléséget. Tehat t., = 2.23. Az elfogaddsi tartomany [—2,23; +2,23].
—3,3 & [—2,23;+42,23] ezért Hy nullhipotézist 95%-o0s biztonsagi szinten
elvetjiik. Az 4j eljards javit a tordészilardsdgon. (De célszeriibb nagyobb
elemszamu mintét venni.)

F-préba
Tegyiik fel, hogy a &,&, ..., & (me, Jg)—paraméterii normalis eloszlasu, és
az My, 1o, ..., pedig (mn,afi)-paraméterﬁ normélis eloszldsu valdszinliségi

valtozék fiiggetlenek, ahol of, o7, mg és m, is ismeretlenek. Legyen

Hy : Dg = D?p ( azaz ag = 03),

H, : D} # D% (azaz o # 0727).
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Az )
P
Sih
statisztika, ha a Hy nullhipotézis igaz, akkor F-eloszlasu fi =1—1, fo = k—1
szabadséagi fokokkal. Legyen 1 > & > 0 adott. Vélasszunk olyan 0 < ¢; <
co szamokat gy, hogy P(F < ¢1) = P(F > ¢3) = ¢/2. Ekkor vehetjiik
elfogaddasi tartoméanynak a [¢1, ¢o] intervallumot, kritikus tartoméanynak pedig
ennek a komplementerét. c, helyett F.-t fogunk irni.

Megjegyzés: Az F-préba tablazataban csak 1-nél nagyobb szamok szerepel-

, i o, , , . 5*2 *2

nek ezért a statisztikat gy valasztjuk, hogy a zhr, <

ek el

nagyobbikat vessziik figyelembe, s ekkor f; a szamlalo fs a nevez6 szabadsagi
foka lesz

hanyadosok koziil a

Példa: Az el6z6 példaban ellendrizziik a szorasok egyenloségét. ¢ = 0, 1-
el fogunk szdmolni, mert a tdblazatunk csak a 90%-os biztonsdgi szinthez
késziilt. Tudjuk, hogy ngk = 30,4 és S;Ql = 46.

Hipotéziseink:
2
7]7

Hy :02 # 0727.

Hy, :02 =0

46
30,4
Az F-eloszlas tablazatabdl fi =1 —1 =15 és fo = k — 1 = 5 szabadsagi
fokoknal keressiik ki F. értékét, F. = 3,45. 1,5 = F gamon < F. = 3,45,
igy a nullhipotézist elfogadjuk 90%-os biztonsagi szinten, tehat a szérasok
egyenlOségét elfogadjuk.
Jogosan vetddik fel a kérdés, mit lehet csindlni akkor, ha az F-préba
elveti a szorasok egyenl6ségét? A valasz a kovetkezo probaban van.

1,5,

F szamolt —

Welch préba

Legyen a 1,8, ..., & az (me, ag)—paraméterﬁ normélis eloszlast minta, és
az M, N2, ..., pedig (my, Jf])—paraméterﬁ normélis eloszldsi minta. A két
minta egymastol fiiggetlen. A 0'2, a%, me és m,, ismeretlen. De tudjuk azt,
hogy o7 # o2, Déntsiink a kovetkezé hipotézisekrdl:

Hy: E{=FEn, (azazmg=m,)
Hy,: FE¢+# En (azaz me #m,).
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Ha a Hj nullhipotézis igaz, akkor az

J‘r\r|

t:= = —
E +_

statisztika t eloszlasu lesz. A szabadsagi fokra pedig teljesiil a kovetkezo:

2 2

2 2
S L
— = +
fook—=1\ % S I—1\ % | S
k l k l

Adott e szignifikancia szint esetén az eljarast az egymintas t-prébandl leirtak
szerint folytatjuk.

Példa:  Kupgorgos csapagy belsoé gytirtijének kupszogét mérjiik egy hite-
lesitett A miszerrel és egy hitelesitendé B miiszeren. Az A miszeren végzett
mérés eredménye normalis eloszlasi, a B miiszeren végzett mérés eredménye
, szintén normaélis eloszlast. A mérési eredmények:

A: k=100, £=0,625 Sc)=0,754,
B: 1=100, 7=0,471, S,;=1,269.

Hitelesnek tekinthet6-e a B miiszer? (Azaz az egész sokasdgban a varhaté
értékek egyenlk-e?)

Kétmintas t-prébaval szeretnénk donteni, de elébb ellenorizziik a szérasok
egyenlGségét F-probaval!

Hipotéziseink:

2 2
HOO‘&—O’,U,

H, :0? + 0727.
Az adatokbol S22 = 2955k 0, 57426, és 522 = 0ot — 1, 6266,
1,6266
Fszérno =—_—— = 27837
"7 0,57426

Az F-eloszlas tablazatabdl f; =1 —1 =099 és fo = k — 1 = 99 szabadsagi
fokoknal keressuk ki F, értékét, F. = 1,39. 2,83 = F gamox > Fr = 1,39,
igy a nullhipotézist elvetjiik 90%-os biztonsagi szinten, tehat a szérdsok nem
egyenldek.

fgy t-proba helyett Welch-probat alkalmazunk. Hipotéziseink:

HO Me =M
Hy :m¢ #m,,.
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Ekkor

0,625 — 0,471
l szémolt ‘= : ’ = 1, 043
0.5685 | 16104
100 100
1 | < 0,5685 ) 2 1 ( 1.6104 ) 2
100 100
—=— |70 | + = | veee— =501 =0, 0062053
05685 | 1,6104 0.5685 |, 1,6104 ; 5
f 99\ e + oo 99\ 0 + “Too

f =161. € = 0,05-hoz, t./» = 1,96. fgy az elfogaddsi tartomany [—1, 96; +1, 96].
1,043 € [—1,96;+1,96], tehat a varhat6 értékek egyenldségét 95%-os biz-
tonsagi szinten elfogadjuk.

3.5. x2-prébak
x2-illeszkedésvizsgdlat
A minta tekintheté-e egy adott eloszlasbdl szarmazonak?

Hy: a minta az adott eloszlasbol szarmazik,

H;: a minta nem az adott eloszlasbdl szarmazik.

Pontositva:
Ay, Ay, ..., A, teljes eseményrendszert alkotnak.

HO : P(Al) = P1, ,P(AT) = Pr.

Az n megfigyelés sordn A; bekovetkezik k;-szer (fontos: Y., k; = n). Ha
H, igaz, akkor
- ki — np;)?
ooy o)

n .
i=1 pi

x? eloszlasi f = r — 1 szabadsagi fokkal.
X2t az f =r — 1 paraméterti x? tabldzatbdl keressiik ki.

P(x*<xi)=1-¢

képletet alkalmazva. Azaz a proba egyoldali, igy az elfogadasi tartomany
[0, x2], a kritikus tartomdny (x?, +00).

Megjeqyzés:
1. A fenti esetben tiszta illeszkedésvizsgalatrdl beszéliink. Eléfordulhat,
hogy néhany paramétert s darabot becsiilniink kell, ekkor becsléses

illeszkedésvizsgalatrdl beszéliink és f = r — 1 — s szabadsagi foku x?-
eloszlas tablazatat hasznaljuk.
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2. A kozelités megfelelé, ha np; > 10 (lehet, hogy n nagy kell legyen).

3. Folytonos eloszlasok esetén az adatokat osztalyokba soroljuk és p; =
P(¢ az i-edik osztélyba tartozik ) = P(a; < £ < b;) valdsziniiségeket
hasznaljuk.

Példa: Tekinthet6-e szabdlyosnak az a jatékkocka, amelyet n = 1200-szor
feldobva az egyes szamok gyakorisagara az alabbi eredményeket kaptuk? 1-
est 195-szor, 2-est 210-szer, 3-ast 190-szer 4-est 204-szer, 5-0st 205-szor, 6-ost
196-szor kaptunk.

Ha a kocka szabdlyos, akkor barmely szam dobésa egyenld valoszintiségii.
¢ a dobott szdm (A4; : i-t dobunk).

Hy: P(A)=PE=i)=p=1/6 (i=1,2,..,6).

H,: nem igaz a fenti eloszlas, azaz a kocka nem szabalyos.

np; = 1200 - % = 200 > 10, tehat a kozelités megfelel6 lesz. A szamolast
tablazattal megkonnyithetjiik:

dobott szam | gyakorisag (k;) | np; (ki — np;)? /np;
1-es 195 200 25/200
2-es 210 200 100/200
3-as 190 200 100/200
4-es 204 200 16/200
5-08 205 200 25/200
6-0s 196 200 16/200
0sszeg: | X2, amor =282/200=1,41

Tiszta illeszkedésvizsgalatrol van sz, f = 5 szabadségi fokndl € = 0, 05-hoz
X2=11,1.

Mivel 1,41 = 2 . . < x? = 11,1, {gy Ho-t 95%-0s biztonsdgi szinten
elfogadjuk, azaz a kocka szabalyos.

x2-fiiggetlenségvizsgalat
Két valoszintiségi valtozo fliggetlennek tekintheto-e?

Hy : fiiggetlenség van,

H, : nincs fiiggetlenség.

Az els6 valdszintségi valtozd értékkei az Ay, ..., A, teljes eseményrendszerbe
esnek, a masodik valdszintiségi valtozé értékei az By, ..., By teljes esemény-
rendszerbe esnek. Az A; N B; eseménybe k; ; darab minta elem esik.
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Ismertek a kovetkezd valosziniiségek (tiszta fliggetlenségvizsgalat): p; =
P(Ay),....,p, = P(A,) illetve ¢ = P(By), ...,qs = P(Bs). Ha H, igaz, akkor

X _ Z Z z] nsz]

n
=1 j—1 Pig;

x? eloszlast f = rs — 1 szabadsdgi fokkal.
Adott e-hoz x2-t tébldzatbol keressiik ki.

P*<x)=1-¢

képletet alkalmazva. Igy az elfogadési tartomany [0, x2], a kritikus tartomany
(X2, +00).
A gyakorlatban a p; (i=1,...,r) és q; (j=1,...,s) valészinliségek ismeretle-
nek, becstilni kell 6ket. Ekkor becsléses fiiggetlenségvizsgalatrol beszéliink.
Kontingencia tablazat:

e\’ By |...|Bj|... | Bs | Gsszesen

Al kll . kl] ce kls fl.

A, Ky | oo | kg | oo | Ks fr
osszesen | fq | ... | fi || fs n

Ha H, igaz, akkor
s S fi. fj

X —ZZ & fzfjn

=1 j=1

x? eloszlast f = (r — 1)(s — 1) szabadsdgi fokkal.

Példa: Csapaggytriiknél fontos mindségi jellemzé a kiils6 és belsd atmérd (&
és n). Az &tmér6 nagysdga alapjan az elkésziilt gyfirtiket harom kategéridba
soroljuk: jé, javithatd, selejtes. Taldlomra kivélasztunk n = 200 db-ot an-
nak ellenorzésére, hogy a kiilsé és a belsé atmérd fiiggetlen-e egymastol.
Dontstink a fliggetlenségrol a kovetkezo kontingencia tabléazat alapjan!

belsé 4tmers \ L0 AmErd |36 | avithatd | selejtes | Osszeg
jo 169 8 1 178
javithaté 9 4 1 14
selejtes 1 3 4 8
0sszeg 179 15 6 200
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Hy : fiiggetlenség van,
Hy : nincs fiiggetlenség.

178:179) 2 178-15 2 178:6) 2
2 7(169 200 ) + (8 200 ) + (1 200 )
Xszamolt — 178179 178-15 1786
200 200 200
(9 _ 14-179)2 ( o 14-15)2 ( o @)2
+ 200 200 + 200
14-179 1415 146
200 200 200
() (), (-3’
+ 200 + 200 200 — 90 15
8179 815 86 )+
200 200 200

Filiggolegesen r = 3 és vizszintesen s = 3 osztaly van. Szabadsagi fok
f=0—-1)(s—-1) =2-2 =4 e = 0,05-hoz x? = 9,49 tablazatbol.
Elfogadasi tartomany [0;9,49]. 9,49 < 90, 15, tehat a nullhipotézist elvetjiik
95%-0s biztonsaggal, azaz a két tulajdonsdg nem fiiggetlen.
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