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1. fejezet

El6szd, bevezetés

Kérdés: Mennyi a valdsziniisége?
Vidlasz: Mihez képest?

A jegyzet - elsésorban - a matematika (és programtervezd in-
formatikus) BSc szakos képzésben résztvevé hallgatdk szdméra nyijt bevezetést
a valészintiségszamitasba. Nincs médunkban a valdszintiségszamitas korszerti
elveinek megfelel teljes targyaldsra, ugyanis a hallgatdsagnak hidnyoznak
a sziikséges mérték és integralelméleti ismeretei. Ehelyett arra véllalkozunk,
hogy preciz médon definialjuk a Kolmogorov féle valésziniiségi mezot, és més
valosziniiségelméleti fogalmakat. Egzakt bizonyitdsokat adunk olyan esetek-
ben, ahol ez egyszerli eszkozokkel (“naiv” halmazelmélet, differencidl és in-
tegralszémitds) megtehetd. Kiilon jelezziik, hogy, ha csak valamely speciélis
esetre adunk bizonyitdst. A jegyzet célja, hogy &altalanos bevezeté betekintést
adjon a valészinliségszamitasba, annak modell jellegébe. A val6sziniiségszamitds
célja, hogy a vilag kiilonféle jelenségeire, eseményeire modelleket adjon. Az
egyes eseményekhez nulla és egy kozotti szamokat rendelve azt az esemény
valésziniiségének nevezziik. Egy esemény valdsziniisége, tehdt nem egy min-
dentdl fliggetlen az univerzumbdl ered6 szam, hanem egy altalunk valasztott
modellbdl ered. Igen konnyl megadni olyan Kolmogorov féle valdszintiségi
mez6t, hogy annak a valdszinlsége, hogy a Kolmogorov féle valdsziniiségi
mezdben legelnek tehenek 1 legyen. Az més kérdés, hogy egy modell nem igazén
j6 semmire (de korrekt lehet), ha a tapasztalat ellentmond neki.

matematikai vizsgélatdval elséként H. Cardano (1501-1576), G. Galilei (1564-
1642), B. Pascal (1623-1662), P. Fermat (1601-1665) és Ch. Huygens (1629-1695)
foglalkozott. Egy szenvedélyes szerencsejatékos, Ch. De Méré lovag a kovetkez6
két probléméval fordult Pascalhoz (1654):

1. Mi az oka annak, hogy egy kockaval dobva elényos arra fogadni, hogy
az els6 négy dobas kozott megjelenik a hatos, de hatranyos arra fogadni,
hogy két kockaval dobva az elsé 24 dobés valamelyikében megjelenik a két
hatos.

2. Két jatékos megallapodik abban, hogy az nyeri a kitlizott pénzosszeget,
aki el0szor nyer k£ szammal jatszmét. Hogyan kell méltanyosan felosztani
a kitlizott pénzosszeget, ha valamilyen okbdl akkor kell abbahagyniuk a
jatékot, amikor az els6 jatékosnak n < k, a masodiknak m < k gybzelme
van.



A problémék korabban is ismertek voltak, de helyes megolddst Pascal és Fer-
mat adtak 1654-ben. Az emlitett problém&akkal Huygens is foglalkozott, és a
megoldasokat a De ratiociniis in ludo aleae c. értekezésében rogzitette, amely
1657-ben jelent meg. Jelentds eredmények fiz6dnek J. Bernoulli (1654-1788)
munkassagahoz, aki felismerte, hogy a valészintiségszamitas jol alkalmazhato6 a
természet és a tarsadalom véletlen jelenségeinek a vizsgalatara.

Pierre de Fermat

A 18. szdzadban A. de Moivre (1667-1754) , Th. Bayes (1702-1754) ,
G.L.L. Buffon (1707-1788) , J.L. Lagrange (1736-1813) és mésok bévitik a
valdszintiségszamitast 1ij eredményekkel.

A valdszintliségszamitas klasszikus elméletét Laplace foglalta 6ssze. Abban
az id6ben a valésziniiséget a kedvezO esetek és az Osszes esetek szamanak
hényadosaként definidltak, amely csak az ugynevezett egyenlOen valdszini es-
etekre teljestil.

A 19. szdzad elejétdl a valdszinliségszamitas igen gyors fejlédésnek
indult S.D. Poisson (1781-1840), C.F. Gauss (1777-1855), P.L. Csebi-
sev (1821-1894) munkdssdga kovetkeztében. A valészinliségszamitds toretlen
fejlédését akaddlyozta az egzakt matematikai megalapozottsaganak a hidnya. A
valészintliségszamitas matematikai megalapozasaval foglalkoztak a 20. szdzadban
- t6bbek kozott - Sz.N. Bernstein (1880-1969), és R. Mises (1883-1953), azon-
ban modern elméletét A.N. Kolmogorov (1903-1987) dolgozta ki. Kolmogorov
E. Borelnek (1871-1956) , Jordan Kérolynak (1871-1959), és mdsoknak az
eredményeit tovabbfejlesztve a halmaz és mértékelméletre alapozva 1933-ban
alkotta meg a valészintiségszamitas axiomatikus elméletét. Kolmogorov elmélete
elosegitette a valdszinliségszamitas ugrasszert fejlédését, mivel megszintette
azt a bizonytalansiagot, amit az alapok tisztazatlansiga okozott. Munkéssdgat
kovetden a valdszinliségszamitas feladatanak megfogalmazdasa is médosult.

A valoszinliségszamitas feladata olyan mérték bevezetése, amely a bizony-
talansdgot numerikusan méri, s erre alapozva olyan matematikai mddszerek
kidolgozdsa, amelyekkel bizonyos események (véletlen tomegjelenségek) mod-
ellezhetdek, illetve valészintiségiik kiszamithato.

Andrey Nikolaevich Kolmogorov



A jegyzet 2. fejezete a Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd bevezetésével,
illetve néhany alapvetd tétellel foglalkozik. Példédkat adunk Kolmogorov-féle
valdszintiségi mezokre.

A 3. fejezetben az tgynevezett feltételes valdszintséget targyaljuk. A 3. fe-
jezetben bevezetjiik a valdszintiségi valtozo, illetve az eloszlasfliggvény fogal-
makat. A 4. fejezetben a valészintiségi valtozé és az eloszlasfliggvény fogalmakat
vezetjlik be, valamint kiilonféle rdjuk vonatkozé allitasokat mutatunk be.

A 5. fejezet a helye a tobbdimenzids valésziniiségi valtozék bevezetésének,
valamint a veliik kapcsolatos néhany fogalom és dllitas ismertetésének. Az ha-
todik és a hetedik fejezet a varhato érték és a szoras bevezetésébdl, illetve veliik
kapcsolatos néhany allitas igazolasdbdl &ll.

Az 8. fejezetben specialis, diszkrét eloszlasu, a 9. fejezetben specidlis, folytonos
eloszlasu valosziniiségi valtozdkkal foglalkozunk.

A 10. és 11. fejezetben a nagy szamok kiilonféle torvényeit targyaljuk.
Targyaljuk az 1 valdsziniiségii, sztochasztikus és LP-konvergencia kérdéseit,
valamint kapcsolatukat. Itt targyaljuk a centralis hatareloszlas-tételt.

Végezetill a 12. fejezetben a feltételes varhatd értéket targyaljuk, illetve a
feltételes valdsziniiség altalanos fogalmat, legegyszertibb tulajdonsagait.

Az egyes fejezet végén az adott fejezet anyagdval kapcsolatos feladatok
olvashatoéak.



2. fejezet

A Kolmogorov-féle valészintliségi mezo

Jelolés. Jeldlje a természetes szamok halmazat Ny := {0, 1, ...}, valamint N :=
N\ {0} a pozitiv egészek halmazat.

2.1.Definicié. Legyen Aegy tires halmaztdl kilonbozé halmaz (, melynek az
elemei is halmazok). Azt mondjuk, hogy A egy (halmaz) gyiri, ha tetszéleges
A,B € A esetén AUB, A\ B € A (, azaz, ha A zdrt az unidra és kivondsra,
mint halmazmiduveletekre nézve).

2.2.Definicié. Legyen A egy idires halmaztol kilonbozé halmaz (, melynek az
elemei is halmazok). Azt mondjuk, hogy A egy (halmaz) o gyird, ha zdrt a
kivondsra, mint halmaz miveletre nézve, és tetszbleges A; € A (i € N) esetén

GAZ ceA
=1

(, azaz, A zdrt a megszamldlhatd unidra, mint halmaz miveletre nézve is).
2.1. Allitas. Legyen A egy gylird vagy o gytiri. Ekkor § € A.

Bizonyitas. Mivel A nem iires halmaz, ezért van A € A. Mivel A zart a
kivondsra, mint halmaz miiveletre nézve, ezért ) = A\ A € A. O

2.2. Allitas. Legyen A eqy o gyird. Ekkor A gyird.

Bizonyitas. Definicié szerint azt kell beldtnunk, hogy A zart a kéttagu
uniéképzésre, mint miiveletre nézve, azaz A, B € A esetén AU B € A. Legyen
A1 = A Ay :=B, A3 :=0,A4:=0,.... Az 2.1 Allités szerint ) € A, esetén

AUB:U?ilAiG.A. g

2.3. Allitas. Legyen A egy gyiird, A,B € A. Ekkor, AN B € A (,azaz egy
gylird zart a metszet képzésre, mint halmaz mduveletre nézve).
Bizonyitas. Mivel egy gylirt zart a kiilonbség képzésre nézve, azaz két elem

kiilonbsége is elem, ezért A\ B € A, valamint ezt még egyszer alkalmazva kapjuk,
hogy A\ (A\ B) € A.Mérpedig

A\ (A\ B)=ANB,
ugyanis , ha x € AN B, akkor x ¢ A\ B ,sigy z € A\ (A\ B). Ha viszont a

bal oldalrdl vesziink egy x -et, azaz x € A\ (A\ B), akkor x € Aés x ¢ A\ B,
tehdt ezért x € B is. Kévetkezésképpen x € AN B O



2.4. Allitas. Legyen A egy o gyirt, valamint, A; € A (i € N). Ekkor

ﬁAz cA
i=1

(, azaz eqy o gyiird zdrt a megszdmlalhatdan véges metszet képzésre, mint hal-
mazmiveletre nézve).

Bizonyitas. Elészor lassuk be a kovetkez6 halmazelméleti azonossagot.

ﬁAi = A1\ <U(A1\Ai)>'

i=1

Legyen z € (2, A;. Ekkor  minden A;-nek eleme, ezért x ¢ A; \ A; minden
i € N esetén, ezért z ¢ |J;=, (A1 \ 4;). De, mert z € A; , ezért x € Ay \
(Ui (A1 \ A;)). Mésrészt, legyen z € Ay \ (Uj=; (A1 \ A;)). Ekkor, z € A; és
z ¢ ;2 (A1 \ 4;). Tehdt = nem eleme egyetlen A; \ A; (i € N) halmaznak sem.
Ebbdl adédik, hogy « eleme minden A; (i € N) halmaznak, azaz a metszetitknek
is, s ezzel a nevezett halmazelméleti azonossdgot belattuk. A bizonyitas tobbi
része pedig azon alapszik, hogy mivel A egy o gylir(i, ezért A; \ 4; € A (i € N),
azutdn (J;o, (A1 \ 4;) € A, innen pedig A1 \ (U;2 (A1 \ 4)) = N, A; € A.
O

Jelolés. Legyen A egy tetszOleges halmaz. Az A halmaz részhalmazainak a
halmazat a kovetkez&képpen fogjuk jelolni.

24 .= {B|B c A}.

2.3.Definicié. Legyen A C 2% egy (halmaz) gyilirid (;azaz A elemei
részhalmazai az Q0 halmaznak). Ha Q € A akkor azt mondjuk, hogy A egy (hal-
maz) algebra az ) -ra (mint alaphalmazra) nézve.

2.4.Definicié. Legyen A C 29 egy (halmaz) o gyiri (,azaz a A o gyiri
elemei részhalmazai az Q halmaznak). Ha Q € A akkor azt mondjuk, hogy A
egy (halmaz) o algebra az Q -ra (mint alaphalmazra) nézve.

2.5. Allit4s. Legyen Q egy tetszéleges halmaz. Ekkor 2% egy (halmaz) o algebra
az Q -ra nézve.

Bizonyitas. El6szor is 2° nem iires halmaz, mert az iires halmaz eleme, ugya-
nis ) C Q, azaz O € 29?. Belatjuk, hogy 2% zart a kiilonbség képzésre és a
megszamlalhaté uniéra, mint halmazmiiveletekre. Legyen A, B € 292. Ekkor
A,B C Q, ezért A\ B C Q, kovetkezésképp A\ B € 2.

Valamint, legyen A4; € 2 (i € N). Ekkor, A; C Q (i € N). Tehat, J;~, A; C
Q, azaz |Jo | A; € 2%

Tehat 2 halmaz o gytirti. Mivel Q C Q, ezért Q € 2%, ezzel igazoltuk, hogy
29 egy halmaz o algebra az Q -ra nézve. O



2.5.Definicié. Az (Q,A,P) hdrmast Kolmogorov féle valdszindségi mezének
nevezzik, ha teljesiilnek az alabbiak. A egy halmaz o algebra az Q) -ra nézve, P :
A — RY azaz, a A elemein értelmezett fiigguény, amely a [0,00) intervallumba
képez. Tovdbb ,

. P(Q) =1,

i P(UR A;) = >0  P(A;) ,  tetszdleges A, € A (i € N) , A,NA; =10,
i # j, (i,7 € N) esetén. (Ezt az utdbbi tulajdonsdgot igy mondjdk, hogy a
P walészindség o additiv.)

kolmogorovmezo.mp3 >

2.6. Allitas. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle valdszinidségi mezd. Ekkor
P(}) =0.

Bizonyitas. A egy o algebra, amelynek eleme az () , ezt belattuk. fgy mindene-
setre van valdsziniisége. Legyen A, := () (n € N). Ekkor persze az A,, halmazok
diszjunktak, igy alkalmazva i -t kapjuk

P@0)=P((J0) =D _P0).

Mivel P(0) egy nemnegativ szdm, ezért csakis 0 lehet. O

2.7. Allitas. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, tovdbbd
A e A,i=1,..,n,n e N diszjunkt események (,azaz A;NA; =0 i #j

esetén). Ekkor
P(J4) =) _P(4)
i=1 i=1

(Ezt az utébbi tulajdonsdgot igy mondjik, hogy a P valdszinidség additiv.)

Bizonyitas. Legyen A, 11 := Ayyo := ... := (). Ekkor az A; (i € N) események
mind diszjunktak, mert az Aq, ..., A, halmazok azok, és csak iires halmazokat
vettiink fel, ami ugyebar barmivel is 6sszemetszve még mindig csak iires halmaz.
Alkalmazhaté tehat a Kolmogorov féle valészintiségi mezé ii. axiéméja, valamint
az elébbi allitds, miszerint az iires halmaz valészintisége nulla, azaz

s}
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=Y P(4)
i=1



2.8. Allitas. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, tovdbbd
A, B € A események olyanok, hogy A C B (ez akdr dgy is mondhatd, hogy az A
eseménynek kovetkezménye a B esemény). Ekkor P(A) < P(B).

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a B eseményt felbonthatjuk az alabbi két dis-
zjunkt halmaz unigjara: B = AU (B \ A). Kovetkezésképp az el6bbi allitést,
valamint azt a tényt, hogy a valdszinliség nemnegativ kihaszndlva: P(B) =
P(A)+P(B\A)>P(A). O

Kovetkezmény. Legyen (Q,A,P) egy Kolmogorov féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbdA € A egy tetszéleges esemény. Ekkor P(A) < 1, azaz eqy tetszbleges
esemény valdszintdsége egy 1-t8l nem nagyobb (és 0-ndl nem kisebb) szdm.

Bizonyitas. Az 2.8 Allit4s és az 2.5 Definici6 i. része alapjén, A C Q , P(A4) <
P))=1. O

2.9. Allitas. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, tovdbbd
A € A tetszbleges esemény. Ekkor P(Q\ A) = 1—P(A). (Azaz, a komplementer
esemény valdszintlisége egyenld 1 minusz az esemény valdszintsége.)

Bizonyitds. Konnyen liathaté, hogy A és Q\ A diszjunkt események, valamit
az uniéjuk maga az egész alaphalmaz, ezért az 2.7 Allitas és az 2.5 Definicié i.
alapjan {rhaté, hogy 1=P (Q) =P (AU (Q\A) =P (A)+P (Q\A). O

2.10. Allitas. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbd A, B € A tetszéleges esemény. Ekkor:

P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).

Bizonyitas. Felbontjuk az AU B halmazt két diszjunkt halmaz unidgjara. A U
B = AU (B\ A). ugy a valdszinliség véges additivitdsa miatt P(A U B) =
P(A) +P(B\ A). Mésrészt a B halmaz is felbonthaté az B = (B\ A) U(ANB)
modon (két diszjunkt esemény uniéjira), amib8l P(B) = P(B\ A) + P(BN A)
,azaz P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B) adédik. O

A kovetkezé két allitdst gy is lehet nevezni, hogy a val6sziniiség monoton
halmazrendszerekre vonatkozé konvergenciija, vagy még inkabb tdgy, hogy a
valdszintiségi mérték folytonossiga.

2.11. Allitas. Legyen (Q,A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezé, A, €
A, n € N olyan események, hogy A1 D As D Az D .... Ekkor,

P(() An) = lim P(A,).
n=1

2vllvallitasvl.mp3d > 2vllvallitasvil.mp3 >

Bizonyitas. El6szor is, a ﬂzozl A,, halmaz esemény, mivel kordbban belattuk,
hogy egy o algebra (és A az) zart a megszamlalhaté metszet képzésre, igy min-
denesetre van valdszintisége.



Definidljuk a kovetkez6 eseményeket. B,, := A, \ A,+1, n € N. Belatjuk,
hogy a B, n € N halmazok diszjunktak. Legyen k,j € N és mondjuk k& > j
(megjegyezziik, hogy a k < j eset teljesen azonos mddon térgyalhatd). Ekkor
k>j+1, B, = Ak\Ak+1 C A, C Aj+1. Valamint, mivel Aj+1ﬂ(Aj\Aj+1) = @,
igy BN B;j = 0. Valamint A; 1 N B; = () azt is adja, hogy B; N (", A,) = 0.

Belatjuk, hogy
Ay = (U Bn>U<ﬂ An>. (2.1)
n=1 n=1

Legyen eldszor w € Ay. Ekkor, ha w € A, minden n € N esetén, akkor készen
vagyunk, mert w € (),—; A,. Tegyiik tehat fel, hogy van olyan A, halmaz,
amelynek nem eleme az w. Legyen n a legkisebb ilyen index. Ezek szerint w ¢ A,
,de w € Ay, ...., A,,_1. Innen addédik, hogy w € B,.

Legyen most w € (Uy—; Bn) U (No2; An). Haw € N2, A, C Ay, akkor
készen vagyunk. Feltehetd tehdt, hogy w € |J,—, By, kovetkezésképpen van
olyan n € N | hogy w € B, C A, C A;. Ezzel az (2.1) halmazelméleti
azonossagot igazoltuk.

Alkalmazva a valésziniiségi mez6 4i. axiéméjat kapjuk, hogy

P (A1) => P (Bn)+P ([) An). (22)

n=1
Az 2.7 Allités igazoldsa alapjén adédik, hogy P (B,) = P(An)—P(An41), tehat,

0o N
ZP (Bn) = lim (P(An) - P(An+1))

N —o00
n=1

= lim (P(A1) = P(Ay 1) =P (41) = lim P (Ay).

(2.2) adja, hogy

P (A1) =P (4) = lim P (Ay)+P ([ 4n),

n=1
ami pedig éppen a bizonyitandé allitas. O

2.12. Allitas. Legyen (Q,A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezé, A, €
A, n € N olyan események, hogy A1 C As C Az C .... Ekkor,

P(J 4,) = lim P(A,).
n=1

Bizonyitas. Elészor is a |J;—; A, halmaz esemény, igy mindenesetre van
valdszintisége.

Definidljuk a kovetkezd eseményeket. B, := Q\ A,, n € N. Ekkor, By D
By O ..., igy alkalmazhat6 az 2.11 Allitas. Eszerint, valamint alkalmazva a
halmazelméleti De Morgan azonossigot, valamint azt, hogy a komplementer

10



esemény valdsziniisége egyenlé 1 minusz az esemény valdszintiségével adddik,
hogy

_1op @\ ) A
n=1

=1-P ([ (2\4.)

= 1n1LH;O_II> (Q\ Ay)

= 1= Jim (1=P (4.)
= lim P (4,). O

n—roo

Az aldbbiakban megemlitiink hirom példat Kolmogorov féle valdsziniiségi
mezore.

1. Példa. A klasszikus valdsziniiségi mez6.

Legyen € egy véges halmaz; Q = {w;,ws,...,w,}, valamint A = 2%,

Tovabba adjuk meg a P valdsziniségi fliggvényt ugy, hogy definicié szerint
legyen

PM) =0, P({w}) ;:% (i=1,..n),

és a tobbi A -beli halmazon pedig P legyen tigy megadva, hogy az additivitasa
teljesiiljon. Ez azt jelenti, hogy ekkor tetszSleges A 3 A = {wi, ..., wil} esetén
A={wt U - U{wi}, azaz

k k

P() =Y P =3 - =

n
i=1 i=1

Sl

Ezzel azt kaptuk, hogy a klasszikus valészinliségi mez6ben (kissé pongyoldn
fogalmazva), amelyet azzal a jellemz6vel kaphatunk, hogy az egyes elemi
események egyenrangiak, azaz, mindegyik bekovetkezésének a valdsziniisége az
Osszes elemi esemény halmazanak a szamossdganak reciproka, egy tetszéleges
esemény valoszinlisége éppen az eseményt alkoté elemi események szamossaga
osztva az Osszes elemi események (Q) szdmossigdval. Még durvdbban: kedvezd
esetek szama per Osszes esetek szama.

2. Példa. A geometriai valdsziniiségi mez6. FEzt a példat egy “kissé
elkenve” ismertetjik (, de legaldbb elmondva, hogy hogy és mit “kentiink” el).
Legyen Q := [0,1] x [0,1], az egységnégyzet. Az események halmaza, pedig
legyen az egységnégyzet Jordan mérheté részhalmazainak a halmaza, és egy
Jordan mérhet6 halmaz, azaz esemény valdszintisége pedig az illeté halmaz Jor-
dan teriilete legyen. A “kenés” itt van, ugyanis igazabdl Jordan mérhetd helyett
Lebesgue mérhet6t, Jordan mérték helyett Lebesgue mértéket kellene mondani,
az egységnégyzet Lebesgue mérhetd részhalmazai alkotnak o algebrat, a Jor-
dan mérhetéek csak algebrat alkotnak (megszamlélhatéan végtelen sok Jordan
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mérhetd halmaz unidja mar nem feltétlen lesz Jordan mérhetd). De ez til nagy
gondot nem okoz (persze relativ, hogy mi a nagy) mert egy Jordan mérhetd
halmaz Lebesgue mérhetd is , és a két mérték megegyezik (ebben az esetben).

Feladatok

1.

2.

Legyen P(4) =0,2,P(B) =0,5,P(AU B) =0,6. Mennyi lesz P(A\ B)?

Egy csomag magyar kartyat jol Osszekeveriink. Mennyi annak a
valészintisége, hogy a 4 sz egymas utan helyezkedik el?

100 alma koziil 10 férges. Mennyi a valdszinlisége, hogy valogatds nélkiil
5 almat kivéve, kozottiik lesz férges alma?

Egy urndban 6 piros, tobb fehér és fekete goly6 van. Annak a valdszintisége,
hogy egy golydt kihizva, az fehér vagy fekete lesz 3/5, hogy piros vagy
fekete szinii lesz 2/3 . Hany fehér és fekete golyé van az urndban?

Egy pénzérmét 10-szer egymds utan feldobunk. Ha fejet kapunk, azt F-fel,
ha irast, azt I-vel jeloljik. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy az F és I
betiiknek ez a 10 elemi sorozata tartalmaz két azonos betiit egymas utan?

Egy vendéglé egyik asztalanal 12 vendég iil. Osszesen rendelnek 3 {iveg
sort, 4 tésztét, 3 kavét és 2 fagylaltot. ( Minden vendég csak egy tételt ren-
del és a sorok, tésztdk, stb. teljesen egyformdk.) A pincér emlékszik arra,
hogy mibd6l mennyit kell hoznia, de teljesen elfelejtette, hogy mit, kinek kell
adnia. Taldlomra szétosztja amit hozott. Mennyi annak a valésziniisége,
hogy mindenki azt kapja amit kért?

Egy egységnyi hosszisdgu szakaszt két ponttal felosztunk harom részre.
Mi a valészintlisége annak, hogy a keletkeze harom szakasz felhasznaldsaval
lehet haromszoget szerkeszteni?

Megoldasok

1.

Ekkor 0,6 = P(AUB) = 0,2+0,5—P(ANB). Ahonnan, P(ANB) =0, 1.
fgy P(A\ B)=0,2-0,1=0,1.

. p =42 =0,0008.

A: lesz férges a vélasztottak kozott, A: nem lesz férges a vélasztottak

B 90
kozott. P(A)=1-P(A)=1-— ((1%)) =0,4162.

5
Legyen az urndban a 6 piros goly6 mellett x fehér és y fekete golyd. Meg

kell oldani a kovetkezd egyenletrendszert. 3/5 = (z+y)/(6+z+y),2/3 =
(64+y)/(6+x+y). Megolddsa: z = 5,y = 4.

P(van két azonos betl) = 1 — P(nincs két azonos bett) = 1 — 2/2'0 =
0,998.

31413121/10! = 0,000476.
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. > Jelolje z, illetve y a két felvett pont tdvolsagat
a [0, 1] intervallum kezd8pontjétdl, azaz a nullétél. Q = {(z,y)|0 < z,y <
1}, azaz az Osszes elemi események halmaza az egységnégyzet pontjainak
a halmaza, azon elemi események halmaza, amikor lehet haromszoget sz-
erkeszteni, pedig a feketével satirozott rész a kovetkezéképpen all eld.

Ha = < y, akkor a haromszog szerkeszthetésége a kovetkezd harom
egyenl6tlenség teljesiilése esetén all fenn. z <1 -2z ,y—zx <z +1-—y,
1fy<y,azazx<%,y<x+%,%<y.

Ha y < x, akkor a haromszog szerkeszthetésége a kovetkezd harom
egyenldtlenség teljesiilése esetén all fenn y < 1 —y , z—y <y+1—z,
1fx<x,azazy<%7y>xf%,%<w.

A satirozott rész Jordan teriilete, azaz a keresett valészintliség % .
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3. fejezet

A feltételes valdszintiség

3.1.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle valdszintiségi mezd,
tovabbd A, B € A, P(B) > 0 tetszdleges események. Ekkor az

P(AN B)

P(A|B) := P(B)

szamot az A esemény B eseményre, mint feltételre vonatkoztatott feltételes
valoszinidségének nevezik.

feltetelesvaloszinuseg.mp3 >
3.1. Allitas. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, tovdbbd

A1, ..., Ay (n € N) diszjunkt, és A, B € A tetszbleges események, de P(B) > 0.
Ekkor

0 <P(A|B) <1, (3.1)
P(B|B) =1, (3.2)

P 4ilB) = >_P(4ilB). (3.3)

i=1

Megjegyezziik, hogy a (3.1) tulajdonsdg azt jelenti, hogy a P(A|B) is, mint
7 afféle” valdszinliség, 0 és 1 kozott veszi fel az értékeit, mig a (3.2) tulajdonsdg
pedig azt, hogy annak a valészinlisége, hogy a B esemény bekovetkezik feltéve,
hogy a B esemény biztosan bekdévetkezik, vagy mar be is kdvetkezett éppen egy.
A (3.3) akkor is igaz lenne, hogyha a Osszegzés nem n-ig, menne, hanem > .-,
lenne.

Bizonyitas. Tekintve, hogy AN B C B, ezért az 2.7 Allitas alapjén P(A|B) =

Pem <1, és mivel P(ANB) > 0, P(B) > 0, ezért 0 < P(A|B), azaz (3.1) -t
igazoltuk.
P(B|B) = 2808 — 1 azaz (3.2) -t is igazoltuk.

P(B)
A halmazelméleti disztributiv tulajdonsdg, valamint a valészintliség véges
additivitdsa alapjan

P( ?:1A1|B)
= ——P((U,4,)NB) =

=~
HSH

= P(UL (4N B))

g
B

= 75 iP(AZ—OB)

=

I

s
Il
-

P(A;|B).
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Kozben kihasznaltuk, hogy diszjunkt A; halmazok esetében persze az A; N B
halmazok is diszjunktak. Tehét (3.3) -t is igazoltuk. O

3.2. Allitas. (Szorzdsi szabdly) Legyen (Q,.A,P)egy Kolmogorov féle
valdsziniségi mezd,

A, As, .. A, € A n € N olyan események, hogy az aldbbi valdsziniségek
létezzenek. Ekkor:

P(A,NAsN...NAy)
= P(Ap|A N Ao NN Aply)
P(Ap_1|A1 N Ay N oo Aps) -+ - P(Ag]A1)P(Ay).

Bizonyitas. A bizonyitandé egyenlétlenség jobboldala:

P(A1NAyN...NA,)
P(A,NAyN .0 Ap_y)
P(AiNAyN...NA,_1)
"P(AINAyN . NA,_s)
P(A; N Ay)

..... WP(AQ.

Egyszeriisités utdn (az egyes tortek nevezdje megegyezik a kovetkezd tort
szamldléjaval) lathatd, hogy ez éppen a bizonyitandé allitds bal oldala lesz.
O

3.2.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov valdszindtlenségi mezd. Azt
mondjuk, hogy a By, ..., B, € A(n € N) események egy teljes eseményrendszert
alkotnak, ha diszjunktak, azaz B; N Bj = 0 (i # j), mdsrészt U}_B; = Q, azaz
uniojuk maga az egész alaphalmaz.

3.3. Allitas. (A teljes valdsziniiség tétele.) Legyen (0, A, P)egy Kolmogorov
féle valdszinidségi mezd, By, ..., B, (n € N) pozitiv valdsziniiségi események egy
teljes eseményrendszer , A € A tetszbleges esemény. Ekkor:

P(A) = Z P(A[B;)P(B)).

Bizonyitas. Tekintve, hogy Bi, ..., B, egy teljes eseményrendszer, igy az AN

By, ..., AN B, halmazok is diszjunktak (ANB,NANB; C B;NB; = (), tovabba

A:AHQ:AHOBizo(AﬂBi),

i=1 i=1

ezért a Kolmogorov féle valdszinliség . axiomaja szerint, vagyis pontosabban
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az abbol kovetkezo 2.7 allitas, azaz a véges additivitas szerint

P(A) =

-

s
Il
_

P(A n Bl)

P(AN B)
P(B;)

Il

«
I
-

P(B;)

I

«
Il
-

P(A|B;)P(B;). O

3.4. Allitas. ( Bayes tétele) Legyen (Q,.A, P)egy Kolmogorov féle valdszindiségi
mezd, By, ..., B, (n € N) pozitiv valdsziniségi események alkossanak egy teljes
eseményrendszert, A € A legyen eqy pozitiv valdsziniiségi esemény. Ekkor:

P(A|B;)P(B;)
> i1 P(A|B;)P(By)

Bizonyitas. A teljes valdsziniiség tétele alapjan a bizonyitandé &llitas jobb

P(B;|A) = (i=1,..,n).

oldala egyenl6 a kovetkezo torttel.

P(ANB;)P(B;)
P(A|B;)P(B;) P(B.) _ P(B;nA)

P(4A)  P(4A) P4

ami éppen a bizonyitandé allitas bal oldala. O

3.3.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov valdszinitlenségi mezd. Azt
mondjuk, hogy az A és B események figgetlenek, ha P(AN B) =P(A) - P(B).

Thomas Bayes

Feladatok
1. Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szdmok kozott nincs két
egyforma, mennyi a valésziniisége, hogy legalabb az egyiken 6-os van?

2. Bizonyitsa be, hogy ha P(A) = 0,7 ésP(B) = 0,8, akkor P(A|B) > 0,625!

3. Péter pénzét 3 egyforma boritékban tartja; az elsében két ezerforintos, a
mésodikban egy ezer- és egy Otezer forintos, a harmadikban egy ezer- és
hérom Otezer forintos van. Péter taldlomra kivesz egy boritékot, és abbdl
taldlomra kihiz egy bankjegyet. Mennyi a valésziniisége, hogy ezerforin-
tost huzott ki?

4. Egy miihelyben harom miiszakban gyartanak azonos terméket. Egy napon
az Osszes gyéartott termékbdl az elsé miiszakban 40%, a mésodik és har-
madik miiszakban 30-30% késziilt. Az elsd miiszakban 2%, a masodikban
3%, a harmadikban 5% hibas aru késziilt. A hdrom miiszakban elkésziilt
teljes mennyiséghdl véletlenszertien kivalasztunk egy darabot. Mennyi a
valészintisége, hogy ez hibatlan termék.
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5. Egy vérosban ugyanannyi n6 van, mint férfi. Minden 10000 né koziil 25
és minden 100 férfi kozil 5 szinvak. Mennyi a valésziniisége annak, hogy
a szinvakokrol vezetett nyilvantartasbol egy taldlomra valasztott karton
egy férfi adatait tartalmazza?

6. Feldobunk egy érmét. Ha fej, akkor a 2 piros és 4 fehér lapi A kockéaval,
ha {ras akkor a 2 fehér és 4 piros lapi B kockaval dobunk 2-szer egymas
utdn. Mennyi a valészintisége, hogy a méasodik dobéas eredménye piros?

Megoldasok
1. p=11/12-11/12-1/12 = 0,07002.

2.1 >P(AUB) = P(A)+P(B) — P(ANB) = 1,5 — P(A N B), azaz
P(ANB) > 0,5, P(A|B) >0,5/0,8 = 0, 625.

3. A: Ezer forintost hizott ki. By: A k-adik boritékbdl huzta ki. P(A) =
S P(AIBy)P(By) =1/3-1+1/3-1/24+1/3-1/4 =T7/12.

4. : A: A vélasztott termék hibatlan. By: Az k edik miiszakban gyartottak.
P(A) = 0 _ P(A|By)P(By) = 0,4-0,9840,3-0,97+0,3-0,95 = 0, 968.

5. P(szinvak) = 0,5105 + 0,575055 = 0,0275. P(férfi, ha szinvak) = 0,5 -

0,05/0,0275 = 0,9091.

6. Az els6 dobés eredménye érdektelen. P(a mdsodik piros) = 0,5-2/6+0,5-
4/6 =0,5.
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4. fejezet

Valészintiségi valtozo, eloszlasfiiggvény

4.1.Definicié. Legyen (Q2,.A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniségi mezd. A & :
Q = R fligguényt valdsziniségi valtozonak nevezziik, ha tetszéleges x valds szam
esetén

{wlw e Q,€¢(w) <z} € A.

A waldsziniségi vdltozé tehdt egy olyan, az elemi eseményeken értelmezett
fligguény, melyre teljesiil, hogy tetszéleges x valds szam esetén esemény lesz az
a halmaz - azaz lesz valdszinisége annak a halmaznak -, melyet azok az elems
események alkotnak, amelyeken a valdsziniségi valtozo x -nél kisebb értéket vesz
fel. Ennek a kévetkezdkben azonnal szerepe lesz, amikor is a valdszinidségi vdltozo
eloszldsfiigguényét definidljuk.

4.2.Definicié. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniségi mezd. A & :
Q — R wvaldsziniiségi valtozo eloszldsfiigguénye:

Fe(z) =P({wjw € Q,&(w) < z}) (z €R).

Az Fe : R — R fiiggvény adott © esetén annak lesz a valdszindsége, hogy
a & wvaldsziniségi vdltozd x -nél kisebb értéket vesz fel. A kévetkezd dllitds a
valdsziniségi vdltozok néhdny tulajdonsdgdt vizsgdlja.

eloszlasfuggueny.mp3 >

4.1. Allitas. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valészinidségi mezd, & : Q@ —
R wvaloszintségi valtozo. Ekkor

Fe(x) monoton névekedd figguény, (4.1)
IEIPOO Fe(z) =0, IEIEOO Fe(z) =1, (4.2)
Fe(x)  (minden pontban) balrdl folytonos figguény. (4.3)

eloszlasfuggvenytulajdonsagai.mp3 >

Bizonyitas. Legyenek z7 < xo valds szdmok. Ekkor, mivel {(w) < x1 esetén
&(w) < xg, ezért

{wlw € N, &(w) < 21} C {w|w € D, {(w) < 2}
Kovetkez8képp, az 2.8 Allitas alap jan, azaz a valdszinliség monoton volta miatt

Fe(1) = P{wlw € ,w) < 21})
< P({wlw € Q,¢(w) < m2}) = Fe(aa).

Ezzel (4.1) igazoldsat befejeztiik.
Legyen (z,)n € N egy tetszileges szigorian monoton fogyé médon —oo -hez
konvergalé6 sorozat, tovabba

A ={wwe Q,¢(w) <z} ‘€N,
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Az elébbiek alapjan A; D As D ... Alkalmazhaté az 2.11 Allitas.

o0
P(D1 An) = lim P(A,) = lim Fe(e,) = lim Fe(a).

Ha beldtjuk, hogy (,—; A, = 0, aminek az 2.6 Allités kdvetkeztében 0 a
valészinlisége, akkor (4.2) elsérészévél készen is vagyunk. Tegyiik fel, hogy van
w € o, A,. Ekkor w € A,, minden n € N esetén, azaz {(w) < z, minden
n € N esetén, ez pedig, mert z,, \, —oo csak gy lehetséges, ha £(w) = —oo,
ami pedig egyaltalan nem lehetséges, mert £ minden w € §2 esetén értelmezve
van és véges. tehat (4.2) elsd részét beldttuk. A mésodik rész teljesen azonos
médon jon ki. Legyen (z,)n € N egy tetszbleges szigordan monoton névekedd
médon oo -hez konvergalé sorozat, tovabba

A= {wlw e Q,&(w) <z} ieN.

Az el6bbiek alapjén A; C Ay C .... Alkalmazhaté az 2.12 Allit4s.

(o)
P(TLL:J1 Ap) = nlL}II;O P(A,) = nhﬁn;Q Fe(z,) = EILH;O Fe(x).

Legyen w egy tetszbleges elemi esemény. Ekkor, mivel £(w) véges, ezért van
olyan n € N | hogy &(w) < z,, , ebbdl pedig az adddik, hogy w € A,,. Mivel w
egy tetszdleges elemi esemény, ezért ) = Uzo:1 A, , aminek a valdszintiisége 1, s
ezzel igazoltuk (4.2) mdsik részét is.

(4.3) igazoldsa az el6bbihez teljesen hasonlé médon torténik Legyen x egy
tetszleges valds szam, valamint konvergdljon az (x,,) sorozat szigorian monoton
novekedve az x szamhoz. Legyen

A= {wlw € 0, &(w) <z} ieN.

Ekkor A; C As C .... Alkalmazhaté az 2.12 Allités.

P 40 = Jim P(A) = lim Fen) = Jim P,

Belatjuk, hogy
U A, = {wlw € Q,&(w) < z}.
n=1

Legyen w eleme a baloldali halmaznak. Ekkor van olyan n € N, hogy w € A,
azaz £(w) < xp. Mivel x,, < z, ezért {(w) < z, azaz w € {wjw € Q,{(w) < x}.
Ha viszont w eleme a jobb oldali halmaznak, akkor {(w) < z. Mivel z,, / «
(azaz, szigordan monoton névekedve tart a x szdmhoz), ezért van olyan n € N,
hogy £(w) < xp, azaz w € A,, tehdt w eleme a bal oldalnak, azaz a mondott
halmazelméleti egyenléséget belattuk. Tehat,

lim Fe(t) = F;

i Fe(t) = Fe(z),

azaz az Fe(z) figgvény balrdl folytonos a tetszélegesen vélasztott = pontban.
Ezzel a 4.1 Allitas bizonyitasat teljes egészében elvégeztiik.
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A bizonyitas legcsekélyebb igénye nélkiil megjegyezziik, hogy, ha egy F
fliggvény rendelkezik a fenti harom tulajdonsaggal, akkor van olyan valésziniiségi
valtozé, amelynek az eloszlasfiiggvénye éppen ez az F' fiiggvény.

Innen kezdve kétfelé dgaznak (képletesen szdélva) az ismertetendd
valészinliségszamitdsi eredmények, nevezetesen csak kétféle valdsziniiségi
valtozd, illetve eloszlasfliggvény tipussal fogunk foglalkozni, az tigynevezett dis-
zkrétekkel, és az dgynevezett folytonosokkal. Igazabdl lehetne tugy targyalni a
valészinliségszadmitdst (st taldn kellene is), hogy ez a két tipus egy, s6t min-
denféle valdszintliségi valtozdt, amely “tudja” a 4.1 definiciét lehetne targyalni,
de ehhez olyan analizisbeli eszk6zok kellenének (mértékelmélet) , amelyet - je-
lenleg - a tanarképzé foiskoldkon nem tanitanak.

4.3.Definicié.  Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov féle wvalészinidségi mezd.
A ¢ Q — R waldsziniiségi wvdltozé diszkrét eloszldsu wvaldszintségi
vdltozd (vagy nevezhetd egyszeriien diszkrétnek), ha értékkészlete véges, vagy
megszdmldlhatoan végtelen.

Legyen a & diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozo értékkészlete
az {x1, T2, ...} halmaz. Ekkor a p; := P({w|w € Q, £(w) = z;}) ¢ € N sorozatot a
& diszkrét eloszlasi valésziniiségi valtozo eloszldsdnak nevezik. A (p;) sorozatot
valésziniiség eloszldsnak nevezik. Itt tulajdonképpen bizonyitasra szorul, hogy
egyaltaldn a {w|w € Q, {(w) = z;} halmaz esemény, azaz van valészintisége. A
valészintiségi valtozok 4.1 definiciéja alapjan barmely n € N esetén

As{wlw e, fw) <z +1/n}\{w|w e Q, {(w) <z —1/n}

={wlweQ, z;—1/n <E&w) <x; +1/n}.
Mivel A egy o algebra, ezért

{wlw e Q, {(w) =x;} = ﬂ{w|w e,z —1/n<f(w)<x;+1/n} € A
n=1

4.4.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle valdszindségi mezd. A

€ : Q = R waldszindségi vdltozd folytonos eloszlisi valdsziniségi vdltozd (vagy
nevezhetd egyszerden folytonosnak), ha van egy olyan fe : R — R fiiggvény, hogy

B
Fe(8) - Fela) = / fe(@)de

minden o, € R esetén. Az fe(x) fligguény neve: a & valdszindségi vdltozo (|
vagy az Fe(x) eloszldsfigguény) siriségfigguénye.

A tovabbiakban kizardlag olyan folytonos eloszlasu valészintliségi
véltozékra fogunk szoritkozni, amelyek F; eloszlasfiiggvénye (esetleg
véges szamu pont kivételével) mindenhol derivilhaté. Az analizisbeli
tanulmanyokbdl ismerds , hogy az ilyen pontokban Fé(x) = fe(x)

4.2. Allitas. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov féle valdszindségi mezd. A
£ :Q — R folytonos eloszldst valdszintiségi vdltozd siriségfiggvénye az fe(x)
fiigguény. Ekkor

fe(x) >0 xzeR esetleg véges szami pont kivételével, (1)
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+o0
JRRZEE (2)

—00

Bizonyitds. (1) igazoldsabdl a jol ismert dologhdl kovetkezik, hogy egy mono-
ton novekedd fliggvény (F) derivéltja nem negativ. (2) igazolds pedig a 4.1
Allitas segitségével a kovetkez6 médon adddik.

1=1-0= lim Fg(t)— lim Fe(s)

t——+oo s——00
= tim_ (1 (F(0) - Fe(s) )

=t (i ([ seto))

= [ fetwan

4.3. Allitas. Legyen (Q, A, P)egy Kolmogorov féle valdszindségi mezd, £ : Q@ —
R egy folytonos eloszldst valdszinidségi valtozo. Ekkor tetszéleges x wvalds sz m
esetén P({w € ]&(w) = z}) = 0.
Bizonyitas. Legyen € > 0. Ekkor,
z+e
F§($+6) —Fg(x—e) = / fg(t)dt.
Tekintve, hogy fc Riemann integrdlhaté, ezért korlatos, azaz van K > 0, hogy
|fe(t)] < K (t € R). Tehat
0< Fe(x+e)— Fe(x—e) < 2eK.
vegylik észre, hogy barmely € > 0 esetén
{weQlfw)=atC{weN|é(w) <z+e}\{weN|{(w) <x—e},
ezért
0<P{weQ|é{(w)=a}) < Fe(z+e)— Fe(r—e) <2eK.

Mivel ez az egyenlStlenség minden € > 0 esetén igaz, ezzel igazoltuk, hogy
Plw e Q|{(w)=2})=0. O

A kovetkezd két allitasban valdszintiségi valtozok fliggvényeinek eloszldsat,
eloszlasfiiggvényét fogjuk targyalni.

Legyen 1 : R — R egy szigorian monoton, mindenhol differencialhato
fliggvény.
4.4. Allitas. Legyen & pedig eqy diszkrét eloszldsi valdsziniségi vdltozo,
mégpedig p; :=P(§ = x;) i € N. Ekkor P(¥(§) = ¢(x;)) =p; i € N.

Bizonyitas. Legyen, mondjuk, v szigorian monoton novekedd. ElGszor is
beldtjuk, hogy (&) valdsziniiségi valtoz6. Legyen x € R tetsz6leges. Ekkor,
mivel ¢ valészinliségi valtozé, ezért {wjw € Q, £(w) < v (x)} € A, gy a o
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fiiggvény szigord monotonitdsa miatt {w|w € Q, é(w) < Y~ Hz)} = {ww €

Q,Y(Ew)) <z} e A

masrészt,

P((€) = (i)
=P({wlw € 2, ¥(§(w)) =(x:)})
= P({wlw € 2, £(w) = 2.})
=p; t€N.

Ugyanis a 1 fliggvény szigori monotonitdsa miatt a ¢({(w)) = ¢ (x;) egyenldség
ekvivalens a {(w) = x; egyenl8séggel. O

4.5. Allitas. Legyen & egy folytonos eloszldst valdsziniiségi vdltozo, fe
stirdségfiggvénnyel. Ekkor a 1 (€) valdszindségi vdltozd sdriségfiggvénye

(g
Foto ) = Jelw ) |22

z € R.

Bizonyitas. Legyen elGszor v fliiggvény szigorian monoton névekeds.

Tetsz6leges = valds sz m esetén a 1 szigorian monoton noveked6 volta miatt
fulw € Q, Y(EW)) < 7} = {wlw € 2, £(w) < ¥~ (1)} € A.

Ez mindenesetre azt jelenti, hogy (&) valdsziniiségi valtozd. nézzik meg az
eloszlasfiiggvény

Fye) () = P({wlw € , ¢(§(w)) < z})
=P({wlw € 2, £(w) <y (2)})
= Fe(v™' (2)).

Derivalva x szerint adédik, hogy

fue) (@) = fs(w‘l(x))w:iiﬁ(x) = e (@) ‘W .

A maésodik egyenléségnél kihasznaltuk, hogy egy szigortian monoton novekedd,
mindenhol differencidlhaté fiiggvény () derivaltja nem negativ.

Legyen most a i fliggvény szigoriian monoton fogyd. Tetszlleges x
valés sz m esetén a 1 szigorian monoton fogy6 volta miatt

{wlw € 2, P(§(w)) <z}

={wlw € Q, £w) > (x)}

=0\ {wlw e Q, Ew) <y (z)}

=0\ ﬂ{w|w €N, {(w) < 77/171(17) + %}

j=1

c A.
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Ez mindenesetre azt jelenti, hogy (§) valészin(iségi valtozd. Itt két dolgot
hasznaltunk ki. Egyrészt, hogy £ valdsziniiségi véaltozo, masrészt, és talan ez
“érdemel még egy sort”, hogy

fwlw €2, €w) <1 @)} = (wlw € Q, €w) < ™' (2) + %}.

J=1

Legyen ugyanis w eleme a bal oldalnak. Ekkor &(w) < ¥~1(x), s ezért minden
j € Nesetén £(w) < ¢~ 1(x) + %, azaz w eleme a jobb oldalnak. Ha pedig w

eleme a jobb oldalnak, akkor &(w) < ¢~1(x) + % minden j € N esetén, ez pedig
csak tigy lehetséges, ha £(w) < ¥~ 1(z), azaz, ha w eleme a bal oldalnak.

nézziik meg az eloszlasfiiggvény

Fye)(2) = P({wlw € Q, ¢(¢(w)) < z})

=P({wlw € Q, £(w) > ¥ (2)})

=PQ\{w|w e @, {(w) <y (2)})
=1-P({wlw € 2, {(w) <97 (2)})
=1-P({wlw e Q, {(w) <y~ (x)})

!

(
!
—P({wlw € Q, &(w) =97 (2)})
=1-P({wlw e Q, {w) < v~
=1-Fe(y' ().

Derivélva x szerint adédik, hogy

Fuo @) = ~fe@™ @D e (@)

)|
dx

A masodik egyenl6ségnél kihasznéltuk, hogy egy szigorian monoton fogyd, min-
denhol differencidlhaté fliggvény (v) derivaltja nem pozitiv. O

Feladatok
1. Andrés és Baldzs egy-egy dobdkockdval dob. Aki kisebbet dob, kifizeti a
dobott szamok Osszegének Otszorosét a masiknak, dontetlen esetén senki
sem fizet. Legyen ¢ Andrds nyereménye. Milyen értékeket vehet fel £7
Hogyan fejezhetjiik ki £-vel Baldzs nyereményét?

2. Anna és Bea egy két méter hosszi cérna két végét hizzdk. A cérna egyszer
csak elszakad. Legyen & a cérna Annanal maradt részének hossza. Milyen
értékeket vehet fel &7 Fejezziik ki £ segitségével a Beandl maradt rész
hosszat!

3. Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezo fiiggvények? F(z) = 3 + sLarctg(z),
F(z)=¢e*

4. Melyik szamsorozat alkot valészintiségeloszlast? p*(1—p)2, ahol 0 < p < 1,
E=1,2,.... Illetve: ﬁ k=1,2,....

5. Egy 22 f&s osztalyban 8-an nem késziiltek. A tandr 4 f6t feleltet. Adjuk
meg a késziiletlen felelok szamanak eloszlasat!
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Megoldasok

1.
—55, —50, —45, —40, —35, —30, —25, —20, —15, 0, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55.
Nletve: —¢&.

2. A (0,2) intervallum barmely értékét felveheti. Illetve: 2 — &.

3. Nem, mert —oo-ben vett hatarérték nem nulla. Illetve ugyanezért nem a
méasodik esetben is.

4. Nem, mert Zpk(l _ p)2 = % # 1. llletve igen, mert Zik(k;l-f-l) =

5. 26 = 0) = S, pie = 1) = G e =2 = BUO pe =) =
(E) ore o (90
(242) s P(£ = 4) = (242)
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5. fejezet

Tobbdimenziés valdészintiiségi valtozok

5.1.Definicié. Legyen (Q, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniségi mezd, & n
valdszintiségi vdltozdk. Ekkor a (€,1) rendezett pdrt kétdimenzids valdszindiségi
vdltozonak nevezzik.

Ebben a fejezetben kizardlag olyan esetekkel fogunk foglalkozni, amikor a
kétdimenziés valdsziniiségi valtozét alkoté mindkét valdszinliségi valtozd dis-
zkrét, vagy mind a kettd folytonos.

5.2.Definicié. Tegyiik fel, hogy a (£,m) kétdimenzids diszkrét valdsziniségi
vdltozd az (x;,yx) értékeket veheti fel, rendre p;i valdszindséggel. Azaz,

pikzP(gzxi,n:yk) 7;,]4}:1,2,....

A pir waldszindségek osszeségét a (€,1n) kétdimenzids diszkrét valdszindségi
valtozo eloszldsdnak nevezziik. Szokds roviden eloszldsnak is nevezni. A p; =

Sheapie = PE = z), @ = Y2ipik = P = yi) eloszldsokat
peremeloszlasnak nevezziik.

5.3.Definicié. Legyen (Q2,A,P)egy Kolmogorov féle wvaldsziniiségi mezd,
&,n waldszindségi wvdltozdk. Ekkor a (§,7m) wvaldszintségi vektor wvdltozd
eloszlasfligguénye a kévetkezd kétvdltozos fiigguény lesz.

Fem(z,y) = Fz,y) =P(§ <z, <y).

A kovetkezo tételt egyes allitdsait nem igazoljuk, hanem az olvaséra bizzuk.
Az egyes bizonyitasok a megfelel egy dimenzids esetekre vonatkozé bizonyitdsok
egyszeru alkalmazésai, vagyis inkabb atiratai, ezért igen egyszeriek.

5.1. Allités.
1. Az F(z,y) eloszldsfigguvény mindkét vdltozdjdnak monoton ndvekedd

fiiggvénye,

2. limy, oo F(z,y) = 0 (minden y € R) és lim,_, o F(x,y) = 0 (minden
x € R) esetén,

3. Hm(z,y)%(oo,oo) F(J,‘7y) = 1,
4. Az F(z,y) eloszldsfiggvény mindkét vdltozdjdaban balrdl folytonos.

ketdimeloszlasl. mp3 >  ketdimeloszlasIl.mp3 >

5.4.Definicié. Legyen F(x,y) a (§,m) eloszldsfigguény. Ha létezik olyan
f(x,y) az egész sikon Riemann integrdlhatd figgvény, amely minden valds x,y
esetén

F(z,y) = /; /_yoc f(u,v)dvdu,
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akkor azt mondjuk, hogy (£,m) folytonos eloszldsi kétdimenzids valdszindiségi
vdltozo. Az [ kétvdltozds figguényt szokds a & és n egyiittes striségfiggvényének
neveznsi.

Igen konnyen lehet latni, hogy azokban a pontokban ahol az aldbbi
masodrendii derivélt 1étezik,

*F(z,y)
0xdy

A kovetkezd allitdsokat szintén nem igazoljuk, hanem csak utalunk arra, hogy
az egydimenzids esetekben alkalmazott eljarasokat kellene itt is alkalmazni. 5.2.

f(x,y) =

Allitds. Az f(x,y) strisigfigguény (esetleg véges szdmi pointtdl eltekintve)
mindenhol nem negativ, tovabbd:

[ s =1,

5.3. Allitas. Az f(z,y) strisdgfiggvény integrdlja o sik egy Jordan mérhetd T
részhalmaza felett egyenld annak a valdszintségével, hogy a (&,m) kétdimenzids
valdsziniiségi vdaltozo értéke éppen beleesik a T halmazba. Azaz,

P((&n) e T) = /T f(,y)dady.

5.4. Allitdas. Mind a diszkrét, mind a folytonos esetben az ugynevezett

peremeloszlds figguények:

F&(.’IJ) :yli)rgoF(E,n)(x7y)7 Fn(y) = lim F(gm)(.’lf,y)

T—00

5.4. Allitas. Az elébbi dllitds a folytonos esetben az ugynevezett peremsiiriség

fligguényekre nézve kévetkezot jelenti:

+o0 too
fg(w)=/ fen (@, y)dy, fn(y)=/ fen (@, y)dz.

Kétdimenziés normalis eloszlds sliriiség

fliggvénye
Feladatok
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1. Tegyiik fel, hogy az F' és G egyvaltozés valds fiiggvények koziil legaldbb az
egyik nem egy eloszldsfiiggvény. Lehet-e az F'(x)G(y) kétvaltozds fiiggvény
egy kétdimenzids valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye?

. hax >0
2. Legyen F(z) = =t Eloszlasfuggvény-e F(x)F(y)? Mi az
0, ha <0
egylittes stirliségfliggvény, ha igen?

3. Eloszlas-e a kovetkezd kétdimenzids sorozat: p;r, = ﬁ, ,j=1,2,...7

ha0<y<1l—-2z,0<x<1

4. f(x,y) = @ ha = y - HE=T= stirliségfiiggvény. Mennyi az

0, egyébként
a értéke?
5. Az el6bbi példaban mik a peremsiiriiség fiiggvények?
Megoldasok

1. Nem, mert a peremeloszlasok F' illetve G lennének.

2. Igen.

3. Igen, mert 3.+, & =1

4. 1= fol Ol_m adydr = fol(l —x)adr = a(l — 12/2) = a/2. Azaz, a = 2.

5. fi(z) = 2(1—x) feltéve, hogy 0 < = < 1. Mashol 0. A mésik peremsiiriiség

fliggvény ugyanez.
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6. fejezet

Viarhaté Erték

A véarhaté értéket kétszer is, vagyis, pontosabban szdlva,
két esetben is fogjuk definidlni, diszkrét és folytonos eloszlasi valdszintiségi
valtozdkra. Persze, ahogy ezt mar tobbszor is jeleztiik, fel lehetne gy is épiteni
a valdszintiségszamitas el6adasokat, hogy ez a definici6 igazbdl egy legyen, de
ehhez az kellene, hogy valdszintiségi valtozd is csak egy legyen, nevezetesen,
amitél csak annyit koveteliink meg, hogy tudja a 4.1 definiciét. Ehhez, meg a ren-
delkezésre 4ll6 analizisbeli eszk6z0k nem elegendéek. De, végiil is nem koévetiink
el “hibat” (inkorrektséget meg a legkisebb mértékben sem). Egy valdsziniiségi
valtozd varhaté értéke, mar persze, ha létezik egy valds szdm lesz, ami bizonyos
szemsz0gébdl azt mutatja, hogy a valdsziniiségi valtozonak, mint fliggvénynek
az értékei milyen “atlagos” érték koriil ingadoznak. A széras pedig azt, hogy
mennyire ingadoznak az értékek a varhaté érték koriil.

6.1.Definicié. Legyen (92, A,P)egy Kolmogorov féle valdsziniségi mezd, és £
eqy diszkrét eloszldsu valdsziniségi valtozo,

P =x;)=p; (ZGN)

Ekkor, az E(§) := Y .2, xip;i szdmot, ha a Y -, |z;pi| < oo dsszeg véges, a &
diszkrét eloszldsu valoszintségi vdaltozo varhato értékének nevezzik.

varhatoertek.mp3 >

6.2.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, és &
eqy folytonos eloszldsu valdsziniségi vdltozo. Ekkor az

+oo
E(€) = / xfe(z)de

—0o0

. +oo . . . Lo sy g . .
szamot, ha az f_oc || fe(x)dr < oo integrdl véges, a & valdsziniségi vdltozo
varhato értékének nevezzik.

6.1. Allit4s. Legyen & egy (diszkrét vagy folytonos) valdszintiségi valtozo olyan,
hogy valamely k, K € R szamokkal k < (w) < K minden w € Q esetén (,azaz £
korldtos). Ekkor E(§) létezik, és k < E(§) < K.

Bizonyitas. Legyen El6szor ¢ egy diszkrét eloszlast valdsziniliségi
véaltozd, mégpedig: P(¢ = z;) = p; , i € N. Ekkor egyrészt
k=k-1=k({pi+p2...)

=kp1 +kpa+...

S@ipr +xep2 + .

=E(S)

< Kp1+Kps + ...

=K-1

=K.
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Maésrészt, 1étezik a varhaté érték, ugyanis, ha
0 <uz; <K, akkor |x;| < |K| < |k| + | K], és, ha
0 > x; >k, akkor |z;| < |k| < |k| + | K|, s, ezért

D lwlpe <D (k] + K )ps = [K] + | K| < oc.
i=1 i=1

Tehat a diszkrét esettel készen vagyunk.

Legyen most ¢ egy folytonos eloszlasi valdszintiségi valtozdé. Mivel
k<& <K, ezért

ha z > K, akkor F¢(z) =P({ <z) =P(Q) =1,

ha x < k, akkor F¢(z) = P(§ < z) =P(0) = 0.

Tehat az F¢(x) eloszldstiiggvény a (—oo, k] intervallumon 0, még az (K, +00)
intervallumon az azonosan 1 fiiggvény lesz. Tekintve, hogy a konstans fiiggvény
derivaltja nulla, igy

Fi(2) = fe(2) =0 @ € (—00,k) U (K, +0).

Tehdt a slirliségfliggvény csak a [k, K] intervallumon kiilonbozhet nulltdl. ezért

-/ :o felayda = [ " e

Tehét rogton adodik a felsé becslés

“+o0o K K
E) = / zfe(z)de = / zfe(z)dx < / Kfe(z)de = K

—00 k k
és ugyanigy az alsé becslés

“+o0 K K
@) = [ afi@de= [ afoye > [ kfew)s =k

— 00

Maésrészt belatjuk, hogy a varhatd érték 1étezéséhez sziikséges integral véges,
+oo
[ lalfete)ds
—o00
K
— [ leletw)is
k

K
< [+ KD fe(o)do
= k| + K| <oc0. O
6.2. Allitas. Legyen & egy (diszkrét vagy folytonos) valdszindségi vdltozd, i :
R — R egy szigorian monoton, minden pontban differencidlhato fiiggvény,

lim ¢~ !(z) = o0

r—+o0

(az elbjelek annak megfeleléen, hogy szigorian monoton fogyd, vagy novekedd,
illetve plusz vagy minusz végtelenben vesszik a hatdrérték). Tegyiik fel, hogy

E()) létezik. Ekkor

E@()) = Zw(%)pu (P(§ =) =p; i € N) diszkrét eset (1)

29



“+o0

E@(¢)) = Y(x) fe(x)dx  folytonos eset (2)
Bizonyitas.

diszkrét eset. Itt igazabdl nincs is sziikség arra, hogy ¢ differencidlhato.

E@(€) =Y p(z)P(E(w)) = ¥(x;))
=1
= Zi/i(xi)P(ﬁ = ;)

= ZW%)I%-

Nézziik a folytonos esetet. Legyen ElGszor 1 szigorian monoton

novekedo.
Ekkor a 4.5 Allitds alapjén
fue) (@) =
d —1
— gt |2
d -1
= fwan ),
Tehat
E@W(©) =
+oo
:[ ;L’fd,(f)(x)dx
+oo dup—1t
= [ e @

Alkalmazzuk a 1 ~!(z) = y helyettesitést. Ekkor,
+oo

E@(§)) = V(y) fe(y)dy.

Legyen most i szigoriian monoton fogyé. Ekkor szintén a 4.5 Allitas
alkalmazésaval adédik, hogy

foe)(x) =
— gt ) |2
= —few @),
kovetkezésképp
E@()) =
+oo
7/700 a:fw(g)(:r)dz
+o0 (g
= [ an@n ™



Alkalmazzuk a 1~ !(z) = y helyettesitést. Ekkor, mivel

. -1 _ 4 . -1 —
xkr}rlood) (x) = —oc0 és mggloow (x) = +o0

(v szigorian monoton fogyd), az analizisbél tanultak alapjan

+oo

E((€)) = Y(y) fe(y)dy,

ahogy ez a szigorian monoton névekedé esetben is adédott. O

6.3. Allitas. Legyen & egy (diszkrét vagy folytonos) valdsziniiségi vdltozd, ¢ €
R. Ha E(§) létezik, akkor E(c€) is létezik, és E(c§) = cE(E).

Bizonyitas. Legyen El6szor £ diszkrét eloszlasu.
Ha ¢ = 0, akkor, E(cf) = cE(£) = 0, tehét a tovdbbiakban feltehetd, hogy
¢ # 0. Ekkor,

E(c€) = - (cz;)P(c€ = cay)
= sziP(f = ;)
— ().

Maésrészt,

Z |cx;|P(c€ = cx;)
i=1

= le| Y |zi|P(¢ = )
=1

< 00,

mert E(§) létezik. Tehdt E(cf) is létezik. Ezzel a diszkrét eset igazoldst be is
fejeztiik.

Legyen most £ folytonos eloszlast.

Ha ¢ = 0, akkor ugyanaz a helyzet, mint a diszkrét esetben. Tegyiik fel, hogy
¢ > 0. Legyen ¢(x) := cz. Ekkor a 1 fliggvény szigorian monoton névekvé, min-
den pontban differencidlhatd, és igy alkalmazhaté a 4.5 Allités a c€ valészintiségi
valtozdra.

o) = Fe(2) - 1] = fe(2)

T
c
ezért

By = [ atetorte= [ Lt

— 00 —

Alkalmazzuk az y := £ helyettesitést, igy adédik, hogy (df = dy)

+oo
ﬂ@:/ ey fe(y)dy = cE(E).

— 00
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Maésrészt,

+oo
/ 2l o ()

“+oo
=/ lfg(%)dx

||~
o c

_ /_:omfe(i)dw

+o00
| / Iyl fe(v)dy
< 0

merthogy 1étezik az E(§).

Legyen most ¢ < 0. Legyen ¢(x) := cx. Ekkor a ¢ fiiggvény szigorian
monoton csckkend, minden pontban differencidlhatd, és igy alkalmazhaté a 6.5
Allitas a c£ valészintiségi valtozora.

r, 1 x
fee(@) = fe() - |21 = =fe( ) =,
ezért ugyanugy, mint a ¢ > 0 esetben

B = [ " ey = - / :o 2 fe(Zyde.

— 00 —

Alkalmazzuk megint az y := 7 helyettesitést, {gy adddik, hogy (de =dy, r—
+o00 S y——00 ésx— —00 Sy — +00 )

— 00 —+oo

B =~ [ etetndy= [ cufelwydy = cE(©).
+oo —0o0

Maésrészt, teljesen ugyanigy, mint a ¢ > 0 esetben

+o0
[ lalfetoyis

_ /_:o‘i‘fs(i)dw

+oo
= | / Iyl fe(v)dy
< 0

mivel létezik az E(€). Ezzel az allitdsigazoldst teljes egészében elvégeztik. O

6.4. Allitas. Legyen & egy (diszkrét vagy folytonos) waldsziniségi wvdltozd,
&(w)>0(Vw € Q). Ha E(&) =0, akkor P(§ =0) = 1.

Bizonyitas. El6szor is igazoljuk, hogy £ nem lehet folytonos eloszlasa
valészintiiségi valtozd. Tegyiik fel indirekten, hogy az. Mivel csak nemnegativ
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értékeket vesz fel, ezért x < 0 esetén Fe(z) = P({w € Q|{(w) < z}) = 0, ezért
fe(x) = 0. Tehét

+oo
0=B@Q) = [ af(o)is

— 00

+oo

:/0 xfe(x)dx
1 “+oo

:/ xfg(x)da:—&—/ xfe(z)dx
0 1

Tekintve, hogy a [0,+00) intervallumon x és fe(x) is nemnegativ, ezért a
szorzatuk integralja barmely részintervallumon is nemnegativ, azaz I, Iy > 0,
de e két integral Gsszege nulla, azaz [; = Iy = 0. Kovetkezésképpen

o=t= [z [ 1 g
+oo
= /1 fe(z)dx

> 0.
ehat, T = alamint, legyen n €
Teh 1 x)d 0. Val 1 N

1
0:I1:/ x fe(x)dx

7.+1

Ebbél, pedig az elébbiek alapjan kévetkezik, hogy

i+1

n

fe(x)de=0 i=1,2,...n—1
osszegezve adddik, hogy
o0 n—1 it1
0= / fe(x)dx + Z/ fe(z)dz
1 i=1Yw
+oo
= /1 fe(z)dx

n

barmely n € N esetén, ezért

[ rwar= [ e

— 00
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Ez pedig ellentmond annak, hogy f¢ egy stirtiségfiiggvény. Tehat igazoljuk, hogy
& nem lehet folytonos eloszlasu valésziniiségi.

Ezek szerint & diszkrét valdszintiségi valtozd. Tegyiik fel, hogy van olyan
x; >0, hogy P(¢ = z;) > 0. Ekkor

Ez ellentmondas, tehat nincsen olyan x; > 0, hogy P(§ = ;) > 0. Azaz, minden
1 € N esetén, ha z; > 0, akkor P(§ = z;) = 0. Koévetkezésképpen

P({we Qlew) > 0} = 3 P{w € Q[¢(w) = 2:}) = 0.
x; >0

Viszont, mivel P({w € Q[{(w) > 0}) =1, ezért P(6 =0)=1. O

6.5. Allitas. Legyenek &,n diszkrét wvalosziniiségi vdltozok, olyanok, hogy
léteznek a varhato értékeik. Ekkor a & 4+ n valdsziniségi vdltozo varhato értéke
is létezik és

E(§+n) = E&) + E).

Bizonyitds. Legyen P({ = ;) = p; és P(n = y;) = ¢; i,j € N. Elészor is
be kellene latni, hogy & + n valdszinliségi valtozo lesz. Ez nem nehéz feladat,
ugyanis legyen x € R.

{weQl§(w) +nw) <z}
- U {w e Q¢(w) =z} N{w € Qn(w) = y;}).
{i,jeN|z;+y; <z}

Ennek a halmazelméleti egyenlGségnek a jobb oldala eleme az események szigma
algebrdjdnak (, mert abbdl a metszet és a megszamlalhatéan végtelen unidképzés
nem vezet ki), igy a bal oldali halmaz is esemény, ez pedig éppen azt jelenti,
hogy & + 1 valészintiségi valtozo.

Legyen r; ; = P(§ = x;,n = y;). Ekkor

oo

E(€+n) =Y (x+y)ri;

4,j=1

oo oo
> @iy Y YiTig

J=1 4,j=1

i
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Maésrészt,

oo
Dl yjlrig
ij=1
oo oo
< lwilrig + D lylreg
ig=1 ig=1
oo oo
= Z |lzilpi + Z ly;l4;
i=1 =1
< o0

mert Yo, |zilp; < o0, Z;)i1 lyjlg; < oo, mert E(§), E(n) létezik. O

6.6. Allitds. Legyen (Q,A,Plegy Kolmogorov-féle waldsziniségi mezd,
valamint legyenek & : Q — R waldszindségi vdltozok, E(&;) vdrhatd értékkel
(i=1,...,n). Ekkor a & + ... + &, valdsziniiségi vdltozd vdrhato értéke is létezik,

)

es
E&+...4+&)=E&)+..+ E&).

Bizonyitdas. A bizonyitast csak diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozdkra
végezzik el, ugyanigy, mint az el6bbi, azaz a 5.5 Allitas esetében. Ekkor vis-
zont ez az allitdas a 5.5 Allitds egy igen egyszerli kovetkezménye. Példaul teljes
indukciéval lathaté be. O

A kovetkez6kben néhdny &llitas (és persze definicid) erejéig valdsziniiségi
valtozok fliggetlenségével fogunk foglalkozni.
6.3.Definicié. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov-féle valdszintdségi mezd. A &
és m valdszindségi vdltozdk (sztochasztikusan) figgetlenek, ha Vx,y € R esetén

P({wlw € Q,6(w) < z,m(w) <y})
=P({wlw € ©,¢(w) < z}) - P({wlw € Q,n(w) <y}),
azaz
P(§ <z,n <y) = Fe(x)Fy(y)-
Tlletve, altaldban
6.4.Definicié. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov-féle valdsziniségi mezd. A &; :

Q — R waldszindiségi vdltozdk (sztochasztikusan) figgetlenek, ha Va; € R (i =
1,...,n) esetén

n

P(& <wii=1,..,n) = [[P(& < z:) = [] Fe. ().
=1

=1

A kovetkez6 allitas mutatja, hogy, ha van példaul 5 fiiggetlen valdsziniliségi
valtozénk, akkor abbdl tetszolegesen kivalasztott 3 is fliggetlen.

6.7. Allitas. Legyenek & (i = 1,...,n) figgetlen valdsziniiségi vdltozok. Ekkor
tetszoleges k € No , k < n esetén &1, ..., & is flggetlen.
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Bizonyitds. Mit is kellene beldtni? Kellene, hogy tetszileges z; € R (1 =
1,...,k) esetén

P(fl < X1yl < l’k) = F§1 (1’1) R ng (xk)

Vilasszunk tehat tetszoleges x1, ..., x) szdmokat. Mivel &, ..., &, fliggetlen, ezért
tetszoleges N € Ny esetén

P(£1 <z, "'751@ < mk7§k+1 < N7 757’7, < N)
k n
=1 i=k+1
Alkalmazzuk a N — oo hatdrdtmenetet.

P(fl <, --~7£k < xk)
= Jim P& <@i,n & <@g G <N 6 <N)

k n
= lim [[Fe(@)- J] Fa(V)
ooi:l i=k+1
k n
i=1 i=k+1

k
= [ Fe. (o).
=1

A bizonyitast befejeztiik. O

Némely éllitasokban, jollehet tetszoleges valdszinliségi valtozokra fogalmaz-
tuk meg az allitasainkat, rendre csak diszkrét eloszldsu valdszintiségi valtozdkra
végeztiik el a bizonyitdst. Gondolunk itt a 5.4 , 5.5 Allitasokra. Ennek oka az,
hogy a folytonos esetek taglaldsdhoz (egyenldre) hidnyoznak az eszkozeink. Ez
lesz a helyzet a kovetkez6 allitassal is.

6.8. Allitas. Legyen &,m diszkrét eloszldsu valdsziniségi vdltozo, mégpedig
pi=P(E =), q=Pn=y;) (i,j € No).

Ekkor & és  pontosan akkor figgetlenek, ha

P(§=zin=y;) =pig; (i,5 € Np).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy P({ = x;,n = y;) = pig; (4,5 € Np). Léssuk be,
hogy fiiggetlen a két valdszintiségi valtozé. Be kellene latni, hogy tetszdleges
z,y € R esetén

P({wlw € Q,§(w) < z,m(w) <y})

=P({w|lw € Q,¢(w) < x})

P{wlw € 2,n(w) <y}).

36



Vegyiik észre, hogy

P({wlw € ,¢(w) <z, n(w) <y})
=P( U {ww € Q,&(w) = 4, n(w) =y;})

T, <T
Y <y

=) P({wlw € Q,¢(w) = zi,n(w) = y;})

= Z pig;

x;<T
Y; <y

= Z Zp’iqj

z; <z Y <y
=P <2)P(n<y).

Tehat a két valoszinliségi valtozé valéban fliggetlen.
Most lassuk be a maésik irdnyt, azaz tegyik fel, hogy a két valdszintiiségi
valtozo fiiggetlen és lassuk be, hogy ekkor P(§ = 3, = y;) = piq; (4,7 € No).
Legyen € > 0, x; tetszOleges. Mivel ¢ diszkrét eloszlasu, ezért van olyan n. €

NO ) hOgy
Z Pr <€,

k=n.,

oo
Z(Iz<€,

l=n.

SN Pl=mn=u)<e

k=n¢l=n.

Kovetkezésképpen megadhaté olyan § > 0, hogy az [x; —d, x;+0) intervallumban
nincs benne a (véges sok) x1, %2, ..., Ti—1, Tit1, ..., Tn,, a2 [y; — 0,y; + ) inter-
vallumban nincs benne a (véges sok) yi1, y2, ... , Yj—1, Yj+1, - » Yn., valamint
a [r; — 0,2, +6) X [y; — d,y; + 0) téglaban nincs benne a véges sok (zx,yr)
(k,1 €{1,2,...,n}) par. Kovetkezésképpen kapjuk, hogy

0< Z Pk — Pi

zp€[x;—06,x;+0)

= Z Pk

TR €T —0,1;40)
k#i

o
SZpk

k=n,

<€,

hasonléképpen

0< Y a—g<e
Y1 €ly; —6,y;+9)
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és

0< > Pl=ap,m=y)-P=az,n=y;) <e
k,leNp
(xk,y1)Elwsi—8,248) X [y; —8,y;+6)

egyenl6tlenség is teljestl. Egyszert halmazelméleti megfontolas adja, hogy
P <a;+0,m<y;+9)
-P <z +6,n<y; —9)
P& <z, —d,n<y; +9) (6.6.1)
P({ <z —0,n<y; —9)
= P(w € Q|(§(w),n(w)) € |

Tehdt, a fliggetlenség felhasznélasdval (6.6.1) adja, hogy

$Z—67$i+(5) X [y]_§ayj+6))7

0<P(§<xi+5)P(n<yj+5)
P <zi+6)P(n<y; —9)
P <z, —0)P(n<y; +9) (6.6.2)
P <z —0)P(n <y; —9)
P({=ai,n=y;) <e€

Vegyiik észre, hogy
P(é<zi+06)—PlE <z —0) = > e
wke[wifé,zl+6)
Ez, valamint a hasonlé megfontolds az 7 valdszinliségi valtozora adja, hogy

P <z +0) =P({ < —0) +pi + e,

6.6.3
P(n<y;+96)=P(n<y; —9) +q; + e, (6.6:3)

ahol az €1, €2 szamokrol annyit tudunk, hogy az abszolit értékiik kisebb, mint
¢ (lehetnek negativak is). (6.6.2) és (6.6.3) adja, hogy

0< (P <zi—9d)+pi+e)P(n<y;—95)+q; +e2)
—( (€ <z —06)+pi+ea)Pn<y; —9)
P( <a; —0)(P(n<y; —6) +q; + e2) (6.6.4)
P( <z —0)P(n <y; —0))
P(§=azi,n=y;) <e
(6.6.4) rendezés (6sszevonds) utdn azt adja, hogy
0<pig; —P(l=zi,n=y;) + €1¢; + e2pi + €162 < €.

Mivel, |e1], |e2] < €, valamint természetesen 0 < p1,q; < 1, ezért kapjuk, hogy

Ipig; — P(§ = xi,m = y;)| < 4de.

Viszont, tekintve, hogy az € > 0 szamot tetszbélegesen valasztottuk, ezért kapjuk
a kivant p;q; = P(§ = z;,n = y;) egyenlSséget. Ezzel az Allitds igazoldsat teljes
egészében elvégeztiik. O
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6.9. Allitas. Legyenek & és n fiiggetlen valoszinidségi vidltozok, olyanok, hogy
létezik a varhato értékik. Ekkor a & - m wvaldszintségi valtozonak is létezik a
varhatd értéke, és E(&n) = E(§)E(n).

Bizonyitas. El6szor is megmutatjuk, hogy &n valdszintiségi valtozo, hiszen mar
ez sem magatol értet6dd, bar végiil is nem nehezen addédik. Legyen ugyanis
z € R,P({ =) =pi,P(n=y,) = ¢;. Ekkor

{w e Qg(w)n(w) <z}

= U {weQkw) =znw) =y
1,j€Ng ahol z;y; <z

= U ({w € Q(w) = zi} N{w € Qn(w) = y;})
1,jENg ahol z;y; <z

eA

(emlékeztetiink, hogy A zdrt a megszdmldlhatéan végtelen metszetre és
unidképzésre nézve). Tehat megmutattuk, hogy &n valdszinliségi valtoz6. Nézziik
a varhaté értékét! Hasznaljuk ki, hogy a két valdszinliségi valtozo fliggetlen igy
alkalmazhaté a 6.8 Allitas.

E(&n) =Y zyP(€ =zin=1y;)

ij=1
= @iy;pigs
ij=1
i=1 j=1
= E(§)E(n).

Masrészt,

> |z IP(E = zin = y;)

ij=1

oo

= > |willyjlpigs
Q=1
oo o0

= Z |23 pi - Z lyjla;
i=1 j=1

< o0,

mert & és n valdsziniségi valtozdknak létezik a varhatd értékiik. Ezzel a
6.9 Allitds igazoldsdt (persze csak a diszkrét esetben, de hat mdsra nem is
véllalkoztunk) elvégeztitk. O

6.10. Allitas. Legyenek &1,...,&, figgetlen valdszinidségi vdltozok, olyanok,
hogy létezik a vdrhato értékik. Ekkor a & - --- - &, valdsziniiségi vdltozonak is
létezik a vdrhatd értéke, és E(&1 -+ &n) = E(&1) -+ E&,).
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Bizonyitas. Az igazolas teljes indukciéval kovetkezik az eléz6, azaz a 6.9 Allitas
segitségével. O

Feladatok
1. Milyen valdszinuségi véltozé lehet fliggetlen 6nmagatol?
2. A ¢ valdsziniiségi valtozd lehetséges értékei -1,0,1, és 2. Az ezekhez tartozé
valészinliségek rendre 1/12, 5/12, 1/4 és 1/4. Mennyi {varhaté értéke?
3. Legyen zj = (fl)k%,pk = 2% ahol £ = 1,2,.... Létezik-e a varhaté
érték?
4. Legyen f(x) = 2z, ha 0 < z < 1 és nulla kiillénben. Mennyi a varhaté

érték?

Legyen x = k,pr, = 2%

varhaté értéke?

ahol £k =1,2,.... Mennyi a valészintiségi véltozd

Egy kockat addig dobalunk amit hatost nem dobunk. Mennyi a dobasok
szamanak varhato értéke?

Megoldasok

1.

Legyen ¢ < y. P(§ <x2) =P(§ < z,£ <y) =P < 2)P(£ < y). Legyen
x = y. Adédik, hogy F'(x) csak nulla vagy egy lehet. Innen kapjuk, hogy
¢ konstans valdszinliségi valtozo. Azaz egy valdszinliséggel egy allando.

“1/12+1/4+2/4=8/12.
Nem, mert ) |(71)k%|i = oo.
fol x2xdr = 2/3.

2. Segitség: Y po o T = ﬁ mindkét oldalat derivalva kapunk szamunkra
hasznos formulat. Ez a kovetkez6 megoldasban is hasznos lesz.

Y ret ’f%l = 6.
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7. fejezet
A szoéras

7.1.Definicié. Legyen (Q, A, P)egy Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd, A € :
Q — R wvaldszindségi vdltozd szordsa (amennyiben létezik) a

D(&) == VE((§ — E(£))?)
szdm.

Valami olyasmirél van szé, hogy a varhato érték egyfajta méroszam, azt méri,
hogy a valdszintiségi véaltozo értékei milyen atlagos szam koriil ingadoznak, a
szoras pedig szintén egyfajta mérészam, 6 azt méri, hogy a valdszintiségi valtozo
értékei mennyire ingadoznak az atlagos érték, azaz a varhaté érték koriil. Nem
az a jé lovész, aki, ha céltdblara 18, a taldlatainak az atlagos értéke /varhatd
értéke/ nagy, hanem az, akinek a szérdsa kicsi, azaz 16vései egy pont koriil
csoportosulnak.

7.1. Allitas. Legyen £ egy wvaldsziniségi valtozd létezd szordssal, valamint
a,b € R valds szamok. Ekkor D(a& + b) = |a|D(§).
Bizonyitas. A varhato érték tulajdonsagai alapjan kapjuk, hogy
D*(a¢ +b) = E ((a€ + b — E(ag +b))?)

= E ((ag + b — E(ag) — E(b))*)

=E ((a€ +b—aE(¢) — b)?)
E((a*(€ - EB(€))?)
B (£~ B(£))°)
— a2D2(¢).

O
7.2.Definicié. A £ és n valdsziniiségi vdltozok kovariencidja

cov (§,n) :== E((§ — E(§))(n— E(n)))

szdm, mdr, amennyiben a leirt vdrhatd érték létezik (v.6. a vdrhaté érték
definicidja).

7.2. Allitas. A & és m valdszinidségi vdltozok kovariencidja

cov (&§,m) = E(&n) — E(§)E(n).

Bizonyitas. A bizonyitas rendkivil egyszerii, a kovetkez6képpen néz ki. A
varhato érték tulajdonsagait alkalmazzuk.



O
Ha két valészintiségi valtozé koveriencidja nulla, akkor azt mondjuk, hogy a
szoban forgd két valdszinliségi valtozé korreldlatlan.

7.3. Allit4s. Legyenek &,m figgetlen wvaldszindiségi vdltozok, olyanok, hogy
létezik a koveriencidjuk. Ekkor korreldlatlanok.

Bizonyitas. Az 7.2 Allitds , valamint a fliggetlenséghdl addédé 6.9 Allités
alapjan kapjuk, hogy

E((€-E()n—EMm))
E(¢n) — E(§)E(n)
0.

O

7.4. Allitas. Legyenek &1, . .., &, olyan valdsziniiségi vdltozok, hogy pdronként
korreldlatlanok, azaz cov (&;,&;) =0 (4,5 =1,...,n). Ekkor

D&+ + &) = > D*(&).
i=1

Bizonyitas. Elvégezve a kijelolt miiveleteket, alkalmazva azt, hogy Osszeg
varhato értéke a varhaté értékek Osszege, valamint az 7.3 Allitast kapjuk, hogy

D*(& 4+ &)
:E((€1++£n)fE(£1++£n))2

—=E ((Z(@- - E(&))f)

i=1

= Z E((& — B(&))?)

+ > B(& - BE)(& — B&))

J=1
i#j
=Y "D*&) + Y cov (&.&)
i=1 z,i];é:jl
=Y D*(&)
=1

O
Az 7.3 és 7.4 Allitas alap jan kovetkezményként addodik, hogy
fiiggetlen val6szintiiségi valtozok 6sszegének szérasnégyzete egyenls az
egyes szérasnégyzetek Gsszegével. Az 7.3 Allitas mutatja, hogy fiiggetlen
valészintiiségi valtozok korreldlatlanok. Kérdés, hogy ez visszafelé is igaz-e. Nem
igaz, ezt mutatja a kovetkez6 példa.
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7.5. Allitas. Megadhato két korreldlatlan valdsziniségi vdltozo gy, hogy nem
figgetlenek.

Megadunk el6szor is egy Kolmogorov féle valészintiségi mez6ét. Legyen ) :=

{(~1,0),(1,0),(0,-1),(0,1)}, A := 2%

P(-1,0) = P(1,0) = P(0,—1) = P(0,1) =

P

Az A t6bbi elemein pedig tgy megadva, hogy (2, A,P) egy Kolmogorov
féle valészintiségi mezé legyen. Ekkor (Q, A, P) egy klasszikus Kolmogorov féle
valészinliségi mezd. Egy tetszéleges w = (x,y) esetén legyen &(w) = x, n(w) = y.
Ekkor

cov (£,7)

= E(&n) — E(§E(n)
:0_((_1)é+1&+0-i+0-f)-E(77)
=0.

(Kozben felhasznaltuk, hogy &n = 0 mindenhol, ezért E({n) = 0.) Mésrészt
vegyiik észre, hogy P(£ =0) =P(n=10) = 2, és P({ =0,n = 0) = 0, azaz

P(§=0,1=0)#P(E=0)-P(n=0),

ezért a 7.6 Allitds alapjan adédik, hogy € és n nem fiiggetlenek. O
7.3.Definicié. Legyenck & ésn olyan valdszindiségi valtozdk, hogy D(€), D(n) >

0. Azr(&,n) == 5‘()2)(1%?7)7) szdmot a & és m valdszintségi vdltozdk korreldcidjdnak

nevezzuk.

Néhany dolog kozvetlen a definiciébdl latszik. Példdul az, hogy r(&,n) =
r(n, &), mésrészt az (kordbbi &llitdsaink alapjan) hogy, ha a két valdszinfiségi
valtozd fliggetlen, akkor a korrelacids egytuitthaté nulla, azaz jogos volt ko-
rreldlatlanoknak nevezni 6ket. A kovetkezd két allitds mutatja, hogy a kor-
relacios egytitthatét lehet alkalmazni, mint egyfajta mérészamot egy bizonyos
fajta fligg6ség mérésére.

7.6. Allitas. Legyenek £ és n olyan valosziniiségi vdltozok, hogy létezik a kor-
reldcios egytitthatdjuk. Ekkor,

Ir(&m)| < 1.

Bizonyitas. Legyen \ egy tetszéleges valés szam. Ekkor, mivel

(£(w) = Anw))* = 0

barmely w € € elemi esemény esetén, ezért E((£(w) — An(w))?) > 0. Innen
adddik, hogy
0 < B(&* - 2Xn + A1)

= N2E(n?) — \2E(&n) + E(£2)
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barmely A egy valds szam esetén, ezért a megfelel6 masodfokd egyenlet dis-
zkrimindnsa nem pozitiv, azaz

4E*(&n) —AE(E)E(n*) <0,

azaz
E*(én) < E(E)E(n”).

Ezt az egyenlétlenséget alkalmazzuk ugy, hogy £ helyére £ — E(£) -t, n helyére
n — E(n) -t frunk:

E*((¢ = E(8)(n — E(n)))

< B((§ - E©)*E((n — B(n))*),
azaz

cov®(&,m) < D*(€)D*(n),
tehét
r@mn)<1. O

7.7. Allitas. Legyenek & ésn olyan valdsziniségi vdltozdk, hogy D(€), D(n) >
0. |r(&,m)| = 1 akkor és csak is akkor, ha n = a& + b 1 valdsziniiséggel, ahol a
és b valds szamok (a #0). r(&,m) =1, haa >0, r(&,n) =—1, ha a < 0.

korrelaciosegyutthato.mp3 >

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy n = a& + b 1 valdsziniiséggel, azaz, hogy P(w €
0, n(w) = a&(w) +b) = 1. Ekkor 7.1 , 7.2 &llitdsok alapjan

cov(€,n)
") = 5@ niy

 B((a€ +5)(©)) - B(at + DE()

- D(&)D(at +b)

_ B((a€ +)(©) — Blag + BE(E)

alD%()
_aB(E) - aB(g)
aD%(0)
fal’

azaz a tétel egyik felének bizonyitdsa méar meg is van. tegyiik most fel, hogy
r(&,n) = 1. Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket.

_E-BO n- B
pE "7 D

A & és i’ valdszinliségi véltozokat tigy fogjuk nevezni, hogy a £ , illetve az 5
valdszintiségi valtozd standardizaltja. A varhatd érték tulajdonsagai és az 7.1
allitas alapjan adédik, hogy E(¢') = E(n') = 0, valamint D(§') = D(n/) = 1.
Kovetkezésképp E((£')?) = D?(&1) + E?(¢1) = 1, valamint ugyanigy E((n')?) =
1.

¢
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Tovabba
By =

Ezért
E(( ~n)?) =
E((¢)%) + E((n)?) = 2B(¢')
=1+41-2-1=0.

A 7.3 4llitds szerint ekkor ¢ = 1’ 1 valdszintiséggel, azaz

§—EE) _n—EM)

DE) D)
1 valészintliséggel, ami atrendezve azt adja, hogy
D(n) D(n)
n=——= -+ En) - =—=E(¢).
Dig) T pgt
1 valészintiséggel. A felirasbdl pedig latszik, hogy
D(n) D(n)
a=—-=, b=FE@n) - =2=E(¢
D(e) "= D"
esetén teljesiil a tétel &llitdsa. Az r(§,n) = —1 eset tdrgyaldsdt az olvaséra
bizzuk. O
Feladatok

1. A £ valészintiségi valtozo lehetséges értékei -1,0,1, és 2. Az ezekhez tartozo
valdsziniiségek rendre 1/12, 5/12, 1/4 és 1/4. Mennyi { szérésa?

2. Legyen f(x) = 2z, ha 0 < 2 < 1 és nulla kiilénben. Mennyi a szérds?

3. Legyen xy = k,py, = 2% ahol £ =1,2,.... Mennyi a valdszinliségi valtozé

szérasa?

4. Egy kockéat addig dobalunk amit hatost nem dobunk. Mennyi a dobasok

szémanak szérasa?

5. A (&,7n) kétdimenzids valészinliségi valtozé értékei, illetve a hozzédtartozd
valdsziniiségek: P(6 = 0,7 =0)=p, P(E=0,n=1) =2p, P(( =2, =
0) = 3p, P(§ = 2,n = 1) = 4p. Mennyi a p értéke? Mennyi a korreldcids

egyutthato értéke?

Megoldasok

1. Véarhaté érték: -1/12 + 1/4 + 2/4 = 8/12. A valdsziniiségi valtozo
négyzetének varhaté értéke: 1/12 4+ 1/4 + 4/4 = 16/12. A szérés:

V16712 — 64/144 = /3/9.

2. B(§) = [ya2ede = 2/3. E(€?) = [ a22xde = 2/4, D(€)

V1/2—4/9 = /1/18.
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3. Segitség: Z:o:o T = ﬁ mindkét oldalat kétszer derivdlva kapunk
szédmunkra hasznos formulat. Ez a kovetkez6 megolddsban is hasznos lesz.
Az el676 fejezetben feladat volt ennek a valdszintiségi valtozonak a varhato

értékének a meghatérozdsa, ami épp 2 volt. E(€) = 6. Igy a szérds v/2.

4. Az eléz6 fejezetben feladat volt ennek a valésziniiségi valtozénak a varhaté
k—1
értékének a meghatdrozésa, ami épp 6 volt. E(£%) = Y07, k256—k = 66.
Igy a szoéras v/30.

5. p=0,1. E(én) = 8p = 0,8. E(¢) = 14p = 1,4. E(n) = 6
cov(€,m) =0,8— 1 4-0,6 = —0,04. B(¢2) =28p = 2,8, E(n?) =

04
r(&m) = V28— 142\/00 0,62 —0,0890870.

= 0,6.
=0,6.

)
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8. fejezet

Specialis, diszkrét eloszlasu valdsziniiségi
valtozok

8.1.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbd legyenek x1,xs,..., T, valds szamok. Azt mondjuk, hogy a & : Q —
R diszkrét valoszintségi vdltozo diszkrét egyenletes eloszldst az x1,%a,...,%y
szamokon, ha P(§ = ;) = % minden 1 = 1,...,n esetén.

Az, hogy az emlitett médon valéban valésziniiségi eloszlast kaptunk, nem
nehéz beldtni, hiszen az 1/n szémot, ha n szer dsszeadjuk valéban 1 -et kapunk.
Nézziik meg , hogy mennyi lesz (és persze , hogy lesz-e) a vérhaté értéke és a
szorasa a 8.1. definiciéban megadott valdsziniiségi valtozonak.

n n
1 Z‘— €T;
E() = x; e — ===
©) ; i

n

amit szokdas az x1, s, ..., T, szdmok szamtani atlaganak is nevezni. Masrészt

D*(§) = B(€*) — E*(¢)

n n 2
_ o 1 dic1 Ti
= l‘l o —_—— s
; n n
=1

ami , hogy ha bevezetjik az T = # jelolést, akkor egyenld a kovetkezd
kifejezéssel, amit szokds az x1, o, ..., T, szamok szérasanak is nevezni
1 n
D*§) =~ (i~ )°
i

8.2.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle waldszintliségi mezd,

tovabbd legyen 0 < p < 1 és A € A egy olyan esemény, hogy P(A) = p.
Azt mondjuk, hogy a & : Q — R diszkrét valdsziniségi vdltozé az A esemény
indikdtor valdsziniiségi vdltozdja, hogy, ha

1 ,howeA,
g(W){O , haw ¢ A.

Nézzik meg, hogy mennyi lesz a varhaté értéke és a szordsa a 8.2.
definiciéban megadott val6szintiségi valtozénak. E(§) = 1-P(A)+0-P(2\A) = p.
D*(€) = B(&?) — E*(&) = Pp+0°(1 - p) — p* = p(1 — p).
8.3.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniségi mezd,
tovdbbd legyen 0 < p < 1 és n € Ny. Ekkor azt mondjuk, hogy a € : Q@ — R dis-
zkrét valdszinidségi vdltozd (n,p) paraméterd binomidlis eloszldsi valdszinidségi
valtozo, hogy, ha



Az adott mddon valéban valésziniiségeloszlast kaptunk, ugyanis a binomidlis
tétel alapjan lathato, hogy

Zn: (?)Pi(l -p)" ' =(p+00-p)" =1

=0

Szamoljuk ki az (n, p) paraméterti binomidlis eloszldsi valészintiségi valtozd
varhaté értékét és szérdsat! Ehhez fel fogjuk haszndlni a 8.2. definiciéban
megadott indikator valdsziniiségi viltozora kiszamoltakat. Legyen A € A egy
olyan esemény, hogy P(A) = p, valamint & : Q@ — R az A esemény indikdtor
valészintiségi valtozdja, minden ¢ = 1, ..., n esetén, méghozza gy, hogy az egyes
&-k legyenek fliggetlenek. Ekkor a n := Y7 | & diszkrét valdszintiségi véltozd
(n, p) paraméter(i binomiélis eloszldsi valésziniiségi valtozé lesz, ugyanis

P(n=i) = <T;>p’(1 -p)"

i =0,...,n. Mivel az n és a & valdszinliségi valtozé varhaté értéke és szorasa
megegyezik, ezért elég az elébbiét kiszdmolni. E(n) = > | E(&;) = np. Az 8.4
allitds segitségével adédik, hogy D?(n) = >_1 , D*(&,) = np(1 — p). Tehdt az
(n,p) paraméteri binomidlis eloszldst val6sziniiségi valtoz6 varhaté értéke np
és a szoérdsa /np(l — p).

8.4.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle waldszintliségi mezd,
tovabbd legyen N, K,n € Ng ésn < K < N, n < N — K. Azt mondjuk, hogy a
€ Q — R diszkrét valdsziniiségi vdltozé (N, K,n) paraméterd hipergeometriai
eloszldsu valdsziniségi vdltozo, hogy, ha

(D)
G

Az adott médon valéban valészintiségeloszlast kaptunk, ugyanis az ismert

kombinatorikai Gsszefiiggés (a, b, n € Ny, n < a,b) alapjan ldthatd, hogy
L 0)
= ) (%)
Szamoljuk ki az (N, K,n) paraméterii hipergeometriai eloszlast valésziniiségi
valtozd varhatd értékét és szorasat!
= (0D
po =y e
=0 (n)
n L!(NfK>
_ Z G—D)I(K—)1\ n—i
Pt (%)
n K(Kq) (NfK)

_ Z i—1)\ n—i

= G

P(¢=1i)= i=0,1,...n.

_K(GD) _Kn
() N’
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Nézziik meg, hogy mivel egyenld E(&2)!

B -y e G

=0 (]'r\L])

n K\ (N-K
:Zi(i—l) (i)(NN)i) %

n K—-2\(N-K
=K(K-1) 2 (1—2(]5])71_1) n %
_ K(K—l)(],\f_f) Kn

() N
 K(K-1)n(n-1)  Kn
N(N —-1) N

Ezt felhasznélva adédik, hogy

D*(¢) = BE(&?) — E*(¢)
KK -Dn(n—-1)  Kn [(Kn\®
St ()

N

4?“%%?”“—?)

K K\ N-n
=n—(1—-— .
N N/ N-1

Megjegyzés. Mintavétel. Legyen adott IV szamu targy, melybol K szamu ren-
delkezik egy bizonyos tulajdonsiaggal, mondjuk, hogy selejtes. Kivalasztunk n
szamu targyat ezekbol. Kérdés, hogy mennyi lesz annak a valdsziniisége, hogy
a kivalasztott targyak k6zott pontosan ¢ szamu selejtes lesz, ahol ¢ = 0,1, ...,n?
El6szor a mintavételt visszatevéssel valésitsuk meg, azaz, hogy minden egyes
kivélasztott targyat visszatessziik régton azutén, hogy kivalasztottuk (és per-
sze egyesével valasztunk). Ekkor a kérdéses valésziniliség éppen (7;) pi(1 —p)n—,
ahol p = % Masodszor a mintavételt visszatevés nélkiil valdsitsuk meg, azaz,
a kivdlasztott targyat nem tessziik vissza azutdn, hogy kivalasztottuk (és itt
lényegtelen lesz, hogy egyesével, vagy egyszerre valasztunk, de az egyszeriiség
kedvéért, azaz, hogy az el6z6vel megegyezd legyen a feltétel, tegyiik fel, hogy

(D)

egyesével valasztunk). Ekkor a kérdéses valdszintliség éppen ERGIE Vagyis a

n

binomidlis és a hipergeometrikus eloszlas éppen az ugynevezett visszatevéses
és az ugynevezett vissza nem tevéses mintavételnél alkalmazhatéd. Egyszerti
hatarérték szamitassal igazolhatd, minden rogzitett n € Ny esetén, hogy, ha K és
N tart a végtelenbe gy, hogy kozben a hdnyadosuk (nevezziik p -nek) dllandé,

(D0
()

Ez azt jelenti,’ hogy, ha nagyszamu targybdl valasztunk, akkor mindegy, hogy
a kivalasztott elemeket menet koézben visszatessziik vagy sem, vagyis “nagy

akkor a val6szintiség konvergalni fog a (7)p'(1 — p)"~* értékhez.
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populaciobdl kivalasztott kis szami egyed nem valtoztatja meg a populacid
Osszetételét.”
8.5.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle waldszintliségi mezd,
tovdbbd legyen A\ > 0 egy dllandd. Azt mondjuk, hogy a & : Q@ — R diszkrét
valdsziniségi vdltozo A paraméterd Poisson eloszldsiu valoszinidségi vdltozo, hogy,
ha )

AZ
P =1i)= F~e_>‘, i € Np.

Poisson eloszlas
040
035
030
i

0.20

Probability

01a

010

0.os

o.oo
o1 2 3 4 5 B 7 B 8 10111213 141516 17 16 19

Mumber of Occurances

W nean =1 Ellmean=5 W mean = 10 Possion eloszlas (A =1, A =5
és A = 10 esetén)

El6szor is lassuk be, hogy a megadott médon valéban valdszintiségeloszlast kap-
tunk! Az analizis el6addson elhangzott, hogy az e® fiiggvény 0—koriili Taylor
sora egyenlé Y77 L-vel, ezért innen adédik, hogy o0 2 et = 1.

Szamoljuk ki a A\ paraméterti Poisson eloszlasi valészintiségi valtozo varhatd
értékét és szorasat!
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i=0
:Zlil e_)\
—~ i
& A1 .
:’\Z(i—n!'e
i=1
o L
A’L —\
i=0
=\
2 — oAy
E(¢ ):Zz e
i=0
= A
:Zz(z—l)ﬁ e
i=0 :
0o )\,L \
+Z'Lﬁ'e
=0
o .
i AL
:Zz(z—l)ﬁ-e DY
1=2 ’
BN A2 “A
=) Zz(z 1)(172)!(1'71)1 e+ A
1=2

Tehdt, D(&) = /E(£2) — E2(£) = VA2 + X — )2 = V. A kovetkezSkben a
Poisson eloszlassal mint a binomialis eloszlds hatarértékével fogunk foglalkozni.

Legyen p,(cn) = (Z)pk(l —p)"~* k € Ny rogzitett, és n tartson a végtelenbe tigy,

hogy kozben az np = A legyen allandé (azaz p = A/n). Ekkor
8.1. Allitas. limp{™ = A7 .
binomialispoisson.mp3 >

Bizonyitas. Egyszer(i atalakitasokkal adédik, hogy

- ()G (-3)

:n(n—l)...(n—k+1)/\k(1_)\)"(1_)‘)_k.

k! nk n

Rogzitett k € Ny és n — 0o esetén

n(n = 1).(n—k+1) _ (11) <12> <1k—1) S

o1




Valamint (1 — %)_k — 1. Az analizisbél ismeretes, hogy (1 - %)n — e *. Ezek

alapjan kapjuk, hogy
k
imp™ — A
limp, ~ = X e . 0O

Megjegyezziik, hogy a np = A dllandé relacid helyett elegend6 lett volna csupan
a lim,,_,o np = A reldciét feltenni. Az &llitas mér ebbdl is kovetkezett volna. A
bizonyitast az olvaséra bizzuk.

Feladatok
1. Egy kockaval m-szer dobunk. Adjuk meg a dobott hatosok szaménak
eloszlasat, varhatd értékét és szérasat! Mennyi a valdszinusége, hogy le-
galabb 2 hatost dobtunk?

2. Hany dobodkocka esetén lesz a legnagyobb a valdszinusége annak, hogy
pontosan egy hatos van a dobott szamok kozott?

3. Ha az A esemény valészinusége k/n, akkor mennyi a valészinusége, hogy
az A esemény n kisérlet koziil pontosan k-ban kovetkezik be?

4. Igazoljuk, hogy ha &; hipergeometrikus eloszldsi valdszinuségi valtozo,
akkor & =n — & is az!

5. Almafank egyes gyiimolcseit megtamadd férgek szdama 1,5 paraméteru
Poisson eloszlast kovet. 10 almat leszediink. Mi a benniik 1évo férgek
szamanak varhat6 értéke? Mennyi a valdszinusége, hogy egy almaban le-
galabb két féreg lesz?

Megoldasok

L P(E=k) =pp = (}) %, B(E) =n/6,D(€) = /nb/36. 1 — po —p1 =
1—(5/6)" — n5"=1/6n.

2. P(6=1) =p1 = (7) %5 = "L maximlis, ha n 5 vagy 6. Min a két

esetben éppen 3125/7776.
3. p=k/n, P(E=Fk) =pr = () (k/n)*(1 - k/n)"F.

4. P& = k) =P& =n—-k) = %()7’“) szintén hipergeometrikus

eloszldsu. Csak amig & (N, K, n) paramétnerfi, addig &, pedig (N, N—K,n)
paraméterii lesz.

5. B(§) =15.1— e 15 — LBe~15 = 0,442174.
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9. fejezet

Specialis, folytonos eloszlast valoszintiségi
valtozok

9.1.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbd legyen (a,b) egy intervallum. Azt mondjuk, hogy a £ : Q@ — R folytonos
eloszldsu valdsziniségi vdltozd egyenletes eloszldsi az (a,b) egy intervallumon,
ha stiriségfiigguénye

—, haa<x<b,
fela) =107 s
0, egyébként.

El6szor is lassuk be, hogy a megadott médon valéban siiriiségfiiggvényt kap-

tunk!
“+o0 b 1
[m fg(x)dxz/a b—adx

_ {bl xr:bia(b—a):l.

—a u

Szamoljuk ki a valdszinliségi valtozé varhaté értékét és szérasat!

+oo

BQ) = [ ofee)ds

— o0
b
1
= d
/a e

Mésrészt

b
1
2
d

/be_a T

1 22 b
[b—aBL

1 b3—a3ib2+ab+a2
b—a 3 3 '
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Tehat
D(§) = VE(&?) - E*(6)
B \/b2 +ab+a2 b2+ 2ab+ a?
B 3 - 4

A 05 L} 05 i 15 2
(0,1) intervallumon egyenletes eloszldsi
valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

9.2.Definicié. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniiségi mezd,

tovdbbd legyen A > 0 egy wvalds szam. Azt mondjuk, hogy a & : Q@ — R
folytonos eloszldsu valdsziniiségi valtozé N paraméterd exponenciadlis eloszldsi
valdszintségi vdltozo, ha stiriségfigguénye

Xe ™ ha x>0,
fe(x) = o
0, egyébként.

ElGszor is lassuk be, hogy a megadott médon valéban siirtiségfiiggvényt kap-

tunk!
—+oo +oo
/ fe(z)dx :/ e M dx
—o00 0
=N
=1\
2,
= lim (—e ) +e =1
T—+00

Szamoljuk ki (parcidlis integréldssal) a valésziniiségi véltozé varhaté értéket
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és szorasat!

+oo
1%@::/ rfe(x)de

—Az] T +oo Az
- [A:re } —/ A da
X, 0 A\

+oo
= lim (fxef)‘I)Jr/ e Mdx
0

T—r+o0

e\ :| +oo

-2 1,
1
- 1 _ A —A0 ——
N _111100( e"M/N) +e /A S
exponencialis.mp3 >
Tovabba, szintén parcidlisan integralva, valamit alkalmazva az imént kapot-

takat adddik, hogy

+oo
E(§2) = / xsz(x)dx

— 00

0421 -2
N AX A2

Ahonnan adddik a & szérasa

D(§) = V E(&?) — E*(§)

08
06
04

02

Striiség fliggvény
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Megjegyzés. Egyes, f6leg véletlen idGtartamokat jelold & valdszintliségi
valtozdkra teljesiil az, hogy barmely x idopontot valasztva is ki, ha az a véletlen
id6tartam az z idépontig nem ért véget, akkor gy tekinthetd, hogy mintha az
egész folyamat az x idépontban kezdddott volna. Ezt a tulajdonsdgot matem-
atikailag a kovetkezo egyenléség fejezi ki.

P>z+ylf22)=P(E2>y), zy=0, (9.1)
ami viszont a feltételes valésziniiség definicidja szerint ekvivalens azzal, hogy
P>z+y{>a)=PE>2)P(>y), z,y>0.

Mivel pedig a £ > =+ y esemény maga utdn vonja a £ > x eseményt, ezért (9.1)
melyet orokifju tulajdonsiagnak is neveznek, ekvivalens azzal, hogy

P>z+y)=PE>2)PE>y), =zy>0.

Belatjuk, hogy az oOrokifju tulajdonsdggal rendelkez6 nem negativ folytonos
eloszlasi valdszinliségi valtozok nem mésok, mint az exponencidlis eloszlasu
valészintiségi valtozok. Tegylk fel, hogy & > 0 egy folytonos eloszlasu
valészintiségi valtozd, olyan, amely rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Legyen
G(z) := 1 — F¢(z). Ekkor G(z + y) = G(z)G(y). Legyen z = y = 0. Ez
azt adja, hogy G(0) = G(0)G(0). G(0) = 0 nem lehetséges, mert ellenkez&

esetben F¢(0) = 1 lenne, ami viszont ellentmondana annak, hogy £ > 0 ,
azaz, hogy P(§ > 0) = 1 -nek. Tehat G(0) = 1. Legyen, n € Ny. Ekkor
Gn)=Gn-1)G1) =..=(G(1))", és G(0) = G(1)°. Legyen most k,n € Ny.
Ekkor N
(G = G = GG - 15 == (D))
n n n

Tehat, G(%) = (G(l))%. Tekintve, hogy £ egy folytonos eloszlasi valészintiségi
valtozé, ezért a G egy folytonos fiiggvény, tehat legyen x € R,z > 0 tetszoleges,
és (x,) — x egy nem negativ raciondlis szdmokbdl 4ll6 x -hez konvergdld
sorozat. Ekkor G(z,) — G(x). Az eléz6ek szerint G(z,) = G(1)"". Mivel
G(1)* — G(1)* gy G(x) = G(1)*. Jelolje A = —In G(1). Tehdt G(z) = e~ ,
azaz Fg(r) = 1— e~ (z > 0). Tehét beldttuk, hogy az érékifjd tulajdonsdggal
rendelkezo folytonos eloszlasu valdszinliségi valtozdk, azok exponencidlisak. An-
nak a belatdsa, hogy az exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi véltozok ren-
delkeznek az orokifju tulajdonsiggal pedig annyira egyszeri, hogy az olvaséra
bizzuk.

9.3.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbd legyenek m,o > 0 wvalds szamok. Azt mondjuk, hogy a £ : Q@ — R
folytonos eloszldst valdszindiségi vdltozé (m, o) paraméteri normdlis eloszldsi
valdsziniségi valtozo, ha striségfigguénye
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El6szor is lassuk be, hogy a megadott médon valéban sirtiségfiiggvényt kap-
tunk! Ehhez felhasznéljuk a kovetkezd formulat

+oo
I :/ e dy = ﬁ, (9.2)
O 2

amelyet szintén igazolunk. I? felirhaté a kovetkezd alakban

o0 5 +o0 9 +oo  pt+oo 5 o
I? :/ e ” dx/ e ¥ dy :/ / e~ @) dady.
0 0 0 0

Alkalmazva az x = rcos¢,y = rsin¢g transzformdciét, melynek
fliggvénydeterminansa

dx D .

o @; cos¢p —rsing

8y ay = . =
o e sing rcoso

Az el6bbiek alapjan
3 [too 5
2 _ -7
I“ = / re” " drdeo
0

amivel a (9.2) formuldt igazoltuk. Visszatérve a (9.3) definiciéban megadott

fiiggvényhez, az u = "’i/’i’: helyettesitéssel és a (9.2) formuldval adédik, hogy
+o0o
/ fe(z)dx =
— 00
oo (z=m)?
= T 202

e

oo V21O
1 [t _»

= — e " du
I

2 [ gy 1
= — e u = 1.
v Jo

Szamoljuk ki a (m,o) paraméteri normdlis eloszldsi valésziniliségi véltozd
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varhat6 értékét és szérdsat az u = %; helyettesitéssel!

+oo
B(¢) = / o fe(2)dz

— 0o
+oo 1 2
_ (z—m)
= 202 dx
o 2ro
+o00 1 2
(z=m)
= e 202 dx
o 2mo
oo 1 (@—m)?
+ (x —m) e 22 dx
o 2no
20’ +oo .2
=m+— ue” " du =m,

tekintve, hogy az ue™v’ egy paratlan fliggvény, és mivel 1étezik az integrélja a

(—00, +00) halmazon, ezért nulldval egyenld. Tovabba alkalmazva a fentieket

“+oo
E(&?) = / xzfg(x)dsc

— 00
+oo )2
9 1 (e=m)
= e 2o x
o 2ro
+oo 1 2
_ (z—m)
=— 2 e 22 dx
o 2ro
oo 1 (@=m)?
—|—/ 2rm e 22 dx
o 2no
+oo 1
(z—m)
+/ (x —m)? e 2?2 dx
o 2no
+oo 1 2
_(@=m)
= —m?+2m m+/ (x —m)? e 27 dx
o 2no

(9.2) alapjan. Innen adédik a & szérésa

D(¢) = VE() - E2(¢) = Vm?2 + 0% —m? = 0.
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(0,1) paraméteri normalis eloszlds stirtiség

fliggvénye

Feladatok

1.

Egy egyenletes eloszlast valészinuségi valtozo varhato értéke 3, szorasa 2.
Adjuk meg az eloszlds- és stirtiségfiiggvényt! Mennyi a valdszinilisége, hogy
a valtozé értéke nagyobb, mint 57

A ¢ valbszintiségi véltozo a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi. Milyen
eloszlasi n =1— &7

A [0, 1] intervallumon vélasztunk egy & szdmot egyenletes eloszlds szerint.
Irjuk fel &2 eloszlasfiiggvényét, varhatd értékét és szérasat!

Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasa. Atlagosan 2 évig
miikédik. Mennyi a valészintlisége, hogy legaldbb egy évig fog miikédni
egy Uj villanykorte?

Egy miiszer élettartama exponencialis eloszlasi. Annak a valésziniisége,
hogy legalabb 2 évig miikodik: 0,9. Mennyi a valdszintisége, hogy legfeljebb
3 évig lesz mikodOképes?

Egy mérés hibdja normalis eloszlasu, varhaté értéke 2, szérdsa 4. Mennyi
a valészintisége, hogy a hiba -2 és 2 k6zé esik? Adjuk meg azt az x értéket,
amelyre igaz, hogy 1/2 valészinliséggel legaldbb x a hibal

Megoldasok

1.

E=(a+b)/2=3,D = (b—a)/(2V3) = 2. Azaz,a = 3—2/3,a = 3+2/3.
A stirfiségfiiggvény az [a,b] intervallumon éppen 1/(b — a) = 1/(4V/3),
méshol nulla. P(¢ >5) =1 - F(5) =1 — =2 =0,211324.

. Ha z <0, akkor F(z) = P(n < z) = 0. Ha 0 < z < 1, akkor F(z) =

P(n<x):P(§>1fx):@:x. Ha 1 < z, akkor F(z) = P(n <
x) =P >1—x)=1. Azaz, n a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu.

F(z) = Fe2(x) = Fe(y/x). Tehat, Ha o < 0, akkor F'(z) = 0. Ha o < 0,
akkor F(z) = /z. Ha 1 < z, akkor F(z)l. Ha € (0,1), akkor f(z) =
1/(2y/z). Méskiilonben nulla. E(¢) = 1/3, D(¢) = 2/(3/5).
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4. E=1/A=2PE¢>1)=1-F(1)=1-(1-¢%5) =¢%5 =0,606530.

5.09=P¢>2)=1-F2) =1-(1-e) =P FB)=1-e3 =
1—0,9%/2=0,146185.

6. m=20=4P(-2<(<2)=F(2)—-F(-2) =®32) - o(=22) =
B(0) — D(—1)=10,341344. 1/2 =1 - F(x) = 1 — p(22). 1
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10. fejezet

A nagy szamok torvényei, valdosziniségi valtozo
sorozatok konvergenciaja

Ha egy kisérlettel kapcsolatban egy tetszéleges A eseményt
kivalasztunk, majd a kisérletet igen sokszor egymastol fiiggetleniil elvégezziik,
akkor a k4 /n relativ gyakorisdg stabilitdst mutat. Ezt az empirikus adatok altal
igen erGsen alatamasztott tényt a nagy szamok torvényének nevezziik. E torvény
lehetévé teszi a valdszinliség fogalmanak gyakorlati interpretédcidit, tovabba a
val6szintiségelmélet gyakorlati alkalmazdsat.

10.1. Allitas. ( Markov egyenlbtlenség) Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov-féle
valdszindiségi mezd, tovabbd legyen £ : Q — R egy nem negativ értékeket felvevd
valdszintiségi vdltozo olyan, hogy E(§) létezik, és € > 0. Ekkor

EE)

€

P(E> ) <

Bizonyitas. Legyen elGszor £ egy diszkrét eloszldsi valdsziniiségi valtozd. Azaz,
P(¢ = z;) = p; (4 € N). Ekkor

E(¢) = Zﬂﬁipi > Z Zip;
i=1

{ieNiz; >}

> Y ize Y. pi

{ieN:z; >e} {ieN:iz; >e}
=eP(£ > ¢).

Legyen most & egy folytonos eloszlast valdszintiségi valtozo.

+oo
B() = / rfe()dx

— 00

+oo
= / xfe(x)dx
0

> /+OO x fe(x)dx
> /+OQ efe(x)dx

“+oo
= e/ fe(z)dx
=eP({ > ¢).

Avzaz, ebben az esetben is készen vagyunk a bizonyitdssal. O

Egy més elven m(ikodd bizonyitds lehetett volna a kovetkezd. Legyen &'(w) :=

{O, ha &(w) < e,

ha £(w) > (w € Q). Kénnyen be lehet 14tni, hogy & diszkrét eloszldsi
€, af(w)>e
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valdsziniiségi valtozd. Mésrészt szintén nem nehéz igazolni, hogy E(¢') < E(£).
Tekintve, hogy FE(£') = eP(£ > €), igy a bizonyitdssal készen vagyunk. O

10.2. Allitas. ( Csebisev egyenlétlenség) Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov-féle
valdszindiségi mezd, tovabbd legyen & : Q — R wvaldszintiségi valtozd olyan, hogy
E(),D(§) létezik, és e > 0. Ekkor

(&)

€2

P(§-E@)|=¢) <

Bizonyitds. Hasznaljuk az imént igazolt Markov egyenlStlenséget a | — E(£)|?
nem negativ valészintiségi valtozéra és az €2 > 0 szamra.Tekintve, hogy E(|¢ —
E(€)|?) = D?(€), ezért a bizonyitdssal készen vagyunk. O

10.1.Definicié.  Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldsziniiségi mezd,
tovabbd legyenek &,,& : Q — R waldszindségi valtozdk (n € N). Azt mond-
Juk, hogy a (&) sorozat sztochasztikusan konvergdl a £ valdszindségi vdltozéhoz,
ha tetszoleges € > 0 esetén

lim P(g, — € > ¢) = 0.

Jelblés. &, = £. A nagy szamok gyenge torvényei a sztochasztikus konver-
genciaval kapcsolatosak.

10.3. Allitas. (Bernoulli) Legyen (0, A, P)egy Kolmogorov-féle valdszindségi
mezd, tovdbbd legyen A € A, & : Q — R diszkrét valdszindségi vdltozok
figgetlenek, az A esemény indikdtor valdszinidségi valtozéi n € N. Legyen
N = Dy & Ekkor n,/n = P(A).

- Jacob Bernoulli

A Bernoulli féle nagy szédmok térvényét igy lehetne interpretalni, hogy a re-
lativ gyakorisdg (ez a 7, /n, amely ”szdmolja, hogy az n szdmu kisérlet folyaman
hényszor kovetkezett be” az A esemény) sztochasztikusan konvergél az illetd
esemény (A) valdsziniiségéhez (P(A)).
bernoulli.mp3 >

Bizonyitads. Legyen p := P(A). Ekkor 7, egy (n,p) paraméteri binomialis

eloszlasi valészintiségi valtozo, ezért E(n,) = np, D*(n,) = np(1 — p). Tehat

E(nn/n) = p, D*(n,/n) = p(1 —p)/n. A Csebisev egyenlétlenséget alkalmazva
adddik, hogy

p(1-p)

P([n./n—p| >¢€) < e

p(1 —p) < 1/4, ezért

1
Plnn/n—pl > €) < .
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Tehét, n,/n = P(A4). O

Bernoulli tétele specidlis esete az alabbi tételnek, mely a varhaté érték szamtani
atlaggal valo kozelitését indokolja.

10.4. Allitas. Legyen (Q,A,P)egy Kolmogorov-féle wvaldszindségi mezd,
tovabbd legyenek & : Q — R azonos vdrhaté értéké (jelolje m) és szdrdsi
figgetlen valdszindségi vdltozék (i = 1,...,n (n € N)) Ekkor &, = m.

Bizonyitds. Legyen E(&;) =m, D(&) =0 ,i=1,...,n. Alkalmazzuk a Csebi-
sev egyenlOtlenséget a

n
valdsziniiségi véltozdra, melynek varhaté értéke m és szérdsa pedig o /n. Eszerint
tetszoleges € > 0 esetén
&4 ..+ & 2
——-m

> <2
€ .
n - T en

P(

Ha n — oo, akkor % — 0 tehdt a bizonyitast befejeztiik. O

Feladatok
1. A £ valdszintiségi véltozé siirliségfiiggvénye csak a (0,6) intervallumban
kiilonbozik a nulldtdl és varhatéd értéke 1. Igazolja, hogy P(£ < 5) > 4/5.

2. Mutassuk meg, hogy a Csebisev egyenlétlenség a kovetkezo alakban is
frhaté: P(|€ — E(§)] <€) > 1 — D?*(&) /€.

3. Legyen a & folytonos valésziniiségi valtozo varhaté értéke illetve szorasa m
illetve o. Igazoljuk, hogy k > 0 esetén: fino;kg (x—m)2 f(x)dx > k20?P (£ <
m — ko).

4. Valamely tarsadalmi rétegben meg kivanjuk hatérozni a szeszfogyasztok
aranyat. Hany megfigyelést kell ahhoz végezni, hogy a megfigyelésekbol
ad6dé arany a valédi ardnytdl 95% valdszintiséggel legfeljebb 0,01-dal
térjen el?

5. Egy csavargyarté automatanal megvizsgalunk 5000 csavart és azt tapasz-
taljuk, hogy 80 darab selejtes. Hatarozzuk meg, hogy az ebbdl adbédo
relativ gyakorisdg az ismeretlen selejtgyartdsi valdszintiséget 90% biz-
tonsaggal mennyire kozeliti meg.

Megoldasok

1. A Markov egyenlétlenség alapjan: P(§ < 5) =1-P(( >5) > 1-E(£)/5 =
4/5.

2. P(E-E@©)|<e)=1-P(E-E()| >¢) >1-D*¢)/e.

3. Ha x < m — ko, akkor x — m < —ko, azaz (v — m)? > k?02. Ezért

SIS @ = m f(@)de > Wo? [T f(w)de = Ko®P(E < m — ko).

oo

4. A nagy szémok torvénye alapjan: P(|k/n — p| > ¢) < %T}EZ' A kovetkezd
egyenletrendszert kell megoldanunk: € = 0,01,0,95 = . Ahonnan n =
2631,578947. Tehat n > 2632.
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5. Szintén a nagy szdmok Bernoulli féle térvénye alapjan a kovetkez6

egyenletet kell megoldani: 0,1 = ﬁ = m. Ahonnan, ¢ =

V5/100 = 0,0223606. Tehat p € [80/5000 — v/5/100,80,/5000 + v/5,/100] =
[—0, 006360, 0, 038360).

64



11. fejezet

centralis hatareloszlas tétel

Az ebben a fejezetben targyalandd centrélis hatareloszlas
tétel, illetve tételek azt fejezik ki, hogy sok fiiggetlen valdszinliségi valtozo
Osszege igen altalanos feltételek mellett kozelitéleg normaélis eloszlasi. Ez, illetve
ezek a tételek vilagitjak meg, hogy miért talalkozunk a kiilonb6z6 alkalmazési
teriileteken olyan gyakran normalis vagy kozel normélis eloszlassal.

Tipikus példa erre a mérések pontatlansaga; a teljes mérési hiba nagyon sok
kis hibabdl tevédik Ossze. A centrélis hataéreloszlas tételek tehat igazoljak azt
a feltevést, hogy a mérési hiba normalis eloszlasu, ezért a normalis eloszlast
,,hibatorvénynek” is szoktak nevezni. Ehhez meglehetdsen sok el6késziiletet kell
tenniink. Kicsit ki is ,,16g” ez a fejezet abban az értelemben, hogy talan ez igényli
a legfigyelmesebb olvasast, ez a ,,legnehezebb” fejezet.

11.1.Definicié. Legyen (Q,.A,P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd. A
& : Q — R wvalészintiségi valtozo karakterisztikus fligguénye:
ve(t) = BE(e)  (t €R).

eixit.mp3 >

11.1. Allitas. [e(t)] < 1 minden t € R esetén. Tovdbbd, 1¢(0) =1 és a
e(t) figguény egyenletesen folytonos a R szdmegyenesen.

Bizonyitas. 1¢(0) = E(1) = 1. Miért létezik minden ¢ € R esetén a t¢(t)
szam?

El8szor legyen ¢ diszkrét. |e*t| = 1, ezért mivel >, pp =1, a >, e"*ipy
sor abszolit konvergens és igy ¢¢(t) = Y, e 'p;, szdm létezik és [¢e(t)] <

>og e py = 1.
Ha ¢ folytonos, akkor e*** folytonos lévén az x € (—oo, +00) intervallumon,
valamint '] =1 az

“+o0
Velt) = /_ e fo () d

integral abszoliit konvergens és ezért létezik a 1)¢(t) = E(e'!) szdm. Tovabb4,
400 “+ o0
[e(t)] < / le"| fe(z)dx = / fe(z)dx = 1.

Végezetiil vizsgaljuk a ¢ folytonossagat.

Legyen € > 0 tetsz6leges. Legyen A > 0 olyan, hogy P(|{] > A) < €/3
teljesiiljon. jelolje Ay az eseményt. Ekkor a feltételes varhaté értékre vonatkozo
tétel alapjan:

Ye(t) = BE(e”') = B(e!|A\)P(Ay) + E(e''|A\)P(Ay).

Hasonléképp, ahogy belattuk, hogy |F(e’f| < 1, ugyaniigy igazolhaté, hogy
|E(e“t|Ay| < 1. Tehat

[e(t) — E(e""|Ay)P(Ay)] < P(Ay) < ¢/3.

65



Ahonnan kapjuk, hogy
e (ta) — Pe(t1)] < Bl — e[| A)) + 2¢/3.

Mivel a < b esetén |e®® — €| = |zfab e*dz| < b—a, ezért, ha [to —t1| < €/3 =19,

akkor & € Ay esetén
€ €
etz —e®h| < A = .
| | 3N 3

Tehét |to — t1] < I esetén

e (t2) — Ye(t1)] < E(|e't2 — ¥t |Ay) + 2% ce

Ezzel 1)¢(t) egyenletes folytonossdgat igazoltuk. O
11.2. Allitds. Ha a,b konstansok, akkor 1 = a + b esetén 1, (t) = e’*'ee (at).

Bizonyitas. Nyilvdnvald, hogy ¥, (t) = E(e'(9¢H0) = e F(e9¢t) = ety (at).
O

11.3. Allités. Legyenek a &1, ..., &, valdszindségi valtozok figgetlenek. Ekkor

Ver e (8) = H Ve, (1).
k=1

Bizonyitas. Azon az elven, miszerint fliggetlen valdszinliségi valtozok

(e*1f, ... e%ntis azok) szorzatdnak varhaté értéke megegyezik a varhato értékek
szorzataval. O

11.4. Allitas. Ha a & valdszindségi vdltozd esetében létezik E(€F) = My (k =
1,...,n) akkor v¢(t) n-szer differencidlhatd és

) =FMy, (k=1,...n).
Bizonyitds. Ha ¢ folytonos eloszldsu és az f:r;o || fe(x)dzr integral létezik,

akkor a fj:oo ze" fe(x)dx integral t-ben egyenletesen konvergens, ezért
+o0 (1) —+oo
d)él)(t) = {/ e”tfg(a:)dx} :/ 1we'™ fe(x)dz,
igy wél)(O) =1M;. A gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy
+oo

@/}ék)(t) = zk/ a*e™ fe(x)de ="My, (k=1,...,n).

— 00

Hasonl6 okoskodéssal adodik diszkrét esetben, hogy

(1)
1/)21)(75) = (Z emtpl> = Z e p;.
. ]
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Azaz, wél)(O) = 1M, . Megismételve

(k) szzke”ltpl =M, (k=1,...,n).

Tehit, ) (0) = *My (k=1,...,n). O

11.5. Allitas. Ha & elsé n momentuma, azaz E(&*) (k = 1,...,n) létezik,
akkor My :=1 jelolés és t — 0 mellett

n 7 k
ve(t) = 30 MU opn)

k=0

Bizonyitéas. (A o(t) azt jelenti, hogy lim;_,o 0(t)/t = 0.) Kozvetleniil az el6z6
tételbdl és a Taylor formuldbdl [7]. O

A [2] kényvben taldlhaté az aldbbi Fourier transzforméciéra vonatkozé in-
verzios formula: (Itt egy kicsit ki fogunk 1épni a jegyzet kereteibél.)

11.6. Allitas. ([2]) Legyen f (Legesgue) integrdlhatd R-en. f Fourier transz-
formdltja:

A +m

f@) = / f(z)e™dz  (t € R).
—0o0

Ha az f(t) fiigguény is (Legesque) integrdlhatd R-en, akkor érvényes a kévetkezd

inverzios formula:

“+o0
fmzi/ f(tye=tat

21 J_ o

majdnem minden x € R esetén.

Ezek utan térjiink ra magara a centralis hatareloszlas tételre.

11.7. Allitas. Legyenek a &1,...,&, wvaldszindségi vdltozok fliggetlenek és
azonos eloszldsiak. Tegyik fel, hogy M = E(&,),D = D(§,) > 0 léteznek.

legyen tovdbbd, ¢, =Y, &k, G = A Ekkor

lim Fe-(2z) = ®(z) xcR.

n— oo

centralis.mp3 >

Bizonyitds. (®(x) a standard normélis eloszldsi valdszintiségi valtozd
eloszlasfiiggvénye.) 11.7 Allités igazolasat csak a folytonos esetben végezziik
el. (feltessziik tehdt, hogy &1,...,&, folytonos.) A diszkrét esetet (pontosab-
ban az e jegyzet keretein tulmutaté dltaldnos esetet, targyaldst) illetGen lasd
példdul a [5] konyvet.Legyen v(t) az np = & — M valamint ¢, (t) a (¢ karak-
terisztikus fiiggvénye. Mivel E((}) = nM és D((}) = D+/n (emlékeztetiink a
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fiiggetlen val6sziniiségi valtozok Osszege szérdsara vonatkozé tételre) igy 11.5 és
11.4 Allitas alapjan

=] ¥=®
k=1
t n

- (o)

A 11.5 Allités alapjan (E(ny,) = M; = 0)
2
t Mgy My 2
g m) = Mo T TRy e

Mivel M() = 1,M1 = O,Mg = E(ni) = D2, fgy

t 12

Tﬁ) =1——+o0o(l/n) (n— o).

¥ o

Ebbél adédik, hogy

2

() = (1 - ;7& +0(1/n)>n (teR).

Alkalmas (t-t6l fiiggetlen) elég nagy n esetén e—at’/2 < (1 - % +
o(1/n))™ <=°2t*/2 valamely pozitiv ¢y, cs abszolit dllandékkal, igy tehat by (t),

Y(t) = limy, 00 Yn(t) = e~t'/2 is (Legesgue) integralhaté R-en. Alkalmazva a
11.6 Allitds-t az fc slrlségfiiggvényre:

Foo o0 2 n
Vn(t) = / eltrfg;i ()dx, fe(x) i/ <1 _ ;? + 0(1/n)> 1T gt

oo 27 J_ o

Itt alkalmazunk még egy a jegyzet hatarain kissé tulterjeszkedo tételt. Nevezete-
sen Lebesgue tételét, mely jelen esetben azt mondja ki, hogy az n — oo
hatarérték és az integral felcserélhets. Azaz,

Jim fe; («)
1 [t t2 .
=5 . nleréo(l ~ 5, +o(1/n)) e " dt
1 ° 1
e—t2/2€—1tmdt — 76—z2/2.

- o — oo V2T

ami éppen a standard normalis eloszlast valdsziniiségi valtozé strtiségfiiggvénye.
Ez az utolsé szamolas meglehetGsen egyszerti, az olvaséra bizzuk. O

Feladatok

1. Legyen A > 0. Igazoljuk, hogy limpy Eg J;[—!ie_N’\ =1/2.
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2.

Legyen n,, (n,p) paraméteri binomidlis eloszldsd. Igazolja a kovetkezd
kozelités 1étjogosultsagat:

- r—np
Pl < )N¢< np(l—p)>'

Egy kisforgalmu iizletbe egy napon 100 latogatd érkezik. Mindegyik
latogaté (egyméstol fliggetleniil) p = 0,2 valdszinuséggel vésédrol valamit.
Mi a valészinusége, hogy az adott napon az iizletben vasarlok szama 15
és 25 kozott lesz?

Egy acélkabelen a méterenként eléfordulé anyaghibak szama Poisson
eloszldst kovet 1/4 varhaté értékkel. Mekkora a valdsziniisége annak, hogy
egy 1000 méteres darabon 200-nal kevesebb anyaghibét talalunk?

Feldobok 100 dobdkockat. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a dobott
szamok Osszege 335 és 365 kozott van?

Megoldasok

1.

Nem nehéz belatni, hogy a fliggetlen \; paraméteri £&; Poisson eloszlési és
a A9 paraméterii &; Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok Gsszege A1+ Ao
paraméterii Poisson eloszlasu valészintiségi valtozo lesz, ezért ha &1, ..., &,
fliggetlen A paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtozok, akkor az
Osszegilkk n, egy nA paraméterti Poisson eloszlasu valészintiségi véaltozo.
Alkalmazzuk a centralis hatédreloszlds tételt.

. 777,,—71/\ .
1/2=®(0) = lim P <0)= lim P(n, < vVnA
2= 8(0) = Jim PP <0) = lim PGy, < Vi)

N
— 1 /N — N N
—]\}lm P(n, < VN) = ZE:O T

Legyen az A esemény olyan, hogy p valdszinliséggel kovetkezik be és
1 — p-vel nem. Legyen &, ..., &, figgetlen az A esemény karakterisztikus
valészinliségi véltozdi. Ekkor az Osszegiik 1, egy (n,p) paraméter(i bi-
nomidlis eloszldst valdszinliségi véltozé /np(1l — p) szérassal. Alkalmaz-
zuk a centrélis hatareloszlas tételt.

Jelolje & a vasarlok szamat. Ekkor ¢ binomidlis eloszldasi n = 100 és p
= 0,2 paraméterekkel. Varhaté érték, széras: 20, 4. P(15 < £ < 25) =
P(—5/4 < £ —20 < 5/4) ~ &(1,25) — ®(—1,25) = 2&(1, 25) — 1 ~ 0, 7888.
1000 méteren A = 250 vérhaté érték, szérds = +/250. P(§ < 200) =
P(5220 < —50/1/250) ~ ®(—V/10) ~ 0,00078270,

& az i-edik dobds eredménye (i = 1,...100), n = & + - -+ + &100. Ekkor
E(n) =100 - 3,5 = 350. D(&;) = /35/12, D(n) = 1/3500/12 = /875/3.

A centralis hatareloszlas tétele alapjan
335—-350 n—350 365 — 350

V/875/3 = V/875/3 = \V/875/3
~ (365/\/875/3 — 350/«/875/3)

) (335/\/875/3 - 350/#875/3) ~ 0, 620224.

P(335 < n < 365) = P( )
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12. fejezet

A feltételes varhato érték

Legyen (£, A,P)egy Kolmogorov féle valdszinliségi mezd,
&, n két (diszkrét vagy folytonos) valdsziniiségi véltozé. Ebben a fejezetben
definidlni fogjuk (és az E(¢|n = y) szimbdlummal fogjuk jel6lni) a & valdszintiségi
valtozonak az n valdszinliségi valtozora vonatkozé feltételes varhatd értékét.
feltetelesvarhato.mp3 >

12.1.Definicié. Legyen (2, A, P)egy Kolmogorov féle valdsziniségi mezd, £,m
eqy diszkrét eloszlasu valdsziniiségi valtozo, a szokdsos jelolésekkel. Azaz,

P({=2i,n=y;) =rij, (i, €N).

Ekkor, az E(&ln = y) == >0y iP(§ = z5,m = y) szdmot, ha a szumma ab-
szolut konvergens a & diszkrét eloszlasu valoszintségi valtozo n diszkrét eloszldsu
valdszindiségi vdltozé y értékére wvonatkoztatott feltételes varhato értékének
nevezziik.

Azaz, a A g = E(n),9(y) = E(&n = y) fiiggvény R-bSl R-be képez.
Tovabbé, ha P(n =y) >0

E@€n=y)=> PE=uzin=1y).
=1

12.2.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle valdsziniiségi mezd, és
(§,m) egy kétdimenzios folytonos eloszldsi valdszindiségi vdltozd fie ,y(w,y)
egytittes striségfiggvénnyel. Ekkor az fe, feltételes siiriségfiggvényét a

fiem=y) (z) := W (z,y €R)

képlettel értelemezziik, amennyiben f,(y) > 0. Mdskilonben legyen nulla.
12.3.Definicié. Legyen (2, A,P)egy Kolmogorov féle wvaldszindiségi mezd,

és (&,m) egy kétdimenzids folytonos eloszldsi valdsziniiségi vdltozd fe . (x,y)
egylittes striségfiggvénnyel. Ekkor az

+oo
E(€ln=1y) = / ey (@)

szdmot, ha az fjooj 7| fie,m) (z,y)dx integrdl véges, a & (folytonos) valdsziniiségi
vdltozd n (folytonos) eloszldst valdszindiségi vdltozd y értékére vonatkoztatott
feltételes varhato értékének nevezzik.

Tehét,a A g = E(&|n), 9(y) = E(¢|n = y) R-bSl R-be képezd fiiggvény.

Mire is j6 a feltételes varhat6 érték? Ugyanarra mint a varhatéd érték. A
kiilonbség annyi, hogy megfigyeltiik egy ,,masik” valdsziniiségi valtozé értékét
és ezt az informaciét szeretnénk felhaszndlni. Ha a két valdszintiségi véltozd
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fliggetlen, akkor az ,,egész persze semmire sem jé’. Marad a ,,kozOnséges”
varhato érték.

12.1. Allitas. (Jensen). Ha [ : R — R konvex figguény, & véges vdrhatd
értékid valdsziniiségi vdltozd, és ugyanigy f(€) is, akkor E(f(&)|n) < f(E(&|n)).

Feladatok

2, ha0<y<z,0<z<1,

L fiem(zy) = egylittes slirtiségfiiggvény.

0, egyébként
Hatérozzuk meg a F(n|¢ = z) feltételes varhat értéket.

2. A (§,m) kétdimenzids valésziniiségi valtozd értékei, illetve a hozzdtartozd
valdsziniiségek: P(¢ = 0, = 0) = 0,1, P = 0,np = 1) = 0,2, P(¢ =
2,n=0)=0,3, P =2,n =1) = 0,4. Hatdrozzuk meg a F({|n = y)
feltételes varhaté értéket.

3. Legyen &,n két fiiggetlen folytonos eloszlasi valdszintiségi valtozd. Iga-
zolja, hogy E(&|n = y) = E(S).

3 L
grirrs, ha j < 1,2,...
4. P(é‘ = 7,’77 - ,]) — 2TFi+7 » a :7 _,Z('L,j S { y 4y })
0, egyébként
a E(n|¢ = 1) feltételes varhaté értéket.

". Hatarozzuk meg

Megoldasok

1. Ha x ¢ (0,1), akkor E(n|¢ = z) = 0. Legyen tehdt = € (0,1). fe(x) =
Jy 2dy = 2z, f(yje=a)(y) = 1/z hacsak 0 < y < z, kiilénben nulla.

Tehdt E(n|€ = x) = [ yfiniema)W)dy = [T y/xdy = x/2.

2. Hay ¢ {0,1} akkor nulla. E({|n =0) => a,P(( =2;,n=0)/P(n=0) =
1)=0-0,2/0,6+2-0,4/0,6 = 4/3.

2
3. Flggetlen valdsziniliségi véltozdk esetében f(xz,y) = 9 Fe(@y)

0xdy
o2 x , ’
CEELW = fe()fo(y), ezért fepmy) = fe(x), igy EEn = y) =

2 afe(x)ds = B(€).

4 PE=0)= Y] gt =327 (1-27). E@lE = 0) = 2}, jP(n =
€ =) = TP = 46 = 9/PE = i) = X jari -

i
2 — 55

1 _
32-1-I(1—2-7)
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