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Tulzas nélkiil allithatjuk, szamtalan bevezetd analizis (kalkulus) konyv jelent
meg és kaphaté ma is haziankban. Igényes konyvek matematikusoknak, esetleg
matematikatanaroknak, illetve az tgynevezett alkalmazott matematika konyvei
ban.

De — akar tetszik nekiink, akir nem — a felsGoktatas nagyon megvaltozott az
utobbi évtizedekben. A hallgatok egy jelentGs részének nem ezekre a jegyzetekre
van sziiksége. FEgyszertibb, gyakorlatiasabb, ha tugy tetszik szijbaragdésabb mun-
kékra.

Jelen jegyzet ennek a kornek szolna. Leginkdbb olyan hallgatoknak, akiket a
matematika feltehet6leg kevésbé érintett még meg, de sziikségiik van ra. Példaul
biologia, fizika, kdrnyezetismeret BSc hallgatoknak.

A munka alapkoncepcidja, hogy lehetéség szerint egyszeri, gyakorlatorientélt
és onalloan feldolgozhaté legyen. Eppen ezért matematikai értelemben vett bizo-
nyitasokat alig, szemléletes magyarazatokat viszont annal tébbet tartalmaz.

Igazi Gjdonsaga viszont abban all, hogy a targyalt tananyag a matematikai
analizis bevezet§ fejezeteinek és a komputeralgebra elemeinek sajatos szintézise.
Elénye, hogy a fiiggvénytannal valé ismerkedés mellett — mintegy mellékesen —
megismerkedhetiink egy ingyenes komputeralgebrai eszkéz hasznalataval.

Azt tapasztaltuk, hogy sok hallgato érdeklédését fel lehet kelteni még a vi-
szonylag bonyolultabb matematikai elméletek irant is, ha latjak, hogy szamitogép
és a megfelel§ szoftver segitségével milyen konnyen juthatnak helyes eredményre.
Kiilénosen fontosnak tartom, hogy a komputeralgebraval vald ismerkedést méar
koran, egy ilyen bevezetd jellegli targy kapcsén megtegyék a hallgatok.

Szamtalanszor hallhaté ugyanis, hogy ,barcsak hamarabb tudtam volna er-
r6l a szoftverrdl, mennyivel konnyebb lett volna ez, vagy az a targy, mennyivel
egyszer(ibb lett volna az otthoni késziilés, ha ellenérizhettem volna magam.”

A komputeralgebrai rendszerek hasznalata az oktatasaban is vildgszerte el-
fogadott gyakorlat. Uj tendencia azonban, hogy az utobbi idékben egyre tSbb
figyelem iranyul az tugynevezett szabad szoftverek (free software), mas néven nyilt
forraskodu (open source) szoftverek irdnyaba. Praktikusan az aruk vonzo, hiszen
legtobbszor (mint ahogy az az altalunk hasznalt szoftver esetében is igy van)
ingyenesek. Masrészt (és ez a szempont a felsGoktatasban egyaltalan nem elha-
nyagolhat6) forraskodjuk nyitott, megismerhetd, s6t szabadon modosithato.

A jegyzet a barki altal ingyenesen hozzaférhets nyilt forraskédia Maxima kom-
puteralgebrai rendszer hasznalatat mutatja be az analizis elemeinek megismerése
kozben. Munkahelyemen, a Nyiregyhazi Féiskolan (és szamos egyéb oktatasi in-
tézményben szerte a vildgon) évek 6ta megelégedettséggel hasznaljak a Maximat
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az oktatasiban.

A Maxima egy tobb évtized 6ta, a mai napig aktivan fejlesztett szoftver. Mivel
parancssoros program, altalaban egyiitt hasznaljak egy wxMaxima nevi grafikus
felillettel, melyet jomagam forditottam magyar nyelvre. A Maxima igy (a keres-
kedelmi programokat is beleértve) az egyetlen fejlesztés alatt all6 komputeralgeb-
rai rendszer, ami rendelkezik magyar nyelvii felhasznaloi feliilettel. A jegyzetben
szamos Maxima eljarassal, fiiggvénnyel is taldlkozhatunk. Amennyiben ezek a wx-
Maxima meniijébdl is elérhet6ek, azokra ,wxMaxima tipp™-ként kiilon utalunk.

Néhany sz6 a hasznalt jelolésekroél

Hasznalni fogjuk a kozépiskolaban tanult szamhalmazokat, nevezetesen — bg-
viil6 sorrendben — a természetes, az egész, a raciondlis és a valos szamokat és je-
16léseiket. A természetes szamokon a pozitiv egészeket fogjuk érteni. (Egyes mas
szerzGk a nullat is oda soroljak, a lényeg, hogy kovetkezetesek legyiink.) Komp-
lex szamokkal, vagy még b6vebb szamhalmazokkal nem fogunk e jegyzet keretein
beliil foglalkozni.

Jelolésiik, részhalmaz-tartalmazassal egyiitt:

NCZcQcCR,

valamint x € A jelentése: x eleme az A halmaznak. Hasznalni fogjuk tovabba az
egzisztencialis és univerzalis kvantort, vagyis a ,létezik” (mas néven ,yan olyan”)
és a ,minden” (mas néven ,tetszéleges”) jeleket:

3, v.



1. fejezet

Bevezetés a Maxima hasznalataba

1.1. A komputeralgebrai programokrol

A komputeralgebrai program (més néven komputeralgebrai rendszer, angolul
computer algebra system, gyakran hasznalt roviditéssel CAS) olyan szoftver, amely
segitségével matematikai miiveleteket hajthatunk végre, de nem csak szdmokkal,
hanem algebrai kifejezésekkel, szimbolikusan is.

A komputeralgebrai programok torténete (igy a ma ismertebbeké is) a sze-
mélyi szamitogépek elGtti korba nytulik vissza. Tudomanyos kutatointézetekben,
egyetemeken mar a Unixos h@skorban is hasznaltak ilyen célokra a szamitégépe-
ket. Eppen ezért ezek jo része nem szakadt el a parancssori tizemmodtol, a grafikus
feliilet (ha egyéltalan van neki) sokszor csak egy ,,b6r”, ami megkonnyitheti a hasz-
nalatot, de altaldban nem sok tartalmi pluszt ad. Az is tipikus, hogy sokuk nem
csak DOS-Windows alatt érhetd el, hanem Unix-Linux alatt is, hiszen eleve azon
indult a fejlesztésiik. Megkiilonboztetiink &ltalanos céla és specialis komputeral-
gebrai programokat.

Ismertebb altalanos céli projektek (ABC sorrendben): Axiom, Derive, Mathe-
matica, Matlab, Maple, Maxima, MuPAD, Octave, REDUCE, Scilab.

Néhéany speciélis projekt: GAP (csoportelmélet), KANT/KASH (szamelmé-
let), Magma (algebra, szamelmélet, geometria).

A felsoroltak kozott talalunk kereskedelmi szoftvereket, de ingyeneseket is. Al-
talaban elmondhato, hogy a kereskedelmi valtozatok draga (aruk sokszor tobb
ezer dollar), de baratsagos grafikus feliiletli szoftverek, mig az ingyenesek nyilt
forraskoduak, de gyakran ,fapadosak”, sokszor egyéltalan nincs grafikus feliiletiik.
Tudasuk azonban nem mindenben marad el draga tarsaikétol.

1.2. Miért valasztottam a Maximat?

Jomagam évekig hasznaltam kiilonboz6 Maple valtozatokat. Munkahelyem
ugyan megvasarolta ezeket elegendd példanyban, de hiaba is tanitjuk, ha egy at-
lagos altalanos- vagy kozépiskola (a jelenlegi didkunk eljovends munkahelye) nem
tudja finanszirozni az ilyen 6sszegii szoftverbeszerzéseket.

Késébb kiprobaltam a MuPAD ingyenes és shareware valtozatait is, de az
ujabb verziokbol mar nem késziiltek ingyenes, dgynevezett ,Light” kiszerelések.
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http://wiki.axiom-developer.org/
http://www.chartwellyorke.com/derive.html
http://www.wolfram.com/
http://www.wolfram.com/
http://www.mathworks.com/
http://www.maplesoft.com/
http://maxima.sourceforge.net/
http://www.mupad.de/
http://www.octave.org/
http://www.reduce-algebra.com/
http://www.scilab.org/
http://www.gap-system.org/
http://www.math.tu-berlin.de/~kant/kash.html
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/

4 1. FEJEZET. BEVEZETES A MAXIMA HASZNALATABA

Ekkor kezdtem el keresni valamilyen koltséghatékony, lehetéleg nyilt forraskodu
alternativat, igy talaltam meg a Maximaét.

@™ @ blahota@aromo: ~

Fajl Szerkesztés Nézet Keresés Termindl Sdgo

Maxima 5.28.0 http://maxima.sourceforge.net

using Lisp SBCL 1.0.55.0.debian

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.
(%11) sum(1/n*2,n,1,inf);
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1.1. 4bra. Maxima

A Maxima véllalhaté6 kompromisszumnak tiint, mar elsé latasra is. A projekt
honlapjarodl sok hasznos leiras tolthet6 le, kéztiik a Maxima Manual, angol nyelven.
(A Maxima Manual terjedelme 2012-re meghaladta az ezer oldalt, és folyamatosan
béviill) Maga a szoftver is angol nyelvii, bar ez legfeljebb a hibaiizenetek olvasa-
sanal lehet zavar6. Az elérhetd leirdsokat atfutva nyilvanvalova valt szamomra,
hogy nagy tudast komputeralgebrai rendszerrel allok szemben, ami nagy segitsé-
get nyudjthat, leginkdbb a felsGoktatasban tanuld hallgaténak. Mindezek mellett
el6fordulhat, hogy nem valt ki teljesen egy professzionalis CAS rendszert, de azok
tudéasa joval meg is haladja a didkok felhasznalasi szintjét. A tudasbeli kiilonbség
a program meéretébdl is sejthetd, hiszen példaul a Windowsos verzio telepitGje —
ami jarulékos programokat is tartalmaz — minddssze hisz-egynéhany megabajt
koriil van, ami jocskan eltorpiil néhany kereskedelmi program terjedelme mellett.
(Természetesen ez az Gsszehasonlitasi modszer gyakran félrevezets lehet.)

Viszont semmilyen magyar nyelvi leirdst nem taldltam hozza. Ezért gondol-
tam, hogy hasznos lehet egy ilyen, révid, kivonatos és bevezetd jellegii, de magyar
nyelvii leiras elkészitése, mint akér ez is, amely a Maxima bemutatésira csak rész-
ben koncentral. Hangsilyozom, hogy tavolrol sem torekedtem teljességre, egy-egy
téma kidolgozasanal leginkdbb praktikussagi szempontok vezéreltek. Ha valaki
részletesebben meg akarja ismerni a Maxima lehetfségeit, annak ajanlom a fent
emlitett Manualt. Altalaban elmondhato, hogy munkam soran igyekeztem bemu-
tatni a Maxima er@sségeit, de természetesen a gyengéit is.

A Maximat eredetileg Macsyma néven kezdték el fejleszteni az 1960-as évek
vége felé a Massachusetts Institute of Technology munkatarsai, Lisp programozasi
nyelven. A Macsyma koranak uttoré programja volt, olyan rendszerek fejlesztését
inspiralta, mint a Maple és a Mathematica. 1982-t61 William Schelter (& 2001-
ig allt a fejlesztések élén) vezetésével Maxima néven fejl6dott tovabb. A jelenleg
elérhetd legfrissebb stabil verzié az 5.28.0.

A Maxima futtathato valtozatai kiilonbozé Lisp implementaciokkal fordit-
hatok. Legismertebbek a GCIL, a Clisp és az SBCL. Kiilonb6z6 Lisp valtozatokkal
forditva hasonlé kodot kapunk, de természetesen nem pontosan ugyanolyat. Ko-
rabban egyértelmi volt a GCL elénye (a hivatalos Windows-os véaltozatok a mai
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napig azzal késziilnek), de mivel régota nem jelent meg beldle 4j verzio, egyre ne-
hezebb az Gjabb Maximéakat vele forditani, igy mostanaban mas implementaciok
is szerephez jutnak. Gyakorlatilag — a tapasztalatok ezt mutatjak — ez a valtoza-
tossag legfeljebb a hibaiizenetek szintjén jelenthet kiilonbséget.

A Maxima 1998 6ta GNU General Public License (GPL) alatt jelenik meg. Ez
utobbi tény felpezsditette a Maxima és a hozzé kapcsolodo projektek fejlesztését.

Ilyen példaul a WebMathematics Interactive (WMI) nevii, magyar fejlesztésti,
web alapti interaktiv matematikai szoftver. Ez egy nyilt forraskédu webes alkal-
mazas, amely tobb kiillonboz6 komputeralgebra rendszert (koztitk a Maximét) is
képes meghajtani. A program kiprobalhaté az alabbi cimen:

http://wmi.sf.net/.

1.3. Grafikus feliiletek

Eile Edit Options Help

@ @v ‘@ |ﬂ\e:jfusrjsharefmax\ma,’S,ZS,Dfxmaxlmajmtm,htm\

& Maxima Primer

Xmaxima: console

Maxima is a co
numerical comp| Eile Edit Options Maxima Help
do complex &

Project 4 & e

(%i1) sum(1/n7z2,n,1,inf); m

The Heip menu

1

1. Maxima =
2. Xmaximy A
3. Maxima|(%01) >
4. Maxima !
n

Getting

(%i2) %, simpsum;

To do basic ope| 2
done in the wing %pi
them, to see the (%02) e
specified in the || 6

1. tnzege| 13|

‘You may doubly
evaluation in the
wish to have youl
select separate |

Here are some ¢
function below, {

1. diff ()
Maxima can caly

1. inteq]
and dg

2

inteqy
3. plot2
4. ploti|
1
2

Maxima can perform calculations to arbitrary precision. The following example computes Pi to one
hundred decimal places.

1. block ([fpprec:100],bfleoat (%pi)) y\eldsEuult if we took sin of this we would get 0

1.2. 4bra. Xmaxima

A Maxima egy parancssoros program (lasd az 1.1. dbrat). Ez a tény barki
szamara hasznos lehet, példaul ha valamilyen nagy teljesitményti gépen, tavolrél
bejelentkezve futtatja a szoftvert, ez azonban manapsig nem tul gyakori. Bar
rendelkezik némi kényelmi szolgaltatassal — a kordabban beirt parancsok kozott


http://wmi.sf.net/
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a fel és le kurzorvezérlkkel bongészhetiink — a mai felhasznalé sokkal nagyobb
kényelemhez van szokva.

1.3.1. Xmaxima

Mivel gyakran talalkozhatunk — leginkdbb a Linuxszal ismerkedGk korében
— azzal az jelenséggel, hogy ha a felhasznalo nem lat grafikus feliiletet, hajlamos
péanikba esni, ezért a fejlesztk jovoltabol a Maximahoz alapbol tartozik egy Xma-
xima (lasd az 1.2. 4brat) nevi (elég kezdetleges és — mi tagadas — meglehetésen
kényelmetlen) grafikus feliilet. El6nyds tulajdonsaga, hogy indités utan megnyit
egy bongész6ablakot, melyben lathatunk egy kivonatos leirast a Maxima néhény

c stz

1.3.2. TEXMACS

Mivel a Maxima nyilt forraskodi program, nincs elvi sem gyakorlati akadalya,
hogy barki kiegészitG-szoftvereket készitsen hozza. A projekt oldaldn szamos ilyen
kezdeményezés honlapjat taldlhatjuk belinkelve. Ezek koziil kett6t emlitenék meg.

Az els6 a TEXvAcs-
A TpXmacs egy sokoldalt, wysiwyg (what you see is

what you get) tipusu szovegszerkesztd specialis funkciokkal H[;Scheme
és pluginokkal. Kifejezetten képleteket tartalmazo, matema- Dratex
tikai szovegek esetén is hasznos lehet. A TEX karaktereit Zenmoi
hasznalja, lehetGség van importalni, exportalni EIEX-be. A | Matiab_ [
mi szempontunkbol azért érdekes, mert bar alapvetGen nem python W
a Maximéhoz készitették, egyiitt tud miikddni vele, IXTEX- ddirg Shell oy
es karaktereket megjelenitve. Kezeléfeliiletét t6bb nyelvre ol ::;:b ﬁ,“
leforditottak, magyarra is. Az 1.3. abran lathato, hogyan
nyitjuk meg a Maximéat TEXyiacs-on beliil.

1.3. 4bra.

1.3.3. wxMaxima

Ennek a szoftvernek egyetlen célja, hogy kényelmes, grafikus kezeléfeliiletet
nytjtson a Maxima hasznalatahoz (lasd az 1.5. abrat). Lényegesen felhasznaloba-
ratabb frontend, mint az Xmaxima, vagy akir a TEXvacs- A gyakrabban hasz-
nalt fliggvényeknek gombjai vannak, amelyek bekapcsolhaté paneleken talédlhato-
ak, szdmos tovabbi meniib&l érhets el. A kordbban beirt parancsokat szabadon
modosithatjuk, ajra végrehajthatjuk. Alapértelmezés szerint a parancsok végre-
hajtasa az aktualis sorra allva a Shift és Enter billentytik egyiittes megnyomésara
torténik. Az Enter megnyomasa tori a bemenet sorat, igy tobb soros, szerkesztett
bemeneteket is készithetiink. Tovabbi kénnyebbség még, hogy ha kinyitunk egy
(barmilyen tipusi) zérojelet, a bezarasa automatikusan megjelenik. A képerny6n
megjelenitett munkafolyamatokat képes EITEX-be, HTML-be exportalni. Gyors és
megbizhaté program. Stigdjaban megtaldlhato a teljes Maxima Manual.

Kényelmesebben hasznalhatd, mint a TeXmacs, én ezt a programot ajanlom
a Maximahoz. A tovabbiakban, ha grafikus feliiletrél esik sz6, az a wxMaximét
fogja jelenteni.
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No name [1]

Ablak  Eszkézok

Féjl Szerkesztés Beszirds Maxima Focus Formdatum Dokumentum Nézet
CEELFE Hdliede 28w
IBSQ T&E&HERASMDOHE ?2

Zavy ADAB 7 EEE @9O%

Maxima 5.28.0 http://maxima.sourceforge.net

using Lisp SBCL 1.0.55.0.debian

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::MAIN-PROMPT in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-STRIPDOLLAR in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-MEXPT in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-CHOOSE in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-INT in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-SUM in DEFUN
STYLE-WARNING: redefining MAXIMA::TEX-LSUM in DEFUN

(%i1) sum(1/n~2,n,1,inf);
= 1

Co1) - o5
n=1

(%i2) %, simpsum;

2
(%02) %

(%13) |

program roman 10 [idle]

kiilsé munkamenet input start

1.4. d4bra. TEXMmACS

A wxMaxima a 0.7.3-as verzi6tol magyar nyelven is elérheté. A honositast
jomagam végeztem, végzem, ezért ha barmilyen félreforditast, elirast talal, kérem,
irja meg a blahota@nyf .hu cimre. K6sz6n6m!

A wxMaxima elérhets legfrissebb valtozata a 12.09.0.

1.4. A telepités

A Maxima (ahogy legtobb kiegészitGje is) hasznalhato Windowson, Mac OS
X-en, Linuxon, FreeBSD-n és még ki tudja hany operacios rendszeren. Honlapja:

http://maxima.sourceforge.net/,
mig a wxMaximaé:
http://wxmaxima.sourceforge.net/.

Mindkét szoftvert régota fejlesztik (a Maximéat hosszu évtizedek ota) de ez nem
jelenti azt, hogy nem fejlesztik Sket ma is aktivan. A wxMaxima verziok meg-
jelenését a Maximaéhoz szoktak igazitani. Ez altalaban évi két kiadést jelent.
Leginkabb a wxMaximara igaz, hogy gyakran tartalmaz lényeges valtozasokat,
igy érdemes mindig a legfrissebbet hasznalni. Fontos tudni, hogy az uj wxMaxi-

mak altalaban csak friss Maximékkal tudnak egyiittmikodni, ezért célszerid a két
szoftvert egyszerre frissiteni.

1.4.1. Telepités Windows ala

Toltsiik le a Maximét honlapjarol és egyszertien futtassuk le a telepit6t rend-
szergazdaként. Ez mar tartalmazza (és egyuttal felajanlja telepitésre) a wxMaxima


http://maxima.sourceforge.net/
http://wxmaxima.sourceforge.net
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Fajl Szerkesztés cCella Maxima Egyenletek Algebra Analizis Egyszer(sités Abrazolas Numerikus Sigé

& ik X 5 Qe o
(0 Bsszeg |

Kifejezés: |1/n*2

Valtozé: |n
Mettdl: |1

[ Egyszerisités

MNumerikus dsszegzés

| Mégse | OK

|Bemeneti adatok fogaddsa

AwxMaxima dvozli Ont!

1.5. 4bra. wxMaxima

legtijabb valtozatat is.

1.4.2. Megjegyzések a Linuxos telepitéshez

A legtobb disztribucioban megtalaljuk a Maxima és a wxMaxima csomagjait,
legfeljebb nem a legfrissebb verziobol késziilteket. Jomagam évek 6ta készitek friss
Maxima és wxMaxima csomagokat az éppen aktudlis Ubuntu verzidkhoz, melyek
elérhetGek honlapom Linuxos oldalarol:

http://www.blahota.hu/linux.

Igény (vagy sziikség) esetén a programokat forrasbol is fordithatjuk, bar ez a
fiiggGségek miatt nem mindig egyszert.

1.5. A Maxima, mint szamolégép

Bar egy komputeralgebrai programnak nem ez a f6 erdssége, természetesen
hasznalhatjuk mint szamologépet.
Tekintsiik at elGszor az algebrai miveleteket:

+ Osszeadéas
— kivonés
* SZOTZAS
osztas
"~ vagy **  hatvanyozas
! faktorialis

mAatrix szorzas.

Megjegyzem, hogy azonos tipust matrixok esetén a * szorzis a megfelel§ helyen
1évE elemek Osszeszorzésaval keletkezd ugyanilyen tipust méatrixot adja, valamint
a négyzetgyokvonasra hasznalhat6 az sqrt fiiggvény is.

Szamoljuk ki példaul a

2
(10-33* +5)2 — i V1024 — 510! — V64


http://www.blahota.hu/linux
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kifejezés értékét. A parancs végét pontosvesszé (;) vagy dollarjel ($) jelzi. Dollarjel
hasznalata esetén a parancs végrehajtodik, de kimenete nem jelenik meg. Ha nem
a parancssoros Maximat vagy az xMaximat, hanem a wxMaximéat hasznéljuk,
akkor nem sziikséges végjelet irnunk, Shift+Enter nyoméasara végrehajtodnak a
miiveletek (és pontosvessz lesz a sor végén).

Néhol majd olyan hosszi képleteket kell irni, hogy nem férnének ki egy sorban.
Ez nem jelent probléméat. A wxMaxima tamogatja a tobbsoros bemenetet. Emlé-
keztetdiil: ilyenkor a sorokat Enter billentyti lenyomésaval valasztjuk el egyméstol.

A fenti kifejezést beirva ezt fogjuk latni:

(%1i1) (10%3374+5)%2-2/34-1024%%(1/10)-5%10!-sqrt(64) ;

94765139

(%o1) 7

A sorszamozott (%11) és (%o1) szimbolumok a bemenet (input) és kimenet (out-
put) jeldlései.

Lathatjuk, hogy az eredményt (leegyszeriisitett) tort alakban kaptuk meg. Ha
a kiszamolt értéket tizedestort alakban akarjuk megkapni, hasznédljuk a float
fiiggvényt. Figyeljiink arra, hogy a Maxima megkiilonbozteti a kis- és nagybetiiket,
vagyis jelen esetben a float szigortan csupa kisbettivel irando.

(%12) float((10%3374+5)*2-2/34-1024x*(1/10)-5%10!-sqrt(64));
(%02) 5574419.94117647
Ez azonban igy kényelmetlen. Be kell ugyanis masolni (esetleg gépelni) az el§z6-
leg méar beirt képletet. Hasznalhatjuk azonban a % szimbolumot. Ez a legutébb
kiszamolt értéket adja vissza. Probaljuk ki!
(%i3) %;
(%03) 5574419.94117647
Tehat hasonlé helyzetben legkozelebb elegend a float(%); alakot hasznalni.

Analog modon hivatkozhatunk valamely konkrét kimenetre. Ez esetben példaul
ugyanezt a hatast érhetjiik el a float (%,01) ; beirasaval.

[wxMaxima tipp}

wxMaximat hasznalva, ha a ,Numerikus” meni ,/Tize-
destort” almeniijére kattintunk, azzal el6hivjuk a float
fiiggvényt, és az rogton alkalmazasra is keriil.

Lathatjuk tovabba az angol helyesirasban megszokott tizedes pontot a magyar
tizedes vesszé helyett.
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Egy sorba t6bb parancsot is irhatunk. (Ekkor azonban mindenképp kell kizé-
jik pontosvessz§ vagy dollarjel.) Ebben az esetben az eredmények egymas alatt
jelennek meg.

(%14) 1+1; 2+3;
(%04) 2
(%05) 5

Koévetkezzenek a trigonometrikus fiiggvények. A 7-t %pi-ként gépeljiik be. Fi-
gyeljiik meg, hogy a tangens és a kotangens fiiggvényeknek nem az &ltalunk meg-
szokott forméjat kell hasznalni. (Hasznélja még a sec, vagyis szekans, tehat a
koszinusz reciproka és a csc, vagyis koszekéans, a szinusz reciproka elnevezéseket.)
A tovabbiakban — ha az egyaltalan lehetséges — a kiszamolandot a jobb olvas-
hatosag kedvéért elGszor a szokott formajaban jelenitjiik meg és csak utana a
Maxima-féle bemenettel. (Néhany trivialis esetben kivételt tesziink.)

in 7+ cos0 -+ tgr — ctgn
sin 7 + cos — —ctg—
63~ 83
(%16) sin(¥%pi)+cos(0)+tan(%pi/3)-cot(%pi/2);

(%06) V3 +1

Ha a Maxima teheti, itt is megadja a pontos értéket. A kerekitett értéket az el6bb
bemutatott médon kaphatjuk meg.

(%i7) float(%);
(%o7) 2.732050807568877

A Maxima csak radidanban tud szamolni. Ha sz6g fokban van megadva, nekiink
kell azt elészor atvaltani.
sin 30° = sin(307/180)
(%18) sin(30%%pi/180);
(%08) %
Figyeljiik meg, hogy tortek esetén (ha ezen nem valtoztatunk) legfeljebb 16

jegyet kaphatunk. Ez az alapértelmezés. Egészek esetén nincs ilyen megszoritas,
a Maxima nagyon sok jeggyel tud szdmolni.

(%19) 100!;

(%09) 9332621544394415268169923885626670049071596826438162146859296
3895217599993229915608941463976156518286253697920827223758251185210916
864000000000000000000000000
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Valdjaban a wxMaxima alapértelmezés szerint nem mutatja meg az Osszes jegyet,
csak a szam elejét és a végét. Ilyenkor példaul a [98 digits| rovidités talalhato a
kifejezés kozepén, utalva a meg nem jelenitett jegyek szamara. Ha latni szeretnénk
az Osszes jegyet, at kell allitani a szerkeszt$ megjelenését ascii vagy none modba
(xml-r6l) a set_display(’ascii), illetve a set_display(’none)parancs segit-
ségével. Visszaallitas az alapértelmezett modba a set_display(’xml) hatasara
torténik.

[wxl\/laxima tipp}

Ha a megjelenitési mod valtoztatasat a wxMaxima ké-
nyelmi szolgaltatasat hasznalva akarjuk véghezvinni,
megtehetjiik; a ,Maxima” menii, ,2d-s megjelenités val- | [
toztatésa...” almeniire kattintva egy ablakbol kivalasz-
tato a kivant megjelenitési mod.

Hogy a tortek értékes jegyeinek szama éppen mennyire van allitva, az fpprec;
begépelésével kaphatjuk meg.

(%110) fpprec;
(%010) 16

Az fpprec valdjaban egy rendszervaltozo, melynek ily modon kifrattuk az
értékét. Modosithatjuk is a kovetkezGképpen:

(%i11) fpprec:100;

(%o11) 100

[wxMaxima tipp}

bbl

Ha a ,Numerikus” menii ,Pontossag allitasa...” almenii- 2
jére kattintunk, a felbukkan6 ablakban megvéltoztathat- |
juk az aktualis pontossagot. A

Mostantol tehat 100 értékes jegyre kapjuk a tortek értékét, normalalakban.
Ehhez azonban a bfloat fiiggvényt kell hasznalnunk. Péld4ul:

(%i12) bfloat(%pi);

(ho12) 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820
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974944592307816406286208998628034825342117068b0
A szdm végén a b0 normaélalakra utal, azt jeleni, hogy ,szorozva 10 nulladik hat-
vanyéaval, vagyis 1-gyel”.

Altalaban nincs sziikség ilyen pontossagra, térjiink hat vissza az eredeti alla-
potra.

(%113) fpprec:16;

(%013) 16

Ha a tizedes tortiink tizmillional nagyobb, a program eleve norméalalakban (és
kissé pontatlanul) jeleniti meg.

(%i14) 10000000.1;
(%014) 1.0000000099999999 107

Csak érint6legesen emlitjiik meg — nem téméaja jegyzetiinknek —, hogy komplex
szamokkal is szamolhatunk, és kaphatunk is ilyeneket eredményiil. Az imaginarius

egység jele itt: %i.
V=44 |3 + 41

(%115) sqrt(-4)+abs(3+4*%1i) ;
(%ho15) 2%i+5

Az abs az abszolut érték fliggvény valos és komplex szamokra is hasznalhatjuk.
Egész szamokat szorzatta alakithatunk:

(%i16) factor(132);

(%o016) 22 3 11

[wxl\/[axima tipp]

A factor fiiggvény az ,Fgyszertsités” menii ,Kifejezés
faktorizalasa” almeniijével hivhato elG.

Beépitett eljarasok hasznalatara talalhatunk példakat az example segitségével.
Hogy melyekre, meglathatjuk ha kiadjuk az example; parancsot, ahogy latjuk, pa-
raméter nélkiil. Ha igy tesziink, lathatjuk a felsorolasban a factor szét. Ha tébbet
akarunk példaul errél a konkrét eljarasrol tudni, adjuk ki az example(factor) ;
parancsot!
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[wxl\/laxima tipp]

A wxMaximaba az example fliggvény a ,,Segitség” menii
,Példa...” almeniijét hasznélva aktivizalhato.

Nézziik tovabb a kifejezések atalakitasat. Ha az alabbi tipusa kifejezéssel pro-
balkozunk, nem fog torténni semmi.

(31/2+1)4
(hi17) (37(1/2)+1)"4;

(hot?) (V3+ 1)4

Kétféle eredményt kaphatunk ugyanis. Egy formalisat (vagyis pontosat), ekkor
hasznéljuk példaul a ratsimp fiiggvényt:

(%i18) ratsimp(%);
(%018) 16+/3 + 28

vagy egy tizedes torttel kozelitettet, amit a szokott médon kaphatunk meg:
(%119) float(%);

(%019) 55.71281292110204

[wxl\/laxima tipp]

A ratsimp fiiggvény a wxMaximaban az Egyszerdsités” £

. . . , sr 212 . 1. 2 [ 7 /
meniiben a ,Kifejezés egyszertisitése” almeniit el6hivva | ([\/
hasznalhato. N

Végiil; természetesen az elvégezhetetlen miiveleteket a Maxima sem tudja vég-
rehajtani:

ctg0

(%120) cot(0);
The number 0 isn’t in the domain of cot
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
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1.6. Valtozok, fiiggvények, egyenletek

A komputeralgebrai programok igazi ereje szimbolikus szamitasokban van.
Valtozokat, fiiggvényeket definialhatunk, szamolhatunk veliik, akar formélisan is.
Lassunk erre néhany elemi példat! (Figyeljiink arra, hogy amint az a fiiggvények
esetében, a valtozokra is igaz, nevezetesen hogy a kis- és nagybetiik megkiilonboz-
tetettek!)

1.6.1. VAltozok, algebrai kifejezések
A valtozok értékadasa a : jellel torténik.
(%11) a:2; b:3;
(%otl) 2
(%02) 3
Mostantol a és b értéke ennyi, amig mast nem mondunk.
at — bt ab
(%13) a”4-b"4; axb;
(%03) —65
(%o04) 6
Ez a més lehet méasik szam, vagy egy kill, ami torli a valtozo értékeét.
(%i5) kill(a);

(%05) done

[wxMaxima tipp]

wxMaximan beliil a kill-t a ,Maxima” meniiben a ,VAal-
tozo torlése...” almeniire kattintva hozhatjuk el6. Az
ilyenkor felbukkan6 ablak lehetGséget ad a definidlt val-
tozok értékének torlésére (alapértelmezés szerint az all,
vagyis az Osszes torlésével), esetleg a torolni kivant val-
tozok felsorolaséara, azokat vesszével elvalasztva.

Tehat az eredeti kifejezés mar nem szam, hanem a fiiggvénye.

(%16) a"4-b"4;
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(%06) a* — 81

Emléksziink a factor fliggvényre? Ezt kifejezésekre is hasznalhatjuk.

(%17) factor(%);

(%07) (a—3)(a+3)(a*+9)

A Maxima kivéléan tudja hasznalni a factor eljarast, még bonyolult, tobbval-
tozos fiiggvények esetén is. Erre lathatunk egy szép példat az 1.6.2 alfejezetben.

Sajat fliggvények definicidja a := hasznalataval torténik.

(%18) f(a):=a"4-b"4;

(%08) f(a):=a*—10*

Ne felejtsiik el, hogy b értéke még mindig 3, igy f tényleg egyvaltozos fliggvény.
Vajon mennyi az értéke az a = 1 helyen?

(%19) £(1);
(%09) —80
Toroljiik b értékét is.
(%110) kill(b);
(%010) done

Az f figgvény még mindig egyvaltozos (hisz tgy definialtuk), de mar van egy
paramétere, a b!

(hi11) £(1);
(%o11) 1 —10b*

Most gondolunk egyet és megvéltoztatjuk f-et, legyen az alabbi két valtozos
fliggvény:

(%112) f(a,b):=a"4-b"4;
(%012) f(a,b) :=a* —b*

Igy tényleg kétvaltozos; konkrét értéket kapunk, ha megadjuk elsé és masodik
valtozojat.

(hi13) £(1,2);
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(%013) —15

Persze valtozok helyébe mas valtozokat is helyettesithetiink:

f(22,)
(%i14) £(2*x,x);
(%o014) 15z*
Definidljunk egy maésik fiiggvényt is:
g(a,b) := (a — b)(a* + ab + b?)
(%115) g(a,b) :=(a-b)*(a"2+a*b+b"2);
(%015) g(a,b) := (a —b) (a® + ab + b?)

Az expand fiiggvényt hasznélva egyszertibb alakra hozhatjuk.
(%116) expand(g(a,b));

(%016) a3 — b3

[wxMaxima tipp]

LSEgyszertisités” menil ,Kifejezés felbontasa” almeniije- |

A wxMaxima meniirendszerében az expand fiiggvény az ,(S” S
e >

1 c:f.-;/;‘

ként taldlhatd meg.

A tovabbi atalakitdsokhoz képezziik f és g hanyadosat!

f(a,b)
g(a,b)

(%117) f(a,b)/g(a,b);
a4—b4
(a—0b) (b2 + ab+ a?)

Figyeljiik meg az expand, a ratsimp (racionalis tortfiiggvények egyszertsitése) és
a factor fiiggvények hatasat!

(%017)

(%118) expand (%) ;
4 b4
a3 — b a3 — b3

(%119) ratsimp(f(a,b)/g(a,b));

(%018)
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b + ab® + a’b + a3
b2 + ab + a?
(%i20) factor(f(a,b)/g(a,b));

(%ho19)

(b+a)(V? + a?)

%620
(h020) = b T a2

Latni fogjuk késébb, hogy a factor eljaras trigonometrikus kifejezések atalakité-
séra is jol hasznalhato.

1.6.2. Ramanujan (egyik) sejtése

Ebben a rovid alfejezetben kivételt tettem és nem a matematika alapvetd feje-
zeteibdl valasztottam témat. Tettem ezt a célbdl, hogy egy viszonylag egyszeriien
megérthetd, mégis mély matematikai hattérrel bir6é téma kapcsan bemutassam a
komputeralgebra igazi erejét.

Srinivasa Ramanujan a matematika torténetének talan legkiilonosebb, legin-
tuitivabb figuraja volt. Elete és munkassaga regénybe ill5, itt egy hires sejtése (jo
sok volt neki) miatt emlitjiik meg. A sejtés olyan matematikai allitas, amelyet
valaki ,megérez” hogy igaz, de nem tudja bizonyitani.

Térjiink akkor ra, mi is volt az a bizonyos sejtés. Tekintsiik az alabbi fiiggvényt:

Ri(a,b,c,d) = (a+b+c)* + (b+c+d)* + (a — d)F—

(a+c+d)F—(a+b+d)*—(b—c).
Ramanujan azt allitotta, hogy ha ad = bc, akkor
64Rgs(a,b,c,d)Rig(a,b,c,d) = 45R3(a, b, c,d).

(Egy kicsit gondoljunk ebbe bele. Elképeszts, hogy valaki egy ilyen Ossze-
fiiggést megsejt!) A sejtés igaznak bizonyult. De nézziikk meg, hogyan boldogul
vele a Maximal

Hogy kezelni tudja a problémat, &t kell fogalmaznunk. Szorzatté fogjuk alaki-

tani a
64Rg¢(a,b,c,d)Rig(a,b,c,d) — 45R3(a, b, c,d)

kifejezést, és ha tényezdk kozott szerepel az ad — be tag, akkor igaz az allités.
E célbol elGszor definidljuk az Ry (a, b, ¢, d) fiiggvényt! Elére szolok, hogy a szor-
zatta alakitott kifejezés olyan hosszu lesz, hogy a wxMaxima az alapértelmezett
xml modban nem tudja megjeleniteni (a hibaiizenet: << A kifejezés til hosszi a
megjelenitéshez! >>). Hasznéaljuk most a none vagy az ascii megjelenité modot!

(%1i1) R(a,b,c,d,k):=(a+b+c) “k+(b+c+d) “k+(a-d) "k

- (atc+d) “k- (at+b+d) "k- (b-c¢) "k;

(%01) R(a,b,c,d, k) :=
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(a+b+c)+b+c+d) +a—d)*—(a+c+d) —(a+b+d) —(b—c)F
A szorzatta alakitashoz hasznaljuk a jol ismert factor eljarast!

(%12) factor(64xR(a,b,c,d,6)*R(a,b,c,d,10)

-45%R(a,b,c,d,8)"2);

(%02) 36 (ad — be) (240ad'® — 880bcd'? + - - - — 5280a'tb?c — 880a'?be)

Lathatjuk, hogy szerepel ad —bc a tagok kdzott, tehat igaz az allitas. Megjegyzem,
ezuttal a kapott kifejezés elképesztd mérete miatt nem jelenitettem meg az egész
eredményt, hanem a ... szimbolumot hasznaltam. Javaslom, probaljuk ki magunk
is, leginkdbb a szorzoétényezdk latvanya utédn értékelhetjiik igazabol Ramanujan
zsenialitasit, valamint — és errdl se feledkezziink meg — a Maxima hatékonysagat.

1.6.3. Trigonometrikus kifejezések atalakitasa
Tobbféle modon szokott sziikség lenni trigonometrikus fiiggvények atalakita-
sara. Némely esetben arra van sziikségilink, hogy a rovid, zart alakot kifejtsiik;
ekkor javasolt a trigexpand fiiggvény hasznélata.
sin 3z
(%11) trigexpand(sin(3*x));

(%01) 3cos (z)*sin (z) — sin (z)°

Az igy kapott kifejezést egyszertibb alakba irhatjuk a trigsimp fiiggvény segitsé-
gével.

(%i2) trigsimp(h);
(%02) (4cos (x)* — 1) sin ()

Megforditva, ha arra van sziikségiink, hogy zart alakban adjunk meg egy kifejezést,
hasznaljuk a trigreduce, és ha sziikséges a trigsimp eljarast.

(%13) trigreduce(%);
(T03) 2 (=) — =) 4 sin ()
(%i4) trigsimp(%);

(%ho4) sin (3x)
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Trigonometrikus fiiggvények racionalis tortfiiggvényeinek atalakitasat megkisérel-
hetjiik a fenti modszerekkel is, de van egy specialis fiiggvény pontosan erre a célra:
a trigrat.

in 3
sin fE+1

sinx

(%15) trigrat(sin(3*x)/sin(x)+1);
(%05) 2cos (2x) + 2
Az igy kapott kifejezést persze tovabbalakithatjuk a szokott modon.
(%i6) trigexpand(%);
(%06) 2 (cos (z)* —sin (x)Q) +2
(%i7) trigsimp(%);

(%07) 4cos(z)”

[wxMaxima tipp}

A trigexpand, a trigsimp, a trigreduce és a trigrat
eljardsok a wxMaxima ,Egyszeriisités” meniije, ,,Trigo-
nometrikus atalakitds” almeniijében is megtalalhatoak.
Ezek rendre a ,/ Trigonometrikus felbontas”, a ,,/Trigono-
metrikus egyszertsités”, a ., Trigonometrikus redukalas”
és a ,Kanonikus alak”.

1.6.4. Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasa

A el6z6ekben hasznalt eljarasok hasznos tulajdonsiga, hogy nem csak fiigg-
vényeket, hanem egyenleteket is jo eséllyel hozhatunk hasznéalhatobb alakra. Az
atalakitas hatékonysagat sok esetben néveli, ha az egyenletet elGszor f(z) = 0
alakra hozzunk. Nézziink erre egy példat!

A célunk az, hogy megoldjuk az (egyaltalan nem trivialis)

sin z + cos* z = sin® 22 + cos* 2z

egyenletet.

Az egyenletek, egyenletrendszerek pontos megoldasara a Maxima a solve el-
jarast biztositja. Ez — ahogy ezt majd latni fogjuk — tébb esetben jol hasznalhato,
de trigonometrikus egyenletek esetén nem art, ha egy kicsit ,besegitiink” neki.
Ugyanis ha minden el6késziilet nélkiil alkalmazzuk,
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(%11) solve(sin(x) "4+cos(x) "4=sin(2*x) "4+cos(2*x) "4 ,x);

N

(ho1)  [sin(2z) = %i(—cos(2x)" +sin (z)" + cos (z)")*,
sin(21) = — (—cos (20)" + sin ()" + cos ()") *
sin (22) = —%i (—cos (2z)" +sin (z)* + cos <a:>4)i )
sin(22) = (—cos (22)" + sin (2)" + cos (z)") ']

lathatjuk, nem igazan ad hasznéalhaté eredményt. Hasznaljuk hat az el6z6 részben
tanultakat! Alkalmazzuk a trigexpand, a trigsimp és a factor eljarasokat, ebben
a sorrendben.

(%12) trigexpand(sin(x) “4+cos(x) "4-sin(2#*x) “4-cos(2*x) "4=0);

(%o2) — (cos (z)® — sin (x)2)4 — 16 cos (z)*sin ()" 4 sin (2)* + cos (z)* = 0

(%i3) trigsimp(%);

(%03) —32cos (z)® + 64 cos (2)° — 38 cos (z)* + 6.cos (z)> =0

(%14) factor(%);

(%04) —2(cos (z) — 1) cos ()* (cos (z) + 1) (2cos (z) — 1) -

-(2cos (z) + 1) (4 cos (z)* — 3)=0

Gyakorlatilag készen vagyunk. A szorzatta alakitott kifejezésbdl konnyedén leol-
vashatjuk a megoldasokat. Ha még kényelmesebbek vagyunk, most ,réereszthet-
jik” a solve eljarast. Vegyiik figyelembe, hogy hasznalata soran gyokoket veszit-

hetiink. Jelen példankban az 6sszes megoldast a megadott szogek és 7 egész szamu
tobbszoroseivel valo eltoltjai adjak, és nem csak a forgasszogeket.

(%15) solve(%);
solve: using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

2w s

(%05) [l’:%r,l’:%,I:?,JI:—,I:W,J?:%,I:O]

[wxMaxima tipp]

o ., . . A
A solve eljards a wxMaximaban az ,Egyenletek” menti /Sy
,Megoldas...” almeniijével hivhato meg. \L

) \J ___/.-‘
N4 B
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Természetesen nem csak trigonometrikus egyenleteket oldhatunk meg. Segithet
a factor mas esetben is, de csak korlatozott mértékben. Példaul megkaphatjuk
az egész megoldast (megoldasokat):

P +x+2=0

(%i6) factor(x"3+x+2);
(%06) (:L' + 1) (gcQ —x+ 2)

de az Gsszes gyok meghatarozasahoz inkabb a solve hasznosabb.
(%i7) solve(x"3+x+2,x);

r=—1

(%oT) [x::__V??F4717::v5%H47

Ha tobb megoldas van, hivatkozhatunk valamelyik konkrétra. Példaul az el6z6
feladat harmadik megoldéasa:

(%18) solve(x"3+x+2,x)[3];

(%08) z= -1

Sajnos (és ez természetes) a solve sem mindentudo6. Csak azokat az egyenlete-
ket tudja megoldani, amikre megtanitottak. Példaul az n-edfoki egyenletek koziil
azokkal tud mit kezdeni, amire 1étezik megoldoképlet, vagyis ha n < 4. Bizonyi-
tott ugyanis, hogy 6t6d vagy magasabb foka (algebrai) egyenletnek nem létezik
altalanos megoldoképlete. Igy a solve nem tudja megoldani példaul az aldbbi

egyenletet sem:
P +1r—-3=0

(%19) solve(x"5+x-3=0,x);
(%09) [0 =2+ — 3]
Tud megoldani egyenletrendszereket is. Erdekes médon azokat helybsl megpro-
balja megoldani kézelité modszerekkel is, Ggyhogy ezzel a triikkel — egy wjabb,
trivialis egyenletet felvéve — megkaphatjuk az el6z6 egyenlet kozelité megoldasait.
Figyeljiik meg a szintaktikai kiilonbséget, a szogletes zarojelek hasznalatat.
(%110) solve([x"5+x-3=0,y=11,[x,y]1);
(%010) [[x = 1.132997481108312,y = 1.0],
[x = .8228703381099578% — 1.041879539612082, y = 1.0],
[x = —.8228703381099578%: — 1.041879539612082, y = 1.0],

[z = 1.129701725095409%: + .4753807566695495, y = 1.0],
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|z = .4753807566695495 — 1.129701725095409%, y = 1.0]]

Azonban nem minden egyenlettel banhatunk el ily modon. Ha (szerinte) ,csu-
nya” az egyenlet, akkor ,feladja”.

(%111) solve([x"5+x-3*sin(x)=0,y=1], [x,y]);
algsys: tried and failed to reduce system to a polynomial in
one variable; give up.

-- an error. To debug this try debugmode(true);

De az ilyen esetekben sem maradunk kézelité megoldas nélkiil. Ismerkedjiink
meg a find_root eljarassal. Ezzel a modszerrel eleve kozelité megoldast kere-
siink. Hasznélatahoz kell taldlni egy olyan intervallumot, amely végpontjaiban az
f(z) = 0 alakban felirt egyenletben szereplé f(z) fiiggvény kiilonb6zs elGjeli.
Jelen esetben példaul a [—3, 2] intervallum alkalmas erre a célra.

2> +x—3sinz =0
(%112) find_root(x"5+x-3*sin(x)=0,x,-3,2);

(%012) —1.094639593062378

Hatranya, hogy csak egy gyokot fog megtalalni, akkor is, ha tobb megoldas esik a
megadott intervallumba. Példaul az egyenletnek nyilvanvaléan az x = 0 is a feltéte-
leknek megfelel§ (trivialis) megoldasa. Az intervallum iigyesebb megvalasztéasaval
persze kezelhetjiik az ilyen problémakat. Ehhez segitséget ny1jt, ha abrazoljuk a
fiiggvényt (lasd az 1.6.5 alfejezetet).

A Maxima egyenletek kozelité megoldasahoz hasznélt beépitett fiiggvényei
tobb kiilonb6z6 elven is miikddhetnek. A legegyszertibb ilyen modszer az inter-
vallumfelezés. Legyen az (a,b) egy intervallum, amin az f(z) folytonos fiigg-
vény (az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy egyszer) elGjelet valt. Legyen
r1 =a, ro = b, x3 = “T“’ Az x4 értéke legyen az (x1,x3) intervallum felezési
pontja, ha ott a fliggvény elGjelet valt, egyébként az (r3,xs) intervallum felezé-
si pontja, és igy tovabb, mindig azt az intervallumot felezziik, ahol elGjelvaltas
torténik. Igy generalunk egy w, sorozatot (lasd az 1.6. abrat).

1.6. abra. Intervallumfelezés
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Legyen f(z*) = 0. Mivel a sorozat harmadik tagjatol az (a,b) intervallum
minden lépésben felez6dik, ezért |z, — z*| < 5’;_“2. Innen konnyt latni, hogy a
sorozat tagjai tetszéleges el6re megadott pontossaggal megkozelithetik a fiiggvény
zérushelyét.

Ha a polinomegyenletiink elvileg mar nem megoldhaté (vagyis nincs megol-
doképlet, igy a solve mar nem tudja kezelni), hasznélhatjuk az allroots, és ha

csak a valos gyokoket keressiik, a realroots eljarast.

2° =32 +1=0
(%113) allroots(x"5-3*x"3+1=0);
(%013) |xr = .7418139304867731,
xr = .5954413282691189% — .3141413714906349,
r = —.5954413282691189% — .3141413714906349,
xr = 1.66877759254038, x = —1.782308780045884|

(%114) realroots(x"5-3*x"3+1=0);

0 59804359 .. _ 24891145 .. _ 55994885
(ho14) [x = 7335544320 ¥ = 335544320 F = 33554432}

(%i15) float(%);
(%015) [r = —1.782308787107468, v = .7418139278888702,
r = 1.668777614831924]

Természetesen az find_root eljarassal is célt érhettiink volna, bar azzal egyszerre
csak egy gyokot kaphatunk meg.

(wxl\/laxima tipp]

wxMaximat hasznalva a find_root, az allroots és
a realroots eljarasok az ,Fgyenletek” menii almenti, .
konkrétan a ,Megoldas numerikusan...”, a ,,Polinom gyo- . /
kei” és a ,Polinom valos gyokei” cimkéek alatt talalhato- b
ak.

Megemlitiink még egy mas elven alapuld, de a find_root-hoz hasonlo (s6t, bi-
zonyos esetekben még jobb hatékonysagi) kozelits eljarast, a newton elnevezésiit.
Hasznéalatahoz elGszor be kell télteni a newton ,,csomagot”, mivel nem szerepel az
alap utasitaskészletben. A Newtonrol és més hasonlé egyenlet megoldast kozelits
modszerrdl az érdeklsdsk példaul az alabbi kényvben olvashatnak: [7].
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A kifejezés utan szerepld -2 egy tipp, annak a kozelében , kezd keresni” meg-
oldést. (Valojaban a Newton-féle iteracios modszer kiindulasi értékét adjuk meg
ilyenkor.)

(%116) load(newton)$;

(%117) newton(x"5-3*x"3+1,-2);

(%hol7) —1.782308780045884b0

Ahogy korabban mar lattuk, oldhatunk meg egyenletrendszereket is. El&szor
oldjunk meg linearis egyenletrendszereket; egy regularist, és egy olyat, amelyben
tobb ismeretlen van, mint egyenlet.

r+y = 0
r+y+z = 3
r—3y =

(%118) solve([x+y=0,x+y+z=3,x-3xy=4], [x,y,2]);

(%018) [[x=1,y=—1,2= 3]

r+y = 0
r+y+z—v = 3
r—=3y+uv =

(%119) solve([x+y=0,x+y+z-v=3,x-3*xy+v=4], [x,y,z,v]);

(%019) [[x = —%Ti_‘l,y = %Ti_‘l,z =%rl+3,v= %7"1“

Lathatjuk, hogy a masodik esetben is megkaptuk az Osszes megoldéast. A szabad
paramétert — ami tetsz6leges valos szam lehet — %rl jeloli.

Persze nem csak linearis egyenletrendszereket oldhatunk meg. A kovetkezs
példaban egyes valtozok magasabb hatvanyokon (is) szerepelnek.

r+y 0
P ty+z—v = 3
z—3y'+v = 4

(%120) solve([x+y=0,x"2+y+z-v=3,x-3xy"4+v=4], [x,y,z,v]); igy
(%020) [z = %r2,y = —%r2, z = 3%r2" — %r2® + 7,

v = 3%r2" — %r2 + 4]

A paraméteres eseteket is hasonlo hatékonysaggal kezeli. Az alabbi példaban a
megoldast x-re keressiik, az a a paraméter. Ne vegyiik készpénznek az eredményt;
ha a = 0, akkor nincs megoldas. Altaldban igaz, hogy matematikai értelemben
vett teljes megoldast, diszkussziot hidba varunk.
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z
a 7

2(f+1) 20

T a

QR |-
IR~

(%i21) solve((1/a-1/x)/(1/a+1/x)-(x/a)/(2*((x/a+1)))=

7/20,%);

(%021) [z = 9d]

A kovetkez6 egyenletrendszerben x és y ismeretlenek értékeit keressiik, ha a és
b valos paraméter.

(a+bx+(a—Dby = a*+b
(a—b)z+ (a+by = a®—b

(%122) solve([(a+b)*x+(a-b)*y=a"2+b"2, (a-b) *x+(atb) xy=

a"2-b72], [x,y1);

(%022) [[m :;é%ﬂjy ::__252]}

Valojaban csak akkor kapjuk ezt a megoldast, ha a # 0 vagy b # 0.

Sziikségiink lehet arra, hogy az egyenlet vagy egyenletrendszer megoldasaval
tovabb szamoljuk. Ehhez az ev fiiggvényt hasznaljuk. Példaul az alabbi parancs
végrehajtasa utan az y2 valtozo érteke az

2 = y+1
zy = 36

egyenletrendszer méasodik megoldasaban y-ra kapott szam lesz.
(%123) y2:ev(y,solve([2*xx=y+1,x*xy=36], [x,y]) [2]);

(%023) 8

1.6.5. Fiiggvények Abrazolasa

A Maxima segitségével egy- és kétvaltozos fiiggvényeket jelenithetiink meg. Az
el6bbieket a plot2d vagy a wxplot2d, az utébbiakat a plot3d vagy a wxplot3d
eljarassal. Néha csak tobbszori probalgatassal kapjuk meg, hogy melyik interval-
lumon, illetve téglalapon érdemes dbrazolni a fiiggvényt.

f(z) =2 — 32" 4+ 27

(%11) plot2d([x"7-3*x"4+2"x], [x,-1,1.5]);
(%o01) (Lasd az 1.7. abrat)
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Gnuplot (window id : 0)

27X T34

-0.0361901, -5.18183

1.7. abra. f(z) =27 — 321 4 27

f(x,y) = sin /22 + y2
(%12) plot3d(sin(sqrt(x~2+y~2)), [x,-10,10], [y,-10,101);

(%02) (Lasd az 1.8. abrat)

Gnuplot (window id : 0)

& fH@aa ¥ ?

sin(sqri(y ~2+x"2))

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000
1.8. abra. f(z,y) = sin /22 + y?

Mindkét tipus megjelenitésére tobb lehetdségiink is van. A Maxima alapértel-
mezés szerint a gnuplot programot hasznélja. Emlitésre mélté még az openmath
program. Mindkettével latvanyos, modosithato grafikonokat kapunk.

"=y
(%i3) plot3d(x"2-y~2, [x,-10,10], [y,-10,10],

[plot_format,openmath]) ;
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(%03) (Lasd az 1.9. abrat)

[wxMaxima tipp]

A wxMaxima az ,,Abrazolas” meniiben biztosit lehet&sé-

get a fiiggvények megjelenitésére. A [ 2d-s abrazolés...”

és a ,3d-s abrazolas...” almeniik felbukkan6 ablakainak
argumentumai és opcidéi magukért beszélnek. Az el6bb -
emlitett megjelenési modokon kiviil hasznos lehet még £« -.\
a ,,oorok kozott” hasznélata, egyébként ez az alapértel- lm
mezett formatum. =it
Tovabbi lehetGség még wxMaxima alatt az abrdk kép-

fajlba mentése. Hasznalatahoz kattintsunk jobb egér-

gombbal a keletkezett képre. T6bb ismert képformatum

koziil valaszthatunk.

® Xmaxima: Plot3d

=
LSS
A R
WA
il )",:[

1.9. dbra. f(zr,y) = 2% — y?

Az ily médon kapott haromdimenziés grafikonokat az egérrel el is forgathatjuk.

1.7. Feladatok
A megoldashoz — részben, vagy egészben — hivjuk segitségiil a Maximat!

1. Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét!

(a) VV2+1v3-2V2
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(b) O3 4 T

(C) COS\QEOO + sin%SOO +ctg 2025°

2

2 /18432
d) 32 ( 227
@3 (wm)‘*)

(e) 107182 4 3lo8s36, /lotg36° + Igtg H4°
2
(f) (% sin (20}11”))

2. Hozza egyszeriibb alakra!

va+b+va—b Va+b—+va—b 2

(b) YZtvol ﬁ—ﬂ( VY V7Y >
N 2,y \z—yZy ' T+ TY

(a) (mfm _ mwm) Ve

3. Oldja meg az alabbi egyenleteket!

(a) sinz + sin 3z 4 cos 3z + cos b = sin bz + cos

(b) sin®x + sin? 3x = sinx sin 3z

4. Adja meg az alabbi egyenletrendszerek megoldasait!
tr—y =1
(a) r—y = 1
Brr—y+z = 12
(b) Pry—z =
r+y—z = 0

[\]



2. fejezet

Sorozatok

2.1. Sorozat fogalma, sorozatok megadasa

2.1. Definici6. Az a, : N — R fiigguényt (valds szdm-)sorozatnak nevezzik.

Ez azt jelenti, hogy a sorozat minden természetes szamhoz hozzarendel egy valos
szamot. (De nem jelenti azt, hogy minden valds szam ,képpé valik” vagyis nem
biztos, hogy minden valos szam elGall, mint a, valamilyen n-re.) A fiiggvények
bevezetésérsl a 4. fejezet elején olvashatunk.

Fiiggvények esetén altalanos az f(x), g(z),... tipusa jel6lés. Sorozatok esetén
gyakrabban hasznéljuk az a,b,... esetleg z,vy,... betiiket, de a nagyobb eltérés
az ugynevezett indexek hasznéilataban van. Hasznalatukat az indokolja, hogy bar
a sorozatok is fliggvények, specidlis fiiggvények, ezzel a jeloléssel els§ latasra el
tudjuk kiiloniteni Gket az altalanos (nem sorozat) fiiggvényektol.

Egyes szerzdk kiilon jelolést hasznalnak magéra a sorozatra: (a,) és a sorozat
n-edik tagjara: a,. Ezen jegyzet sordn nem éltiink ezzel a lehet&séggel — a Maxima
nem kiilonbozteti meg a két objektumot, ezért a jegyzet irasa soran ehhez igazod-
tunk —, de azon ritka esetekben, amikor ez zavart okozhatna, fel fogjuk hivni az
olvaso figyelmét a helyes értelmezésre.

Megjegyzendd, hogy a sorozat értékkészlete lehetne mas halmaz is. (Létezik
példaul komplex szamsorozat, pontsorozat, stb.) A tovabbiakban csak valos szam-
sorozatokkal foglalkozunk, a sorozat szo ezeket fogja jelenteni.

A sorozatokat tobbféleképpen is megadhatjuk. Leggyakrabban az explicit meg-
adassal talalkozunk. Példaul

2n

T n"(3" —n?), cos(nm).

Maximaban explicit sorozatot az alabbi szintaktikat hasznalva adhatunk meg:
(%i1) aln]:=2#n/(n+1);

(hol) a, = 2

Figyeljiik meg, hogy a Maxima — mint ahogy sok programozasi nyelv is — soro-
zat definidlasdra nem az egyenlGségjelet, hanem a kettGspont egyenlét hasznalja.

29
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Az egyenl@ségjel logikai miivelet jele, eredménye igaz, vagy hamis. Példaul a 2 = 3
logikai mtivelet hamis.
Hivatkozhatunk a sorozat valamely konkrét tagjara, lekérdezve ezzel annak
értékét (ha van neki):
aio

(%hi2) al10];

) 20
(h02) 17
Ritkabban, de talalkozhatunk az igynevezett rekurziv sorozatdefinialassal. Eb-

ben az esetben megadjuk, hogy a sorozat altaldnos tagja hogyan szamolhaté a ki-
sebb indext tagokbol. Ekkor az elsG, esetleg els6 néhany tagjat is meg kell adnunk

még a sorozatnak.
by =1
bn = nbn—l

Ez a rekurziv sorozat a faktorialist definidlja, vagyis b, = n!. Nagy fontossagu
rekurziv sorozat még a Fibonacci sorozat. Mivel ebben az esetben a sorozat tagja
az el6z6 két tag Osszege, két tagot kell megadni, hogy beindulhasson a rekurzi6.

cl = 1
Co = 1
Cn = Cp—1+ Cr—2

A rekurziv mo6don megadott sorozatokat sokszor megadhatjuk explicit médon
is. Ezek levezetése gyakran bonyolult, mély matematikai moddszereket hasznal,
maguk a keletkezett képletek sem mindig tul szépek. Igy van ez a Fibonacci soro-
zat esetében is, ezért inkabb egy egyszertibb példat mutatunk rekurziv és explicit
modon is megadott sorozatra. Egyuittal megtanuljuk a rekurziv sorozatok defini-
alasdnak szintaktikdjat a Maximéban. Tekintsiik az alabbi sorozatot:

{ di =1
dy =2d,—1+1
Ez igy néz ki a Maximéaban:
(%13) dl1]:1; dln]:=2xd[n-1]+1;
(%03) 1
(%04) d, :=2d,,_1 + 1
Tehat az els tag (a konstans hozzarendelése) a valtozok értékadasahoz hasonloan

a kettGsponttal torténik.
A sorozat tagjait ebben az esetben is hasonl6an kapjuk.

dio

(%1i5) f[10];
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(%05) 1023

Ha d,, sorozat els6 néhéany tagjat is kiszamoljuk (1,3,7,15,31,63,127, stb.), megsejt-
hetjiik, hogy jelen esetben rekurziv sorozatunk explicit médon is konnyen megad-
hato: d, = 2" — 1. A képlet valodisagat teljes indukcioval bizonyithatjuk: n = 1-re
a képlet helyes eredményt ad, tegyiik fel hat, hogy n = k-ra is rendben van, vagyis
dy, = 2F—1. Viszont ekkor a dy, 1 = 2dp+1 = 2(2F —1)+1 = 2k —1 egyenlségek
teljesiilése miatt a képlet igaz lesz n = k + 1-re is, ami a bizonyitandénk igazat
jelenti.

Sorozatot tobb sorozatbol, esetleg tobb kiilonb6z§ szabalyt keverve is megad-
hatunk. Példaul:

o { 1,han<3
" 0 egyébkeént.

A sorozat elemei ekkor:
1,1,0,0,0,0,. ..

Osszetett értékadasra Maxima esetében egy block-on beliil keriilhet sor. A
visszatérési értéket a return argumentumaként kell megadnunk. Hogy mikor mi-
lyen visszatérési értéket kap a return, azt példankban az if, then, else (ha,
akkor, egyébként) elemekbdl allo utasitas hatarozza meg. Lassuk konkrétan:

(%16) el[n]:=block(if n<3 then return(l) else return(0))$

(Emlékeztet6iil: ha az utasitast $ jellel zarjuk, akkor nem jelenik meg a kimenet.)
Nézziink egy Osszetettebb példat!

2", ha n péaratlan
fn =4 1, ha n 4-gyel osztva 2 maradékot ad
fno1 — 1 egyébként.
Nem is olyan egyszerti ellenérizni, hogy ez egy korrekt definicié-e. De az, a sorozat
tagjai pedig:
2,1,8,7,32,1,128,127,512,1,2048, 2047, . ...
Az ilyen sorozatok megadasa Maximaval Gsszetett feladat. Nézziik elGszor ré-
szenként.
Az askinteger(n,odd) értéke yes (igen), ha n paratlan (odd). Ha paros, no-t
(nemet) kapunk. Az askinteger méasodik argumentumaként hasznalatos még az
even (paros) is. Példaul:

(%17) askinteger(21,odd); askinteger(7,even);
(%07) wyes
(%08) no

A sorozat az értékét itt is egy block-kon beliil végrehajtott utasitassorozat ered-
ményeképp kapja meg. Ez esetben ha n nem paratlan, még egyszer meg kell
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vizsgélni, ezért a block két, egymasha agyazott if, then, else szerkezetet fog
tartalmazni.

(%19) fln]:=block(if askinteger(n,odd)=yes
then return(2°n)
else if askinteger(n/2,odd)=yes
then return(l)
else return(f[n-1]-1))$

A jobb attekinthetGség kedvéért az Enter gomb lenyomaséval t6bb sorra tortiik a
bemenetet, egymés ala irva az azonos szinten 1év6 elemeket.

A sorozatokat szamos tulajdonsag szempontjabol vizsgalhatjuk. Nézziik ezeket
SOITA.

2.2. Monotonitas

2.2. Definicié. Az a, sorozatot monoton névekvd sorozatnak nevezzik, ha a,.1 >
a, teljesil Vn € N esetén.

2.3. Definicié. Az a,, sorozatot szigorian monoton névekvd sorozatnak nevezziik,
ha a,1 > a, teljesil Vn € N esetén.

2.4. Definicié. Az a, sorozatot monoton csikkend sorozatnak nevezzik, ha a, 1 <
a, teljesil VYn € N esetén.

2.5. Definicioé. Az a, sorozatot szigorian monoton csékkend sorozatnak nevezziik,
ha a,.1 < a, teljesiil Vn € N esetén.

Természetesen, ha egy sorozat szigortian monoton névekvs, akkor monoton
novekvé is, és ha szigortan monoton csokkend, akkor monoton csokkend is.
Hogyan dontjiik el, hogy egy sorozat monoton-e valamilyen értelemben? Néz-
ziink néhany példat!
_ 2n 2 . . P 21 2 sz .
Legyen a, = ;54. Szamoljuk ki a sorozat elsé néhany tagjat, valamint hason-

litsuk ket Ossze nagysagrendileg:

4 8 3 9

A konnyebb Osszehasonlithatosag érdekében a masodik és harmadik tagot kozds
nevezére hoztuk. Ugy tiinik, a sorozat szigortian monoton né. De ezen a ponton
ez még csak egy sejtés! A bizonyitashoz vissza kell nytlnunk a definiciohoz. Meg-
oldjuk az a,.1 > a, egyenlGtlenséget, és ha azt kapjuk, hogy minden természetes
szamra teljesiil, akkor belattuk, hogy a, szigortian monoton né. Nézziik tehat
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részletesen:

Apn+1 > Qp

2(n+1) - 2n
(n+1)+1 n+1
n+1 n

n-+2 ” n+1
(n+1)(n+1) > n(n+2)
n“+2n+1 > n*+2n
1 >0

Mar a,q felirdsa is problémat szokott okozni. Figyeljiink oda nagyon, a,-ben,

vagyis nQ—J:’l—ben n minden el6fordulasat n + 1-re cseréltiik. A tovabbiakban kihasz-

naltuk, hogy az egyenlGtlenség iranya nem valtozik, ha mindkét oldalt ugyanazzal

a pozitiv szammal szorozzuk. Igy — mindent sszevetve — ekvivalens atalakitasokat

végeztiink, 1 > 0 pedig minden n € N-re (valojaban ez esetben n-t6l fiiggetleniil)
2n

teljesiil. Belattuk tehat, hogy a, = ;=% sorozat szigortan monoton névekvd.

Példak:

1. A b, = n?—3n sorozat monoton névekvs, de nem szigortian monoton modon.
(A masodik tagtol kezdve azonban a sorozat novekedése szigori: by = by <
b3 <... )

2. A (—1)" sorozat semmilyen értelemben nem monoton.

Egyszertibb, raciondlis tortfiiggvényekkel definidlt sorozatok monotonitasat a
Maximaval is megvizsgalhatjuk, ha behivjuk az alap utasitaskészletbe nem tartozo
solve_rat_ineq eljarast, ami polinomialis egyenlGtlenségek megoldasara szolgal:

(%11) load(solve_rat_ineq)$

2n

Legyen elGsz0r a vizsgalt sorozatunk az el6z6ekben részletesen kielemzett a, = =%

sorozat.
(%1i2) solve_rat_ineq(aln+1]>aln]);
(%02) [[n < =2],[n > —1]]

A szogletes zarojelen kiviili vessz6 a logikai ,vagy”-ot, az azon beliili a logikai ,,6s"-t
jelenti. Az itt kapott megoldast Osszevetve azzal a ténnyel, hogy n pozitiv egész,
azt kapjuk, hogy az egyenlGtlenség n minden lehetséges értékére fennall, vagyis a
sorozat szigortian monoton noévekva.

Egyenl6tlenségek megoldasara hasznalhatjuk még a fourier_elim eljarast,
ugyancsak miutan behivtuk:

(%13) load(fourier_elim)$
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(%14) fourier_elim([a[n+1] > alnl]l,[nl);
(%04) [-1<n]Vin< -2

Az itt bemutatott eljarasok tavolrol sem tudnak minden egyenlGtlenséget meg-
oldani, de egyszertibb esetekben segitségiinkre lehetnek.

2.3. Korlatossag

2.6. Definicié. Az a,, sorozatot feliilrdl korldtosnak nevezziik, ha AK € R, melyre
a, < K teljesiil Vn € N esetén. Ekkor K-t felsd korldatnak nevezziik.

Vagyis ha taldlunk fels6 korlatot a sorozatnak, az feliilr6l korlatos lesz.

2.7. Definicidé. Az a, sorozatot alulrol korldtosnak nevezzik, ha 3k € R, melyre
a, > k teljesil Vn € N esetén. Ekkor k-t also korldtnak nevezziik.

Vagyis ha talalunk als6 korlatot a sorozatnak, az alulrol korlatos lesz.

2.8. Definicié. Az a, sorozatot korldtosnak nevezziik, ha alulrél és felilrdl is
korldtos.

A fels6 és als6 korlat fogalma nem hataroz meg egyértelmien egy szamot.
Ugyanis ha egy sorozat feliilrGl korlatos és K fels§ korlatja, akkor minden K-nal
nagyobb szam is felsG korlatja lesz, ha alulrol korlatos és k als6 korlatja, akkor
minden k-nal kisebb szam is als6 korlatja lesz a sorozatnak.

2.9. Definicié. Ha K az a, sorozat felsd korldtja, de VK' < K nem felsd kor-
latja a sorozatnak (vagyis nincs ndla kisebb felsd korlat), akkor K-t pontos felsd
korldtnak (szuprémumnak) nevezzik.

2.10. Definicié. Ha k az a, sorozat alsd korldtja, de Vk' > k nem alsé korldtja a
sorozatnak (vagyis nincs ndla nagyobb alsé korldt), akkor k-t pontos alsd korldtnak
(infimumnak) nevezzik.

A pontos korlatok szdmolésa gyakran nagyon nehéz lehet.
Konnyt viszont kapcsolatot felfedezni a monotonitas és a korlatossag kozott.

2.1. Tétel. Ha egy sorozat monoton (vagy szigorian monoton) nivekvd, akkor
alulrol korldtos.

Novekve sorozat pontos also korlatja a sorozat elsé tagja.
Elsfordulhat, hogy a sorozat feliilrdl is korlatos, de ezt nem feltétleniil lesz
igaz.

2.2. Tétel. Ha egy sorozat monoton (vagy szigorian monoton) csékkend, akkor
feliilral korldtos.
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Csokkend sorozat pontos felsé korlatja a sorozat els6 tagja.

Az el6z6 tétel megjegyzéséhez hasonloan, lehet, hogy alulrél is korlatos lesz,
de az is lehet, hogy nem.

Ezen tételek megforditasa nem igaz. Se az alulrdl, se a feliilr6l korlatossaghbol
nem kovetkezik automatikusan semmilyen értelemben vett monotonitas.

Példék:

1. Az n® + 3n sorozat alulrol korlatos, hiszen minden tagja pozitiv, igy a 0
also korlatja lesz. Masrészt szigorian monoton novekvd, igy tényleg alulrol
korlatos, pontos als6 korlatja a sorozat elsé tagja, a 4. Feliilr6l nem korlatos,
mert a sorozat tagjai barmilyen nagy szamnal nagyobbak lehetnek.

2. A (—1)™ korlatos, hiszen a —1 jo lesz also, az 1 fels6 korlatnak. Nem monoton
semmilyen értelemben.

3. Az % sorozat szigorian monoton csokkend, igy feliilr6l korlatos, pontos felsé
korlatja az 1. Alulrél is korlatos, hiszen minden tagja pozitiv. A 0 egyben
pontos alsd korlatja is lesz. Mivel feliilrdl is, alulrél is korlatos, a sorozat
korlatos.

Az also és fels6 korlattal rokon fogalom a sorozat maximuma és minimuma.

2.11. Definicidé. A sorozat maximumdn a legnagyobb tagjdt, minimumdn a leg-
kisebb tagjdl értjik.

Minimum és maximum nem mindig 1étezik, még korlatos sorozatok esetén sem.
Példaul az % sorozatnak bar létezik maximuma, az 1, minimuma nem létezik.
Persze ha létezik minimum, az a pontos als6 korlat, ha létezik maximum, az a
pontos felsé korlat lesz.

2.4. Hatarérték

2.4.1. Alapfogalmak

Tekintsiik az % sorozatot. Lattuk, hogy szigortitan monoton cstkkend, de alul-
rol is korlatos, hiszen a sorozat minden tagja nagyobb, mint 0. A 0 egyben pontos
also korlatja is lesz, hiszen ha az 1-et egyre nagyobb szamokkal osztjuk, konnyen
lathatjuk, hogy a kapott hanyados a 0-t tetszGlegesen megkozelitheti, igy sem-
milyen 0-nal nagyobb szam alsé korlat nem lehet. A sorozat tagjai tartanak” a
0-hoz. Ennek a szemléletes fogalomnak a pontos definicioja a kovetkezd.

2.12. Definicié. Akkor mondjuk, hogy az a, sorozat konvergens, és hatdrértéke
az ,a” szam, ha Ve > 0-hoz Ing € N, melyre ¥n > ng esetén |a, —a| < €.

Elemezziik egy kicsit ezt a definiciot. Az |a, —a| < € egyenlGtlenség azt jelenti,
hogy a, és a tavolsiaga kisebb, mint ¢, ami pontosan akkor teljesiil, ha a — ¢ <
a, < a-+¢. Ezt gy is mondhatjuk, hogy ha a, az a € sugart kérnyezetén beliil
van.
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2.1. abra. Az L sorozat els6 néhany tagja

A definicié tehat azt mondja ki, hogy ha taldlok olyan a szamot, melyre igaz
az, hogy akarhogyan is adom meg egy kornyezetét, a sorozat tagjai el6bb-utobb,
vagyis valamilyen (a definicioban ez ng) indext tagtol kezdve benne lesznek ebben
a kornyezetben, akkor a sorozatot konvergensnek nevezziik, a-t pedig a sorozat
hatarértékének.

Mas szohasznélattal élve ,n tart végtelenbe esetén az a, tart (kozelit) a-hoz”,
vagy egyszertien csak ,,a, tart a-hoz”.

Jelolés: a,, — a vagy Tblgro1o a, = a. A lim a latin ,Jimes” (hatéar) szo roviditése.
Példéankban % — 0 vagy a mésik fajta jelolést hasznalva lim % = 0.

n—oo
A definicioban szerepld no-t kiiszobindexnek nevezziik. A sorozatok alsé és fels

korlataihoz hasonloan a kiiszobindex fogalma sem egyértelmii; ha ng kiiszobindex,
a definici6 értelmében minden nala nagyobb természetes szam is az lesz. Célszeri
lenne mindig a legkisebb kiiszoObindexet meghatarozni, de ez gyakran igen nehéz
feladat, igy bonyolultabb esetekben le is mondunk roéla, megelégsziink akarmilyen
kiiszobindex megnevezésével.

Valojaban a kiiszobindex nem szam, hanem (mint lattuk, tobbértéki) fligg-
vény, hiszen fiigg ¢ valasztasatol, ezért néha az ng(e) jelolést is hasznaljak ra.

Az % sorozat példajan megnéziink egy konkrét bizonyitast sorozat konvergen-

cidgjara. Lassuk be tehat definicié szerint, hogy lim % = 0. Mivel jelen esetben
n—oo

Ay = % és sejtésiink szerint a = 0, a definicioban szerepld jeldléssel az |% —0| < e,
vagyis az % < € egyenlGtlenséget kapjuk. Mivel n és € is pozitiv, ez ekvivalens az
% < n egyenl6tlenséggel. Ez azt jelenti, hogy ekkor lesz az a,, az a-nak az ¢ sugaru
kornyezetén beliil. Vagyis ng = [1] +1 jo vélasztas (ahol [2] az & szdm egészrészét
jelenti).

Konkrétan tehat, ha mondjuk ¢ = 1(1)—0, akkor ng = 101 garantaltan megfelelg
lesz; vagyis az % sorozat 101-t6] nagyobb indexd tagjai ﬁ—nél kozelebb lesznek a
hatarértékhez, a 0-hoz.

Az alabbi tétel sziikséges és elégséges feltételt ad valos szdmsorozat konver-
genciajara.

2.3. Tétel. Eqy sorozat pontosan akkor konvergens és tart a-hoz, ha a tetszdleges
kérnyezetén kivil csak véges sok eleme van a sorozatnak.

Példak:
1. A 27" sorozat hasonloan viselkedik, mint az % sorozat; szigoriian monoton
csOkkend, de minden tagja pozitiv, valamint ha n elég nagy, a 0-t tetszéle-

gesen megkozelitheti, konnyen igazolhato, hogy lim 27" = 0.
n—oo
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2. Nem feltétleniil kell monotonnak lennie a sorozatnak, hogy konvergens le-
gyen; a % sorozat semmilyen értelemben véve sem monoton (s6t valtakozo

elgjeli), de belathato, hogy tart a 0-hoz.

3. Nyilvan nem minden sorozat konvergens; a (—1)" sorozat példaul ilyen, hi-
szen ha barmilyen valés szam koriil egy, vagy anndl kisebb sugarta kérnyeze-
tet vesziink, rajta kiviil garantaltan végtelen sok pont lesz. Nem tart tehét
egyetlen valos szdmhoz sem, vagyis nem konvergens.

4. Ha b, = 0, vagyis b, a konstans 0 sorozat, nyilvan konvergens lesz és tart
a 0-hoz, ugyanis b,-nek a 0 tetsz6leges sugarid kornyezetén kiviil véges sok
tagja van (nevezetesen egy sem). Hasonlot mondhatunk tetszéleges konstans

sorozatra is, ezért Vb € R esetén lim b = b.
n—o0

< ,0 .

A konvergens sorozat definiciojaban szerepel a hatarérték fogalma is. Vajon
tudnénk-e olyan fogalmat alkotni a konvergenciira, amelyben nem szerepel az a
bizonyos ,,a” szdm? Ez a gondolat vezet el az alabbi tételhez.

2.4. Tétel (Cauchy-féle konvergencia-kritérium). Az a, sorozat pontosan akkor
konvergens, ha ¥Ye > 0-hoz Ing € N, melyre ¥Yn, m > ng esetén |a, — a,| < €.

Ez a tétel egy tjabb sziikséges és elégséges feltételt ad sorozat konvergenci-
ajara. Az igazsag az, hogy a sorozatok elméletének altalanosabb targyalasiaban,
amikor sorozatokon nem valos szamsorozatokat értiink, esetleg mas tavolsagfogal-
mat hasznalunk, csak a tételben szereplé egyik allitds igaz; a konvergens soro-
zat Cauchy tulajdonsagi, de a megforditds nem mindig igaz. Példaul, ha soro-
zat definiciojaban a sorozat értékkészletébdl kivessziik a 0 szamot, akkor ebben
a rendszerben az % sorozat nem konvergens, de a Cauchy tulajdonsiga nyilvan
megmarad.

Tekintsiik most az ¢, = n sorozatot. Nyilvan nem tart egyetlen valos szamhoz
sem, de nem is ,ugral” olyan Ossze-vissza, mint a nem konvergens (—1)" soro-
zat. Erezziik”, hogy ¢, ,tart a végtelenbe”. A most kivetkezd definicioval ennek
szellemében egészitjiik ki a konvergencia fogalmat.

2.13. Definicio. Akkor mondjuk, hogy az a, sorozat tart a végtelenbe, ha VK € R-
hez Ang € N, melyre VYn > ng esetén a,, > K.

Jelolés: lim a,, = oo.
n—r0o0

Hasonloképpen definidlhatjuk a ,minusz végtelenbe tartis” fogalmat.

2.14. Definicidé. Akkor mondjuk, hogy az a, sorozat tart a minusz végtelenbe, ha
Vk € R-hez dng € N, melyre Vn > ng esetén a, < k.

Jelolés: lim a,, = —oc.
n—oo

A végtelen” fogalmat csak olyan szokapcsolatokban hasznaljuk (példaul va-
lamely sorozat tart a végtelenbe), melyekben szerepét jol meghatérozott modon
definialtuk.

A végtelenbe vagy minusz végtelenbe tartast szokas tagabb értelemben vett
konvergenciaként emlegetni.
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2.15. Definicié. Ha egy sorozat nem tart semmilyen valds szamhoz (nem konver-
gens szikebb értelemben) és nem konvergens tdgabb értelemben sem, divergensnek
nevezzik.

Meg kell jegyezni, hogy van olyan felépitése a hatarértékszamitas elméleté-
nek, melyben a tagabb értelemben konvergens sorozatokat is divergensnek neve-
zik. Mindkét felépitésnek vannak el6nyei és hatranyai is. Mi tehéat a tovabbiakban
konvergensnek azokat a sorozatokat fogjuk nevezni, amelyek vagy tartanak egy va-
16s szdmhoz, vagy a plusz, minusz végtelen valamelyikéhez. Félreértések elkeriilése
végett — ha sziikséges — a valds szamhoz tarté sorozatokra a ,sziikebb értelemben
véve konvergens” kifejezést fogjuk hasznalni.

Maximat jo eredménnyel hasznalhatjuk sorozatok hatarértékének kideritésére.
Hasznaljuk a limit fliggvényt. A végtelent az inf, a minusz végtelent a minf
(vagy a -inf) jeloli.

) 2n
lim
n—oon + 1

(%i1) limit(2*n/(n+1) ,n,inf);

(%o1) 2
lim —n — n?
n—oo

(%12) limit(-n-n**2,n,inf);

(%02) —oo

[wxMaxima tipp}

A wxMaxima az ,Analizis” menii ,Hatarérték szamola-
sa...” almeniijében biztosit lehetGséget a 1imit fiiggvény
egyszer( hasznalatara.

2.4.2. Hatarértékre vonatkozo elemi tételek

2.5. Tétel. Ha eqy sorozat tart a plusz vagy minusz végtelenbe, nem lehet korldtos.
Ennek a megforditasa sem igaz; 1étezik divergens sorozat, mely nem korlatos.
Példak:

1. Ahogy mar volt sz6 rola, az n sorozat tart a végtelenbe, rdadasul szigortian
monoton noévekvé modon.

2. Nyilvan a minusz végtelenbe tart a —n sorozat, szigortan monoton csokken-
ve.

3. A (—1)"n nem korlatos, divergens sorozat.
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Osszetettebb példak bemutatasara késsbb keriil sor.
Eddig arrol volt sz6, hogy létezik, vagy nem létezik egy sorozatnak hatarértéke.
Ha létezik hatarérték, létezhet tobb is? Nem.

2.6. Tétel. Ha eqy sorozat konvergens, akkor eqy hatarértéke van.

Hasznos tulajdonsag allapithatdé meg monoton korlatos sorozatokrol. Neveze-
tesen:

2.7. Tétel. Ha eqy sorozat monoton csokkend és alulrol korldtos, akkor konvergdl
a pontos also korldtjdhoz.

Hasonléan:

2.8. Tétel. Ha eqy sorozat monoton névekvd és feliilrél korlatos, akkor konvergdl
a pontos felsd korldtjihoz.

Példaul az % sorozat monoton csokkend (valojaban még az is igaz, hogy szigorian
monoton csokkend), alulrol korlatos, pontos alsé korlatja a 0, tart is oda.

Talan meglepd lehet, de véges sok (akar nagyon sok) tag megvaltoztatéasa (el-
hagyésa, hozzairasa, kicserélése) nem valtoztatja meg a sorozatok néhany jellem-
zGjét, mint példdul a korlatossagot és a konvergencidt. FEz azt jelenti, hogy ha
véges sok tagot megvaltoztatunk egy sorozatban, ha korlatos volt, az is marad, ha
nem volt korlatos, tovabbra sem lesz az, ha divergens volt, tovabbra is az lesz, ha
konvergalt — akarmilyen értelemben —, ezutan is konvergens lesz, s6t, ugyanoda
fog tartani. Példaul tekintsiik az alabbi sorozatot:

4 — —13, ha n < 1.000.000
" L egyébkeént.

Mindegy, hogy mi torténik a sorozattal eleinte (most konkrétan az els6 egymillio
tagja —13-mal egyenld), ha a végén ugy is az % fog dominélni, tehat lim d,, =

n—o0

lim L = 0. Mivel az = sorozat korlatos, d,, is az lesz, bar als6 korlatja —13, mig
n—oo

az % sorozaté 0, és a valtoztatas a monotonitast is ,elrontotta’.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy sok esetben elegendd, ha bizonyos tulajdonsag
majdnem mindig teljesiil, amin azt értjiik, hogy legfeljebb véges tagot leszamit-
va teljesiil.

T6bb sorozat egymashoz vald viszonyat targyaljak a most kévetkezd tételek.
2.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy nlggo a, = a és lim b, = b. Ha a, < b, majdnem

n—oo

mindig, akkor a < 0.

A tételben szerepls a és b tetszGleges valos szam, s6t oo vagy —oo is lehet. Fontos
tudni, hogy ha a, < b, teljesiil majdnem mindig az el6z6 tételben, akkor abbol
ugyanigy csak a < b kévetkezik, nem pedig a < b. Példaul 0 < % fennall Vn € N-
re, de 0 = lim 0 £ lim % = (0. Ebbdl a tételbdl kovetkezik az alabbi allitas.

n—0o0 n—0o0

n—o0

2.10. Tétel (Rendér-tétel). Tegyik fel, hogy lim a, = x = lim ¢,. Ha a, <
n—oo

b, < ¢, majdnem mindig, akkor lim b, = x.
n—oo
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Az x itt is jelolhet tetszéleges valos szamot, vagy a oo, —oo szimbolumok
valamelyikét.
A Rendér-tétel egy hasznos technikai segédeszkozhoz vezet.

2.11. Tétel. Tegyiik fel, hogy lim a, = 0 és b, korldtos sorozat. Ekkor fenndall
n—oo
lim a,b, = 0.
n—oo
Vegyiik észre, hogy a b, sorozattél nem koveteltiik meg a konvergenciat. Legyen
példaul a, = % és b, = sin(n). Nyilvan lim a, = 0 és b, korlatos (és mellesleg
n— oo

divergens, de ez most nem érdekes). Ekkor a tétel allitasa alapjan lim % = 0.
n—oo

Ugyanez a Rendér-tétel alapjan: lim —+ =0 = lim 1 & —1 < ) < 1 piatt
n—oo M n—oo ™ n n n

kovetkezik lim Smnﬂ = 0.
n—oo

2.5. Részsorozat
Ismerkedjiink meg a részsorozat fogalméaval.

2.16. Definicid. Legyen a,, tetszdleges sorozat. Akkor mondjuk, hogy a b, sorozat
az a, sorozat részsorozata, ha dc, : N — N szigoriian monoton névekvd sorozat,
hogy b, = a., teljesil Vn € N esetén.

Példak:
1. Az % sorozatnak az qu sorozat részsorozata, hiszen lathato, hogy az

111111

727374’5’6777"‘
tagok koziil ily modon kivalasztottuk a paratlan indext tagokat:

11111 1

Ez esetben ¢, = 2n — 1.

2. Ugyanennek az % sorozatnak az :,%n sorozat egy masik részsorozata. Itt ¢, =
3n, ami azt eredményezi, hogy csak minden harmadik tag maradt meg az

eredeti sorozatbol.

A fenti példakbol kitiinik, hogy a definicioban szereplé ¢, sorozat szigoru mono-
tonitasara azért van sziikség, hogy az eredeti sorozat legfeljebb olyan értelemben
valtozzon meg, hogy elhagyunk a tagjai koziil, de a megmaradok sorrendje ne
modosuljon.

Lassunk néhany egyszer(, részsorozatokra vonatkozo tételt.

2.12. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor korldtos, ha minden részsorozata korld-
tos.
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Egy alulrol korlatos sorozat also korlatja also korlatja lesz minden részsorozaté-
nak, egy feliilr6l korlatos sorozat felsé korlatja fels§ korlatja lesz minden részso-
rozatanak, de ezek az allitasok forditva nem igazak. Lehet kiilénb6z6 egy sorozat
és részsorozatanak pontos alsé és pontos felsé korlatja, bar ha a sorozat konver-
gens is, legalabb egyik (vagy a pontos also, vagy a pontos felss korlatja) meg fog
egyezni.

2.13. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor monoton valamilyen értelemben, ha min-
den részsorozata monoton ugyanabban az értelemben.

2.14. Tétel. Eqy sorozat pontosan akkor konvergdl valahova, ha minden részso-
rozata konvergens és ugyanoda konvergdlnak.
Példak:

1. A sin (nZ) sorozat részsorozata a sin (nm) = 0 (minden masodik tagot va-
lasztottuk ki) és a sin ((4n —3)Z) = 1 (az els6, majd minden negyedik
tag adja a részsorozatot) valojaban konstans sorozat is. Az els§ sorozat igy
0-hoz, a masodik 1-hez tart. Ebbd&l kovetkezik, hogy az eredeti, sin (n%)
sorozat divergens.

2. Az n++1 sorozat az % sorozat részsorozata, hiszen a négyzetszam indext

tagok utan kozvetleniil kovetkez6 tagokat valasztottuk ki:
l!r11r1r1111 1 1 1 1 1 1 1 11

'2737°4°5°6° 7897107117127 137147157167 1718~

Mivel lim + =0, ezért lim —lt =0 is fennall.
n—oo n—o0
2.15. Tétel (Bolzano-Weierstrass-tétel). Korldtos sorozathdl mindig kivdlaszthato

valamilyen valos szamhoz konverqdlo részsorozat.

2.16. Tétel. Felulrdl nem korldtos sorozatbol mindig kivdlaszthato végtelenhez
konvergdlo részsorozat.

2.17. Tétel. Alulrol nem korldtos sorozatbol mindig kivdlaszthato minusz végte-
lenhez konvergalo részsorozat.

Ha a sorozatok eleve konvergensek a kivant értelemben, a tételek allitdsai semmit-
mondoéak. Egyéb esetekre nézziink néhany példat:

1. A (—1)™ divergens, de korlatos sorozat részsorozata az azonosan 1 (igy 1-hez
tarto) sorozat, ami az eredeti sorozat minden mésodik tagjat tartalmazza.

2. A (—2)" divergens, de sem feliilrél, sem alulrél nem korlatos sorozat rész-
sorozatai a 4" végtelenhez tarté és a —2 - 4"~! minusz végtelenhez tart6
sorozatok.

2.6. Miiveletek és hataratmenet

Elemi miveleteket hasznalva (Gsszeadds, kivonas, szorzas, osztas, hatvanyozas)
egyszer( sorozatokbol Osszetett sorozatokat képezhetiink. Ha ismerjiik az alapul
vett egyszerii sorozatok hatarértékeit, kovetkeztethetiink a bel6liik képzett kifeje-
zések hatarértékére a kovetkezé allitdsok segitségével. Lassuk tehat melyek azok
az esetek, amikor a miivelet és a hataratmenet sorrendje garantaltan felcserélhetd.
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2.6.1. Az alapeset

2.18. Tétel. Ha lim a, = a, lim b, =b és a,b,c € R, akkor

n—oo n—oo

1. lim ca, = ca,
n—oo

2. lim a, +b, =a+0b,

n—o0

3. lim a, — b, =a —b,
n—oo

4. lim a,b, = ab,

n—o0

5. ha b+# 0 ésVn € N-re b, # 0, akkor lim %= =

an
n—o00 bn

>

2

6. ha a®> +b* # 0 és Vn € N-re a,, > 0, akkor lim al» = a’.
n—oo
Az utols6 két szabalynal feltételekre volt sziikség. Bizonyos esetekben ezen
feltételek nem teljesiilése esetén is létezni fog a kifejezés hatérértéke, valamint
szamos szabaly érvényben marad akkor is, ha a vagy b (esetleg mindketts) valos
szam helyett a oo, —oo szimbolumok valamelyike.

2.6.2. ,Szamolas a végtelennel”

A cimben szerepld idézéjel nagyon is indokolt. A végtelen ugyanis nem szam,
szamolni sem lehet vele. El6fordul azonban, hogy szamolhatunk végtelenhez tarto
sorozatokkal. Igazak ugyanis az alabbi allitasok.

2.19. Tétel. Ha lim a, = oo, lim b, = o0 és lim ¢, = ¢ € R, wvalamint
n—00 n— 00 n—0o0

lim d, =d, ahol ¥Yn € N-re d,, > 0, akkor

n—oo

1. lim a, + b, = o0,
n—oo

2. lim a, + ¢, = o0,
n—oo

3. lim a,b, = oo,
n—o0

/. lim ayc, = o© ,hac>0
TnSeo 0 —oo ,hac< 0’
5. lim &% =0,
n—0o0 Ay
. J oo ,had>1 (eztartalmazza a d = oo esetet is)
6',3520%_{0 L ha0<d<1 '

A tételben szerepld allitasok egy részét szokés roviditve, szimbolikusan is hasz-
C s c
nalni, példaul co + ¢ = o0, co+ 00 = 00, 0 -0 = 00, — = 0, 0> = 0.

00
Hangsulyozzuk, ezek csak szimboélumok, a fenti allitasok roviditett formaéi.
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2.6.3. Hatarozatlan alakok

A hatarozatlan alakok a matematikai analizis legkiilonosebb, egyben leghasz-
nosabb objektumai. Megértésiik nélkiil nincs esélyiink akarcsak egy kicsit is el-
mélyedni a hatarértékszamitas rejtelmeiben. De nemcsak a konvergens sorozatok
elméletében, hanem a differencidl és integralszamitas megalapozasaban is nélkii-
16zhetetlenek.

Lassuk tehat mirdl is van sz6. Az el6z6 paragrafus jeldléseit hasznalva hataro-
zatlan alakok a co—o0, 2, 8, 0%, 0°°, 00?, 1% szimbo6lumokkal jelslt objektumok.
Fontos hangsilyozni, hogy az itt szerepls 0 és 1 sem szamokat, hanem 0-hoz, il-
letve 1-hez tart6 sorozatokat jelol, ugyandgy, mint ahogy a oo szimboélum oco-hez
tarto sorozatot.

Hogy miért is nevezziik példaul a oo — oo-t hatarozatlan alaknak? Azért, mert
csupan abbol a ténybdl, hogy a, — oo és b, — oo, még semmit nem tudunk
mondani az a,, — b,, sorozat hatarértékére nézve.

A kovetkezd példakban a,, — oo és b, — oo, kiilonbségiik hatarértéke mégis mas
és mas, sét, az utols6 példaban a hatarérték nem is 1étezik.

1. Ha a, = 2n, b, = n, akkor a,, — b, =n — o0,

2. ha a, =n+c¢, b, =n, akkor a,, — b, = ¢ — ¢, ahol ¢ € R tetszbleges,

3. ha a, = n, b, = 2n, akkor a,, — b, = —n — —00,

4. ha a, =n+ (-1)", b, = n, akkor a,, — b, = (—1)" divergens.

To6bb-kevesebb nehézséggel hasonld példéakat lehetne gyartani minden hataro-
zatlan alakhoz.

A gyakorlatokon targyalt hatarértékszamitas feladatok altalaban valamilyen
hatarozatlan alakua kifejezés vizsgalatat igénylik. A megoldas tipikus menete az,
hogy atalakitjuk a kifejezést nem hatarozatlan alakiva és ekkor a hataratmenet
és mivelet sorrendjét felcserélve konnyedén kikalkulaljuk az eredményt, esetleg a
megoldés soran felhasznalunk més egyéb tételt is.

2.7. Néhany nevezetes sorozat konvergenciaja

Az alabbi tétel néhany allitasat mar ismerjiik, a tobbi része is ismert eseteket
altalanosit.

2.20. Tétel.

— 00 ,hag>1
— 1 ,hag=1

g < —0 ,ha —1<qg<1
divergens és korldtos ,hag=-—1

divergens és nem korldatos , ha g < —1.

Példak:



44 2. FEJEZET. SOROZATOK

3-5”—|—(—1)”:3-(%)”+(—%)”_>3-oo+():
2" +2 14+2-(5) 1+2-0

—_

, 32t o100 G+ ES -4 3()" 48— 100()"
Dol (=224 2 GO L o (1) — (—g) 4 2

4”L 4’7’L
3.0+48-100-0

1
—5:0—-0+2
Bt (=2)"+1 () (=" ()"  04+0+0
Pl @D Q) 04040
3" —6" () —1 0—1
4. ( ;n + ;n ) = ( 31) (2<>n3) divergens, hiszen —g < —1 miatt a paros
- A3
indexd tagok a végtelenbe, a paratlan indextiek a minusz végtelenbe tarta-
nak.

A megoldasok soran tobb korabbi tételt is felhasznaltunk. Az eredeti kifejezések

tobbnyire 22 tipusiak voltak, és addig alakitottuk &t Gket, amig meg nem sztintek

hatarozatlan alakdak lenni. Az atalakitas elve az volt, hogy megkerestiik a nevezd

dominéns tagjat — a legnagyobb alapt exponencidlis tagot — és azzal osztottuk be

a nevezG6t és a szamlalot egyarant. Ily modon nem valtozott a tort értéke, viszont

el6tiintek 0-hoz tartod tagok.

2.21. Tétel. lim {/n = lim /c=1, ahol ¢ > 0 valds szam, és lim V/n! = co.
n—oo n—oo n—oo

Az els6 és utolso sorozat példa a oo tipust hatarozatlan alakra.

Ismert, hogy ha > 0 és a > 1, akkor lim n* = lim a" = lim n! = oo,
n—oo n—oo n—oo

mégsem azonos ,sebességgel” tartanak a végtelenbe. A polinomialis, az exponen-
cidlis és a faktorialis novekedés iitemének mindségi kiilonbségét mutatjak az alabbi
hatarértékek.

n

2.22. Tétel. Legyen o € R és a > 1. Fkkor lim C_im =

n—oo N n—oo Q"

Valdjaban a masodik egyenl6tlenség az a > 0 feltétel teljesiilésével is fennall.
|

A tétel egyszeri kovetkezménye, hogy lim ™ _sois teljesiil. A feladatok

n—oo N
megoldasa soran gyakran hasznélt szimbolikus é = (0 azonossig miatt a tétel
n a” n
feltételeibgl lim — = lim — = lim — = 0 is kovetkezik.
n—oo Q" n—oo N n—oo !

A konnyebb megjegyezhetéség kedvéert irjuk fel a fenti tényeket az alab-

bi alakban is. Ha bevezetjiik az kévetkezs jelolést: x, < vy, jelentse azt, hogy

lim 22 — o0, az a € R és a > 1 feltételekkel

n—o0 Iy,

n® <« a* <«n!

A legutobbi példacsoport megoldasi elvét hasznalva:

6-221 4741 3+i4+(H" 34040 3

1. —
4+l 13n2 4-13% 4-13.0 4’
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5 3 DI+ 2 413023 —1 3(n+1)+28 + 13207 — L
—2n! 4 210" a —24 24¢
3-00+2-0+13-0-0
— = —o0.
~2+0

1 n
2.23. Tétel. Az (1 + —) sorozat szigoriian monoton névekvd és felilrdl korld-
n

tos.

Ebbél kovetkezik, hogy létezik véges hatarértéke.

1 n
2.17. Definici6. Az <1 + —) sorozat hatarértékét e-vel jelolyik.
n

2.24. Tétel. Legyen c € R tetszdleges konstans. Ekkor lim (1 + E) = e“.

n—oo n

Most egy 1°° tipusi hatarozatlan alakd sorozatra lathattunk példat.

Az e neve Euler-féle szam. Ertéke koriilbeliil 2, 7182, valojaban irracionalis
(nem szakaszos tizedes tort), s6t transzcendens szam, ami azt jelenti, hogy nem all
el raciondlis egyiitthatés polinomegyenlet gydkeként. Az e a matematikai analizis
legfontosabb konstansa, hasonléan fontos szerepet jatszik, mint a geometriaban a
7, ami mellesleg szintén transzcendens. Gyakran hasznéaljuk a In z = log, z jel6lést.
Az Inz fiiggvény neve természetes alapt logaritmus fiiggvény.

Az e (jele a Maximaban az %e) alapt exponencialis fiiggvény az exp.

62

(%i1) float(exp(2)); float(%e”2);
(%o1) 7.38905609893065
(%02) 7.38905609893065

A Maximéban logaritmusfiiggvénybdl csak a természetes alapid van meg eleve,
ez a log fiiggvény.
Ine

(%13) log(%e);
(%o3) 1
Természetesen lehetGségiink van mas alapt logaritmussal is szadmolni, az ismert

Lattérés més alapu logaritmusra” képletet hasznélva.

In8
1 = —
08, 8 In2

(%14) float(log(8)/log(2));

(%04) 3.0
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Mivel mar tudunk fiiggvényt definialni, egyszertien elkészithetjiik a kivant ala-
pu logaritmusfiiggvényt. Lassunk erre egy példat:

Inz
In2

(%i5) log2(x):=float(log(x)/log(2))$

logy x 1=

log, 8
(%16) log2(8);

(%o6) 3.0

Az 1°° tipusu hatarértékeket altalaban visszavezetjiik az (1 + %)n sorozatra.
Példék:

1. Egyszert szamitasokkal

—8n

2n — 4 —8n -5 (2n+1) 575 _5 2n+1 %
=(1 [ (
(2n+1> ( +271—1—1) < +2n—|—1>

2n+1

—5\"
— e hiszen ez a |1+ —
2n+1 n
sorozat egy részsorozata, valamint felhasznaltuk, hogy

— (e7®) 7" = €20, mivel (1 +

—8n =8
n+1 2+1

2
2. (1 + —) = ((1 + —) ) > 2" — oo (felhasznaltuk <1 + —> szigoru
n n n

monoton novekedését), ahonnan a 2.9. Tétel alapjan konnyi latni, hogy

— —4,

2
1 n
(1+—) — 00.
n

azonossag és az el6z6 példa eredménye miatt

2
1 n
(1 — ) — 0.
n+1
A Maxima felismeri az ismertebb nevezetes hatarértékeket, igy az Euler-féle

szamot 1s. ~x
lim (1 + —)
n—o0 n

(%1i7) 1limit((1+1/n)"n,n,inf);
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(ho7) %e

o (2n—4\ "
lim

(%18) 1imit (((2*n-4)/(2*n+1))"(-8*n),n,inf);

(%08) %e*

2.25. Tétel. Legyen k,l € N, ay,...,ax,by,...,0 € R és apb; # 0. Ekkor

0 ,ha k<l
oanfFT apnf P agn + i ,hak=1
lim -1 -2 =4 b
n—oo Ont~t b n' T2+ ban + by oo ,hak>1ésapb >0

—00 , hak>1ésaib <O0.

Ez a tétel — amely 2 tipust sorozatokkal foglakozik — annyit mond ki, hogy egy
polinom/polinom tipusu kifejezés hatarértéke 0, ha a szamlalo fokszama kisebb
a nevezdjénél, a f6egyilitthatok hanyadosa, ha a szamlalo és nevezd azonos foki,
valamint ha a szamlalo fokszama nagyobb a nevez§jénél, akkor végtelen vagy
minusz végtelen aszerint, hogy a fGegyiitthatok elGjele megegyezik, vagy nem.

Példak:

. 3n? 4+ 22n7 — 100
1. lim = —00
n—oo —2n22 — 22n14 + 3n

o 3n® 42207 — 100
2. lim =
n—oo 2122 — 22n14 4 3n

. 3n?3 4+ 22n7 — 100 3
3. lim = ——
n—oo —2n23 — 22n14 1 3n 2

. 3n23 + 22n7 — 100
4. lim =
n—oo —2n22 — 22n24 4+ 3n

Legtobbszor a fentiekhez hasonlo, de nem pontosan polinom/polinom tortfiigg-
vény kifejezések hatéarértékének kiszamolasa sem reménytelen feladat. Példaul

. 3 11
3nf 20’411 T2 04240
—2VnT —VAn'+3n =2 _ Jy1 3 0—-V4+0
n4 n
itt is az volt, hogy a nevez&ben megkerestiik a legnagyobb rend( tagot — ez most
n? volt, hiszen egy negyedfoki tag volt a gyok alatt — és ezzel osztottuk be a
szamlalot és a nevezdt. Lathatjuk, hogy ilyen tipusi kifejezések hatarértékének

kalkulaldsara is hasznalhatjuk az el6z6 tétel elvét — ez esetben a hatarérték a
f6egyiitthatok hanyadosa lett.

= —1. A szamolas elve
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Végiil nézziink két példat kezdetben co — oo hatarozatlan alakd kifejezés ha-
tarértékének szamolasara.

Az els6 példaban az (x — y)(z +y) = 2% — y* azonossagot hasznaljuk, hogy
megszabaduljunk a hatarozatlan alaktol, mig a masodikban k6zos nevezére ho-
zunk, igy vezetjiik vissza kifejezésiinket egy = tipusi polinom/polinomra, mely
hatarértékének szamolasara tételt ismeriink.

vn2+1l+n n?+1-—n?
L. vVn2+1l—-n=(vn?’+1-—n =
( )\/n2+1+n Vvn2+1+n

1 1
:——)—:O7
vn2+1l+n 00
5 3n? _2n2+n—1_—n2+7n—1_>_1
" 6n—1 n+1  24n2+2n—1 24"

A 4.5. fejezetben példékat lathatunk az eddig még nem targyalt hatarozatlan
alakokra is.

2.8. Feladatok

1. Vizsgalja meg monotonitas és korlatossig szempontjabdl az aldbbi soro-
zatokat! Ha konvergens, szamolja ki a hatarértékiiket, valamint keressen
g = 0,01-hoz kiiszobindexet!

6n —1
(a) Ap =
2n+3
2 — 3
b) b, =
(b) b 2n —9
—n?—-1
)
n
d) d, =
(d) R

(e) e, =vVn?>—1—n
2. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékeit!
o2n? —3n2+1
(@) —5——
n’+1
(b) vVn+1—+/n—-1
© 2 — 3"+ 2n+Vnt+ 7
n?+1

n 1\ 201
() (2n+2>

(e) 23n+3 + €3n+2 + n132n+3
8n—1 — 7hn

om+ 3\
(f)
2n + 2
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3n?+1 1 —n?

(g)

2n —1 +2n—1
n?+vnd3+2

() /202 + 5v/n®

49
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3. fejezet
Sorok

3.1. Véges és végtelen 0Osszegzés, példak
Legyen a,, tetszéleges sorozat és [ < k természetes szadmok. Az

ar+ a1+ -+ ag—1 + ag
k

Osszegre a » . a; jelolést fogjuk hasznalni.
i=l

n
3.1. Definicib. Legyen a,, tetszdleges sorozat. Az S, = > a; szdmot az a,, soro-

1=
.

1
zat n-edik részletosszegének, S, sorozatot az a, sorozat dltal generdlt sornak, a,
szdmot a sor n-edik tagjanak nevezzik.

Sorozatok véges Osszegzésére (vagyis az n-edik részletosszeg kiszamitasara is)
a Maxima a sum eljarast hasznalja. Példaul

10
P 4100 =) 4
i=1
értéket igy kaphatjuk meg:
(%i1) sum(i~3,1,1,10);

(%o1) 3025

Komputeralgebrai rendszeriink egészen jol tud (véges) formalis Gsszegekkel
banni. Tekintsiik az alabbi (latszolag) n-tdl fiiggs kifejezést (sorozatot):

k3

M=

k

I
—

NE

(%12) sum(k”3,k,1,n)/(sum(k,k,1,n))"2;

o1
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S
(ho2) *—
(&%)
k=1
A simpsum eljarast hasznélva az dsszegeket zart alakban kapjuk meg. Figyeljiink
a szintaktikara; a kifejezés utan vesszd van!

(%13) %, simpsum;

[) n*4+2n34n2
(tho3) 2rinte?

Aztan némi alakitas utan megkapjuk, hogy valojaban ez az azonosan 1 sorozat.

3.2. Definici6. Legyen a,, tetszdleges sorozat és S, az a, sorozat dltal generdlt sor.

A lim S,, hatdrértéket — ha létezik — a sor dsszegének nevezzik. Ha a hatdrérték
n—oo

nem létezik, a sort divergensnek nevezzik.

oo
Jelolés: lim S, = lim Z a; = Y a,. (Ha sziikséges, az Osszegzést termeészetesen
n—oo TL—>OO

nem csak 1-t6l, hanem nagyobb természetes szamtol is kezdhetjiik.)

3.2. Feladatok

Példak:
1. Mivel
(1=2-1
1+32=2-3
Lo ,
l+i4+5++5=2—5
AR = T 1,1 1Ly 1 1y _
ezertnz::lzn,1 fn11_>r£10(1—|—§+1+---+2n—,1) —7111_%0(2—2”—,1) =2-0=2.
2. Vizsgéljuk meg a ) % sor, nevezetesen a harmonikus sor 0sszegét. Konny
n=1

latni, hogy

1 1 19

21+ +10>101|_ +10_110 90 9
q+' + 10 > 1m+'“+ﬁafm6;@ .
—_ e o o —_— e e — = )
101+ +1000 1000+ +100_ 1000 ~ 10

igy
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Z% Fh+ D) E e D) (e ) e >
T—i—%—i— —|—10+ 1+7}L1£10(n%):1+% 00 = 00, vagyis
n=1
3. Mivel k2 = % — ﬁ, ezért az igy kapott ,teleszkop’-Osszeggel szamolva
DI o e R e R e R Rt
Lt lm1-gh=1-0-
4. Ha 0 < o € R, akkor §1#<oo. Ha a = 1, az ugynevezett kvadratikus

sort kapjuk (,,bézeli probléma”). Konkrétan

=1 T

) .
n 6
n=1

A Maxima elboldogul bizonyos nevezetes sorokkal, a kvadratikus sorral is.

(%15) sum(1/n"2,n,1,inf);

(%05) Z%
(%16) %, simpsum;

(%o6) =
Ha azonban kicsit mas forméban kapja ugyanazt a feladatot, abba beletorik

a bicskaja.
2 o Te

n=2

(%i7) sum(1/(n-1)"2,n,2,inf);

(%ho7) Z

1)2

(%18) %, simpsum;

(%08) Z

n2—2n+1 2n+1
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Lam, ezzel az alakkal nem tud mit kezdeni. Altalaban sajnos elmondhato,
hogy a Maxima végtelen formélis 6sszegzésekben elég gyengén teljesit.

Gyakorlati szamitasoknal azonban sokszor elegendd a kozelité megoldas.
Példaul nézziik meg, mennyire kozeliti az elméleti 7TFQ—ot a 100.000-ig tar-
to Osszegzés. (Ha nem tul erds gépiink van, el6szor probalkozzunk kisebb
szammal, mert a szamolas lehet hogy til sokaig fog tartani!)

100000
2 1

6 (n—1)2

(%19) float(abs(%piq~2/6-sum(1/(n-1)"2, n, 2, 100000)));

(%09) 1.0000049999847604 x 10~°

Vagyis a kapott eredmény négy tizedesre pontos, ami jonak mondhato.

5. Tekintsiik a > (—1)" = -14+1—-1+41—1+--- sort. Vegyiik észre, hogy
n=1
Sopn_1 = —18és 5y, =0, igy S,, divergens, ami a sor divergencidjat jelenti.

[wxMaxima tipp}

A véges és végtelen sorok Osszegének szamolaséara alkal-
mas sum eljards wxMaxima hasznalata esetén az ,,Ana-
lizis” menii ,Osszeg szamitas...” almeniijeként érhetd el.

3.3. Mértani sor

Kozépiskolas tanulméanyainkbol ismerhetjiik a mértani sorozatot. Az a,, soro-
zatot mértani sorozatnak neveztiik, ha szomszédos tagjainak hanyadosa allando,
vagyis ha d¢ € R, melyre Vn € N esetén % = ¢q. A ¢ szamot kvociensnek szokas
nevezni. A definicié kizarja az a; = 0 és ¢ = 0 esetek mindegyikét, minden méas
esetben létrejon mértani sorozat, ekkor a, = a,¢" . Egyszer képlet ismert a
mértani sorozat n-edik részletosszegére:

q" —1
h 1
na; ,hag=1

Mivel —1 < ¢ < 1 esetén ¢" — 0, kdnnyd latni, hogy igaz az alabbi tétel.
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3.1. Tétel. Legyen a, = a;q™ ‘. Ekkor

ai

Za“_ 00 ,hag>1ésay >0
n=1

—00 L,haqg>1¢ésa; <0

,ha —1<qg<1

mig q < —1 esetén a mértani sor divergens.

Példék:
o0 2n—1 2t
1. Szamoljuk ki a EISW Osszeget! Mivel ¢ = ?Z_E =5 a sor konver-
22171 6 w6
gens. Az a; = SW =T igy a keresett 0sszeg 1115% =35 Ugyanez

Maximéaval a koévetkez6képpen fest.

(%i10) sum(3%2~(2*n-1)/(7%5"(n+1)),n,1,inf), simpsum;

6
(ho10) —
35
< 9. (—12)"7 i
2. Vajon mennyi az le Osszeg értéke? Mivel ¢ = W =
n= —gmaT

12
—— < —1, a sor divergens, sordsszegrél nem beszélhetiink. Figyeljiik meg,

hogy az ilyen esetekben a; kiszdmolasa folosleges; az els6 tag nem befolya-
solja a divergenciat.

A divergenciarol a Maxima a kovetkezGképpen tajékoztat.

(%111) sum((9%(-12) " (n-7)/(3"(2#%n+1)),n,1,inf), simpsum;
sum: sum is divergent.

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

o0 n—1 3n

. . . 21 - . +1
3. Keressiik az > Osszeg értékét. A sor konvergens, hiszen ¢ = g’:—fl =
n=3
577,

3 . , . X
5 Mivel most a sor Osszegzése az a, altalanos sorozat harmadik tagjaval

33—1
kezd&dik, a; helyett ag-ra lesz sziikségiink. Az a3 = T Ion igy a
9
9

keresett Osszeg 153 = —

37507
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3.4. Feltételek sorok konvergenciajara

A sorokkal kapcsolatos legfontosabb kérdések hogy konvergensek-e, és ha igen,
véges-e az 6sszeg. Nagyon specidlis sorozatok esetén a konkrét dsszeget is kiszamol-
hatjuk. Sorok Gsszegének szamoléasa az egyszert eseteken kiviil (teleszkop Gsszeg,
mértani sor) altaladban igen nehéz feladat, meghaladja jegyzetiink kereteit.

Felmeriil a kérdés, mi a sziikséges és elégséges feltétele egy sor konvergenciaja-
nak, és ha az Osszeg létezik, mikor lesz véges. Sajnos nincs egyszerii valasz ezekre
a kérdésekre. Az egyik irany — a sziikséges feltétel — azonban kénnyen elintézhetd,
ugyanis egyszerti meggondolasok alapjan konnyt latni, hogy igaz az alabbi tétel.

3.2. Tétel. Ha az a, sorozat dltal generdlt sor konvergens és haldrértéke véges,
akkor a,, — 0.

Tehat ha a sor altalanos tagja nem tart O-hoz, a sordsszeg — még ha létezik is,
— véges nem lehet.

Példak:
1. A (—1)" sorozat divergens és » _ (—1)" is az.
n=1
: n+1 : n+l X :
2. Tudjuk, hogy —— — 1. Viszont > > > 1= lim n = oo, ahonnan
n n=1 N n=1 Nn—00
< n+1 . . . , I .
> = oo kovetkezik. (Az igazolashoz sziikséges a 2.9. Tétel, vagy a
n=1 n

késébb kimondasra keriil6 3.9. Tétel.)

Sajnos a tétel megforditasa nem igaz. Példaul elég meggondolni, hogy mind a
harmonikus, mind a kvadratikus sor altaldnos tagja 0-hoz tart, de a harmonikus
sor Osszege végtelen, mig a kvadratikus soré véges.

Specidlis, ugynevezett alternaléd (valtakozo elGjeli sorozatbél szarmazo) sorok-
ol szol a kovetkezs tétel.

3.3. Tétel (Leibniz-tétel). Ha a, monoton csékkend sorozat és a, — 0, akkor a

o0
ST (=1)"a, dsszeg létezik és véges.
n=1

o
A tétel feltételeinek teljesiilése esetén a > (—1)"la, alakt sorokat Leibniz-
n=1

tipust soroknak nevezziik.
Az alabbi tétel a Leibniz-tipusu sorok becslésének fontos eszkoze.

3.4. Tétel. Legyen s, = > (—1)ay egy Leibniz-tipusi sor n-edik részletisszege,
k=1
valamint s, — s € R. Ekkor |s — s,,| < apy1.

Példa:

n (_1)k+1

Tekintsiik az s, = >
k=1

kozelités hibajara! Konny latni, hogy a részletosszeghez tartozo sor Leibniz-

tipust. Az el6z6 tételt hasznalva |s — sgo| < 0,0001.

B részletosszeget. Adjunk becslést az s & sgg
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3.4.1. Miiveletek sorokra

Sorozatokhoz hasonléan a sorokat is Osszeadhatjuk, konstanssal szorozhatjuk,
az alabbi modon.

3.5. Tétel. Ha > a, =S4, Y by = Sy 65 54, Sy, ¢ € R, akkor

n=1 n=1

[e.o]
1. Y. c-a,=c- 5,4,
n=1

2. > an+ by = Sa+ Sp.
n=1

Ha az s,, s, Osszegekre megengedjiik, hogy a oo, —oo szimbolumok valamelyiké-
vel legyenek egyenlGek, a végtelennel, mint szimbélummal valé — sorozatoknal
ismertetett — szamolési elvekkel jarhatunk el, kiilonds tekintettel a hatarozatlan
alakokra.

Nagyon oda kell figyelni a végtelen sorokkal valé szamolésok soran, mert van
néhany tulajdonsag, ami a véges Osszegzésekkel ellentétben nem lesz igaz rajuk.

Ismert, hogy a > (—=1)" = =1+ 1—-1+1—1+--- sor divergens. Viszont

n=1

—14+(1-1)4+(1—1)+--- = —1, ami els6 ranézésre ellentmondasnak tiinik, viszont

valojaban csak arra példa, hogy végtelen sorokat nem mindig zardjelezhetiink at.
Ez meglepd lehet, hiszen véges tag 0sszegzése soran barhogyan is zarojeleziink, az
Osszeg nem valtozik. Ez a probléma valojaban csak divergens soroknél 1éphet fel,
ugyanis igaz az alabbi tétel:

3.6. Tétel. Konvergens sort tetszdlegesen dtzarojelezhetiink, konvergens marad és
az 0sszeq nem vdltozik.

A masik szituacidé talan még ennél is kiiléndsebb. Az aldbbi, dgynevezett
Leibniz-sor Leibniz tipust, igy a sor dsszeg (s-sel jeloltiik) létezik és véges.

i(—mﬂ . 1+1 1+

- 7 @ = — = —_ — = ce. = 8.

— n 2 3 4

Mivel £ > — telJesul Vn € Nere, ezért s = 1 — 1 + (% - D+GE-% >
1—-+0+0+ = 1. Mésrészt s = 14+(—3+3)+(—3+3)+ - < 14+0+04--- =1,
tehat a sor osszeg 2 < s < 1. Most adjuk Ossze s-et és 5-t. Az alahtizassal jelolt

tagok kiesnek, a foléhizassal jelolt tagokbol ketts van.

% — 1_1_}_1_1 1_1_’_2_I+1_i+...
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1
+2—Z+§—§+E”
= 1+1_2.l+1+1_2.1+1 i_Q — 4.
3 4 5 7 8 9 11 12
= (1+l_1>+(1+1_1)+<1 i_1>+
3 2 5 7 4 9 11 ©
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Az atalakitasokat elvégezve végiil lathato, hogy az eredeti sor atrendezését kapjuk,
3s

igy az Osszeg értéke s. Mi van?! Hiszen innen 3 = s, ahonnan s = 0 kévetkezik,
de ez ellentmond a kordbban igazolt % < s < 1-nek! Vajon hol a hiba?

Csak az utolsé lépésben tévedtiink. Azt gondoltuk, hogy ha egy konvergens
sor tagjait atrendezziik, az Osszege valtozatlan marad. Ez nem mindig igaz, ime
a bizonyitas ra. Konkrétan, ebben az esetben a ,,?!” jelekkel megjelolt egyenlGség
nem all fenn. Meglepd, de a végtelen Osszegzésre nem igaz a véges tag Osszeadasara
teljesiil6 kommutativitas torvénye.

Egyébként belathato, hogy a fentiekben s-sel jelolt Leibniz-sor 6sszege ponto-

san In 2.

3.4.2. Abszolut és feltételesen konvergens sorok

Ezeket a példakat dtnézve kiilonosen fontosnak talalhatjuk azokat a sorokat,
melyekkel ilyen varatlan kellemetlenségek nem fordulhatnak el6.

[e.e] oo
3.3. Definicié. A ) a, sort abszolit konvergensnek nevezzik, ha a > |a,| sor-
. n=1 n=1
0sszeq létezik €s véges.
Nem minden konvergens és véges Osszegii sor abszolit konvergens, ahogy azt
az el6z6ekben a Leibniz-sor esetén lathattuk is.

3.4. Definicié. Ha egy sor nem abszolit konvergens, de a sordsszeq létezik és
véges, a sort feltételesen konvergensnek nevezziik.

Tehét a Leibniz-sor feltételesen konvergens.
3.7. Tétel. Ha eqy sor abszolit konvergens, akkor konvergens is, és dsszege véges.

3.8. Tétel. Ha az abszolit konvergens sor tagjainak sorrendjét megudltoztatjuk,
a sor konvergens marad €s dsszege nem vdltozik.

S6t az is igaz, hogy feltételesen konvergens sorok esetén mindig lehet hasonld
anomaliat talalni.

Példak:

1. A Leibniz sor feltételesen konvergens, hiszen az 6sszege In 2, de ha altaldnos
tagjanak abszolut értékét vessziik, az gy keletkez6 harmonikus sor csak
tagabb értelemben konvergens.

o0
2. Ha —1 < ¢g<1,a > a;¢"' mértani sor abszolit konvergens.
n=1

3.5. Pozitiv tagt sorok konvergenciakritériumai

Pozitiv tagu sorok divergensek nem lehetnek, a véges vagy végtelen sordsszeg
mindenképpen létezik. Ha a sorGsszeg véges, nyilvanvald, hogy pozitiv tagi sorok
esetén ez automatikusan abszolut konvergenciat is eredményez.

Ebben az alfejezetben néhany jol hasznalhato elégséges feltételt talalunk arra,
hogy mikor lesz véges, mikor pedig végtelen a sordsszeg.
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3.9. Tétel. (Osszehasonlz’to’— vagy majordns kritérium) Ha a, > b, majdnem
minden n-re, akkor

1. ha > a, < oo, akkor Y b, < oo,
n=1 n=1

2. ha > b, = oo, akkor > a, = cc.
n=1 n=

1

Ha feltessziik, hogy 0 < b, is teljesiil majdnem minden n-re, az is igaz lesz, hogy

a tétel elsé felében Y b, valamilyen valos szam (vagyis nem lehet —c0). Ez a rész
n=1

egyébként annyira ,természetes” (val6jaban a Sorozatok fejezetben 1évg 2.9. Tétel

egyszert kovetkezmeénye), hogy a korabbi példdk bemutatasa soran mar tébbszor

hasznaltuk is.

Példak:

o0 o0 o0
1. Mivel ) 288 > 3™ 1 — o gy 5 2480 — o0
n=1

n=1 n=1
2. Kordbban belattuk, hogy Y —'— = 1. Mivel
n=1

o) o [e.e] o

1 1 1 1
> B ——— _— — —1 —_—
;nQ—I—n ;n2+2n+1 ;(wrl)? +;n2’
rendezéssel ) -5 < 2 adodik. Masrészt 1 = ) —1— < 3 =, igy tehat
n=1 n=1 n=1

=1
1<;$<2.

Ez 6sszhangban van azzal, hogy a kvadratikus sor Gsszege %2.

3.10. Tétel (D’Alembert-féle hanyadoskritérium). Ha a, > 0 majdnem minden
n-re és a, # 0 Vn € N eselén,

. . Qpyl =
1. valamint 3 lim —= < 1, akkor 3 a, < oo,
n—=00  Qp n=1

. . Opg =
2. és ha 3 lim = > 1, akkor 3. a, = oc.
n—oo

n=1

Példak:
2n+1
. o0 on .. 2 . ani1 (n+1)! 2 p ‘
1. Véges-e a 21 o7 Osszeg? Mivel == = il s 0 < 1, ezért a valasz:
n—=

n!
igen.
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(n+1)nt1

2. Mi a helyzet a §1 L Gsszeggel? Mivel et = (";7:1)! = (":i)n = (1+3)"
— e > 1, 1igy az '_Osszeg végtelen. "
Mellesleg ha megvizsgaljuk a i n% Osszeget, azt kapjuk, hogy ez esetben
= 7% = (1 n %)n — < < 1, igy ez az Osszeg véges, amib6l 2% — 0
és mivel a tagok pozitivok, ’;‘L—T — 00 kovetkezik.
o0 n+1
3. Vizsgiljuk meg a ) g Osszeget! Mivel “25 = = il 5 2 <1, ezért
n=1 30

a sor 0sszege véges.

Ha egy sor Osszege a D’Alembert-féle hanyadoskritériumot hasznélva véges-

nek bizonyul, konkrét fels6 becslést is adhatunk annak szamszert értékére.

Jérjunk el igy ezen példa esetén. Mivel Vn € N-re a;—:l = ”S—J;l = % + % <

1
= q, teljesiilni fog Z < Z a gl = oy = 3. Bz esetben az alabbi

n=1 n=1 5

[~

8

= < zr, 1gy belattuk, hogy

ot

1 o0

. . : T
als6 becslés is adja magét: 1 1= => 1
n=

1—
0
<25

il
Il
-

n

=
OJIH

3.11. Tétel (Cauchy-féle gyokkritérium). Ha a,, > 0 teljesil Vn-re,

1. valamint 3 lim /a, < 1, akkor Z ay < 00,

n—oo n=1

oo
. € 3 lim {/ 1 = 0.
2. és ha Jim a, > 1, akkor nz::lan %
Val6jaban ez esetben sem sziikséges okvetleniil minden a,-nek pozitivnak lenni,
véges sok paratlan n-re itt is kivételt tehetiink (, de csak paratlanokra, hiszen
csak ez esetben végezhets el negativ szamokra az n-edik gyokvonas a valos szamok
korében).

Példék:
1. Az el6bb vizsgalt ) 2 Gsszeg végességét a gyokkritérium is hamar megadja:

n=1

’VLn—ﬂ l
\/_ _5—>5<1.

[e.9]
2. Lassuk be ) % végességét! Egyszerd szamitassal kapjuk, hogy /a, =
n=1
v # = Qlﬁ — L =0 < 1, amibdl kovetkezik a kivant allitast.
. n! o

Sem a hanyados-, sem a gyokkritérium nem tud mit kezdeni a Z =, a >0

tipusu sorokkal, hiszen ekkor % = (niﬂ) — 1 (, bar (RLH) < 1 Vn € N) és
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Wa, = (/nza — 1 (, bar 7\1/”1& < 1Vn € N), erre az esetre ugyanis a kritériumok
semmit nem mondanak. Sem a hényados-, sem a gyokkritérium nem hasznalhaté
tehat sem a harmonikus sor végtelenségének, sem a kvadratikus sor végességének
bizonyitasara.

3.6. Feladatok

1. Mennyivel egyenl6ek az alabbi sorosszegek?

n=2

0 24n—2

(b) Z 2232n+7
n=3

2. Mennyivel egyenlGek az alabbi mértani sordsszegek?

4 1
(a) § - g + ..
4 3
b) - ——-+..
(b) = —¢+
3. Végesek-e az alabbi sortsszegek?
= 17n
(a) 31
n=0
o0 3n
(b) ) ==
; (3n)!
= n+ |sinn|
o 3l
n=1

o0

30n)!
(d) Z (201131
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4. fejezet

Fuggvények

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a fliggvények alapvets tulajdonsagairol, valamint hatér-
értékiikrgl és a folytonossagrol lesz szo. Mivel a sorozatok is (és igy a sorok is)
specialis fiiggvények, tulajdonsagaik egyes esetekben hasonléak a fliggvények tu-
lajdonségaihoz, azonban itt az altalanos valos—valos fiiggvényekkel foglalkozunk.

Fiiggvényekkel mar koran, az altalanos iskolaban taldlkozunk olyan megkdze-
litésben, hogy a fliggvény egy hozzarendelési szabdly, egy ,szamgép”, amibe ha
bedobunk egy szamot, kiad egy (altalaban) masikat. A | gép” fontos tulajdonséiga,
hogy ha ugyanazt a szdmot dobjuk be, mindig ugyanazt a szamot adja ki, vagyis
a hozzarendelés egyértelmd.

A valos fliggvény tényleges definicioja is ezt az elvet koveti.

4.1. Definici6. Tekintsik az R x R halmazt (vagyis azon rendezett szampdrok
halmazdt, melyek mindkét eleme valds). Az R xR tetszdleges nemiires részhalmazat
(valds) reldcionak nevezziik.

4.2. Definicid. Legyen o0 C R x R reldcid. Fkkor az A= |J a halmazt o értel-
(avb)EQ
mezési tartomdnydnak, a B = |J b halmazt pedig o értékkészletének nevezzik.
(a,b)eg
Ekkor valojaban o C A x B is teljesiil.

4.3. Definici6. Legyen o C A x B reldcid. Ha Y(a,b) € o és (a,c) € p esetén
b = c teljesiil, a reldcidt figguénynek nevezzik és a o : A — B, valamint (x,y) € o
esetén a o(x) =y jeloléseket haszndljuk.

A tovabbiakban ha fiiggvényrsl beszéliink, mindig valés fiiggvényre fogunk
gondolni.

A sorozatokhoz hasonloan az f(x) jelolést egyszerre alkalmazzuk magara a
fiiggvényre és a fliggvény x helyen vett értékére.

A kés6bbiekben sziikségiink lesz az Osszetett fiiggvény fogalméra.

4.4. Definicié. Tekintsik az f: A — B és a g: B — C figguényeket. Ekkor az
flg(@)) ={(z,2)[(z,y) € Ax B, (y,2) € Bx C}

fiigguényt dsszetett fiigguénynek nevezzik.

63
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A fiiggvények Maximén beliili kezelését az 1.6.1. alfejezetben mar megismer-
hettiik. Megadasuk, ha sziikséges, — a sorozatok Osszetett megadésdhoz hasonléan
— torténhet block-on beliil is.

4.2. Filiggvények monotonitasa

4.5. Definici6é. Az f : A — B fiigguény monoton ndvekvdnek nevezzik, ha
f(z1) < f(xe) teljesil Vxy < xo A-beli elemre.

4.6. Definicié. Az f : A — B fiigguény szigorian monoton novekvdnek nevezziik,
ha f(z1) < f(xq) teljesil Vxy < xo A-beli elempre.

4.7. Definicié. Az f : A — B fiigguény monoton csokkendnek nevezzik, ha
flx1) > f(xo) teljesil Va1 < xo A-beli elemre.

4.8. Definici6é. Az f : A — B fiigguény szigorian monoton csokkendnek nevez-
zik, ha f(x1) > f(x2) teljesil Vo, < xo A-beli elemre.

Ezeket a tulajdonsagokat lokalisan (A valamely részhalmazan) is szokas hasznélni.
Példaul az f(x) = z? fiiggvény minden valos szamra értelmezett, a negativ szé-
mok halmazan szigortian monoton cstkkend, a pozitiv szamok halmazan szigortian
monoton névekvd, bar (az eredeti definiciok értelmében) nem monoton semmilyen
értelemben sem. (Lasd a 4.1. abréat.)

4.1. abra. Az 2% a pozitiv szimok halmazan

A sorozatokhoz hasonlban a fiiggvényekre is igaz, hogy ha szigorian monoton
novekvéek, akkor monoton novekvéek is, és ha szigoriian monoton csokkendek,
akkor monoton csckkengGek is.

Altalaban nem egyszert egy fiiggvényrdl eldénteni, hogy monoton-e, és ha igen,
akkor milyen értelemben, valamint hol, értelmezési tartoményanak melyik rész-
halmazan. Ezzel az 5. fejezetben fogunk foglalkozni, ha megismertiik a hozzavalo
technikai apparatust.
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4.3. Filiggvények korlatossaga

4.9. Definicié. Az f : A — B fiiggvényt feliilrél korldtosnak nevezziik, ha 3K €
R, melyre f(x) < K teljesiil Vx € A esetén. Fkkor K-t felsé korldatnak nevezziik.

Vagyis ha taldlunk fels6 korlatot a fiiggvénynek, az feliilr6l korlatos lesz.

4.10. Definicié. Az f : A — B fiiggvényt alulrdl korldtosnak nevezziik, ha Ik €
R, melyre k < f(z) teljesil Vo € A esetén. Ekkor k-t also korldtnak nevezzik.

Vagyis ha talalunk als6 korlatot a fiiggvénynek, az alulrél korlatos lesz.

4.11. Definicio. Az f(x) figguényt korlatosnak nevezzik, ha alulrdl és felilrdl is
korldtos.

A sorozatoknél tapasztaltak itt is igazak, a felsG és also korlat fogalma nem
hataroz meg egyértelmiien egy szamot. Ugyanis ha egy fiiggvény feliilr6l korlatos
és K felsg korlatja, akkor minden K-nal nagyobb szam is felsé korlatja lesz, ha
alulrol korlatos és k also korlatja, akkor minden k-nal kisebb szam is als6 korlatja
lesz a fiiggvénynek.

4.12. Definicié. Ha K az f(x) figgvény felsd korlditja, de VK' < K nem felsd
korldtja a figgvénynek (vagyis nincs ndla kisebb felsd korlat), akkor K-t pontos
felsd korldtnak (szuprémumnak) nevezzik.

4.13. Definicié. Ha k az f(x) figguény alsé korldtja, de Vk' > k nem alsé kor-
latja a fiigguénynek (vagyis nincs ndla nagyobb alsd korldt), akkor k-t pontos alsé
korldtnak (infimumnak) nevezzik.

4.14. Definicié. Az f : A — B fiiggvény maximum helyén azt az xo € A szamot
értjik, melyre f(xo) > f(x) teljesil Yo € A esetén. Ekkor f(xy)-t mazimum
értéknek nevezzik.

4.15. Definicié. Az f : A — B filiggvény minimum helyén azt az vo € A szdmot
értjik, melyre f(xg) < f(x) teljesil Yo € A esetén. Ekkor f(xo)-t minimum
értéknek nevezzik.

Minimum és maximum nem mindig létezik, még korlatos fiiggvények esetén
sem. Példaul az z : (0,1] — (0, 1] fiiggvénynek bar létezik maximuma, az 1, mini-
muma nem létezik, bar infimuma a 0. Persze ha létezik minimum, az az infimum,
ha létezik maximum, az a szuprémum lesz.

A monotonitashoz hasonléan a korlatossig, s6t a minimum és maximum fo-
galma is értelmezhets lokalisan, az értelmezési tartomany valamely nem iires rész-
halmazan.

4.16. Definicié. Akkor mondjuk, hogy xo € A az f : A — B figgvény lokdlis
minimum helye, ha e > 0 dgy, hogy Vx € (xg—e,x0+e)NA esetén f(xg) < f(x).

4.17. Definicié. Akkor mondjuk, hogy vo € A az f : A — B fiiggvény lokdlis
mazimum helye, ha 3¢ > 0 dgy, hogy Vo € (xo—e,x9+)NA esetén f(xg) > f(z).
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A minimum és maximum megkeresésére az 5. fejezetben taldlunk majd sok
esetben jol hasznalhato modszert.

A minimumot és maximumot — a lokalis minimumtoél és lokalis maximumtol
valo kiilonbségiiket hangstlyozandé — gyakran nevezik globalis minimumnak és
globélis maximumnak.

A maximumot és minimumot egyiitt szélsGértékeknek nevezziik.

A globalis szélsGértékhely természetesen lokalis szélsGértékhely is egyben.

Példak:

1.

2.

Az 2% + 1 fiiggvénynek a 0 pontban minimuma van, a minimum érték az 1.

A —2% — 1 fiiggvénynek a 0 pontban maximuma van, a maximum érték a
—1. Altalaban is igaz, hogy ha az f : A — B fiiggvénynek z, € A pont-
ban szélsGértékhelye van, akkor — f(x)-nek is az lesz ugyanott, méghozzé
ha minimuma volt, ellentettjének (minusz egyszeresének) maximuma lesz,
ha maximuma volt, ellentettjének minimuma lesz, ha lokalis volt, lokélis, ha
globalis volt, globalis marad a szélsG6értékhely. A szélsGérték természetesen
az eredeti minusz egyszerese lesz, — f(xo).

. Az x : R — R fiiggvénynek semmilyen érelemben vett szélsGértéke sincs.

. A sinz fiiggvénynek végtelen sok minimum- és maximumhelye van, hiszen

(4k+1)w (4k—1)7
2 2

sin =1 és sin = —1 Vk € Z esetén, valamint —1 < sinz <

1 Vz € R-re.

Az % — x fiiggvénynek az x; pontban lokalis maximuma, az xs pontban
lokalis minimuma van, melyek egyike sem globalis szélsGérték (lasd a 4.2.
abrat). Konkrét meghatarozasukra az 5. fejezetben keriilhet sor.

flag)p--m--=

4.2. abra. Az % — 1 lokalis szélsGértékei

4.4. Konvex és konkav fliggvények

4.18. Definici6é. Konveznek neveziink egy (akdrhdny dimenzids) ponthalmazt, ha
barmely két pontjdat 6sszekitd szakasz minden pontja a halmazhoz tartozik. Ha nem
konvex, akkor az alakzatot konkdvnak nevezziik.
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Fiiggvények esetén is értelmezhetjiik ezeket a fogalmakat.

4.19. Definici6. A (valds) fiigguényt konvernek nevezzik, ha a figguénygirbe fo-
lotti siktartomdny — mant wégtelen”, kétdimenzids alakzat — konvex. Konkdv fiigg-
vénynek azt a fligguényt nevezzik, ami értelmezési tartomdnydnak egyetlen részhal-
mazdn sem konver, vagy — ami ugyanaz —, ha a fligguénygorbe alatti siktartomdny
konvex.

A definiciot ez esetben is megfogalmazhatjuk lokalisan, példaul konvexnek, kon-
kédvnak nevezve valamely fliggvényt egy intervallumon, félegyenesen, értelmezési
tartomanyanak tetszéleges részhalmazan.

Mas megkozelitése is lehetséges a konvex fiiggvény definicidéjanak. Akkor is
konvexnek nevezhetjiik a fiiggvényt, ha minden hiirja a fiiggvény f6lott halad, mig
konkav, ha minden hurja alatta. Ha léteznek a fiiggvény érint6i, a konvex filigg-
vények lesznek azok, melyek minden érint6je a fiiggvény alatt halad, a konkavok
melyek minden érint&je a fiiggvény folott.

Lokalisan konvex vagy lokéalisan konkav részeken a hurokat és érintéket is csak
ezeken a részhalmazokon kell tekinteni, a lokélis halmazon kiviil az érinté akar
metszheti is a gérbét, akarcsak a har.

Példak:
1. Az 2? fiiggvény (a norméal parabola) konvex,

2. a —a? fiiggvény konkav. Altalaban is igaz, hogy ha f(x) konvex, akkor — f(x)
konkav, és forditva.

3. A sinz fliggvény se nem konvex, se nem konkév, hiszen vannak konvex és
konkav részei is. Pontosabban a (2k7, (2k+1)7), k € Z intervallumok mind-
egyikén konkav, mig a ((2k — 1)7,2kn), k € Z intervallumok mindegyikén
konvex. (Lasd a 4.3. 4brat.)

konkav

konvex sin x

4.3. abra. Az sinz fiiggvény konvex és konkav részei

4.5. Fliggvényhatarérték

4.5.1. A végesben vett fliggvényhatarérték fogalma

A fiiggvényhatarérték koncepcidja nélkiilozhetetlen a folytonossag és differen-
cidlszamitas bevezetéséhez, de onmagaban, a fiiggvények vizsgalatanak részeként
is érdekes.
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4.20. Definicié. Tekintsik az f : A — B figgvényt. Legyen z, € A Vn € N

esetén, xg € R, valamint xo # x, Yn € N-re, tovibbd lim x, = x¢. Ha dc € R,
n—oo

hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgi x, sorozat esetén lim f(x,) =c, azt
n—oo
mondjuk, hogy a c az f(x) figguény hatdrértéke az xo pontban. Jeldlés: lim f(x) =
T—T0

C.

Az olyan specidlis xo pontokban, melyekre nem létezik egyetlen =, € A Vn €
N, x, # xy sorozat sem, hogy x,, — x¢, nem értelmezziik f(z) hatarértékét.

Fontos hangsulyozni, hogy a pont, ahol a fiiggvény hatarértékét keressiik, nem
biztos, hogy eleme az értelmezési tartoménynak.

A fiiggvényhatarérték fogalmat — a sorozat hatarérték definiciojahoz hasonldéan
— kornyezetekkel is értelmezhettiik volna.

4.1. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R hatdrértéke
az xg € R pontban, ha Ve > 0-hoz 30 > 0 gy, hogy Vx € A esetén, melyre
0 < |z —xo| <0, teljesil | f(z) — | < e.

Sok szerz6 ezt a tételt hasznalja a fliggvény hatarérték definiciojahoz, ekkor
az altalunk hasznalt definicio egy sziikséges és elégséges feltételt ado tétel, mely
az ugynevezett Heine-féle atviteli elvet valositja meg.

A sorozat hatarértékéhez hasonloan itt is beszélhetiink tadgabb értelemben vett
hatarértékrdl, tehat c lehet a oo, —oo szimbélumok valamelyike is.

4.2, Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a oo hatdrértéke az
xo € R pontban, ha VK -hoz 30 > 0 dgy, hogy Vr € A esetén, melyre 0 < |z —xo| <
J, teljesil f(x) > K.

4.3. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a —oo hatdrértéke
az o € R pontban, ha Vk-hoz 36 > 0 gy, hogy Yr € A esetén, melyre 0 <
|z — xo| < 6, teljesil f(x) < k.

Példak:

1. Legyen f(z) = 0 Vo € R-re. Mivel V z,, — ¢ esetén lim f(z,) = 0, a
n— o0
lim f(z) = 0 teljesiil V ¢ € R-re. Vagyis a fiiggvény hatéarértéke minden
Tr—rcC

valos helyen létezik és 0.

2. Legyen f(x) = LA fiiggvényt tugy is megadhattuk volna, hogy f értéke
x

legyen mindeniitt 1, kivéve a 0 helyet, ahol nincs értelmezve. (Lasd a 4.4.
abrat.) A hatarértéke viszont létezik a 0-ban, hiszen tetszéleges 0-hoz tarto
olyan x,, sorozat esetén, melynek egyik tagja sem 0, az f(z,) azonosan 1, igy
— mivel a konstans 1 sorozat konvergens és hatarértéke az 1 szam — fennéll,

hogy lim f(z) = 1.

Konnyt latni, hogy més pontokban — tehat az értelmezési tartomanyanak
pontjaiban — is létezik a hatarértéke, és az szintén 1 minden esetben.
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=

818

4.4. abra. Az 7 fiiggvény

3. Legyen f a Dirichlet-féle fiiggvény, vagyis

~J 0 ,hazeQ
f(x)—{ 1 egyébként

Legyen r € Q tetsz6leges. Az x, = r + % sorozat minden tagja racionélis
és a sorozat tart r-hez, tehat f(x,) = 0 azonosan, igy lim f(z,) = 0. Az
n—oo

Yn =T + \/75 sorozat minden tagja irraciondlis és a sorozat tart r-hez, tehét
f(yn) = 1 azonosan, igy lim f(y,) = 1. Vagyis nem létezik az f hatarértéke
n—oo

egyetlen racionalis pontban sem.

Legyen most ¢ ¢ Q tetsz6leges. Az 2z, = q + % sorozat minden tagja irraci-
onalis és a sorozat tart g-hoz, tehat f(z,) = 1 azonosan, igy nh_{](f)lo f(zn) = 1.
Le _ gty 1L enéen résatt elenti. (Ha oeldaul

gyen v, Ton o 2ho [x] az x szam egész részét jelenti. (Ha példau
g = V/2, a sorozat tagjai 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142 és igy tovabb, tehat a
sorozat tagjai a szam egy tizedessel mindig pontosabb raciondlis kozelité-
sei.) Ekkor a sorozat minden tagja racionalis és a sorozat tart g-hoz, tehat

f(v,) = 0 azonosan, igy lim f(v,) = 0. Igy nem létezik az f hatarértéke
n— o0

egyetlen irracionalis pontban sem.

Osszegezve: az ily moédon megadott f : R — {0, 1} fiiggvény hatarértéke
sehol nem létezik.

4. Keressiik a ilgr:ll % hatarértéket. Latjuk, hogy az 1 helyen a fliggvény %,

vagyis hatérozatlan alaki. Polinom/polinom tipusu kifejezések esetén ez azt
jelenti, hogy a problémét (a hatarozatlan alakot) okozo taggal egyszerisiteni
lehet. (Ugyan ez volt a helyzet az £ fiiggvénnyel.) Ezért nem meglepd, hogy
a fiiggvényt atalakithatjuk, hlszen — 33; s = x((x’” 21))((“1)) = 2@+ 49 bar a
fiiggvény értelmezési tartoméanyéba bekerult az 1 pont, a hatarérték definici-
ojat ﬁgyelembe véve ez magat a hatarértéket, mint szamot nem érinti. Tehat

}:1_{1% m = illg Z _” Konnyt 1atni, hogy ez esetben a szamlalo 2-hoz, a

nevez$ —1-hez fog tartani, igy a keresett hatarérték a —2 (lasd a 4.5. abrat).

5. Mivel z,, — 0 esetén, amennyiben z, # 0 Vn € N-re, :%2 — 00, igy liH(l) x—12 =
n x>

Q.
6. Ha a, = + és b, = —1, akkor lim a, = lim b, = 0, masrészt lim + = oo,
n n—o00 n—o00 n—oo 4n
viszont lim bi = —00. Ez azt jelenti, hogy az lim * hatarérték nem létezik,
n—oo " x—0 7
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1’3 —Z

22 —3x+2

4.5. adbra. Az fiiggvény az 1 pont kozelében

23+2

hiszen nem igaz az, hogy tetsz6leges nem 0 tagi, 0-hoz tart6 sorozat esetén
a fiiggvénybe irt sorozat konvergens és ugyanoda tart.
Erdekes nevezetes fiiggvényhatarérték a kovetkezd.

sinx

=1

4.4. Tétel. hm
-0 x

Mivel a tételnek szép, szemléletes bizonyitasa van, az aldbbiakban vézoljuk
azt. Mivel S2-2) — sine - olaoonds pozitiv z-ekre vizsgalni a fiiggvényt, s6t mivel
x — 0-t Vlzsgaljuk azt is feltehetjiik, hogy = hegyesszog. A 4.6. dbra alapjan
nyilvanval6, hogy sin x < x, mig x < tgx abbol kovetkezik, hogy az egység sugari,
x szoghoz tartozo korcikk teriilete kisebb, mint az 1 és tgx befogoju derékszogi
haromsz6gé, hiszen a haromszog tartalmazza a korcikket. Az egyenlStlenségeket
sin z-szel végigosztva 1 < - < Colsr adodik, ahonnan z — 0 esetén a 2.10.
(Renddr) tétel és a cos z fiiggvény folytonossaga miatt (errdl részletesebben a 4.6.
fejezetben olvashat) kovetkezik a tétel allitasa (ami egyébként mar a fiiggvény

képébdl is sejthetd, lasd a 4.7. abrat).

4.6. bra. Hegyesszogre sinx < z < tgx

SN e

—3r 27 —m sin
T

4.7. abra. A % fliggvény

Erre a nevezetes hatarértékre szamos tovabbi feladatot vezethetiink vissza.
(Lasd a 4.5.2. alfejezet példait.)
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4.5.2. Fuggvényhatarérték és miiveletek

A 2.6.1. és a 2.6.2. alfejezetben taladlhato tételek analogiai, tovabba a hatarozott
alakokrol tanultak itt is érvényesek lesznek.

4.5. Tétel. Legyenek f,g : A — B figguények, melyekre lim f(x) = c és
Tr—rxT0
lim g(x) = d, valamint ¢, d, X € R. Ekkor

T—T0

1. lim f(x)+ g(z) =c+d,

T—T0

2. lim Af(x) = Ac,

T—TQ

3. lim f(z)g(x) = cd,
T—rITQ

4. ha d # 0 és I melyre D = (xg — €,20 + €)\{zo} C A esetén Vx € D-re

g(l') # O, akkOT llm g(—z) = Cgl s

T—T0 ( )

Példak
. sinzx
tgx hn(l) 1
. — Py 2 s s 4, . , s
1. lim = L — Z =1 A nevezében szerepls hatarérték kiszamolasa-
=0 lim cos z 1
x—0

ra a 4.6. alfejezetben visszatériink. Egyel6re vegyiik észre, hogy cos(0) = 1 és a
koszinusz fiiggvény értéke 1-hez kozelit, amint az értelmezési tartomanyaban
0-hoz tartunk.

sin(3(x + m)) . siny
. im ———— -3  lim
. T—r—T y—
5 lim sin(3(x + m)) o 3(z+m) _v0 oy 3_3 ahol 4 —
e——r sin(2x + 27) lim sin(2(z + 7)) 5 lim S12 5 9
T——T 2(1} + 7-r) 2—0 Z

3(x +m) és z =2(x +m). (Valojaban az y, = 3(x, + 7) és z, = 2(z, + 7)
sorozatokat vettiik a tetszGleges, —m-t6l kiillonboz6 taga x,, — —m sorozat
helyett.)

Az Osszetett fiiggvény hatarértékére vonatkozik a kovetkezs fontos tétel.
4.6. Tétel. Legyenek f : A — B és g : B — C fiiggvények, melyekre x # x
esetén f(x) # ¢, ahol lim f(x) =c és limg(x) = d. Ekkor lim g(f(z)) = d.
T—x0 y—c T—x0

4.5.3. Jobb és bal oldali fiiggvényhatarérték

4.21. Definici6. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen x, € A Vn € N
esetén, ro € R, wvalamint g > x, VYn € N-re, tovibbd lim z, = x9. Ha dc,

n—oo
hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgi x,, sorozat esetén lim f(x,) = ¢, azt
n—oo
mondjuk, hogy a ¢ az f(x) figgvény bal oldali hatdrértéke az xo pontban. Jeldlés:

lim f(z) =c.

LL’—}JZO
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4.22. Definicidé. Tekintsik az f : A — B figgvényt. Legyen z, € A Vn € N
esetén, ro € R, valamint v < x, VYn € N-re, tovibbd lim xz, = z¢. Ha dc,

n—oo
hogy tetszdleges, az itt felsorolt tulajdonsdgi x,, sorozat esetén lim f(x,) = ¢, azt
n—oo
mondjuk, hogy a ¢ az f(x) fliggvény jobb oldali hatdrértéke az xy pontban. Jeldlés:
lim f(z) =c.
r—zd

A kordbbiakhoz hasonloan c itt is jelolhet valos szamot, illetve a oo, —oo szimbo-
lumok valamelyikét.

Legyen
—1 ,haz<0
sgn(x) = 0 ,haz=0
1 ,haxz>0
az ugynevezett elGjel (szignum) fiiggvény. (Lasd a 4.8. abrat.) Konnyt latni, hogy
gﬁligl+ sgn(z) = 1 és xlirél_ sgn(z) = —1, vagyis a féloldali hatarértékek léteznek a

0-ban, bar nem egyeznek meg.

sgn(z)

—1

4.8. abra. A sgn(x) fiiggvény

4.7. Tétel. Az f : A — B filigguénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R jobb oldali
hatdrértéke az xo € R pontban, ha ¥Ye > 0-hoz 36 > 0 gy, hogy Vx € A esetén,
melyre 0 < x — xo < 9, teljesil |f(x) —c| < e.

4.8. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R bal oldali
hatdrértéke az xog € R pontban, ha Ve > 0-hoz 36 > 0 gy, hogy Vx € A esetén,
melyre 0 < xo —x < 6, teljesil |f(x) —c| < e.

4.9. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a oo jobb oldali
hatdrértéke az xy € R pontban, ha VK -hoz 36 > 0 dgy, hogy Vx € A esetén, melyre
0<z—um9 <9, teljesil f(z) > K.

4.10. Tétel. Az f : A — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a oo bal oldali
hatdrértéke az xy € R pontban, ha VK -hoz 36 > 0 gy, hogy Vx € A esetén, melyre
0<mg—x <0, teljesil f(x) > K.

4.11. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a —oo jobb oldali
hatdrértéke az xo € R pontban, ha Vk-hoz 30 > 0 gy, hogy Vx € A esetén, melyre
0<x—x9 <0, teljesil f(z) < k.

4.12. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a —oo bal oldali
hatdrértéke az vy € R pontban, ha Vk-hoz 36 > 0 dgy, hogy Vo € A esetén, melyre
0<zg—x <0, teljesil f(z) < k.
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4.13. Tétel. Ha eqy fiiggvény hatdrértéke létezik eqy pontban, akkor ott létezik a
jobb €s a bal oldali hatdrértéke is, és ez a hdrom szdm megeqgyezik.

4.14. Tétel. Ha eqy fiigguény jobb és bal oldali hatdrértéke létezik eqy pontban és
azok megegyeznek, akkor ott létezik hatdrértéke is, és ez a hdrom szdm megegyezik.

4.15. Tétel. Ha eqy fiigguény jobb és bal oldali hatdrértéke létezik eqy pontban és
azok nem egyeznek meg, akkor ott nem létezik hatdrértéke.

Erre volt példa (a sgn fiiggvény mellett), hogy nem létezik lim <, hiszen oo =
T—

0 E
lim 1 # lim 1 = —oo. (Lasd a 4.9. 4dbrat.)
z—0+ 7 z—0— 7

8=

4.9. abra. Az % fiiggvény

De nem csak a hiperbola, hanem a tangens és kotangens fiiggvényeknek is
megvan ez a tulajdonsédguk. Példaul co = lim tgz # hm+ tgx = —oo, lasd

T3 T3

a 4.10. abrat.

4.16. Tétel. Ha eqy fligguénynek jobb vagy bal oldali hatdrértéke nem létezik eqy
pontban, akkor ott nem létexik hatdrértéke sem.

Lathato, hogy féloldali hatarértékek szamolasanak egyediil akkor van értelme,
ha a hatarérték a vizsgalt pontban nem létezik, vagy csak azt sejtjiik, hogy nem
létezik és éppen bizonyitani akarjuk.

4.5.4. A figgvényhatarérték a végtelenben

A figgvényhatarérték definicivjaban zo-t oo-re, vagy —oo-re is cserélhetjiik.
Ekkor a kovetkezs definiciokat kapjuk.

4.23. Definicio. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen x, € A Vn €

N esetén, tovdbbd lim x, = oo. Ha dc € R, hogy tetszdleges, az itt felsorolt
n—o0

tulajdonsdgi x, sorozat esetén lim f(x,) = ¢, azt mondjuk, hogy a ¢ az f(x)
n—oo
fligguény hatdrértéke a oo-ben. Jelglés: lim f(z) = c.
Tr—00
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4.10. abra. A tgx fiiggvény a 5 kozelében

4.24. Definicié. Tekintsiik az f : A — B fiiggvényt. Legyen z, € A Vn €

N esetén, tovdbbd lim z,, = —oo. Ha dc € R, hogy tetszdleges, az itt felsorolt
n—oo

tulajdonsdgi x, sorozal esetén lim f(x,) = ¢, azt mondjuk, hogy a ¢ az f(x)
n— oo
fligguény hatdrértéke a —oo-ben. Jelélés: lim f(z) = c.
T——00
4.17. Tétel. Az f : [a,00) — B fiiggvénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R
hatdrértéke az oo-ben, ha Ve > 0-hoz L gy, hogy Yo € A esetén, melyre v > L,
teljestl |f(x) — | < e.

4.18. Tétel. Az f : (—o0,a] — B figguénynek pontosan akkor létezik a ¢ € R
hatdrértéke az —oo-ben, ha Ve > 0-hoz 3l gy, hogy Vx € A esetén, melyre x < I,
teljestl |f(x) — | < e.

A ¢ ez esetben is tetszéleges valos szam lehet, de a legaltalanosabb esetben lehet
akar a co, —oo szimboélumok barmelyike.

4.19. Tétel. Az [ : [a,00) — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a oo hatdr-
értéke a oco-ben, ha VK -hoz AL gy, hogy VYr € A esetén, melyre x > L, teljestil
flz) > K.

4.20. Tétel. Az f : (—o0,a] — B figguénynek pontosan akkor létezik a —oo
hatdrértéke a oo-ben, ha Vk-hoz 3L gy, hogy Vx € A esetén, melyre v > L,
teljesiil f(z) < k.

4.21. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a oo hatdrértéke a
—o0-ben, ha YK -hoz 3l dgy, hogy Vo € A esetén, melyre x < I, teljesil f(x) > K.

4.22. Tétel. Az f : A — B fiigguénynek pontosan akkor létezik a —oo hatdrértéke
a —oo-ben, ha VYk-hoz 3l 1gy, hogy Vx € A esetén, melyre x < I, teljesil f(x) < k.
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A fiiggvényhatarérték szamitasa soran természetesen felhasznalhatjuk a soro-
zat hatarértékérdl tanultakat, s6t egyes esetekben jo szolgalatot tesznek az ott ta-
nult modszerek is. Vegyiik észre tovabba, hogy a fiiggvényhatarértékek és mivele-
tek felcserélésére vonatkozo tételek hasznalhatoak féloldali hatarértékek, valamint
minusz és plusz végtelenben vett és minusz és plusz végtelenbe tarto hatarértékek
szamolasara is.

Példak:
1. Konnyti latni, hogy lim 2 = —oo, lim 2 = 00, lim * =0¢és lim 2% =
T——00 T—00 x—>Foo ¥ T——00
lim 22 = oco. (Az © — =c jelolést akkor szoktuk hasznalni, ha a konkrét
T—00

hatérérték x — c és x — —c esetén is létezik és a hatarértékek megegyeznek.)

622 — Tz — 2 6-F—2% 6
d v = lim —=2 2% — — =3 (lasd a 4.11. abrat), hiszen

m ——— = lim T
z—too 222 41 gt Q4 L 2

622 — Tz — 2
4.11. dbra. A % fiiggvény

3. Keressiik a lim a6 + 23 — 23 hatéarértéket. Egyszeri szamitds mutatja,

Tr—r0o0
JB 3 3 3
hogy vab + 23 — 23 = (Vb + 23 — 2?) ATt * =

) Vi + a3+ a3 Vab fad 4+ a3

W1+ +1

1
— —. (Léasd a 4.12. abrat.)

4.12. dbra. A b + 23 — 22 fiiggvény a szamegyenes pozitiv felén

4.23. Tétel. Legyen c € R tetszdleges konstans. Ekkor lim (1 + E) = e°.
x

T—r00
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Ugy tiinhet, hogy a sorozat hatarértéke és a megfelels fiiggvény hatarértéke a
végtelenben mindig ugyanazt az eredményt adja, tehat ekvivalens fogalmak. Ez
nincs igy. Figyeljiik meg a kovetkezd példat! Mivel sin(nm) = 0Vn € Z esetén, ezért

lim sin(n7) = 0. De mi a helyzet a lim sin(zm) hatarértékkel? Az bizony nem
n—oo T—r00

létezik. Vegyiink ugyanis példanak okaért az x,, = n és az y, = %—I-Qn sorozatokat.
Nyilvan x,, — oo és y,, — 0o, de lim sin(z,7) = 0 és sin(y,7) = 1 Vn € Z esetén
n—oo
miatt lim sin(y,m) = 1. Ez viszont a fiiggvényhatarérték divergenciajat jelenti.
n—o0

Tehat a sorozat hatarértékének létezése nem vonja magaval a megfelel§ fiigg-
vény hatarértékének létezését a végtelenben. Ellenben a mésik iranyu kovetkezte-
tés igaz.
4.24. Tétel. Ha 3 lim f(z) = ¢, akkor 3 lim f(n) = c.

T—00 n—oo

A tétel megforditdsa nyilvanvaldéan nem igaz, erre lattuk az el6bbi ellenpéldat.
Azonban valamit mégis mondhatunk a mésik iranybol is.

4.25. Tétel. Ha 3 lim f(n) és 3 lim f(x), akkor a két hatdrérték megegyezik.
n—o0 T—>00
Osszetettebb fiiggvényhatarértékek szamolasara majd egy, az 5. fejezetben ta-

nult eszkozt (a L’Hospital-szabalyt) hasznalva tériink vissza. Addig is hasznalhat-
juk a Maximat.

4.5.5. Filiggvényhatarérték szamolasa Maximaval

A Maxima jol kezeli a fiiggvények hatarértékeit. Szamitsuk ki
. 2P =1
lim —
z—0 SInx

értékét! A szintaktika egyszert, logikus, mint azt altalaban is elmondhatjuk.
(%118) 1limit((2"x-1)/sin(x),x,0);
(%019) log(2)

Ez eddig rendben van. Nézziik a kovetkez6t!
lim 2
z—0

Mit mond ekkor?
(%120) limit(2°(1/x),x,0);
(%o1) und

Ez azt jelenti, hogy a hatarérték nem létezik, nevezetesen a jobboldali és a baloldali
hatarérték nem egyezik meg. Ilyenkor a féloldali hatarértékeket persze megkaphat-
juk. A baloldalit a minus, a jobboldalit a plus tovabbi paraméter hasznalatéval.

. FR 1
lim 2=, lim 2=
x—0~ x—0+



4.5. FUGGVENYHATARERTEK 77
(%i21) limit(2°(1/x),x,0,minus);
(%021) 0
(%122) 1imit(2"(1/x),x,0,plus);
(%012) oo

Aztan el6fordulhat, hogy a hatarérték egyaltalan nem létezik, még az elgbbi érte-
lemben sem. Vegyiik észre, hogy ilyenkor més az iizenet.

lim sin 7z
Xr—r00

(%123) limit(sin(x*%pi),x,inf);
(%h023) ind

Emlékezziink vissza, hogy a sorozat hatarértékének kiszadmolasa szintaktikai-
lag ugyanugy, ugyan annak a limit fiiggvénynek a segitségével torténik, mint a
fiiggvényhatarérték a végtelenben kiszamolasa. Val6jaban a Maxima mindig az
utobbit csindlja. Ez altaldban nem okoz problémat, de az 6rdog nem alszik. Mirdél
is van sz6?

a, = sinmn

(%124) aln]:=sin(n*%pi);
(%h024) ay, := sin (nm)

Ahogy mar volt sz6 réla, a sorozat tagjai mind nullak, igy a hatarértéke is persze
0.

a1, a2, A1000

(%125) al1]l; al2]; al1000];

(%025) 0
(%026) 0
(%027) 0
lim a,,

(%128) limit(al[n],n,inf);
(%028) ind
Mi?! Hat ez bizony hibds! Mi torténhetett? Csak annyi, hogy amint mar emlitet-

tiik, a Maxima valdjaban fiiggvényhatarértéket szamolt, ami tényleg nem létezik,
ahogy azt a 4.5.4. alfejezetben mar kitargyaltuk.
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Ha ismeriink néhany komputeralgebrai rendszert, akkor tudjuk, hogy vannak
olyan feladatok, amelyikkel egyikiik-masikuk, esetleg t6bb is koziiliik nem boldo-
gul. Néha azonban kis triikkozéssel célt érhetiink.

Keressiik példaul az alabbi hatarértéket:

lim ——
z—=0 lnzsinz

(%i29) limit(1/(sin(x)*log(x)),x,0);
(%029) infinity

Ez, bar a sz6 végtelent jelent, valami gondot jelez. Ha ugyanis az eredmény végte-
len lenne, a oo jelet latnank, esetleg az inf-et (megjelenitéstdl fiiggGen). Probal-
kozzunk a fiiggvény reciprokaval!

lim Inzsinz
x—0

(%130) 1limit(sin(x)*log(x),x,0);
(%030) 0

Ha azonban a fiiggvény jeltart6 modon tart nulldhoz (vagyis létezik a nullanak
olyan, nullat nem tartalmazé kornyezete, melyben a fiiggvény nem valt elGjelet),
a keresett hatarérték létezik és csak plusz, vagy minusz végtelen lehet. De mivel
ez esetben a fliggvény negativ a nulla jobb oldali kérnyezetében (csak ott kell
nézni, hiszen csak pozitiv szamokra van értelmezve), ezért az eredeti hatarérték a
minusz végtelen. Széval a Maxima tudta az eredményt, csak egy kicsit be kellett
neki segiteni.

Valojaban elég lett volna, ha eleve jobboldali hatarértéket kérdeziink (az In
negativokra nincs is értelmezve).

(%i31) 1limit(1/(sin(x)*log(x)),x,0,plus);
(%031) —o0

Az ilyen eseteket természetesen nem lehet el6re kiszamitani. A fentiekben csak
tippet szerettem volna adni, hogy példaul milyen Gton indulhatunk el, ha nem
kapunk eredményt, vagy ,,gyanis” eredményre jutottunk.

4.6. Folytonossag

A folytonosség a matematika egyik legfontosabb fogalma. Magét a ,folytonos”
szOt a hétkoznapi életben is hasznaljuk, esetleg ,folyamatos” alakban, ,szakadas
nélkiili” értelemben. Mar az &ltaldnos iskolaban taldlkoztunk folytonos fliggvé-
nyekkel, valami olyasmit értve alattunk, hogy olyan fliggvények, amelyeket ,le
tudjuk rajzolni anélkiil, hogy felemelnénk a ceruzat”. Maga a fogalom annyira
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intuitiv és szemléletes, hogy sokaig nem is tartottak sziikségesnek a konkrét defi-
nicidalkotast, de ebbél késGbb problémék adodtak.
A matematikai fogalom a folytonossagot pontbeli tulajdonsagként vezeti be.
Ez furcsanak tiinhet, hiszen a ,folytonossag” pont ellentéte a ,diszkrétnek”.
Lassuk a konkrét megkozelitést.

4.6.1. Folytonossag bevezetése

Mi a pontbeli folytonossag fogalmahoz a sorozatokon keresztiil jutunk.

4.25. Definici6. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen xg,x, € A Vn € N

esetén, tovdbbd lim x, = xqg. Ha tetszdleges, itt felsorolt tulajdonsdgu x, sorozat
n—oo

esetén lim f(x,) = f(xo), azt mondjuk, hogy az f(z) figgvény folytonos az x
n—oo

pontban.

Vagyis egy fiiggvény folytonos értelmezési tartomanyanak valamely pontjaban, ha
ott létezik a hatarértéke és a hatarérték megegyezik az adott helyen vett behe-
lyettesitési értékkel. Vagyis a pontbeli folytonossagnak sziikséges feltétele, hogy
ott létezzen a fliggvényhatarérték.

A pontbeli folytonossag fogalma azon a szemléletes tulajdonsagon alapul, hogy
welvarjuk” a folytonos fiiggvénytdl, hogy értéke ne nagyon véltozzon, ha az argu-
mentum csak kicsit valtozik. Meglehet&sen természetes tulajdonsag ez. Rovid id§
(a méasodperc tort része) alatt alig valtozik a kozlekedd autod sebessége, még ha
éppen fékez, vagy gyorsul is. Ha csak par centit megyiink arrébb, a levegé hémér-
sékletének valtozasat alig érezziik, pedig lehet, hogy egyébként tobb fok kiilonbség
van a lakas tavoli pontjai kdzott. A valo életben ritka a ,szakadés”, ha mégis el6-
fordul, az gyakran valamilyen tragédiat jelent.

Ezt az elvet talan szebben fejezi ki a folytonossag alabbi megkozelitése.

4.26. Tétel. Az f : A — B fiiggvény pontosan akkor folytonos az xo € A pontban,
ha Ve > 0-hoz 36 > 0 dgy, hogy Vx € A esetén, melyre |x — x| < 0, teljestil

[f (@) = flzo)| <e.
(Lasd a 4.13. abrat.)

f(x)
flxo) +er ‘
f (o)
flag)—et aE
e

To — 0 To + 0

4.13. dbra. A pontbeli folytonossag kornyezetes értelmezése

Példak:
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. Az el6jel (szignum) fiiggvény (14sd a 4.8. abrat) nem folytonos a 0 pontban,

mashol mindeniitt folytonos. A 0-ban hatérértéke sem létezik (bar jobb oldali
és bal oldali hatarértéke is létezik (1 és —1), de azok nem egyeznek meg),
igy eleve nem lehet ott folytonos.

. A 4.5.1. alfejezetben bemutatott Dirichlet-fiiggvénynek sehol sem létezik a

hatarértéke, igy sehol sem folytonos.

. A Dirichlet-fliggvényhez hasonlo

f(x):{o ,haxr eQ

xr egyébként

fiiggvény talan még érdekesebb. A 0-an kiviil ez sem folytonos sehol, viszont a
O-ban (egyetlen pontban!) igen. Létezik olyan fiiggvény is, amely mindeniitt
értelmezett, minden irraciondalis pontban folytonos, de egyetlen racionalis
pontban sem az (Riemann-fliggvény). Bar az ilyen sok helyen szakado, furcsa
fiiggvénybdsl még tobb is van, mint ,rendes”, egész értelmezési tartomanyan
folytonos fiiggvénybdl, gyakorlati jelentGségiik mégsem akkora.

. Az f(x) = [z], az egészrész fliggvény (lasd a 4.14. 4brat) egyetlen egész

helyen sem folytonos, de minden méas pontban igen.

[]

&—O

4.14. abra. Az [x] fiiggvény

5. A polinomok, exponencialis fliggvények, a szinusz és koszinusz fiiggvények az

egész szamegyenesen értelmezett minden valos helyen folytonos fiiggvények.
Igy 1111(1) cosr = 1, hn% 2! + 23 — 3 = —1. Altaldban fontos hangstilyozni,

hogy ha egy fliggvény valamely pontban folytonos, akkor ott a hatarértéke
egyszeriien a behelyettesitési érték. A hatarérték szamitas nehezebb részét
a hatarozatlan alakra vezet§ kifejezések adjak.
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6. Az ”gi:g fiiggvény (lasd a 4.15. abrét) nincs értelmezve az 1 helyen (igy ott

nem is folytonos), de hatarértéke létezik. Mivel ”g;:"g = (x;i;(fj;“x) = ’”2; z
. 3 2 2 . . . , 2

ezért hn% % = 1 = 2. Ez azt jelenti, hogy ha a fiiggvényt folytonossa
T—

akarjuk tenni az 1 pontban is (megsziintetve ezzel szakadésat), ugy kell
definialni, hogy

2 —
L v
5 ——- egyébkent.
232
bxr—>5

(S]]

4.15. abra. Az

3_.2 .. L,
T fiiggvény

A fiiggvényhatarértéknél tanult 4.5. és 4.6. tétel kozvetlen kovetkezményeként
a folytonossag és a miiveletek sorrendje sok esetben felcserélhetd.

4.27. Tétel. Legyenek f,qg : A — B fiigguények, melyek folytonosak az xo € A
pontban, h - B — C' fiigguény, mely folytonos az f(xy) pontban, valamint A € R.
Ekkor

1. f(x) +g(x),
2. M(),

3. f(@)g(x),

4. haVa € A-ra g(x) # 0, akkor L2,

?)
5. g(f(x))

folytonosak xy-ban.

4.6.2. Folytonossag intervallumon

A tovabbiakban [ jel6ljon intervallumot. I lehet zart, nyilt vagy félig nyilt,
félig zart aszerint, hogy az intervallum végpontjai hozzatartoznak-e a halmazhoz.
Specialis esetben [ lehet (zart vagy nyilt) félegyenes is, esetleg az egész R.

4.26. Definicié. Egy f : A — B fiigguényt folytonosnak neveziink a I C A
intervallumon, ha I minden pontjdban folytonos.
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Ovatosnak kell azonban lenniink a ,folytonos fiiggvény” szohasznalattal. A tan-
gens, kotangens fliggvények és sok raciondlis tort fliggvény is, bar folytonosak
értelmezési tartomanyuk minden pontjaban, kézépiskolaban mégsem azt mond-
tuk roluk, hogy folytonosak, hanem hogy szakadasi helyeik vannak. Példaul az
flx) = % szintén folytonos értelmezési tartomanyanak minden pontjaban, azon-
ban azt mondjuk ra, hogy nem folytonos, a 0 pontban szakadéasa van, hiszen ott
nincs értelmezve. Az 1 kdzépiskolaban nem folytonos (mert szakad a 0-ban) a fel-
s6bb matematikaban folytonos (mert értelmezési tartomanyéanak minden pontja-
ban folytonos). Latjuk, hogy ezen a ponton nem igazan analog a két szohasznéalat.
Hogy ezt kikeriiljiik, ezért nem fogunk folytonos fiiggvényrsl beszélni, tgy altala-
ban, hanem csak valamilyen pontban, vagy intervallumon. Tehat az % fiiggvény
folytonos a negativ és folytonos a pozitiv szamok halmazan, valamint természe-
tesen e két intervallum minden részintervalluman. A valos szdmok halmazan meg
nem folytonos, mert nincs értelmezve a 0-ban.

A tovabbiakban kimondunk néhény szemléletes, de nagyon jelentds tételt in-
tervallumon értelmezett folytonos fiiggvényekre.

4.28. Tétel (Bolzano-tétel). Legyen f : I — B folytonos figgvény, melyre Ja,b €
I ésa <b, hogy f(a)f(b) < 0. Ekkor 3zg € [a,b], melyre f(zy) = 0.

(Lasd a 4.16 abrat.)

4.16. abra. A Bolzano tétel szemléltetése

A tétel azt a szemléletes dolgot allitja, hogy ha egy folytonos fiiggvény elGjelet
valt egy intervallumon, akkor az intervallum legalabb egy pontjadban metszeni fogja
az x tengelyt. Példaul, mivel minden paratlan foka f(z) polinomra lim f(z) =

T—00

oo = — lim f(x) vagy lim f(zx) = —oo = — lim f(x) teljesiil, ezért minden
r——00 r—00 T—r—00
paratlan fokt polinomnak van valos zérushelye.

A Bolzano-tétel kovetkezménye az alabbi allitas.

4.29. Tétel (Bolzano-Darboux-tétel). Ha f : I — B folytonos figguény, és
valamely a,b € I és a < b pontokra f(a) < f(b), akkor Yyo-ra, melyre f(a) <
yo < f(b), ha f(a) > f(b), akkor Yyo-ra, melyre f(a) > yo > f(b) teljesiil, hogy
dxg € (a,b), melyre f(xo) = yo.

Vagyis intervallumon folytonos fiiggvény barmely két értéke kozott minden értéket
felvesz.

Fontos fiiggvényosztaly a zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvénye-
keé.

4.30. Tétel (Weierstrass-tétel). Korldtos és zdrt intervallumon értelmezett foly-
tonos fligguénynek van minimuma €és maximuma.
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Tulajdonképpen arr6l van szo, hogy korlatos és zart intervallum folytonos képe

(vagyis az intervallum pontjainak képe, mint halmaz) korlatos és zart intervallum.

Zart intervallum végpontjai pedig valos szamok, melyek elemei a halmaznak.
Akérhogyan gyengitem a tétel feltételeit, nem marad igaz.

Példak:

1. Legyen
yhaxr#£0és —1<zx<1

1
f(x)z{E
0 ,hazxz=0

(Lasd a 4.17. abrat.) Ekkor f : [—1,1] — R korlatos és zart intervallumon
értelmezett, de nem folytonos fliggvény, és nem létezik se a minimuma, se a
maximuma.

4.17. abra. Korlatos, zart intervallumon nem folytonos fiiggvény

1
2. Legyen f(z) = o f :(0,1] — R korlatos intervallumon, de nem zart

korlatos intervallumon értelmezett folytonos fliggvény, és nem létezik a ma-
ximuma. (Lasd a 4.18. abrat.)

3. Az f(z) =z, f : R — R zart intervallumon (a szamegyenes zart és nyilt egy-
szerre), de nem korlatos zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény,
és nem létezik se a minimuma, se a maximuma.

4.6.3. Féloldali folytonossag

A jobb és bal oldali fliggvényhatarértékhez hasonléan bevezethetjiik a jobb és
bal oldali folytonossag fogalmaét.

4.27. Definicio. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen xq,x, € A és 1y <

xn, Vn € N esetén, tovdbbd lim z, = xo. Ha tetszdleges, itt felsorolt tulajdonsdgi
n—oo



84 4. FEJEZET. FUGGVENYEK

sin x

1

.t

4.18. abra. Az L fiiggvény a 0 jobb oldali kérnyezetében

xp, sorozat esetén lim f(x,) = f(xo), azt mondjuk, hogy az f(z) fliggvény jobbrdl

n—00
folytonos az xq pontban.

4.28. Definicio. Tekintsik az f : A — B fiigguényt. Legyen xq,x, € A és xo >

rn, Vn € N esetén, tovdbbd lim x, = xo. Ha tetszdleges, itt felsorolt tulajdonsdgi
n—oo

x, sorozat esetén lim f(x,) = f(xo), azt mondjuk, hogy az f(x) figgvény balrdl
n—oo

folytonos az xo pontban.
A féloldali folytonossagbol nyilvan kévetkezik a féloldali hatarérték létezése is.

4.31. Tétel. Ha eqy fiigguény értelmezési tartomdnydnak valamely pontjdiban bal-
rol folytonos, akkor ott létezik a bal oldali hatdrértéke is.

4.32. Tétel. Ha egy fiigguény értelmezési tartomdnydnak valamely pontjaban jobb-
rol folytonos, akkor ott létezik a jobb oldali hatdrértéke is.

4.33. Tétel. Egy fiiggvény értelmezési tartomdnydnak valamely pontjdban ponto-
san akkor folytonos, ha ott jobbrdl és balrdl folytonos.

Példak:

1. A 4.14. 4bran lathato egészrész fliiggvény az egész helyeken balrél folytonos,
a tobbi pontban folytonos.

2. A 4.8. abran lathato elGjel fliggvénynek a O-ban bér léteznek féloldali hatar-
értékei, ott sem jobbrol, se balrél nem folytonos. Minden mas valés helyen
folytonos.

4.7. Feladatok

1. Szamolja ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket!

Coet —1
(a) glclan} T2



4.7. FELADATOK

(b) lim z ctgg

z—0

(¢) lim(z —5)3"

—5
4 3
(@) Jim, T
2 _
0 iy
2 —
0 Jm
sin(13x)

(g) lim

@—0 sin(6x)

(h) lim tg?(3x) — sin?(5x)
x—0 7;62

(i) lim sin(2x)
e—7 sin(3z)

2. Folytonosak-e az alabbi fiiggvények R-en?

6 ,haxr =1
@ fa)=4 " , ,  oher=Tt

Yy egyébként

1 ,hax =0 vagy v = +1

o ol ={ Lo,

B egyébként

85
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5. fejezet

Differencialszamitas

5.1. Geometriai szarmaztatas, alapfogalmak

A differencidlszamitas alapproblémaja egy fiiggvény adott pontjaban hizott
érint6 meredekségének meghatarozasa.

Tekintsiik tehat az f(z) fiiggvényt. Ertelmezési tartomanyanak x, pontjiban
szeretnénk az érinté meredekségét meghatarozni, tehat annak az egyenesnek a
meredekségét keressiik, amely az (zo, f(z¢)) koordinataju pontban érinti a fiigg-
vényt. ElGszor keressiik meg egy, a fliggvény xq pontjan atmend hir meredekségét.

f

T
I
:

X

5.1. abra. és érintd

Legyen a hur masik f-fel kdzos pontja az x. Az 5.1. dbra segit az modszer megérté-

sében. A hir meredeksége ekkor tgi, = M. Ha az x ponttal kozelitiink
To— T
xo felé, a har kozelit az érintGhoz.

5.1. Definicié. Tekintsik az f : (a,b) — C figguényt. Legyen xy € (a,b). Ha
o . f(z) = f(@o)
létezik a lim ——————=

T—T0 T — Iy
nek az xo pontban létezik a differencidalhdanyadosa, annak értéke a hatdrérték, jele

J' (o).

véges hatarérték, azt mondjuk, hogy az f(z) figgvény-

87



88 5. FEJEZET. DIFFERENCIALSZAMITAS

Ha létezik f(x)-nek zy pontban a differencidlhanyadosa, az 5.1. abra jelléseit
hasznalva nyilvan f'(z) =tg. Tehat az adott pontban kapott differencidlhanya-
dos a pontban a fiiggvényhez huzott érinté meredeksége.

Ez azt jelenti, hogy mivel az m meredekségi, (xo, f(x¢)) koordinataju ponton
atmend egyenes egyenlete y = m(x — o) + f(x¢), az érint6 egyenes egyenlete

y = ['(wo)(x — x0) + f(x0)-
Példék:
1. Ha f(x) = z?, akkor példéul

21 —1 1
a. f/(~1) = lim * _ogim EEDERD - o
z——-1 1+ 1 rz——1 r+1 rz——1
esetben az érint6 egyenlete tehat y = —2(x+1)+1, vagyis y = -2z —1.

72
b. f/(0) = lim — = limz = 0,

x—0 x—0
z?—4 (x —2)(z+2)
, Y s Y -
C.f(z)_slcl—%x—Q_alcl—% r—2 _alsl—%x—i_Q_éL

d. Szamitsuk ki a differencidlhanyadost altalanosan, tetszéleges xo pont-
2 2
=X . r—xo)(r+tx
ban. Ekkor f/(zp) = lim *— 0 _ |y @%@+ 20)
T—=20 T — To T—T0 T — T T—T0
Ty = 2x0, vagyis (z?) = 2.

2. Természetesen nem mindig létezik differencidlhanyados, igy érinté sem. Le-

0 _
gyen f(z) = |z| és xg = 0. Mivel lim J2] = 10] = lim —% = lim —1=—1
z—=0- T — z—=0- T z—0~
—10
6s Tim L7100 i T i 1= 1. a jobb és bal oldali hatarértékek
z—0+t . —0 =0+ T -0+

léteznek, de nem egyeznek meg. Igy a hatarérték, vagyis a differencialhanya-
dos nem létezik. Geometriailag ez azt jelenti, nem létezik az |z| fiiggvénynek
érintdje az origbban. Az origon atmend egyenesek koziil egyik sem lesz ,,job-
ban érintének valo”, mint a mésik. Valoban, lasd az 5.2. 4brat.

]

5.2. abra. Az |z| fliggvénynek nincs érintdje az origbban

Mivel sok fiiggvény — mint példaul az 2 — esetén, az értelmezési tartomany akar
minden pontjaban létezik differencialhanyados, igy gyakorlatilag egy fiiggvénybdl
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szarmazé — ugynevezett derivalt — fiiggvényt kapunk, nevezetesen egy fiiggvényt,
ami megadja az eredeti fiiggvény differencidlhanyadosainak értékét. Lattuk pél-
daul, hogy az f(z) = z* esetén a derivaltfiiggvény minden ponthoz a kétszeresét
rendelte.

5.2. Definicibé. Tekintsik az f : (a,b) — C figgvénytl. Legyen f differencidlhato
az (a,b) intervallum minden pontjdban. Az f' : (a,b) — C figgvényt, aminek
x € (a,b) helyen az értéke az f fliggvény differencidlhdnyadosainak értéke az x
helyen, az f figguény derivdlt figguényének, réviden derivdltjinak nevezziik.

Sziikségiink lesz majd a derivalt derivaltjara, esetleg annak is a derivaltjara.

5.3. Definici6. Tekintsik az f : (a,b) — C figguényt. Az [ figgvény n-edik
derivdltidnak az f(z) = (fO=(2)) figguényt nevezziik, ahol f©) maga az f
fiigguény, és az emlitett derivdltak mind léteznek.

Ha n nem tul nagy, gyakran azzal egyenl6 szamu ' jelet hasznélunk, példaul
(11;2)(3) — (1;2)/// — (21,)// — (2)/ =0.

5.2. Tételek differencialhdnyadosra, derivaltra

5.2.1. Folytonossag és differencidlhatosag

5.1. Tétel. Legyen f : (a,b) — C figgvény. Ha f-nek létezik a differencidlhdnya-
dosa az xo € (a,b) pontban, akkor ott folytonos is.

Nem létezik tehat differencidlhdnyados szakadasi pontban.

A tétel megforditasa nem igaz. Lattuk, hogy az |z| fiiggvény a 0 helyen foly-
tonos, de nem differencidlhaté. Az ilyen pontot, amely tehat folytonossagi pont,
de amelyben a fiiggvény nem differencialhato, toréspontnak nevezziik.

Létezik olyan fiiggvény is, amely minden valos szamra értelmezett, minden
pontban folytonos, de egyetlen pontban sem differencidlhato. Ilyen, sehol sem
differencialhat6 folytonos fiiggvényt — melynek tehat minden pontja toréspont —
oly médon szoktak konstrualni, hogy elGallitanak egy ,firészfog-szerti” fiiggvényt
(jellemzden az |z| fiiggvényt hasznalva), majd azt — a toréspontokkal egyiitt —
minden hataron tal ,stritik”.

5.2.2. Elemi fiiggvények derivaltjai, differencialasi szabalyok

5.2. Tétel. A hatvdny, exponencidlis, logaritmus, szinusz, koszinusz, tangens, ko-
tangens fligguények értelmezési tartomanyuk minden pontjiban differencidlhatdk,
valamint

1. (z%) = az®™t, ahol a € R,
2. (a®) = a*Ina, ahol a > 0,

1
3. (log, z)" = o’ ahola >0 ésa # 1,
zlna
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4. (sinz) = cosz,

5. (cosz) = —sinz,
1
6. (tgx) =
(tgz) = —5—.
, 1
7 (ctgr) = ————.
sin®

5.3. Tétel. Ha f : (a,b) — C és g : (a,b) — D fiiggvények differencidlhatiak az
xo € (a,b) pontban és A € R, akkor

1. \f is differencidlhatd az x¢ € (a,b) pontban, és
(Af(x0))" = Af (o),
2. f+ g is differencidlhats az xo € (a,b) pontban, és
((f +9)(@0))" = f'(z0) + ¢'(20),
3. f - g is differencidlhato az xo € (a,b) pontban, és

((f - 9) (o)) = f'(z0)g(za) + f(x0)g' (20),

4. g(zg) # 0 esetén / is differencidlhato az xy € (a,b) pontban, és
9

((i) <x0)>’ _ ' @o)glwo) = f(wo)g/(w0)

g 9% (xo)

5. valamint ha h : (p,q) — E differencidlhato az i(xg) € (r,s) N (p,q) pontban,
ahol i : (a,b) — (r,s), akkor h(i) is differencidlhato az x¢ € (a,b) pontban,
€s

((h(i)) (o))" = h'(i(0))i’(o)-
Ismerjiik tehédt az elemi fiiggvények derivaltjait, valamint mivel vannak szaba-

lyaink, hogy hogyan derivaljunk véges 1épésben ,Osszerakott” Osszetett fliggvénye-
ket, nagyon sok fiiggvényt tudunk derivalni.

Példak:
1. (2?4 3sinz) = (2?)' + 3(sinz)’ = 22 + 3cos z,
1
2. (nzx—2")tgz) = (Inz — 2°)tgz + (Inz — 2%)(tgx) = (— —2%In 2) :
x

1

cos? x’

tgx + (Inx — 2%)

3. (sin(sinz))" = cos(sinx) cos z,
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L log, x ’: (@ +2x+1)— (2c+1)log, x
?2+x+1 (22 + 2+ 1)2 ’

sin

3 5 ' 1 sin —%
5. (\/COS<4x3$) - 612“) =3 <COS(4$3x) - ew2+1) :

sin x 2 1 _ 3 2
(_ sin(4237)(4 - 3" + 423" In 3) — ex?+1 (eos x)(ﬂﬁ(; +)1)2(SH1 . l’) .

5.2.3. Derivalas Maximaval

Fiiggvények derivalasédra a diff fliggvényt hasznaljuk. A szintaktika: melyik
fiiggvényt, mi szerint.

(lnx + 3:3)/
(%i1) diff(log(x)+x"3,x);

(%hol) 322+ 1

Nem nagyon megyiink bele a kivételekbe, altaldban csak differenciilhato fiigg-
vényekkel szamolunk, bar az |x| derivaltjat (ami pozitiv z-re 1, negativ x-re -1,
nullara meg nincs értelmezve) iigyesen produkalja.

(|=[)’
(%i1) diff(abs(x),x);

(h02) =

||

Ha t6bbszor akarunk egy fiiggvényt derivalni, azt is lehet. A kévetkezd példa
egy negyedik derivalt kiszamolésa.

(sin(z)e”)™
(%13) diff(sin(x)*exp(x),x,4);

(%03) —4%e" sin (z)

(WXMaxima tipp}

wxMaximat hasznalva a differencidlszamitas diff elja-

o D
(G
. L. . . 1. . (S v
rasa az ,Analizis” menii ,Differencialas...” almeniijeként | ( )
vehetd igénybe. \ =

A derivaltfiiggvénybe valé behelyettesitést a subst segitségével végezhetjiik.
A mellékelt példa az 22 + 1 fiiggvény differencialhanyadoséit adja az 2 = 1 helyen.

(a2 +1)

r=1
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(%17) subst(l,x,diff(x"2+1,x));

(%o7) 2

[wxMaxima tipp]

A wxMaxima felilletén az ,Egyszertisités” menii ,Be- é/\
helyettesités...” almeniijét kivalasztva hasznalhatjuk a | f /

subst eljarast. &~

Nézziink erre egy alkalmazast. Ismert, hogy az f(x) (legalabb az xy pontban)
differencialhato fiiggvény xy pontban huzott érintGjének egyenlete:

r(z) = f'(zo)(x — w0) + f(x0):
Vagyis:
(%18) r(x):=subst(x0,x,diff (f(x),x))*(x-x0)+f(x0);
(%08) r(x) := substitute (z0,x,diff (f (z),2)) (x — 20) + f (20)

Ha megadjuk az f(z) fiiggvényt és az xy szamot, természetesen konkrétan is meg-
kaphatjuk az érintGegyenes egyenletét.

(%19) £(x):=x"2+1;

(%09) f(x):=22+1

(%110) x0:2;

(%010) 2

(hil1) r(x);

(%o11) 4(x—2)+5
Szebb alakra hozva:

(%i12) expand(%);

(%012) 4z —3
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5.3. Alkalmazasok

5.3.1. L’Hospital-szabaly

Az alabbi tétel fontos eszkoz fliggvényhatarértékek szdmolasaban. Azért most
tanuljuk, mert hasznalatdhoz sziikség van a derivalas ismeretére. A tételt egy
viszonylag egyszert alakban mondjuk ki, azonban a példak sordn szamos tovabbi
altalanositasat is megismerhetjiik.

5.4. Tétel (L’Hospital-szabaly). Legyen f : (a,b)\{zo} — C és g : (a,b)\{zo} —
D differencidalhato, valamint legyen lim f(x) = lim g(x) = 0 vagy lim f(x) =
T—T0

T—T0 T—rT0

/
+ lim g(z) = zoo. Ha 3 lim f()

T—x0 T—T0 g/ (.I')

(a,b)\{zo} esetén g(x)g'(x) # 0, akkor

lim @) = lim S(@)

a=a0 g(x)  a=wo g'(x)

véges, vagy véglelen haldrérték, és Vr €

Példék, megjegyzések:

2 —1 2?In2  2'In2
1. lim —lim 2 =2 g
z—0 X z—0 1 1
3r—1 3
2. A tétel allitasa igaz xy = oo esetén is. lim ’ =-=

3. A L’Hospital-szabalyt tobbszor is hasznalhatjuk egymés utén. Ez azt jelen-
ti, hogy ha egyszeri alkalmazasival még mindig hatarozatlan alakot kapunk,

megprobalhatjuk a kapott hatarérték kiszamolasahoz Gijra hasznalni tételiin-

3+ 4x? + 4z 32 —|—8x—i—4 . 6r+38 —4
ket. lim = lim ———— = lim =
as—213 + 12 —8r — 12  295-23124+ 20 — 8 o 26x+2 -10

2
—. Lathattuk, hogy az els6 két kifejezés % alakt volt a —2 helyen, a hatar-
D

értéket a harmadik kifejezés —2 helyen vett behelyettesitési értéke adta.

4. Nem 2 o vagy < tipusu hatarozatlan alak esetén gyakran célra vezet az a mod-
szer, hogy eloszor atalakitjuk a klfeJezest és csak ha a kivant alaku, akkor

1
1 , 6T . —x%em . 1
hasznaljuk a szabalyt. lim zer = lim - = lim — = lim ex = 0.
z—0~ z—0~ P z—0" -z z—0~
5. Keressiik a lim 2% hatarértéket. Felhasznalva az 2% = e*'"% azonossagot,
z—07F
Inz . %
valamint hogy lim zlnz = lim —— = lim —5 = lim —x = 0, adodik a
z—0t z—07+

o z—0t -z z—0t
lim 2% = ¢’ = 1 eredmeény.
z—0t

6. Ahogy azt az el6z6 két példaban lathattuk, tételiinket felhasznalhatjuk fél-
oldali hatéarérték szamolasara is (bar megadott alakjaban ez a lehet&ség nem

szerepel).
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7. Nagyon oda kell figyelni a szabaly alkalmazéasara. Az alabbiakban hibas leve-

zetéseket lathatunk. Mindegyikben az okozta a probléméat, hogy nem telje-
siiltek maradéktalanul a tétel feltételei. Ilyenkor természetesen nem szabad-
na alkalmazni a L’Hospital-szabalyt. (A kérdGjellel megjelolt egyenlGségek
nem allnak fenn!)

a. A leggyakoribb hiba, hogy akkor alkalmazzak a szabalyt, amikor a ki-

20 — 2 9
fejezés nem is hatarozatlan alaku a vizsgalt helyen. lirr% o =
z—1 1° —
2

2
lim — = —. Mivel a kérdéses fiiggvény az 1 helyen folytonos, a hatar-
rz—1 5:134 5 9 9 0
l‘ —

érték valojaban a behelyettesitési érték. lim =—=0.
a—1 25 —2 —1

1 1
. . .y tcosy , e o
b. Szamoljuk ki a hm+ £—5—" hatarértéket! A kifejezés 22 tipust. A
z—0 =

L’Hospital-szabalyt mechanikusan alkalmazva (egyszer), majd a kapott

. . L4cosit,
alakot atalakitva azt kapjuk, hogy hm+ =
x—0

T

1 1o 1
. -2 + — Sl = . 1 L, , ,
lim —=% 5 £ = lim 1 —sin_. A kapott hatarérték nem léte-

z—01 —_—= z—0t
. . - [f'(=)
zik. Azonban arrél az esetrél, amikor a lim
T—T0 g/ T
nem mond a tétel. Ez esetben példaul létezni fog az eredeti hatarérték,
1 1
=1+ rcoslés lim xcos% =0 a 2.11. tétel miatt.

= z z—0t
x

nem létezik, semmit

hiszen

8. Az is el6fordulhat, hogy hasznalhatjuk a L’Hospital-szabalyt, csak éppen

nem jutunk vele kozelebb a megoldashoz. Figyeljiik meg a kovetkezd pél-

e
dat! Keressiik az alabbi hatarértéket: lim ———. Ha megprobalkozunk a
z—o0 e + e~ %
; : . 1ot 4 et ter . .
L’Hospital-szabaly hasznalataval, a lim ———— hatéarértékhez jutunk, ami
z—o0 e¥ — e~ %

ugyanigy egy 2 alaki kifejezés hatarértéke, mint az eredeti. Figyeljiik meg,
hogy ha djra alkalmazzuk tételiinket, visszakapjuk az eredeti alakot!

Lathato tehéat, hogy ez esetben lehetséges, de értelmetlen a L’Hospital-

szabaly hasznélata. A keresett hatarérték egyébként létezik; a szamlalot és

et —e® 1—e2
a nevez6t is e®-szel osztva lim ——— = lim ——— = — =1 adédik.
z—o0 e¥ 4+ =% z—o0 1 4+ e~ 2% 1

5.3.2. Monotonitas és derivalt, lokalis széls6értékek

Ha ranéziink egy derivalhaté fliggvény képére, rogton lathatjuk, hogy a mo-

noton novekvé intervallumokon 1évé pontjaiban hazott érinté ,.felfelé”, a monoton
csOkkend intervallumokon 1évé pontjaiban hizott érinté ,lefelé mutat”, a lokalis

széls6helyeken pedig az érinté parhuzamos az x tengellyel (lasd az 5.3. abrat).

5.5. Tétel. Legyen f: A — B derivdlhatd fligguény.
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f

5.3. abra. Erint6k novekvs és csokkend részeken, lokalis szélsGhelyen

1. Az f fligguény pontosan akkor monoton névekvd a D C A intervallumon, ha
f'(z) >0 Vz € D-re.

2. Az f fiigguény pontosan akkor monoton csékkend a D C A intervallumon,
ha f'(z) <0 Vz € D-re.

Fontos megjegyezniink azonban, hogy nem igaz ezen tételek ,szigori monoton,
szigoru egyenl&tlenség” verzidja. Nem igaz példaul, hogy ha egy fiiggvény szigo-
rian monoton ndvekvs, akkor f/(z) > 0 mindig igaz lesz. Példaul ha f(r) = 23
(lasd az 5.4. 4brat), akkor f : R — R szigortian monoton névekvd, de f/(x) = 32
miatt f/(0) =0 % 0. A masik irAny azonban igaz.

CL‘3

5.4. dbra. Az x? fiiggvény

5.6. Tétel. Legyen f: A — B derivdlhato fiigguény.

1. Ha f'(x) > 0 Vx € D C A-ra, ahol D intervallum, akkor az f fiigguény
szigorian monoton novekvd D-n.

2. Ha f'(x) < 0 Vx € D C A-ra, ahol D intervallum, akkor az f figguény
szigorian monoton csékkend D-n.

Az 5.3. abrat szemlélve azt is észrevehetjiik, hogy minden pontjaban érintével
rendelkezd — vagyis derivalhaté — fiiggvény lokalis szélsGértékhelyei és azon pontok
kozott, amelyekben az érint6 parhuzamos az x tengellyel, szoros kapcsolat van.
Figyelni kell még azonban az értelmezési tartomany végpontjaira is.
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5.7. Tétel. Legyen f : A — B derivdlhato figguény. Ha az f-nek lokdlis szél-
sdértékhelye van az xy € A pontban, akkor f'(xg) = 0 vagy xo az A intervallum
végpontja.

Ez esetben sem lehet megforditani a tétel allitasat, hiszen lattuk az f(x) = 2*

fiiggvény esetében, hogy a f/(0) = 0, még sincs sz6 lokalis szélsGértékhelyral.

5.4. Definicié. Legyen f : A — B deriwdlhato fiiggvény és legyen xq € A. Ha
f(xo) =0, az xo pontot staciondrius poninak (vagy staciondrius helynek) nevez-

Lattuk tehéat, hogy a lokalis sz¢lsGértékhelyek vagy stacionarius pontban, vagy
értelmezési tartomany hataran vannak. Mikor lesz egy stacionérius pont szélsG-
értékhely? Amikor a fiiggvény addig csokkent, utdna né, vagy forditva. Vagyis
amikor a derivalt ott tigy nulla, hogy a derivalt fiiggvény a stacionérius pontban
eljelet valt. Tehat a derivalt novekedése vagy csokkenése nem ,torik meg”, vagy-
is a derivalt a stacionarius pont egy kornyezetében szigortiian monoton né vagy
szigortian monoton csokken. Mivel egy differencialhato fliggvény monotonitésarol
annak derivaltja tajékoztat minket, a derivalt monotonitasarél annak derivaltja,
vagyis az eredeti fiiggvény méasodik derivaltja ad informéaciot.

Nem meglepd tehat a kovetkezs tétel, ami segit eldonteni, hogy egy stacionérius
pont mikor lokalis minimum hely és mikor lokalis maximumbhely.

5.8. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhatd fiigguény (vagyis a derivdltja
is legyen derivdlhatd), tovdbbd legyen xo staciondrius pont.

1. Ha f"(x¢) < 0, akkor az f figguénynek az xqy helyen lokdlis mazimumbhelye
van.

2. Ha f"(xg) > 0, akkor az f figguénynek az xo helyen lokdlis minimumhelye
van.

Példa:

Legyen f(z) = 2® — 12z (lasd az 5.5. abrat). Mely intervallumokon lesz
csokkend, hol névekszik? Mivel f/(x) = 32212, ott lesz csokkend, ahol 3z —
12 < 0, vagyis ahol 22 < 4, tehat —2 < x < 2. A szdmegyenes tobbi részén
— tehat ha * < —2 vagy = > 2 teljesiil — monoton n6. Mindez azt jelenti,
hogy két stacionarius pont van; a 2 és a —2, az el6bbi lokalis minimumbhely,
utébbi lokalis maximumhely. Ez egyrészt abbol is kovetkezik, hogy ha a
fliggvény —2-ig n6, majd utana csokken, a —2 csak lokélis maximumbhely
lehet, illetve ha a fliggvény 2-ig csokken, majd utédna né, a 2 csak lokalis
minimumbhely lehet, masrészt f”(x) = 6x, ami pozitiv z-ekre pozitiv, negativ
x-ekre negativ.

A minimum érték f(2) = —16, a maximum érték f(—2) = 16. Mindkét
lokalis szélsGértékhely tényleg csak lokalis, hiszen a fliggvény vehet fel —16-
nal kisebbet (példaul f(—5) = —65), és 16-nal nagyobbat is (példaul f(5) =
65).
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————————— 16 2® — 12z

i O )

R

5.5. abra. Az x® — 12z fiiggvény

Vegylik észre, hogy a tétel nem mond semmit azon stacionarius helyekrél,
melyekben a masodik derivalt 0. Ez a gyakorlatban ritkan, de el6fordul, lasd az
23 fiiggvényt (az 5.4. abran) az origoban. Az ilyen esetekben segithet az alabbi
szabaly.

5.9. Tétel. Legyen f : A — B n-szer derivdlhato fiigguény, tovdbba legyen
f®(zg) =0Vk e {l,...,n— 1} esetén.

1.

Ha n pdros és f™(xo) < 0, akkor az f fiigguénynek az zo helyen lokdlis
mazimumhelye van.

Ha n pdros és f™(x¢) > 0, akkor az f fiiggvénynek az xo helyen lokdlis
minimumhelye van.

Ha n pdratlan és f™(x¢) # 0, akkor az f figguénynek az o helyen nincs
lokdlis szélsdértékhelye.

Példa:

Vizsgéljuk meg az f(x) = 1025 — 242° + 152* fiiggvény (lasd az 5.6. abrat)
stacionarius helyeit. Az f/(z) = 602° — 120z* 4+ 602® = 60z*(x — 1)*> = 0
egyenlet két megoldasa a 0 és az 1. Mivel f”(z) = 300z* — 48023 + 1802% =
60z%(xz — 1)(bx — 3), ezért a masodik derivalt mindkét stacionarius he-
lyen 0. Tovabb kell hat derivalni. f®)(x) = 12002° — 144022 + 360z, igy
fO(1) = 120 # 0. Mivel a 3 paratlan szam, az 1 nem szélsdértékhely.
Masrészt f4)(0) = 0, igy a masik stacionarius hely vizsgalata tovabbi de-
rivalast igényel. f®(z) = 3600x% — 2880z + 360, ami azt jelenti, hogy
f®(0) =360 > 0, igy a 0 minimum hely. Jelen esetben kénnyti latni, hogy
a 0 globalis minimumbhely is, mert 102° — 242° + 152* = 24(102* — 242 + 15)
miatt f(z)-et két nem negativ értékd fiiggvény szorzatara bontottuk. Az
x> 0 nyilvanval6, mig a 102% — 24x + 15 fiiggvény képe egy felfelé nyilo
parabola amely D = 242 —4-10-15 = —24 < 0 miatt nem metszi az «
tengelyt.
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1025 — 2425 4+ 1524

0 1
5.6. abra. Az 102% — 2425 + 152* fiiggvény stacionarius pontjai

5.3.3. Konvexitas és a masodik derivalt kapcsolata

A 4.4. alfejezetben bevezettiik a konvex és konkav fiiggvények fogalmat, loka-
lisan (vagyis intervallumon) is.

Ha szemiigyre vesziink egy konvex és konkav részekkel is rendelkezé fiiggvényt,
példaul az 5.3. Abran lathatot, észrevehetjiik, hogy a konkav részen csokken az
érinté meredeksége, majd ahogy a fiiggvény ,atmegy konvexbe”, az érinté mere-
deksége néni kezd. Egy fiiggvény névekedési viszonyait a derivalt elGjele mutatja,
az érint6 meredekségét pedig ugyancsak a derivalt adja, igy nem megleps, hogy a
konvex és konkav részek megtaldldsdhoz a derivalt derivaltjat, vagyis a masodik
derivaltat kell vizsgalni.

Természetesen beszélhetiink konvexitasrdl differencialhatosag nélkiil is, de ha
a fiiggvényiink ,elég szép” (jelen esetben ez azt jelenti, hogy legalabb kétszer de-
rivilhato), egyszerii sziikséges és elégséges feltételt talalhatunk ezen tulajdonsag
teljestilésére.

5.10. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato fligguény.

1. Az f pontosan akkor konver a C C A intervallumon ha f"(x) > 0 teljesiil
Ve € C-re,

2. az f pontosan akkor konkdv a C C A intervallumon ha f"(x) < 0 teljesiil
Vo € C-re.

Ha egy intervallumon folytonos fiiggvénynek van konvex és konkav része is,
sziikségszertien lesz olyan pontja, amely konvex és konkav rész hataran van, ahol
a fiiggvény ,atmegy konvexbdl konkavba” vagy éppen forditva. Az ilyen tulajdon-
sagt pontokrol lesz sz6 az alfejezet tovabbi részében.

5.5. Definicié. Legyen f : A — B fiiggvény, amely konvexr a (c,d) C A és
konkdv a (d,e) C A intervallumban, vagy forditva, konkdv a (¢,d) C A és konvex
a (d,e) C A intervallumban. Ekkor a d € A pontot inflexids pontnak nevezziik.

(Lasd az 5.7. abrat.) Az 5.10. tétel miatt nem meglep6 az alabbi allitas.

5.11. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato figguény, melynek mdsodik
derivdltja folytonos. Ha az xy € A az f fiigguény inflexids pontja, akkor f"(xq) = 0.
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konvex g »
inflexié

konkav

5.7. abra. Konvex és konkéav részt is tartalmazo fiiggvény

A tétel megforditasa nem igaz. Ha f”(z9) = 0, az xy € A nem biztos, hogy
inflexios pontja az f : A — B fiiggvénynek. Erre lattunk példat az f(z) = 102° —
2425 + 15z esetén (lasd az 5.6. abrat). Ott az xy = 0 pontban a masodik derivalt
0 volt, mégsem volt inflexi6, hanem minimumbhely. Mi kell tehat ahhoz, hogy az
xo, melyre f”(zq) = 0, inflexiés pont legyen? Az 5.10. tételbdl ez is kivetkezik.

5.12. Tétel. Legyen f : A — B kétszer derivdlhato fiiggvény, melynek mdsodik
derivdltja folytonos. Az xg € A pontosan akkor inflexios pontja az f fiigguénynek,
ha f"(xg) = 0 és e > 0 gy, hogy f"(x) < 0 teljesil Vo € (g —e,m9) C A
és f"(x) > 0 teljesil V(xg,xg + €) C A esetén, vagy forditva, f"(x) > 0 teljesiil
V(zg —e,29) C A és f"(x) <0 teljesil V(xo, xg +€) C A intervallumon.

Példak:

1. Az f(z) = 2? fiiggvény (a normél parabola) mésodik derivéltja mindeniitt
2, igy az egész értelmezési tartomanyaban — a szdmegyenesen — konvex. Igy
nincs inflexiés pontja.

2. Legyen f(x) = 2 (lasd az 5.4. 4bréat). Ekkor f”(x) = 6z, vagyis a 0-ban
a masodik derivalt 0 és elGjelet is valt, hiszen a 6x fiiggvény értéke negativ
lesz negativ x-ekre, pozitiv lesz pozitiv z-ekre. Ez azt jelenti, hogy az °
negativ szdmokra konkév, pozitiv szdmokra konvex, a 0-ban pedig inflexios
pontja van.

5.3.4. Teljes fiiggvényvizsgalat

Ha kozépiskolas ismereteinket kibGvitjiik a differencialszamitas alkalmazasairol
itt szerzett ismeretekkel, sok fiiggvényt alaposan megvizsgalhatunk.

A teljes fliggvényvizsgéalat szokésos részei a kivetkezbk: értelmezési tartomany,
tengelymetszetek, pozitivitasi intervallumok meghatarozasa, paritas, periodicitas,
folytonossag vizsgalata, ahol nem folytonos, illetve az értelmezési tartomény haté-
rain a fiiggvény hatarértékének kiszamolasa, aszimptotak (egyenesek, melyekhez
tart a vizsgélt fliggvény ), monotonitasi intervallumok, szélséérték helyek meghata-
rozasa, a fiiggvény menetének vizsgalata (hol konvex, hol konkav), inflexios pont
meghatarozasa, a fiiggvény grafikonjanak megrajzolasa és végiil az értékkészlet
megadésa.
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A 1épések sorrendje nincs kébe vésve, esetleg néhényat ki is kell hagynunk,
mert kell§ ismeretek hianyaban nem tudjuk a megfelel§ szamitast elvégezni.

Példak:
23 — 622 .
1. Vizsgaljuk meg az f(x) = —o1 fiiggvényt! Ertelmezési tartoménya R.
3 _ 6 2 2 -6
Ao="2 S (z=6) egyenlet megoldasa az z; = 0 és az o = 6,

24 24
ezek a fliggvény zérushelyei. A fliggvény az y tengelyt az f(0) = 0 helyen

metszi. Mivel 2%(z — 6) pontosan akkor pozitiv, ha x > 6, ez a félegye-

......

z = 0 kivételével. Mivel —2 = f(1) # f(-1) = —g; és az sem igaz,
hogy f(1) # —f(—1), a fiiggvény se nem paros, se nem paratlan. (Péros
egy fliggvény, ha f(xr) = f(—=x), paratlan, ha f(x) = —f(—x) értelme-

zési tartomanydnak minden = elemére. Jelen esetben mindkét tulajdonsig
teljesiilésére ellenpéldat adtunk.) A fiiggvény nem periodikus. (Ismertebb
periodikus fiiggvények a trigonometrikus és tort rész fiiggvények.) Folyto-
nos az egész szamegyenesen. A fiiggvény hatarértéke az értelmezési tarto-

many hatarain lim f(z) = & lim 2?(z — 6) = 0o (00 - 00 = oo miatt)
T—00 T—00
¢s lim f(z) = 5 lim 2®(x — 6) = —oo, ezért se (globélis) minimuma,
Tr—r—00 T——00

se (globalis) maximuma nem lesz. Aszimptotaja (olyan egyenes, amihez a
fiiggvény tart) nincs, s6t az is vilagos, hogy az értékkészlet az egész R lesz.

A tovébbiakhoz derivaljuk a fiiggvényt. Mivel f'(z) = (32 — 12z) =

tx(z — 4), a monotonitas vizsgalatahoz az alabbi tablazatot készithetjiik.

T z <0 =0 O<z<4 r=4 >4
f(x) + 0 — 0 +
f(z) | 7 |lok. max. N lok. min. |

A tablazat harmadik sora tartalmazza a derivalt vizsgalatabol a fliggvény-
re levont kovetkeztetéseket, nevezetesen a fiiggvény monoton né negativ és
4-nél nagyobb z-ekre, valamint csokken 0 és 4 kozott. A lokélis minimum he-
lyen a fiiggvény értéke f(4) = —%, mig a lokalis maximum helyen a fliggvény
értéke f(0) = 0.

A masodik derivalt elGjelének vizsgalatat is egy tablazatban foglaljuk Gssze.
Mivel f”(x) = Y(x — 2), ez esetben egyszerti dolgunk van, a tablazat énma-

1
gaért beszél.

x r<2 | x=2|x>2
fa) | = 0 +
f(z) || konkav | inflexio | konvex

Az inflexiés pontban a fiiggvény értéke f(2) = —%. Ennyi informéci6 birto-
kaban a fliggvényt akar kézzel is felvazolhatjuk. (A pontos grafikon az 5.8.
abran lathato.)

3
1
2. Legyen f(x) = I ;2_ . A fiiggvény a 0-ban nincs értelmezve, minden mashol

folytonos, nem paros, nem paratlan, nem periodikus. Az = tengelyt a —1
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3 — 622
5.8. dbra. Az —
dbra. Az o1

fiiggvény

3

helyen metszi. Derivaltja , igy egy stacionarius pontja van, a v/2.

x3

T r<0|0<a< V2] 2=2 |2>2
fl@) | + - 0 +
flx)y | A~ N lok. min. VA

A tablazatbol leolvashato, hogy ebben a pontban lokalis minimum van. Ha-

. 1
lim 4+ — =
r—r+o00 1'2

tarértékei az értelmezési tartomany hatarain lim f(z) =
T—F00
1
+o0, valamint lim f(z) = lim =+ — = oco. Ez utébbi azt jelenti, hogy a
x—0F r—0% 2
fiiggvénynek az y tengely fligg6leges aszimptotaja. Mivel hril flz)—z =
T—r 00

1
lim — =0, ezért az y = x egyenes az f fliggvény ferde aszimptotaja lesz
r—+00 xQ

a végtelenben és a minusz végtelenben (az aszimptota az 5.9. dbran f(x)

6
fiiggvénnyel egytitt lathato). Masodik derivaltja — > 0, igy a két részre
x

szakitott fiiggvény mindkét részén konvex.

T r<0 | x>0
f"(x) + +
f(z) || konvex | konvex

A grafikont felrajzolva konnyi latni, hogy az értékkészlet a valos szamok
halmaza. (Lasd az 5.9. abrat.)

5.3.5. Taylor-polinom

5.6. Definici6. Legyen az f : (¢,d) — B figgvény az a € (c,d) pontban n-szer
differencidlhato. Az f fiigguény ,a” pont kdril vett n-edfokd Taylor-polinomjdn az
aldbbe figguényt értjik

) (g
T, (z,a) :Zf k:'( )(x—a)k.

Az n-edfokta Taylor-polinom egy legfeljebb n-edfokd polinom.
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3+ 1

xr2

5.9. abra. Az fiiggvény és jellemz6i

5.13. Tétel (Lagrange-féle maradéktag). Legyen f : (¢,d) — B n+1-szer derivdl-
hato figgvény és legyen T, (z,a) az f figgvény a € (c,d) pont koril vett n-edfoki
Taylor-polinomja. Ekkor

(n+1)
fl@) = Tu(z,a) = JZnTl()gl)(z —a)""!

aholz < & < awvagya<§&<uw.

Példa:

Legyen f(z) = sinx és a = 0. Mivel a sinx n-edik derivaltjaibol képe-
zett fiiggvénysorozat periodikus (4 periodussal): f(z) = sinz, fM(z) =
cosz, f@(z) = —sinz, fO(z) = —cosz, fW(z) = sinz, fO(z) =
cosz, fO(z) = —sinz, f7(x) = —cosz,...,ezen fiiggvények a = 0 helyen
vett értékeibsl képzett sorozat is az lesz: 0,1,0,—1,0,1,0, . ... Igy a Taylor-
polinom egyszeriien felirhat6, akar nagy n-ekre is. Legyen most n = 6. Ekkor
x> a
Adjunk becslést a maradéktagra! Az 5.13. Tétel alapjan sinx — Tg(z,0) =
25 67(?85:67. Ha 0 < x < 7, ennek abszolat értékét feliilr6l becsiilhetjiik
(3)
7!
megkaphatjuk, ha ismerjiik a fiiggvényt a [O, %} intervallum elemeire, a szi-

nusz tetszoleges értékét legalabb két tizedes jegyre pontosan becsiilni tudjuk
x> b
az r — 37 + = fiiggvény felhasznalasaval.

< 0,0047-tel. Mivel a sinx fiiggvény tetszéleges helyen vett értékét
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sinx

|
B

NIE]

K<Ll >[4 [ =[]+

5.10. abra. A szinusz és Taylor kozelitése a 0 koriil

Ha a Taylor-polinomot nagyobb n-re szamitjuk ki, pontosabb becslést is
kaphatunk. Nem lebecsiilend6 tény tovabbé, hogy mig a szinusz geometriai
szarmaztatasi, kozelit fiiggvényének értékeit csupan a négy alapmiivelet
hasznalataval megkaphatjuk.

Megjegyzendd, hogy a kozelités nem egyenletes olyan értelemben, hogy a
Taylor-polinom pontos a-ban, vagyis ami koriil felirtuk, mig a-tol tavolodva
a fiiggvény és a polinom eltérése jelentGsen néhet.

5.3.6. Taylor-polinomok Maximéaval

A Maxima beépitett taylor eljarasat hasznalva egyszertien kapjuk meg a ki-
vant kozelitést; az aldbbi példaban a sinx fiiggvény x valtozoja szerinti, 0 pont
koriil vett legfeljebb 12-edfokt Taylor polinomjat lathatjuk.

(%11) taylor(sin(x),x,0,12);

0, x3 x5 CC7 $9 Ill
Cho1)/T/ = — & + 73 — 5010 T 362880 — 30916800 T

[wxl\/laxima tipp}

A wxMaximéaban ezt a lehetGséget az ,,Analizis” menii
,Taylor- és hatvanysor...” almeniijében talaljuk.
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5.3.7. Derivalas, mint a folyamatok leirasidnak eszkoze

Egyenes vonalil egyenletes mozgas esetén a sebesség (v), az elmozdulas (s) és az
s
id6 (t) kozti kapesolat v = —. Ha az elmozdulast az id6 fliggvényében abrazoljuk,

lathatjuk, hogy a sebesség a fiiggvény meredeksége (lasd az 5.11. abrat).

5.11. dbra. Egyenletes elmozdulés az id6 fiiggvényében

Nem meglepd tehat, hogy altalanos esetben — nem feltétleniil egyenes vonala
egvenletes mozgas esetén — is igaz az, hogy a sebesség a fiiggvény érintGjének
meredeksége, viszont a meredekség pontonként mas és mas lehet (lasd az 5.12.
abrat). Ez azt jelenti, hogy v(t) = s'(t). Hasonloan, egyenes vonali egyenletesen

5.12. Abra. Nem egyenletes elmozdulés az id6 fiiggvényében

gyorsuld mozgés esetén a gyorsulés (a), a sebesség (v) és az id§ (t) kozti kapcsolat
v
a = —. Analég modon, nem egyenletes mozgés esetén a(t) = v'(t).

Mindezek jelentGsége tilng a konkrét fizikai interpretacion, hiszen sebesség bar-
milyen folyamat valtozasi gyorsasagat jelentheti; lehet az inflicié novekedésének
sebessége, az oldand6 anyag oldddasédnak sebessége az olddszerben, az internetes
letoltés sebessége, és igy tovabb.

5.4. Feladatok

1. Derivalja az alabbi fiiggvényeket!

(a) —ctg (log2(x_0’23)351) _ 2011

(23 + 1)%sin(3z)
(b) x* + 4tg(sinx)
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. sin(sin(sin z))
(c) cos(cos )
(d) 2227 sin?(27)

2. Szamolja ki az alabbi fiiggvényhatarértékeket!

.oet =1
@)
2

1
(b) lim <

T—00 €T
sin
im
=037 — 1
(d) lim zln(In(z + 1))

z—0t

(c)

3. Hol monoton ndvekvéek, csokkendek az alabbi fiiggvények? Mik a szélsGér-
tékhelyeik? Hol konvexek, konkavak? Hol vannak az inflexios pontjaik? Mik
a hatarértékeik az értelmezési tartomanyaik hatarain?

(a) f(z)=4a" — Tz* +3
(b) g(x) = xIn’*(z) +

() hiz) = —
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6. fejezet

Integralszamitas

Az integralszamitas bevezetése két szdlon fut. Egyrészt beszéliink hatarozott,
masrészt hatarozatlan integralrol. A két elméletet a Newton—Leibniz-formula kap-
csolja majd Gssze.

6.1. Hatarozott integral

A hatarozott integral bevezetésének motivacidja a fiiggvénygorbe alatti teriilet
meghatarozasa. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy az integral sok mas dologra is
jo lesz, mint ennek a pusztian geometriai problémanak a targyalasa, de addig is
lassuk az alapszituaciot.

Eddigi tanulmanyaink sorén teriiletet akkor tudtunk szémolni, ha a sikbeli
alakzatot szakaszok vagy korivek (esetleg mindkét tipusbol valamennyi) hatéarol-
tak. Nyilvan sziikség lehet mas gorbék altal hatarolt sikrészek teriiletének kisza-
molasara is.

6.1.1. Példa, alapfogalmak

Példaként szamoljunk ki egy konkrét fiiggvény, az f(x) = x® gorbéje, az x
tengely és az y = 1 egyenes altal hatarol rész teriiletét. (Lasd a 6.1. 4brat.) Osszuk

K

6.1. abra. A sikrész, melynek teriiletét keressiik

107
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fel a [0,1] intervallumot diszjunkt részekre. Az egyszertiség kedvéért legyenek a
részek egyforma hossziak, ez n rész esetén most % hosszi intervallumokat jelent.
Ezen intervallumok legyenek az egyik oldalai azoknak a téglalapoknak, melyek a
fiiggvényt alulrol, illetve feliilr6l érintik, vagyis a téglalapok fiigg6leges oldalainak
hossza a fiiggvény adott intervallumon vett minimuma, illetve maximuma.

Mivel f(z) = 2% szigortian monoton né a [0, 1] intervallumon, a minimumokat
az intervallumok alsd, a maximumokat az intervallumok fels§ végpontjai adjak.

Ekkor 1 3 (%)2 (ami a gorbét alulrol érint§ téglalapok teriiletének Gsszegébdl
k=1

n
képzett sorozat) lesz az also, az + > (%)2 (ami a gorbét feliilrsl érinté téglalapok

teriiletének Osszegébdl képzett sor(;zat) lesz a fels6 kozelits Osszegek egy-egy so-

rozata. Ismert Osszefiiggés, hogy > k? = w

k=1
hogy az als6 (71716)7(1—2;171) — %, a fels6 Osszeg pedig (n+16)57(1—22n+1) — %

Mivel az als6 0sszeg mindig kevesebb, a fels6 mindig nagyobb, mint a gor-
be alatti teriilet, valamint hatarértékeikre ugyanazt a szidmot kaptuk, dgy tinik
logikusnak, ha ezt a kozos értéket tekintjiik keresett teriiletnek.

Altalanosan a kovetkezSképpen jarunk el.

, igy egyszerd szamitas adja,

6.1. Definicié. Tekintsiik az [a,b] intervallumot. Az a = 2 < ... < (0 =p
véges tagbol dllo sorozatot az [a,b] intervallum eqy z beosztdsanak nevezziik.

Az n + 1 tagbol 4ll6 beosztas n részre osztja az intervallumot.

6.2. Definicid. Legyen z az [a,b] intervallum egy beosztdsa. Ekkor a z beosztds

finomsdgdnak a . r{nlax , (z(k) - z(k_l)) szdmot nevezziik, és 0,-vel jeldljik.
c{l...,n

Esetiinkben egy z,, beosztassorozatot generdltunk, ahol 6, = % Lathato, hogy
finomsagsorozatunk 0-hoz tart.

A tovabbiakban feltessziik f folytonossagat. Valojaban elég lenne feltenni,
hogy f korlatos, de akkor a kovetkezd definicidban szereplé minimumok és maxi-
mumok nem biztos, hogy léteznének, és akkor altalanosabb fogalmat kellene he-
lyettiik hasznalni (infimum, szuprémum). A gyakorlatban legtobbszor tgyis foly-
tonos, vagy szakaszonként folytonos fiiggvényekkel foglalkozunk.

6.3. Definicié. Legyen f : [a,b] — B folytonos figgvény. Legyen z az [a,b] inter-
vallum egy beosztdsa.

A (2) — 2(k=1) [ min ]f(x) szdmot az [ fiigguény z beosztdshoz tar-
f=1 pel2(k-1) 5 (k)

tozo also,

a > (20 — kD) max  f(x) szdmot az f fiigguény z beosztdshoz tar-
k=1 ze[2(h=1),2(9)]

tozo felsd

integrdalkozelitd dsszegének nevezziik és I,-vel, illetve 1.-vel jeléljiik.
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Tulajdonképpen az intervallumokon felvett fliggvényértékek minimumat, illet-
ve maximumat szoroztuk az intervallumok hosszaval, igy a gérbét alulrol, illetve
feliilr6l érint6 téglalapok teriiletének Gsszegét kaptuk. A minimum és a maximum
a 4.30. tétel miatt mindig létezni fog.

6.1. Tétel. Legyen [ : [a,b] — B folytonos figguény. Legyen z, az |a,b] interval-

lum beosztdssorozata, melyre lim 0, = 0. Ekkor 3] = lim I, = lim I, .
n—o0 n—oo —— n—oo

A tételbdl lathato, hogy nem sziikséges megvizsgalnunk minden megfelels be-
osztassorozatot; elegendé ha egy esetében sikeriil az als6 vagy felsé integralkozelitd
Osszeg sorozat hatarértékét kiszamolni.

6.4. Definicié. Az I = lim I, = lim I, szdmot az f folytonos figguény

n—oo —— n—oo
a ,b] intervallumon vett hatdrozott (Riemann) integrdljanak nevezzik. Jellés: I =

ﬁ
Konkrét példank eredménye 1j jelolésiinkkel tehat: [ 2*dx = 3

0
Az als6 integralkozelits Osszegek szamitasa soran keletkezé téglalapokat a 6.2.
abra illusztralja.

1

1

K<Ll >[4 [ =[]+

6.2. abra. Also integralkozelitG Osszegek sorozata

Koénnyt latni, hogy mar kicsit is bonyolultabb fliggvény esetén az ilyen — de-
finici6 szerinti — szdmolas komoly nehézségekbe iitkozhet. Mas modszer utan kell
hat nézniink. El6tte azonban ismerjiink meg néhény hasznos tételt.

6.1.2. Egyszeri tételek a hatarozott integralra
6.2. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figgvény és legyen v € (a,b). Ekkor
b

/f(x)dx+/f(x)dx:/bf(x)dx
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6.3. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figguény és m < f(x) < M teljesiil
b

YV € [a,b] esetén. Ekkor m(b—a) < /f(x) dx < M(b— a).

6.4. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos fiigguény és legyen G(x) = /f(t) dt,
ahol x € (a,b]. Ekkor G derivdlhatd, és G'(x) = f(x) teljesil Vx € (a,b] esetén.

A tételben szerepls G fiiggvényt integralfiiggvény néven szoktak emlegetni.

6.2. Hatarozatlan integral

A legutébbi tétel mar sejteti, hogy fontos kapcsolat lesz a differencial és integ-
ralszamitéas kozott. ElGszor azonban meg kell ismerkedniink a hatarozatlan integral
fogalméval.

6.2.1. Bevezetés

6.5. Definicio. Legyen [ : [a,b] — B figgvény. Ha F'(x) = f(x) teljesil Vx €
la, b] esetén, az F fiigguényt az [ fiigguény primitiv figguényének nevezziik.

Példak:
1. Mivel (sinx) = cosx, ez azt jelenti, hogy cosz primitiv fliggvénye a sin z.

2. De (3 +sinz) = cosz is igaz, igy a cosx fliggvénynek primitiv fiiggvénye a
3+ sinx is.

Ko6nnyt latni, hogy ha F'(x) primitiv fiiggvénye a f(z) fiiggvénynek, akkor Ve € R
esetén F'(x) + c is primitiv fiiggvénye f(x)-nek. Belathat6, hogy mas primitiv
fiiggvénye nincs intervallumon értelmezett f(x)-nek. Mas tipusu értelmezési tar-
tomannyal rendelkezd fliggvények primitiv fiiggvényei nem feltétleniil csak kons-
tanssal térnek el egymastol; olyan fiiggvényekkel nem foglalkozunk.

Felmeriil tovibba a kérdés, mindig létezik-e egy intervallumon értelmezett
fiiggvénynek primitiv fiiggvénye. Sajnos nem, viszont igaz az alabbi tétel.

6.5. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos fiigguény. Ekkor létezik primitiv figg-
vénye.

6.6. Definici6. Legyen [ : [a,b] — B figgvény. Ha F'(x) = f(x) teljesil Va €
la,b] esetén, az F(x) + ¢ fliggvények dsszességét az [ fiigguény hatdrozatlan integ-

raljanak nevezzik. Jeldlés: /f(a:) dx = F(z) + c.
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6.2.2. Alapintegralok, elemi tételek

Szeretnénk minél tobb fliggvény hatarozatlan integraljat megkapni. Ehhez
el6szor nézziik néhény alapfiiggvény hatarozatlan integraljat. Ezek a szabalyok
konnyedén ellenérizhetGek derivalassal.

6.6. Tétel (Alapintegralok).

JZ'OH_I
1./xo‘d9§:a+1+c, ha o # —1,
1
2/ dxr =Inlz| + ¢,
x
B/CLIdx
4. /emda:—e +c,
5/smxdx——cosx+c
6/cosxda:—smx+c
7/ r = —ctgz +c,
smx
8/ dr =tgx +c,
cos? x
Q/tgdx——ln]cosx\—i-c

10. /ctgda: =In|sinz| + c.

6.7. Tétel (Integralasi szabalyok). Ha az aldbbi hatdrozatlan integrdlok léteznek
a vizsgadlt intervallumon, akkor

1. /f(x) + g(z)da = /f(x) dxi/g(x) dz,
2. /k:-f(:v)d:)s:k-/f(x)d:v,

a+1 T
3. /f’(x)fa(x) dx = [ ) +c¢, ha a # —1,

a—+1
I
T
/1 )d =n|f(z)|+c.
Peldak:
4 4
1. /3 sinzcos® z+5x2dr = 3 [sinxcos® zde+5 [ 23 dx = —3COZ m+5%+c.

Az 6sszeg integraljat szétirtuk integralok Osszegére, a konstansokat kiemel-
tiikk az integraljelek elé, majd az elsé tagra alkalmaztuk az f'f* tipusnal
tanultakat. A masodik tag (az x3) alapintegral.
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1 2 1
2. /x;j_ 1dx = / . f_ 1da: = éln 2% 4+ 1] + ¢. A megfelels konstans ki-

emelése utan f'/f tipust integralt kaptunk.

6.8. Tétel (Linearis helyettesités). Ha /f(x) dx = F(z) + ¢, akkor Va € R\{0}

F b
és Vb € R esetén /f(a:v+b)d:1: = Flaz+b) +c.
a
Példa:
(2u+4)3 Y
Lotd)? 4
/\3/2x+4d$: ; +c:$+c.

6.9. Tétel (Parcialis integralas). Ha f,g : (a,b) — C differencidlhatéak és az
aldbbi hatdrozatlan integrdlok léteznek (a,b)-n, akkor

/ f(@)d (@) dr = f(2)g(z) — / F(@)g(x) de.

Ez a formula akkor hasznos, ha a bal oldalon 1év§ fiiggvény integralja helyett va-
lamiért jobban boldogulunk a jobb oldalon keletkezett integrallal. Jol hasznalhato
a parcialis integralas a polinomszor trigonometrikus, polinomszor exponencialis,
trigonometrikusszor exponencidlis fiiggvények hatarozatlan integraljanak kisza-
molasara.

Peéldak:
L. /xsinxdm = z(—cosz) — /1(— cosx)dr = —xcosx +sinx + ¢,
2. Ha a polinom n-ed foku, a parcialis integralast n-szer kell alkalmazni.
/(2352 — 3 — 1)t dg =

) 23x+7 23z+7
_3r—1 [ (4g — —
(20 30~ 1) /( v 3) o do

) 23w+7 23x+7 23w+7
222 — 3z — 1 (-3 — 4 dx ) =
(227 =32 = g5 <( T3 Gy / (3In2)? x)

) 23x+7 23x+7 23x+7
222 — 3z — 1 — (42 -3 —4 .
(227 =32 =gy 5 << T3 B (3ln2)3) e

Az eljaras soran figyelni kell arra, hogy ,, jobbra haladva” mindig a polinomot
derivaljuk, igy annak fokszama minden lépésben eggyel csokken.

1
3. /lnxdx: /llnxdzlenx—/—xdm =zhr—-—2+c
x
Sajnos szorzat, hanyados vagy Osszetett fiiggvény hatarozatlan integraljanak
kiszdmolasara semmilyen altalanos formula nincs. Ez nagyon megnehezitheti az
integralast. Mig egy atlagos, elemi fiiggvényekbdl az alapmiiveletek segitségével
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véges lépésben képzett fiiggvény derivalasa csupan gyakorlat (és id6) kérdése, ad-
dig hatarozatlan integraljanak meghatérozasa nagyon bonyolult lehet, legtobbszor
egyedi triikkoket igényel, vagy akar klasszikus értelemben nem is megoldhato.

Példaul az e fliggvénynek létezik a hatarozatlan integréalja, de nincs elemi
fiiggvényekkel kifejezhets primitiv fiiggvénye.

6.3. Newton—Leibniz-formula
A hatarozott integral jol alkalmazhatoé fliiggvénygorbe alatti teriilet szamitasa-
ra. Azt is lattuk azonban, hogy a definici6 szerinti szamolas csak nagyon egyszerii

esetekben lehetséges komoly nehézségek nélkiil. A kovetkezd tétel a hatarozott
integral szdmolasat a hatarozatlan integrallal valo szamolasra vezeti vissza.

6.3.1. A tétel

6.10. Tétel (Newton-Leibniz-formula). Legyen f : [a,b] — B folytonos fiiggvény
és jelolje F' az f primitiv fliigguényét. Ekkor

/f(x) dz = F(b) — Fla).

Az F(b) — F(a) kiilonbségre hasznalatos még az [F(z)]" jelolés.

Példéak
1
210 13 03
1. /CE2 dr = |—| = ——— = -, ahogyan azt a definici6 szerinti szdmolassal
3], 3 3 3
0
is megkaptuk.
e 1 e 1 B ) .
2. dx = 2_dr=[ln|lnz|]. =In|lne*| —In|lne| = In2, hiszen az
rlnzx Inx ¢

e &
integral f’/f tipusu volt.

6.3.2. Improprius integral

Hatarozott integralokbol képzett sorozatok hatarértékének segitségével értel-
mezhetjiik egyes nem korlatos fiiggvények hatarozott integraljat, korlatos fiigg-
vények hatarozott integraljat nem korlatos intervallumon, esetleg nem korlatos
fiiggvények hatarozott integraljat nem korlatos intervallumon.

Az ilyen integralokat nevezziik Osszefoglalé néven improprius integralnak.

Lassuk el&szor a korlatos intervallumon nem korlatos fiiggvények esetét.

6.7. Definicié. Legyen f : [a,b) — R nem korldtos, folytonos figgvény és a <

v < b. Legyen ekkor
b v

/f(x) dr = lim [ f(z)dx
y—b—
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hatdrérték, ha létezik.

6.8. Definici6. Legyen f : (a,b] — R nem korldtos, folytonos figguény és a <

v < b. Legyen ekkor
b b

/f(:(:) dr = lim+ f(z)dx

hatdrérték, ha létezik.

Példak:
1
1
L. /— dr = [In|z|]}, =In1 — lim In|y| =0 — (—o00) = oco.
x y—0+

0

0
1 _
2. / de = [~2v~z]", = lim —2y~z — (-2/=(-9)) = 6.
—T ¥—0~
-9
Koévetkezzenek a nem korlatos intervallumon korlatos fiiggvények hatéarozott
integraljanak definicioi.

6.9. Definicid. Legyen [ : [a,00) — B korldtos, folytonos figgvény és a < ~.

Legyen ekkor
.

/f(m) de = lim [ f(x)dx

Y—00
a

hatdrérték, ha létezik.

6.10. Definicid. Legyen f : (—o0,b] — B korldtos, folytonos figguény és v < b.
Legyen ekkor
b

b
/f(:p) dr = lim [ f(x)dx

y——00
N
hatdrérték, ha létezik.
Példék:
L. /—d:pz In|z|]{” = lim In|y| —In1 =00 — 0 = oo.
x =00
1
1 177 1 11 1
2. /ﬁ dr = [—E:| . = —_—4 _'yl—l>IEloo_E = Z__L —0= Z (Lan a 6.3. abrat.)
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_4‘

1
6.3. abra. Az — fiiggvény alatti teriilet a (—oo, —4] félegyenesen
T

6.3.3. Teruletszamitas

Ki akarjuk szamolni, hogy a sinx fiiggvény és az x tengely mekkora teriilet
részt zar kozre a [0, 27 intervallumon. Altalanos esetben, amikor egy integralhato
fliggvény és az x tengely altal kozrezart teriiletet akarjuk kiszdmolni, sziikség van
a fliggvény zérushelyeire, hiszen ilyenkor két zérushely kozott integralunk. A zé-
rushelyek a szinusz fiiggvény esetén (z = kn, k € Z) kozismertek. A kiszamolando
teriilet a 6.4. Abran lathato két rész teriiletének Gsszege. Ismert, hogy sinx szim-
metrikus (tobbek kozott) a (0, ) koordinataju pontra, igy a keresett teriilet a sin
fiiggvény és az x tengely altal a [0, 7] intervallumon kozre zéart rész teriiletének két-

s

szerese lesz. Mivel /sinxda: = [—cosz]y = —cosm—(—cos0) = —(—1)—(—-1) =

0

sin x
v’ﬂ'

6.4. dbra. A szinusz fliggvény 0 és 27 kozott

2, a keresett teriilet 4 lesz. Most szamoljuk ki az integral értékét a [0, 27| intervallu-
2w

mon: /sinxda: = [~ cosa]f" = —cos 2m — (—cos0) = —1 — (—1) = 0. Ez hogy le-
0

het? Ugy, hogy az integrél a fiiggvénygorbe alatti elGjeles teriilet, vagyis ha a vizs-

gélt rész az x tengely alatt van, nem a teriiletét, hanem annak —1-szeresét kapjuk.
2

Valoban, /sinxd:c = [~ cos )" = —cos 2w — (—cosT) = —1 — (—(=1)) = —2,

ami megfelel a 6.2. Tétel elvarasanak.
Mi a helyzet két altalanos (integralhato) fiiggvény altal kozbezart teriilettel?
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El6szor meg kell keresniink metszéspontjaikat, majd koztiik kell integralni a fiigg-
vényeket. A kozbezart teriilet a ,fels¢” fiiggvény alatti teriilethbdl kivont ,als6”
fiiggvény alatti teriilet lesz. A 6.7. Tétel 1. részének kivonasra vonatkoz6 fele mi-
att a keresett teriilet a fiiggvények kiilonbségének integrélja lesz.

Bonyolithatja a helyzetet, ha a két fiiggvénynek tébb metszéspontja is van.
Ekkor a szomszédos zérushelyek kozotti darabokat kell figyelniink.

> +x+1
4+ +3r+1
2 +1
1
. e 5 . T
6.5. abra. Az 1 és az x° + = + 1 fiiggvények kozotti teriilet
x

2+ 2?2 +3r+1

7 2 . 7
o és az v° 4+ x + 1 fliggvények

Konkrét példankban keressiik az

22+ a?+3r+1
kozotti teriilet. Az~ 211 T + x + 1 egyenletet rendezve az z* +
x
2?2 — 2z = z(z — 1)(2? + 2 + 2) = 0 egyenletre jutunk, melynek két valos gyoke

van, a 0 és az 1. A szituaciot lasd a 6.5. abran. A két fiiggvény kiilonbségére

54224+ 3z 41 —at — a2 42 2
v Ao — (P +x+1) = rorT S B adodik, ezért a
x2 41 241 x?+1
2 3 oo
keresett teriilet /—3:2—1— Sy = —£—+ln|x2+1| = ——+In[1?+1| -
2+ 1 3 . 3

0 1
(—3 +1In]0* + 1]) =-3 +1n2 ~0,3598 lesz.

6.3.4. Forgastest térfogata

Az integralszamitas szamos egyéb alkalmazasai koziil egyet mutatnank be, a
forgastest térfogatanak kiszamitasat. Forgéstestet szemléletesen gy szarmaztat-
hatunk, hogy egy f : A — B egyvaltozos fiiggvényt ,megforgatjuk” sikjanak
valamely egyenese koriil. (Valojaban nem minden forgastestet lehet ily modon —
fliggvény forgatasaval — elgallitani. )
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6.11. Tétel. Legyen f : [a,b] — B folytonos figguény, ahol B C [0,00). Legyen
a forgdstengely az x tengely, ekkor a keletkezd forgdstest térfogata:

V= W/bf2(x) dz.

Példankban az f(x) = /1 — a2 fiiggvényt — aminek képe egy egység sugari
félkor — forgatjuk az z tengely koriil (lasd a 6.6. abrat).

s‘/ \ V1—a22

K< <l> > [[H] [=ote][+]
6.6. abra. A /1 — z? fliggvény forgatésa az x tengely koriil
A keletkezett egység sugaria gomb térfogata:

1
371 3 3
1 —1 4
V:W/1—$2dI:ﬂ|:$—m—:| :71'(1———(—1—( ))):l
3 1 3 3 3
1

Koénnytd latni, hogy ha az f(z) = r? — 2? fiiggvényt forgatjuk meg az z
tengely koriil, ahol » > 0 paraméter, a keletkezett r sugart gomb térfogata V =

4r37
s /r2 — 2% dx = et ami a gomb ismert térfogatképlete.

—r

6.4. Integralas Maximaval

Lattuk a kordbbiakban, hogy csak bizonyos tipusokba tartozé fliggvényeknek
tudjuk megkeresni a primitiv fiiggvényét. A f6bb tipusokat a Maxima is isme-
ri. llyenek az f'/f, az f'f* (ahol @ # —1), a parciélis integralassal megoldhato
feladatok, vagy ismertebb helyettesitési triikkokkel kiszamolhato integralok.

A szintaktika — ahogyan mar megszokhattuk — tiszta, vilagos logikaju. Nézziink
egy példat! Szamoljuk ki:

NG

142z

(%11) integrate(sqrt(x)/(x+2*sqrt(x)),x);

dx

(%01) 2 (v/x —2log (Vx +2))
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Hat igen, a ,,+c”. Az hianyzik.
A hatérozott integralt sem til meglepGen kapjuk.

(%12) integrate(exp(1/x)/x"2,x,1,2);
(%02) %e — v%e

Eléfordulhat, hogy a Maxima nem tud mit kezdeni a fliggvényiinkkel. Amint
lathattuk, ez sokszor nem a Maxima hidnyosséga.

sin %
dx
T

(%13) integrate(sin(1/x)/x,x);

sm

(%ho3) [ —==

Természetesen ilyenkor hatdrozott integralt sem kaphatunk, legaldbbis a szokott

modon.
2
sin =
T
1

(%i4) integrate(sin(1/x)/x,x,1,2);

2 sm

(hod) [; —=*dx

x

De nem kell megijedni, ilyenkor is eredményre juthatunk. Erre valo (példaul) a
romberg fiiggvény, mely egy ismert kozelits eljarassal szamol hatarozott integralt.

(%15) romberg(sin(1/x)/x,x,1,2);
(%05) .4529753189474722

Szamolhatunk improprius integralt is, feltéve ha létezik.

/—d;z:

(%16) integrate(1/x72,x,1,inf);

(%06) 1
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Mi a helyzet a kovetkez§ integrallal?

1
/—dm
x

1

(%17) integrate(l/x,x,1,inf);
defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode (true);

Igazabol az integral ennél a példanal — ahogy azt kordbban lattuk is — végtelennel
egyenld.

[wxMaxima tipp]

A hatéarozatlan és a hatarozott integral szamolasara is
alkalmas integrate eljairds — nem meglepé modon — a
wxMaxima ,,Analizis” meniijének ,Integralds...” almenii- |?
jében kapott helyett. Az itt felbukkano ablakban van \SLV/A )
lehetdségiink a romberg kozelité modszer kivalasztasara
is.

6.5. Folyamatok leirasa és az integralas

Egyenes vonala egyenletes mozgas esetén az elmozdulas (s), a sebesség (v) és
az id6 (t) kozti kapesolat s = vt. Ilyenkor a sebesség az id6 fliggvényében allando.
Lathatjuk, hogy a kezdeti allapottol (¢t = 0) a végallapotig (t1) az elmozdulas a
fiiggvény alatt 0 és t; kozott keletkezett téglalap teriilete (lasd a 6.7. abrat).

t1 t
6.7. 4bra. Egyenletes sebesség az id6 fliiggvényében

Altalanos esetben — nem feltétleniil egyenes vonali egyenletes mozgas esetén

— az elmozdulés ty és t; id6pillanatok kozott a fiiggvénygorbe alatti teriilet lesz,
t1

(lasd a 6.8. &brat), ami azt jelenti, hogy s = /'U(t) dy.

to
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to t1 t
6.8. 4bra. Nem egyenletes sebesség az id6 fliggvényében

6.6. Feladatok

1. Szamolja ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

(a
(b

(c

) v
)
) 622 + 8
(d)
(e) o +In(2z +1)

2. Szamolja ki az alabbi hatarozott integralokat!
1
) / Va2va3 dx
0

(b) / 00) g

s~ T

w3y

™

(©) / 2sin(2z) dz

0

(d) /(Sx + cos x) (x2 + 3 sin a:) dx
3

(—x +3m)dx

2
3. Szamitsa ki az alabbi fiiggvények altal hatarolt idomok teriiletét!
(a) 22 —bx+3, -z +2—1

() VE. 5




7. fejezet

Differencialegyenletek

7.1. Bevezetés

Amikor eddigi tanulméanyaink sordn egyenlettel talalkoztunk, az ismeretlen
valamilyen szam volt. De lehet ismeretlen fiiggvény is.

Az ebben a fejezetben szerepls fiiggvényekr6l feltételezziik, hogy valamely in-
tervallumon (esetleg intervallumok véges unidjan) értelmezett valos értéki fiigg-
vények.

7.1. Definici6. Az olyan egyenleteket, melyekben az ismeretlen a fiiggvény, fiigg-
vényegyenleteknek nevezziik.

7.2. Definicié. Ha az ismeretlen fiigguvénynek a derivdltja is szerepel a fliggvény-
egyenletben, differencidlegyenletrdl beszéliink.

Példa:

Egy egyszert differencialegyenlet példaul az f'(z) = 1 fiiggvényegyenlet. Az
Osszes megoldast ez esetben az 1 integralasaval kapjuk, ez az f(z) = x + ¢
Jfiiggvénysereg”, hiszen c tetszéleges valos szam lehet.

7.3. Definici6. Ha a differencidlegyenletben szerepld ismeretlen fiigguény egy vdl-
tozds (ahogy az ebben a jegyzetben targyalt figguények is), kézinséges differenci-
dlegyenletrdl beszélink.

7.4. Definicié. n-edrendinek nevezziik a differencidlegyenletet, ha a benne sze-
repld ismeretlen fiigguvénynek legfeljebb az n-edik derivdltja szerepel az egyenletben.

Példa:

Az f"(x) = 0 példaul egy harmadrendi differencidlegyenlet. Kénnyt latni
— a 0-t haromszor integralva — hogy az Osszes megoldas az Gsszes f(x) =
c12% + cox + ¢ alaka fiiggvény, ahol ¢y, ¢, ¢35 konstansok tetszéleges valos
szamok.

A megoldasok legtobb esetben tartalmaznak legalabb egy tetszéleges konstanst.
Ez a differencidlegyenlet altalanos megoldasa. Ha adott valahol az ismeretlen fiigg-
vény, esetleg — magasabb rendi differencidlegyenlet esetén — annak valahényadik
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derivaltjanak vagy derivaltjainak értéke, kezdetiérték-problémarol beszéliink. Ilyen
esetben a megoldé fiiggvény sok esetben egy konkrét — dgynevezett partikularis —
megoldas (a fiiggvénysereg helyett).

Példa:

Az altalanos megoldasbol konnyt latni, hogy a f/(x) =1, f(0) = 2 kezdeti-
érték-probléma egyetlen partikularis megoldéasa az f(z) = x + 2 fliggvény.
Kozonséges differencidlegyenletek esetén gyakran szokas az ismeretlen fiiggvényt
y-nal jelolni, tehat példaul az f'(z) = 1 jeldlés helyett inkdbb az y/(x) = 1, vagy
még rovidebben az vy’ = 1 jelolést hasznaljak.
A tovabbiakban kizardlag elsérendii, kozonséges differencidlegyenlettel foglal-
kozunk, azok koziil is csak néhany nagyon specialis tipussal.

7.2. Szétvalaszthat6 valtozoju differenciadlegyenlet

7.5. Definici6. A differencidlegyenletet akkor nevezziik szétvdlaszthato vdltozoji-
nak — mds néven szepardbilisnek —, ha felirhato y' = f(x)g(y) alakban, ahol az y
az wsmeretlen fligguény és x a vdltozoja.

7.2.1. Ekvivalens integralegyenlet

Amennyiben g # 0, a szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenlet megoldasa
egyet jelent az [ ——dy = / f(x) dx dgynevezett ekvivalens integralegyenlet

9(y)

megoldasaval. A kapott megoldas helyességét természetesen az eredeti egyenletbe
valo visszahelyettesitéssel ellenérizhetjiik.

Példa:

Oldjuk meg a xy’ = Ty*, y(1) = 2 kezdetiérték-problémat. Az egyenlettel

1 7
ekvivalens integrilegyenlet ekkor / —dy = / — dx alakiu. Az integraléso-
Y x

kat elvégezve a —— = Tln|z| + ¢ egyenletet kapjuk. Innen y-t kifejezve
Y

Yy = m adodik altalanos megoldasnak. Mivel m = 2, c-

re _§‘et kapunk, igy a kezdetiérték-probléma partikularis megoldasa y =
2

1—14In|x|

7.3. Szoveges feladat

Differencidlegyenleteteket szamtalan gyakorlati probléma — példaul geometriai,
fizikai, kozgazdasagtani — megoldasa soran kaphatunk.

Példa:
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A jégkorong mozgasa lassul a jég ellendllasanak hatésara, amely egyenesen
aranyos a korong sebességével. A korong kezdGsebessége 5™, sebessége 2s
miulva 37 lesz. Mikorra csokken a sebesség 17*-ra? Mekkora utat tud meg-
allasaig a korong megtenni?

A differencialegyenlet a kovetkez6: v'(t) = kv(t), ahol k ardnyossagi ténye-
z6. Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet. Ennek ugyan megoldasa lenne
a v = 0 fiiggvény, de az eredeti kezdetiérték-probléméanak méar nem, igy
nyugodtan feltehetjiik, hogy v # 0. Igy a differencialegyenlettel ekvivalens

integréilegyenlet az alabbi: [ —dv = [ kdt, ahonnan In|v| = kt+c. Innen az
v

egyenlet altaldnos megoldasa v(t) = e**¢ (hiszen v(t) > 0 miatt az abszolit
érték jel elhagyhato), egyelGre ismeretlen aranyossagi tényezével.
Mivel v(0) = 5, fgy e© = 5, tehat v(t) = 5ekt. Masrészt 3 = v(2) = 5e*,

1 t
ahonnan e* = (%) 2, vagyis v(t) = 5- (%) 2 az egyenlet partikularis megoldésa.

t In 0, 04
A keresett idGt az 5- (%) 2 = 1 egyenletet megoldva kapjuk, ami ¢ = ln O’ 5 ~
n )

6,30(s).
A megtett utat az alabbi (improprius) integral szolgaltatja:

r [ (3\? @) 1 10

tydt= [5-(=) dt=5|2 =0——— ~ 19,58
/”” / (5) [%1n0,6 ) o6 = 19 580m)
0 0

7.4. Linearis differencialegyenlet

7.6. Definicié. Az y' = f(x)y + g(x) alaki differencidlegyenletet (kizonséges, el-
sdrendd) linedris differencidlegyenletnek nevezzik, aholy az ismeretlen, x vdiltozds
fiigguény.

Altalaban feltételezziik az f és g fiiggvények folytonossagat.

7.7. Definici6. Tekintsik az y' = f(x)y + g(z) alaki linedris differencidlegyen-
letet. Ha a g fiigguény azonosan 0, homogén linedris differencidlegyenletrdl beszé-
link, minden mds esetben az egyenlet inhomogén.

Konnyt 1atni, hogy a homogén linearis differencidlegyenlet szétvalaszthato val-
tozoju.

7.4.1. Konstans varialasa

Inhomogén linearis kézonséges elsérendi differencidlegyenletek megoldasat az
ugynevezett ,konstans varidlasa” nevid moédszerrel mutatjuk be, egy konkrét pél-
dan.

Az egyenlet megoldasa a homogenizalt egyenlet (¢ = f(z)y) altalanos megol-
désénak és az eredeti inhomogén egyenlet (¢ = f(z)y + g(z)) egy konkrét, tet-
sz6leges konstanst nem tartalmazo, mas néven partikularis megoldasanak osszege
lesz.
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Példa:

Oldjuk meg az y'x + y = cos x differencidlegyenletet!

1
Ha az egyenletet az v/ = ——y + cos T

alakra rendezziik, lathat6 hogy inho-

x
mogén lineéris differencidlegyenletrdl van sz6.

1
Elsé lépésben oldjuk meg az Y’ = ——Y, tgynevezett homogenizalt valtoza-
x

tot, tehat az eredeti egyenletbdl g(x) elhagyasaval keletkezd szétvalasztha-
t0 valtozoju differencidlegyenlet, ahol Y fiiggvénye z-nek. Lathato, hogy az
Y = 0 fiiggvény megoldasa lesz ennek az egyenletnek. Tegyiik fel most, hogy

1 1
Y # 0. Az ekvivalens integralegyenlet ekkor: /? ay = — /— dzx. Mindkét
x

oldalt integralva azt kapjuk, hogy In|Y| = —In |z| + ¢, ahonnan e® = |zY|
adodik. Mivel e€ tetszéleges pozitiv szam lehet, az abszolut értéket elhagy-
va kapjuk, hogy zY tetszbleges pozitiv vagy negativ szam lehet. De mivel
Y = 0 is megoldés, a homogenizalt egyenlet 6sszes megoldasa a C' = zY,

C
vagyis Y = — alakba irhato, ahol C' € R tetszGleges.
x

A konstans varidlasa azt jelenti, hogy az eredeti egyenlet egy partikuléris

megoldésat ilyenkor a (homogenizalt megoldéashol eredd) Yy = alakban

x
keressiik (ahol Yy is x fiiggvénye.). Ez a megoldas masodik lépése. Behelyet-
/
oy, . o
x x
el a derivalast, majd a kapott kifejezésbdl fejezziik ki C'(x)-et. Fontos megje-
gyezni, hogy C(x) minden inhomogén egyenlet esetén ki fog esni a szamolas
C'(x)x — C(m)x N C(z)

T2 T

tesitiink tehat az eredeti egyenletbe: = cosx. Végezziik

soran. Tehéat

= cosz, ahonnan C'(z) = cosz. In-

nen a C(z)-et integralassal kapjuk meg. Jelen esetben ez /cos:vdx =sinz.

Ezuttal egy konkrét fiiggvényre van sziikségiink, ezért hagytuk el a +c-t a

hatarozatlan integralas ,végérsl”. Mindezeket Gsszegezve az eredeti egyenlet
sinx

egy partikularis megoldasa tehat Yy =

Utols6 1épésben megadjuk az egyenlet Gsszes megoldésat. Ez a homogén

egyenlet dltalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet partikularis meg-
. C +sinz
oldasanak Osszege, vagyis y =Y + Yy = —— —, ahol C tetsz6leges valos
x

szam lehet.

7.5. Differenciadlegyenletek megoldasa Maximaval

Szeparabilis és linearis kozonséges differencidlegyenletet a Maxima az ode2
fiiggvény segitségével old meg. Példankban legyen a megoldando egyenlet a kovet-
kezé:

/ 3
Yy t+ry==zx
(%11) ode2(’diff(y,x)+x*y=x"3, y, x);
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) 2_4) 0%
(%o1) y=e 'z (% + %c)

A kapott kifejezést természetesen egyszertibb alakra is hozhatjuk.

(%12) expand (%) ;

z2

(%ho2) y=%ce 7 +a%—2

Amennyiben az elsérendi, kozonséges differencidlegyenletet egyben kezdetiér-
ték-probléma is, hivjuk meg a icl eljarast az ode2 fiiggvény hasznalata utan.
Tehat az el6z6 egyenlet megoldéasa az y(0) = 1 feltétel mellett a kiovetkezs:

(%i3) icl(%o2, x=0, y=1);

(%03) y=e"2 ((x2 —2)ez + 3)

Ez egyszertibb alakra hozva:

(%14) expand (%) ;

2
(hot) y=3e 2 +22—2

[wxMaxima tipp}

wxMaxima hasznalatakor az ode2 és az ic1 eljarasokat —
is az ,Egyenletek” meniiben talaljuk. Elgbbit a ,Diffe- (j;

rencidlegyenlet megoldasa...”, utoébbit a ,Kezdetiérték- I‘-..\ﬂ ,
probléma (1)...” almenii kivalasztasaval érhetjiik el. S

7.6. Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket!
(a) (1+sinz)y =ycosz
(b) 2%y — 2y =—1

2. Oldjuk meg az alabbi kezdetiérték-problémékat!

2x
- 0)=0

(b) (x+ 1)y = (x+1)>+y, y(1) =4

(a) 3y* =
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8. fejezet

Feladatok megoldasa,
végeredmények

8.1. Bevezetés a Maxima hasznalataba

1.

—_

a

~~

)
(b) 100
(c) 5
@2
(e) 5
(f) 4
b? — a?
2.
(2) —
(b) 1
3. (a) f+km keZ
(b) km, keZ
4. (a) z=0,y=1
(b) =2, y=1t, z=1+2, ahol t € R tetszSleges.

8.2. Sorozatok

1. (a) szigortan monoton né, 1 < a, < 3, a, — 3, ng = 498

13
b) nem monoton, -5 <a, < —, b, > 1, ng =9
7

1 2 1
(c) szigortian monoton csokken, ) T3 <c, < 5 Cp — —5 no =4
(d) nem monoton, —1 <d, <1, d, =0, ng =100

)
)
(e) szigoruan monoton ng, —1 <e, <0, e, — 0, ng =50
(a) —
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8.3. Sorok

8.4. Filggvények

—
~—~ ~ o~

R @ a a T v

N— p—— S N N S
®|HOM|Q‘!© o [\ ®
©w |
—_

—~~
o
~—
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8.5. Differencialszamitas

1
sin?(log, (770:23)3¢") .

1 . i
( —0,23] 2(_0’ 23)x7 123" + logy (2~ %%)3° 1n3-e"”)
=023 1

(b) (2(2° 4 1)32® sin(3x) + (2° 4 1)* cos(3z)3) (2" + dtg(sinx))

(x4 + 4tg(sinz))?
(3 4 1)?sin(3z) <4IL‘3 + 4Cﬁ)

cos?(sin )

1. (a)

(x4 + 4tg(sinz))?

(©) cos(sin(sinz)) cos(sinx) cos x cos(cos )

cos?(cos x)
sin(sin(sin z)) sin(cos x) sin x

cos?(cos )
2227 sin?(2x) + 22(2% In(2) sin?(2z) + 222 cos(2z) sin(2x)2)

Monoton névekvs, ha x < 0, vagy ha x > 1, koztiik csokken, lokalis
minimuma van az 1 helyen, lokdlis maximuma van a 0 helyen. Globélis

1
——, konkav egyébként,

1
inflexios pont az —. lim f(z) = +oo. (Lasd a 8.1. abrat.)

3 92 xz—too

szélsGértékhelyei nincsenek. Konvex, ha x >

(b) Ahol értelmezve van (vagyis ha x > 0) ott mindeniitt monoton névekvd.

Sem lokalis, sem globalis szélsGértékhelyei sincsenek. Konvex, ha © > —
e

1

egyébként konkév, inflexiés pont az —. lim g(z) = 0, lim g(z) = oo.
e z—0t T—00

(Lasd a 8.2. abrat.)

(c) Monoton névekvs ha x < —1, csokken ha —1 < 2 < 1 vagy ha x > 1,
lokalis maximuma van a —1 helyen. Egyéb szélsGértékhelyei nincsenek.
Konvex, ha < —+/4, vagy ha z > /2, konkav e két érték kozott,

inflexios pontja a —+v/4 helyen van. lim h(z) = oo, lim h(x) = 0.
z—(¥2)* x—rFo00
(Lasd a 8.3. abrat.)

8.6. Integralszamitas

616
1. (a) 13 +c
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47 — Tzt + 3

8.1. abra. Az f(z) = 42" — Tz + 3 fiiggvény

621 622
b) e —
()x2 1 +c
(¢) 2In |23 + 42| + ¢

(2 + 2?)7
q) L& L)
(d) T
In |2z + 1]
—= T4

() zln|z|+2zIn(2zx+1) —z + 5

—2In2

8.7. Differencialegyenletek

1. (a) ¢(1+sinx)
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rln®(z) +

o IN

Ol - -

8.2. abra. A g(z) = zIn*(x) +  fiiggvény

1
3

—r=C3 Y

- G

N 2
8.3. dbra. A h(z) = ——— fiiggvé
LO. ra. =
abra x 5 liggveny
1



132 8. FEJEZET. FELADATOK MEGOLDASA, VEGEREDMENYEK



Irodalomjegyzék

[1] Barczy Barnabas: Differencidlszamitas, Miiszaki Konyvkiadd, Budapest,
2007.

[2] Barczy Barnabas: Integralszamitas, Miszaki Konyvkiado, Budapest, 2006.
[3] Kantor Sandor: Analizis 1., Nemzeti Tankonyvkiado, Budapest, 1993.

[4] Lajko Karoly: Gazdasagi Matematika I.,
http://www.math.klte.hu/~1lajko/jegyzet/gazdmatl.pdf

[5] Walter Rudin: A matematikai analizis alapjai, Miiszaki Kényvkiado, Buda-
pest, 1978.

[6] Scharnitzky Viktor: Differencidlegyenletek, Miiszaki Konyvkiado, Budapest,
2008.

[7] Szidarovszky Ferenc: Bevezetés a numerikus modszerekbe, Kozgazdasagi és
Jogi Konyvkiado, Budapest, 1974.

[8] Urban Janos: Hatarérték-szamitas, Miiszaki Konyvkiado, Budapest, 2006.

133


http://www.math.klte.hu/~lajko/jegyzet/gazdmat1.pdf

134 IRODALOMJEGYZEK



Tartalomjegyzék

El6sz6

Néhény sz6 a hasznalt jelolésekrdl . . . . . 0 . oo o000 0oL

. Bevezetés a Maxima hasznalataba

1.1. A komputeralgebrai programokrol . . . . .. ... oL
1.2. Miért vélasztottam a Maximat? . . . . . . . ... .. .. ... ..
1.3. Grafikus feliilletek . . . . . . ... .. .. o
1.3.1. Xmaxima . . . . . . . . e
1.3.20 TEXMAGS « « « « v o v e e e e e
1.3.3. wxMaxima . . . . .. ..o
1.4, Atelepités . . . . . . . . .o
1.4.1. Telepités Windows ala . . . . .. ... ... ... .....
1.4.2. Megjegyzések a Linuxos telepitéshez . . . . . . . .. ...
1.5. A Maxima, mint szamolégép . . . . . . . . . ... .. ...
1.6. Valtozok, fiiggvények, egyenletek . . . . . . .. ... ...
1.6.1. Vaéltozok, algebrai kifejezések . . . . . .. .. .. ... ..
1.6.2. Ramanujan (egyik) sejtése . . . . . ... ... .. ... ..
1.6.3. Trigonometrikus kifejezések atalakitasa . . . . . . . . . ..
1.6.4. Egyenletek, egyenletrendszerek megoldasa . . . . . . . ..
1.6.5. Fiiggvények dbrézoldsa . . . . . . . .. . ... ... ...
1.7. Feladatok . . . . . . . . . . .. ...

. Sorozatok

2.1. Sorozat fogalma, sorozatok megadasa . . . . . . . .. ... .. ..
2.2. Monotonitas . . . . . . ...
2.3. Korlatossag . . . . . . .
2.4. Hatarérték . . . . . . . ..
2.4.1. Alapfogalmak . . . . ... .. ... ...
2.4.2. Hatéarértékre vonatkozo elemi tételek . . . . . . ... ...
2.5. Részsorozat . . . . . . . ..
2.6. Miiveletek és hataratmenet . . . . . . . . . . ...,
2.6.1. Azalapeset . . . ... . ... ... ...
2.6.2. ,Szamolas a végtelennel” . . . . . .. ...,
2.6.3. Hatarozatlan alakok . . . .. .. .. ... ... ......
2.7. Néhany nevezetes sorozat konvergencidja . . . . . . . .. ... ..
2.8. Feladatok . . . ... .. .. ... .

L0~ 1O OO ULWwwWw [\

N N = = = e
0 Ot © 00 =1 B



136 TARTALOMJEGYZEK
3. Sorok 51
3.1. Véges és végtelen 6sszegzés, példak . . . . .. ..o oL 51
3.2. Feladatok . . ... .. .. 52
3.3, Mértanisor . . . ... L 54
3.4. Feltételek sorok konvergencidjara . . . . .. .. ... .. ... .. o6
3.4.1. Miveletek sorokra . . . . .. ... ..o a7

3.4.2. Abszolut és feltételesen konvergens sorok . . . . . . . . .. 28

3.5. Pozitiv tagu sorok konvergenciakritériumai . . . . . . .. ... .. 58
3.6. Feladatok . . . . . . .. ... .. ... 61

4. Filiggvények 63
4.1. Bevezetés . . . . . . . e 63
4.2. Figgvények monotonitasa . . . . . . . . ... ... 64
4.3. Figgvények korlatossaga . . . . . . . . ... oL 65
4.4. Konvex és konkéav fiiggvények . . . . .. ..o oo 66
4.5. Fiiggvényhatarérték . . . . . . .. ..o oo oo 67
4.5.1. A végesben vett fiiggvényhatarérték fogalma . . . . . . . . 67

4.5.2. Filiggvényhatarérték és miveletek . . . . . .. ... .. .. 71

4.5.3. Jobb és bal oldali fiiggvényhatarérték . . . . . .. . .. .. 71

4.5.4. A fliggvényhatarérték a végtelenben . . . . . . ... 73

4.5.5. Fiiggvényhatarérték szamolasa Maximaval . . . . . . . .. 76

4.6. Folytonossag . . . . . . . . . .. 78
4.6.1. Folytonossag bevezetése . . . . . . .. ... ... ... 79

4.6.2. Folytonossag intervallumon . . . . . . .. . ... ... .. 81

4.6.3. Féloldali folytonossag . . . . . . . .. ... ... ... .. 83

4.7. Feladatok . . . . . .. . 84

5. Differencidlszamitas 87
5.1. Geometriai szarmagztatas, alapfogalmak . . . . .. .. .. ... .. 87
5.2. Tételek differencidlhanyadosra, derivaltra . . . . . . . . . . .. .. 89
5.2.1. Folytonossag és differencidlhatosag . . . . . . . . . . ... 89

5.2.2. Flemi fiiggvények derivaltjai, differencidlasi szabalyok . . . 89

5.2.3. Derivalas Maximaval . . . . . ... .. ... ... 91

5.3. Alkalmazésok . . . . . . . ... ... 93
5.3.1. L’Hospital-szabaly . . . . .. ... ... ... ... .... 93

5.3.2. Monotonitas és derivalt, lokalis szélsGértékek . . . . . . . . 94

5.3.3. Konvexitéas és a masodik derivalt kapcsolata . . . . . . .. 98

5.3.4. Teljes fiiggvényvizsgalat . . . . . . .. .. ... ... ... 99

5.3.5. Taylor-polinom . . . . . ... ... ... ... ... .... 101

5.3.6. Taylor-polinomok Maximaval . . ... ... ... ..... 103

5.3.7. Derivalas, mint a folyamatok leirasanak eszkoze . . . . . . 104

54. Feladatok . . . . . ... L 104

6. IntegralsziAmitéas 107
6.1. Hatarozott integrdl . . . . . . . . . . .. ... oL 107
6.1.1. Példa, alapfogalmak . . ... .. .. ... ... .. .... 107

6.1.2. Egyszeri tételek a hatarozott integralra. . . . . . . . . .. 109

6.2. Hatarozatlan integral . . . . . . . . . ... ... ... .. 110



TARTALOMJEGYZEK 137

6.2.1. Bevezetés . . . . . . .. 110
6.2.2. Alapintegralok, elemi tételek . . . . . .. ... .. ... .. 111

6.3. Newton-Leibniz-formula . . . . . ... ... ... ... ... ... 113
6.3.1. Atétel . . . . .. 113
6.3.2. Impropriusintegral . . . . .. ... ... ... ... ... . 113
6.3.3. Teriiletszamitds . . . . . . .. ... Lo 115
6.3.4. Forgastest térfogata . . . . . . . . ... 116

6.4. Integralas Maximaval . . . . .. ... .. ... o000 117
6.5. Folyamatok leirasa és az integralas . . . .. . ... ... .. ... 119
6.6. Feladatok . . . .. ... ... .. 120
7. Differencialegyenletek 121
7.1, Bevezetés . . .. ..o 121
7.2. Szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet . . . . . . . . . . .. 122
7.2.1. Ekvivalens integralegyenlet . . . . . . . .. .. ... .. .. 122

7.3. Szoveges feladat . . . . ... Lo 122
7.4. Lineéaris differencidlegyenlet . . . . . .. ... L. 123
7.4.1. Konstans varidlasa . . . . . ... ... 123

7.5. Differencidlegyenletek megoldasa Maximaval . . . . . .. ... .. 124
7.6. Feladatok . . . . .. ... 125
8. Feladatok megoldasa, végeredmények 127
8.1. Bevezetés a Maxima hasznalataba . . . . . ... ... .. ... .. 127
8.2. Sorozatok . . . ... 127
8.3. Sorok . . . .. 128
8.4. Figgvények . . . . . . . ..o 128
8.5. Differencidlszamitéas . . . . . . . ... oo 129
8.6. Integralszamitds . . . . . . . . . ... oo 129

8.7. Differencidlegyenletek . . . . . . . ... o oo 130



	Előszó
	Néhány szó a használt jelölésekről

	Bevezetés a Maxima használatába
	A komputeralgebrai programokról
	Miért választottam a Maximát?
	Grafikus felületek
	Xmaxima
	TeXmacs
	wxMaxima

	A telepítés
	Telepítés Windows alá
	Megjegyzések a Linuxos telepítéshez

	A Maxima, mint számológép
	Változók, függvények, egyenletek
	Változók, algebrai kifejezések
	Ramanujan (egyik) sejtése
	Trigonometrikus kifejezések átalakítása
	Egyenletek, egyenletrendszerek megoldása
	Függvények ábrázolása

	Feladatok

	Sorozatok
	Sorozat fogalma, sorozatok megadása
	Monotonitás
	Korlátosság
	Határérték
	Alapfogalmak
	Határértékre vonatkozó elemi tételek

	Részsorozat
	Műveletek és határátmenet
	Az alapeset
	„Számolás a végtelennel''
	Határozatlan alakok

	Néhány nevezetes sorozat konvergenciája
	Feladatok

	Sorok
	Véges és végtelen összegzés, példák
	Feladatok
	Mértani sor
	Feltételek sorok konvergenciájára
	Műveletek sorokra
	Abszolút és feltételesen konvergens sorok

	Pozitív tagú sorok konvergenciakritériumai
	Feladatok

	Függvények
	Bevezetés
	Függvények monotonitása
	Függvények korlátossága
	Konvex és konkáv függvények
	Függvényhatárérték
	A végesben vett függvényhatárérték fogalma
	Függvényhatárérték és műveletek
	Jobb és bal oldali függvényhatárérték
	A függvényhatárérték a végtelenben
	Függvényhatárérték számolása Maximával

	Folytonosság
	Folytonosság bevezetése
	Folytonosság intervallumon
	Féloldali folytonosság

	Feladatok

	Differenciálszámítás
	Geometriai származtatás, alapfogalmak
	Tételek differenciálhányadosra, deriváltra
	Folytonosság és differenciálhatóság
	Elemi függvények deriváltjai, differenciálási szabályok
	Deriválás Maximával

	Alkalmazások
	L'Hospital-szabály
	Monotonitás és derivált, lokális szélsőértékek
	Konvexitás és a második derivált kapcsolata
	Teljes függvényvizsgálat
	Taylor-polinom
	Taylor-polinomok Maximával
	Deriválás, mint a folyamatok leírásának eszköze

	Feladatok

	Integrálszámítás
	Határozott integrál
	Példa, alapfogalmak
	Egyszerű tételek a határozott integrálra

	Határozatlan integrál
	Bevezetés
	Alapintegrálok, elemi tételek

	Newton–Leibniz-formula
	A tétel
	Improprius integrál
	Területszámítás
	Forgástest térfogata

	Integrálás Maximával
	Folyamatok leírása és az integrálás
	Feladatok

	Differenciálegyenletek
	Bevezetés
	Szétválasztható változójú differenciálegyenlet
	Ekvivalens integrálegyenlet

	Szöveges feladat
	Lineáris differenciálegyenlet
	Konstans variálása

	Differenciálegyenletek megoldása Maximával
	Feladatok

	Feladatok megoldása, végeredmények
	Bevezetés a Maxima használatába
	Sorozatok
	Sorok
	Függvények
	Differenciálszámítás
	Integrálszámítás
	Differenciálegyenletek


	0.0: 
	0.1: 
	0.2: 
	0.3: 
	0.4: 
	0.5: 
	anm0: 
	0.EndLeft: 
	0.StepLeft: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.StepRight: 
	0.EndRight: 
	0.Minus: 
	0.Reset: 
	0.Plus: 
	1.0: 
	1.1: 
	1.2: 
	1.3: 
	1.4: 
	1.5: 
	1.6: 
	1.7: 
	1.8: 
	1.9: 
	1.10: 
	1.11: 
	1.12: 
	1.13: 
	1.14: 
	1.15: 
	1.16: 
	1.17: 
	1.18: 
	1.19: 
	1.20: 
	1.21: 
	1.22: 
	1.23: 
	1.24: 
	1.25: 
	1.26: 
	1.27: 
	1.28: 
	1.29: 
	1.30: 
	1.31: 
	1.32: 
	1.33: 
	1.34: 
	1.35: 
	1.36: 
	1.37: 
	1.38: 
	1.39: 
	1.40: 
	1.41: 
	1.42: 
	1.43: 
	1.44: 
	1.45: 
	1.46: 
	1.47: 
	1.48: 
	anm1: 
	1.EndLeft: 
	1.StepLeft: 
	1.PlayPauseLeft: 
	1.PlayPauseRight: 
	1.StepRight: 
	1.EndRight: 
	1.Minus: 
	1.Reset: 
	1.Plus: 
	2.0: 
	2.1: 
	2.2: 
	2.3: 
	2.4: 
	2.5: 
	2.6: 
	2.7: 
	2.8: 
	2.9: 
	2.10: 
	2.11: 
	2.12: 
	2.13: 
	2.14: 
	2.15: 
	2.16: 
	2.17: 
	2.18: 
	2.19: 
	2.20: 
	2.21: 
	2.22: 
	2.23: 
	2.24: 
	2.25: 
	2.26: 
	2.27: 
	2.28: 
	2.29: 
	2.30: 
	2.31: 
	2.32: 
	2.33: 
	2.34: 
	2.35: 
	2.36: 
	2.37: 
	2.38: 
	2.39: 
	anm2: 
	2.EndLeft: 
	2.StepLeft: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.PlayPauseRight: 
	2.StepRight: 
	2.EndRight: 
	2.Minus: 
	2.Reset: 
	2.Plus: 


