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Hilbert-terek

Pszeudo-skalaris (belss) szorzat

Legyen X linedris tér (vektortér) K folott. Ha (x,y) : X x X — K olyan
figgvény, melyre

= <X17y> + <X27y>a

I
S~
=
£

> 0

teljesiil Vxq, x2, x, ¥ € X vektorok és VA € K skalar esetén, akkor (x, y)-t
az x és y elemek pszeudo-skalaris szorzatanak nevezziik.
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Hilbert-terek

Schwarz-egyenl&tlenség

Ha (x,y) — K pszeudo-skalaris szorzat az X linearis téren, akkor
Vx,y € X esetén

(6, ¥) 2 < (6, )y, y).
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Hilbert-terek

Schwarz-egyenl&tlenség

Ha (x,y) — K pszeudo-skalaris szorzat az X linearis téren, akkor
Vx,y € X esetén

(6, ¥) 2 < (6, )y, y).

Specialisan <l2(")) : CBS-egyenlétlenség.
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Hilbert-terek

Schwarz-egyenl&tlenség

Ha (x,y) — K pszeudo-skalaris szorzat az X linearis téren, akkor
Vx,y € X esetén

(6, ¥) 2 < (6, )y, y).

Specialisan (lz(")) : CBS-egyenlétlenség.

Skalaris (bels6) szorzat, pre-Hilbert-tér

Ha (x,y) pszeudo-skalaris szorzat az X linearis téren, valamint ha
(x,x)=0 = x=0,

akkor skalaris szorzatrél beszéliink.
A skalaris szorzattal ellatott linearis teret pre-Hilbert-térnek nevezziik.
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Hilbert-terek

Linearis normalt tér

Legyen X linearis tér (vektortér) K folott. Ha ||x|| : X — R olyan fiiggvény,
melyre

Ix+yll < lixIl =+ liyll,

A = Il
Il > o,
=0 = x=0

teljesiil Vx,y € X vektorok és VA € K skalar esetén, akkor normanak, X-et
vele ellatva pedig linearis normalt térnek nevezziik.
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Hilbert-terek
Linearis metrikus és normalt tér

Legyen X egy linearis metrikus tér K folott. Metrikaja pontosan akkor
szarmaztathaté egy normabdl

o(x,y) = lx =yl

médon, ha Vx, y,z € X vektorok és VA € K skalar esetén teljesiilnek az
alabbiak:

o(Ax, Ay) = [Mo(x,y),
olx+z,y+z) = olx,y).
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Hilbert-terek
Linearis metrikus és normalt tér

Legyen X egy linearis metrikus tér K folott. Metrikaja pontosan akkor
szarmaztathaté egy normabdl

o(x,y) = lx =yl

médon, ha Vx, y,z € X vektorok és VA € K skalar esetén teljesiilnek az
alabbiak:

o(Ax, Ay) = [Mo(x,y),
olx+z,y+z) = olx,y).

Konvergencia metrikus és normalt térben.
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Hilbert-terek
Linearis metrikus és normalt tér

Legyen X egy linearis metrikus tér K folott. Metrikaja pontosan akkor
szarmaztathaté egy normabdl

o(x,y) = lx =yl

médon, ha Vx, y,z € X vektorok és VA € K skalar esetén teljesiilnek az
alabbiak:

o(Ax, Ay) = [Mo(x,y),
olx+z,y+z) = olx,y).

Konvergencia metrikus és normalt térben.
Példak linearis normalt térre: L,(X, S, 1), l,(,"), lp, C(X).
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Hilbert-terek

Banach-tér

A K folotti X linearis normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha teljes
metrikus tér a o(x,y) = ||x — y|| metrikdban.
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Hilbert-terek

Banach-tér

A K folotti X linearis normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha teljes
metrikus tér a o(x,y) = ||x — y|| metrikdban.

Véges dimenziés normalt vektorterek mind Banach-terek, hiszen az azonos
dimenziéjaak topologikusan izomorfak (véges dimenziés térben minden
norma ekvivalens).
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Hilbert-terek

Banach-tér

A K folotti X linearis normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha teljes
metrikus tér a o(x,y) = ||x — y|| metrikdban.

Véges dimenziés normalt vektorterek mind Banach-terek, hiszen az azonos
dimenziéjaak topologikusan izomorfak (véges dimenziés térben minden
norma ekvivalens).

|Ix|| folytonos, \/(x, x) norma, ez pontosan egy skalaris szorzatbdl
szarmazik igy.
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Hilbert-terek

Banach-tér

A K folotti X linearis normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha teljes
metrikus tér a o(x,y) = ||x — y|| metrikdban.

Véges dimenziés normalt vektorterek mind Banach-terek, hiszen az azonos
dimenziéjaak topologikusan izomorfak (véges dimenziés térben minden
norma ekvivalens).

|Ix|| folytonos, \/(x, x) norma, ez pontosan egy skalaris szorzatbdl
szarmazik igy.

Hilbert-tér

Az X pre-Hilbert-teret Hilbert-térnek nevezziik, ha teljes a ||x|| = \/(x, x)
normabdl szarmazé metrikaban.
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Hilbert-terek

Banach-tér

A K folotti X linearis normalt teret Banach-térnek nevezziik, ha teljes
metrikus tér a o(x,y) = ||x — y|| metrikdban.

Véges dimenziés normalt vektorterek mind Banach-terek, hiszen az azonos
dimenziéjaak topologikusan izomorfak (véges dimenziés térben minden
norma ekvivalens).

|Ix|| folytonos, \/(x, x) norma, ez pontosan egy skalaris szorzatbdl
szarmazik igy.

Hilbert-tér

Az X pre-Hilbert-teret Hilbert-térnek nevezziik, ha teljes a ||x|| = \/(x, x)
normabdl szarmazé metrikaban.

Tehét o(x,y) = [Ix —y[l = V/{x —y,x — y).
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Hilbert-terek

Konnyii latni, hogy a Hilbert-terek olyan Banach-terek, melyek normaja
skalaris szorzatbél szarmazik, méghozza ||x|| = /(x, x) médon.
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Hilbert-terek

Konnyii latni, hogy a Hilbert-terek olyan Banach-terek, melyek normaja
skalaris szorzatbél szarmazik, méghozza ||x|| = /(x, x) médon.

Paralelogramma szabaly

Az X lineéaris normal tér norméaja pontosan akkor szarmazik skalaris
szorzatbdl az ||x|| = /(x,x) médon, ha Vx,y € X esetén

llx + 112 + [1x = y 2 = 2l|x]|* + 2]y .
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Hilbert-terek

Konnyii latni, hogy a Hilbert-terek olyan Banach-terek, melyek normaja
skalaris szorzatbél szarmazik, méghozza ||x|| = /(x, x) médon.

Paralelogramma szabaly

Az X lineéaris normal tér norméaja pontosan akkor szarmazik skalaris
szorzatbdl az ||x|| = /(x,x) médon, ha Vx,y € X esetén

llx + 112 + [1x = y 2 = 2l|x]|* + 2]y .

Jordan—Neumann-tétel

Egy Banach-tér pontosan akkor Hilbert-tér, ha a tér normaja teljesiti a
paralelogramma-azonossagot.
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Hilbert-terek

Péeldak Hilbert-térre: Ly(X, S, p), /2("), b.
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Hilbert-terek

Péeldak Hilbert-térre: Ly(X, S, p), /2("), b.

A skalaris szorzat folytonossaga

Hilbert-térben a skalaris szorzat tényezginek folytonos fiiggvénye.
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Hilbert-terek

Ortogonalis, ortonormalt elemek

A Hilbert-tér x, y elemeit ortogonélisnak (merélegesnek) nevezziik, ha
(x,y) =0. Jeldlés: x L y. Ha még ||x|| = |ly|]| =1 is teljesiil, az elemeket
ortonormaltnak nevezziik.
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Hilbert-terek

Ortogonalis, ortonormalt elemek

A Hilbert-tér x, y elemeit ortogonélisnak (merélegesnek) nevezziik, ha
(x,y) =0. Jeldlés: x L y. Ha még ||x|| = |ly|]| =1 is teljesiil, az elemeket
ortonormaltnak nevezziik.

Ortogonalis halmazok, ortogonalis komplementer

A H Hilbert-tér M és N részhalmazat ortogonalisnak nevezziik, ha Vx € M
és Vy € N esetén x | y. Jelolés: M L N.

Az M C H halmaz barmely elemére ortogonalis H-beli elemek Gsszességét
M ortogonalis komplementerének nevezziik. Jeldlés: M.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok



Hilbert-terek

Az ortogonalis komplementer tulajdonsagai

Legyen H Hilbert-tér. YM C H esetén M~ zart altere H-nak.
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Hilbert-terek

Az ortogonalis komplementer tulajdonsagai
Legyen H Hilbert-tér. YM C H esetén M~ zart altere H-nak.

Ortogonalis felbontas tétele

Legyen H' a H Hilbert-tér zart altere. Ekkor Vx € H egyértelmiien
elgallithaté az
x=x"+x"

alakban, ahol x’ € H' és x”" € H'*
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Hilbert-terek

Az ortogonalis komplementer tulajdonsagai
Legyen H Hilbert-tér. YM C H esetén M~ zart altere H-nak.

Ortogonalis felbontas tétele

Legyen H' a H Hilbert-tér zart altere. Ekkor Vx € H egyértelmiien
elgallithaté az

! A
X=X +Xx

alakban, ahol x’ € H' és x”" € H'*

x'-t x € H ortogonalis projekciéjanak nevezziik H'-re.
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Ortonormalt rendszerek

Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,

ha koziilik barmely két kiilonbdz elem ortogonalis. Ha barmely két
killonboz8 elem ortonormalt, ortonormalt rendszerr8l beszéliink.
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Ortonormalt rendszerek

Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,

ha koziilik barmely két kiilonbdz elem ortogonalis. Ha barmely két
killonboz8 elem ortonormalt, ortonormalt rendszerr8l beszéliink.

Ortogonalis, ortonormalt sorozat

Ha v, egy ortogonilis, illetve ortonormalt elemekbdl all6 sorozat egy
Hilbert-térben, akkor ortogonalis, illetve ortonormalt sorozatrél beszéliink.
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Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,

ha koziilik barmely két kiilonbdz elem ortogonalis. Ha barmely két
killonboz8 elem ortonormalt, ortonormalt rendszerr8l beszéliink.

Ortogonalis, ortonormalt sorozat

Ha v, egy ortogonilis, illetve ortonormalt elemekbdl all6 sorozat egy
Hilbert-térben, akkor ortogonalis, illetve ortonormalt sorozatrél beszéliink.

Ha sziikséges, véges ortogonalis, illetve ortonormalt sorozattal is
foglalkozunk.
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Ortonormalt rendszerek

Ortogonalis, ortonormalt rendszer

Egy Hilbert-tér elemeinek egy rendszerét ortogonalis rendszernek nevezziik,

ha koziilik barmely két kiilonbdz elem ortogonalis. Ha barmely két
killonboz8 elem ortonormalt, ortonormalt rendszerr8l beszéliink.

Ortogonalis, ortonormalt sorozat

Ha v, egy ortogonilis, illetve ortonormalt elemekbdl all6 sorozat egy
Hilbert-térben, akkor ortogonalis, illetve ortonormalt sorozatrél beszéliink.

Ha sziikséges, véges ortogonalis, illetve ortonormalt sorozattal is
foglalkozunk.
Az ortogonalis rendszer lineérisan fliggetlen rendszer.
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Ortonormalt rendszerek

Gram-Schmidt-féle ortogonalizalas

Legyen | = N vagy I = {1,...,n} valamely n € NT-re. Ha {x;,i € I} egy
Hilbert-tér linearisan fliggetlen elemeinek rendszere (véges, vagy végtelen
sorozata), akkor létezik olyan {1, i € I} ortonormalt sorozat, hogy

Y = Crax1 + Ckaxo + -+ CrkXk,
Xk = Y1 + Yoo + -+ ViV,

ahol ¢y, vkj, j € {1,..., k} skalarok, valamint ¢k, vk >0, k € /.
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Ortonormalt rendszerek

=_slz

Gram-Schmidt-féle ortogonalizalas

Legyen | = N vagy I = {1,...,n} valamely n € NT-re. Ha {x;,i € I} egy
Hilbert-tér linearisan fliggetlen elemeinek rendszere (véges, vagy végtelen
sorozata), akkor létezik olyan {1, i € I} ortonormalt sorozat, hogy

Y = Crax1 + Ckaxo + -+ CrkXk,
Xk = Y1 + Yoo + -+ ViV,

ahol ¢y, vkj, j € {1,..., k} skalarok, valamint ¢k, vk >0, k € /.

Ortogonalis sor

Ha {4;, i € I} ortonormalt sorozat egy Hilbert-térben, «, skalarok
sorozata, akkor a ) -, ani, sort ortogonalis sornak nevezziik.
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Ortonormalt rendszerek

Sorok felbontasi lemmaja

Legyen H Hilbert-tér, x, € H, k € Nt és legyen a > 72 ; xk sor
(normaban) konvergens, akkor Yy € H esetén

<Zxk7Y> = (o)
k=1

k=1

Ha x1,...,x, € H elemek paronként ortogonalisak, akkor

n 2 n
D x| = Il
k=1 k=1
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Ortonormalt rendszerek

Ortogonalis sorok normakonvergenciaja

A D772 1 akipk ortogonalis sor pontosan akkor konvergens (normaban), ha a
> "%2 |ak|? numerikus sor konvergens.

Ha a Y po; axtbk ortogonalis sor konvergens és Gsszege x, akkor

o0
an = (x,9n), n € NT, valamint ||x||> = |y [*.
k=1
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Ortonormalt rendszerek

Fourier-egyiitthatok és -sor

Legyen {¢x, k € I} ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben. Legyen
x € H. Az % = (x, 1) szamokat az x elem Fourier-egyiitthatdinak, a
Y req Xk ortogonalis sort pedig x Fourier-soranak nevezziik a

{1k, k € I} ortonormalt sorozatra nézve.
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Ortonormalt rendszerek

Fourier-egyiitthatok és -sor

Legyen {¢x, k € I} ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben. Legyen
x € H. Az % = (x, 1) szamokat az x elem Fourier-egyiitthatdinak, a
Y req Xk ortogonalis sort pedig x Fourier-soranak nevezziik a

{1k, k € I} ortonormalt sorozatra nézve.

n-edik részletosszeg, Fejér-kozép (Fejér Lipét)

n n
R 1
Spx = g XkWk, Opx = - g Skx
k=1 k=1
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Ortonormalt rendszerek

Fourier-egyiitthatok és -sor

Legyen {¢x, k € I} ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben. Legyen
x € H. Az % = (x, 1) szamokat az x elem Fourier-egyiitthatdinak, a
Y req Xk ortogonalis sort pedig x Fourier-soranak nevezziik a

{1k, k € I} ortonormalt sorozatra nézve.

n-edik részletosszeg, Fejér-kozép (Fejér Lipét)

n n
R 1
Spx = g XkWk, Opx = - g Skx
k=1 k=1

RXn, Spx, opx linearitasa.
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Ortonormalt rendszerek

A 11 = (1,0),72 = (0,1) ortonormalt sorozathoz tartozé Fourier-sor (/)

(25}

(G}

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 16 / 128



Ortonormalt rendszerek

A 11 = (1,0),72 = (0,1) ortonormalt sorozathoz tartozé Fourier-sor (/)

<X7¢)2> = )?2 e el

(25}

1 (x, 1/113 = X1
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Ortonormalt rendszerek

A 11 = (1,0),72 = (0,1) ortonormalt sorozathoz tartozé Fourier-sor (/)

<X7¢)2> = )?2 e el

(25}

1 (x, 1/113 = X1

x = Sx = X1 + X0
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Ortonormalt rendszerek

A 11 = (1,0),72 = (0,1) ortonormalt sorozathoz tartozé Fourier-sor (/)

(X, o) =Rop--mmmmmmmmm o

(25}

1 () =%

X = Spx = Suthy + fotba, Ix[P =& + 53
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Ortonormalt rendszerek

Eltérés normanégyzetben

Legyen {1k, k € N} ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben,
{ak, k € N} skalarsorozat, akkor Vn € N esetén

n 2 n n
x = o] = IxIP =D 18P+ D % — e
k=1 k=1 k=1

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 18 / 128



Ortonormalt rendszerek

Eltérés normanégyzetben

Legyen {1k, k € N} ortonormalt sorozat egy H Hilbert-térben,
{ak, k € N} skalarsorozat, akkor Vn € N esetén

n 2 n n
x = o] = IxIP =D 18P+ D % — e
k=1 k=1 k=1

Konkrétan, ha oy = X, akkor

n

2 ~
lIx = Sx]® = IIxI* = D I3

k=1

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 18 / 128



Ortonormalt rendszerek

Kovetkezmények

QO A {Yx, ke {1,...,n}} ortonormalt rendszer altal generalt altér x-hez
legkdzelebbi eleme S,x (legjobb approximacié!).
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QO A {Yx, ke {1,...,n}} ortonormalt rendszer altal generalt altér x-hez
legkdzelebbi eleme S,x (legjobb approximacié!).

@ Vx € H-ra fennall a Bessel-egyenlstlenség: ||x[|2 > > 2%, |%«|?.
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Ortonormalt rendszerek
Kovetkezmények

QO A {Yx, ke {1,...,n}} ortonormalt rendszer altal generalt altér x-hez
legkdzelebbi eleme S,x (legjobb approximacié!).
@ Vx € H-ra fennall a Bessel-egyenlstlenség: ||x[|2 > > 2%, |%«|?.

© Riemann—Lebesgue-lemma: Tetszbleges ortonormalt sorozat esetén
Vx € H-ra limp_,o |Xp| = 0.
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Ortonormalt rendszerek

Kovetkezmények

QO A {Yx, ke {1,...,n}} ortonormalt rendszer altal generalt altér x-hez
legkdzelebbi eleme S,x (legjobb approximacié!).

@ Vx € H-ra fennall a Bessel-egyenlstlenség: ||x[|2 > > 2%, |%«|?.

© Riemann—Lebesgue-lemma: Tetszbleges ortonormalt sorozat esetén
Vx € H-ra limp_,o |Xp| = 0.

Q Vx € H elem Fourier-sora norméaban konvergens.

@ Ahhoz, hogy egy x € H elem Fourier-sora normaban konvergaljon
x-hez, sziikséges és elégséges, hogy teljesiiljon a Parseval-egyenlet:

Il = 3202 %l
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Ortonormalt rendszerek

Kovetkezmények

QO A {Yx, ke {1,...,n}} ortonormalt rendszer altal generalt altér x-hez
legkdzelebbi eleme S,x (legjobb approximacié!).

@ Vx € H-ra fennall a Bessel-egyenlstlenség: ||x[|2 > > 2%, |%«|?.

© Riemann—Lebesgue-lemma: Tetszbleges ortonormalt sorozat esetén
Vx € H-ra limp_,o |Xp| = 0.

Q Vx € H elem Fourier-sora norméaban konvergens.

@ Ahhoz, hogy egy x € H elem Fourier-sora normaban konvergaljon
x-hez, sziikséges és elégséges, hogy teljesiiljon a Parseval-egyenlet:

Il = 3202 %l

Q Vx € H-ra ||Syx||> = h_; %[>
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Ortonormalt rendszerek

A {¢k, k € NT} ortonormalt sorozatot zartnak nevezziik, ha Vx € H-ra
teljesiil a Parseval-egyenlet.
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Ortonormalt rendszerek

A {¢k, k € NT} ortonormalt sorozatot zartnak nevezziik, ha Vx € H-ra
teljesiil a Parseval-egyenlet.

Ez a tulajdonsag ekvivalens a ,klasszikus” zartsaggal ([11, 2, ...] = H).
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Ortonormalt rendszerek

A {¢k, k € NT} ortonormalt sorozatot zartnak nevezziik, ha Vx € H-ra
teljesiil a Parseval-egyenlet.

Ez a tulajdonsag ekvivalens a ,klasszikus” zartsaggal ([¢1, U, ...] = H).

Teljesség

A {1k, k € N*} ortonormalt sorozatot teljesnek nevezziik, ha
(% =0, Vk e NT) = x = 0.
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Ortonormalt rendszerek

A {¢k, k € NT} ortonormalt sorozatot zartnak nevezziik, ha Vx € H-ra
teljesiil a Parseval-egyenlet.

Ez a tulajdonsag ekvivalens a ,klasszikus” zartsaggal ([¢1, U, ...] = H).

Teljesség

A {1k, k € N*} ortonormalt sorozatot teljesnek nevezziik, ha
(% =0, Vk e NT) = x = 0.

Zartsag és teljesség ekvivalenciaja

Egy ortonormalt sorozatot pontosan akkor zart, ha teljes.
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Ortonormalt rendszerek

Szeparabilitas

Egy topologikus tér szeparabilis, ha van megszamlalhatd, siirii részhalmaza.
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Ortonormalt rendszerek

Szeparabilitas
Egy topologikus tér szeparabilis, ha van megszamlalhatd, siirii részhalmaza.

Teljes ortonormalt sorozat létezése Hilbert-térben

Egy Hilbert-térben pontosan akkor létezik teljes ortonormalt sorozat, ha az
végtelen dimenzids és szeparabilis.
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Ortonormalt rendszerek

Szeparabilitas

Egy topologikus tér szeparabilis, ha van megszamlalhatd, siirii részhalmaza.

Teljes ortonormalt sorozat létezése Hilbert-térben

Egy Hilbert-térben pontosan akkor létezik teljes ortonormalt sorozat, ha az
végtelen dimenzids és szeparabilis.

s

Ortogonalizalas siirii altérben

Ha egy Hilbert-térben adott sorozat altal generalt altér siirii, akkor a
sorozatbé6l a Gram—Schmidt-féle ortogonalizalassal kapott ortonormalt
sorozat zart.
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Ortonormalt rendszerek

Riesz—Fischer-tétel

Barmely végtelen dimenziés és szeparabilis Hilbert-tér izometrikus és
izomorf h-vel.
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Ortonormalt rendszerek

Riesz—Fischer-tétel

Barmely végtelen dimenziés és szeparabilis Hilbert-tér izometrikus és
izomorf h-vel.

Altalanos eset

Tetsz6leges Hilbert-térbeli elemnek tetszéleges ortonormalt rendszerre
nézve csak megszamlalhaté nullatdl kiilonbdzé Fourier-egyiitthatdja van.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen H = Ly(—m,7), vagyis f : (—m,m) — R eleme a térnek, ha
J7_f2(x)dx < co. Legyen

(f.) = [ F(glx)dx.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen H = Ly(—m,7), vagyis f : (—m,m) — R eleme a térnek, ha
J7_f2(x)dx < co. Legyen

(f.) = [ F(glx)dx.

n-edfoki trigonometrikus polinom

Ha cx, di valés szamsorozatok és c2 + d2 > 0

n

Ta(x) =) (ck cos(kx) + dj sin(kx)).
k=0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen H = Ly(—m,7), vagyis f : (—m,m) — R eleme a térnek, ha
J7_f2(x)dx < co. Legyen

(f.) = [ F(glx)dx.

n-edfoki trigonometrikus polinom

Ha cx, di valés szamsorozatok és c2 + d2 > 0

n

Ta(x) =) (ck cos(kx) + dj sin(kx)).
k=0

c2 4 d? > 0 esetén a trigonometrikus polinom legfeljebb n-ed foka.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Teljes ortonormalt sorozat Ly(—m, 7)-ben
1 cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x)

Vor' Wm T oE T or T
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Trigonometrikus Fourier-sor

Teljes ortonormalt sorozat Ly(—m, 7)-ben

1 cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x)
Vor! moym o oym ' oym T

Teljesség Li(—, 7)-ben
Ha f € Li(—m,m) és

jf(x)dx =0, ] f(x)cos(nx)dx = 0, /ﬂf(x) sin(nx)dx =0 Vn € N-re,

akkor f(x) = 0 majdnem mindeniitt.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Teljes ortonormalt sorozat Ly(—m, 7)-ben

1 cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x)

Vor' Wm T oE T or T

Teljesség Li(—, 7)-ben
Ha f € Li(—m,m) és

jf(x)dx =0, ] f(x)cos(nx)dx = 0, /ﬂf(x) sin(nx)dx =0 Vn € N-re,

akkor f(x) = 0 majdnem mindeniitt.

= Egyértelmiiségi tétel.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Trigonometrikus Fourier egyiitthatok

oy — % / F(£) cos(kt)dt, by = % / F(t)sin(kt)dt, k € N
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Trigonometrikus Fourier-sor

Trigonometrikus Fourier egyiitthatok

oy — % / F(£) cos(kt)dt, by = % / F(t)sin(kt)dt, k € N

<

n-edik részletdsszeg

Snf(x) = %0 + 3 (ak cos(kx) + bysin(kx)), neN
k=1
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Trigonometrikus Fourier-sor

Parseval-formula

/ f2(x)dx =7 (32% + i(aﬁ 4 b?,)) :
—r n=1

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 26 / 128



Trigonometrikus Fourier-sor

Parseval-formula
s

2 (0.9}
2 _ d 2 2
/f (x)dx—7r(2 —I—;(an—{—bn)) .
Normakonvergencia
by n 2
nmo/ (f(x) — %" - ;(ak cos(kx) + by sin(kx))) dx = 0.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:

So
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:

51
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:

So
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:

A
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:

Sa

Dr.

Blahota Istvan

Ortogonalis polinomok
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

Az & x € (—m, ) és trigonometrikus Fourier-soranak részletdsszegei:
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Trigonometrikus Fourier-sor

O Gibbs-jelenség (1899)
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Trigonometrikus Fourier-sor

O Gibbs-jelenség (1899)

O A Parseval-egyenlet és a bazeli probléma. f(x) = 5%, x € [0, 27]
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Trigonometrikus Fourier-sor

O Gibbs-jelenség (1899)
O A Parseval-egyenlet és a bazeli probléma. f(x) = 5%, x € [0, 27]

© Tiszta koszinusz és szinusz rendszer és sor a (—m, ) (paros és
paratlan fiiggvények) és a (0, 7) intervallumokon.
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Trigonometrikus Fourier-sor

O Gibbs-jelenség (1899)

O A Parseval-egyenlet és a bazeli probléma. f(x) = 5%, x € [0, 27]

© Tiszta koszinusz és szinusz rendszer és sor a (—m, ) (paros és
paratlan fiiggvények) és a (0, 7) intervallumokon.

O Komplex eset: ha f(x) = u(x) + iv(x) € Lo(—m, ), akkor

n

, 17 N
S ()= 3 e, o= 27T/f(t)e K (k=0,+1,42,...).

illetve az Euler-képlet: e = cosx + isin x.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Valds eset.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Valds eset.

Egyenletesen konvergens trigonometrikus sorok

© Ha egy fliggvény egyenletesen konvergens trigonometrikus sorba
fejthetd, akkor e sor egyiitthatoi egyértelmiien meg vannak hatarozva.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Valds eset.

Egyenletesen konvergens trigonometrikus sorok

© Ha egy fliggvény egyenletesen konvergens trigonometrikus sorba
fejthetd, akkor e sor egyiitthatoi egyértelmiien meg vannak hatarozva.

© Minden egyenletesen konvergens trigonometrikus sor
Osszegfliggvényének Fourier-sora.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Valds eset.

Egyenletesen konvergens trigonometrikus sorok

© Ha egy fliggvény egyenletesen konvergens trigonometrikus sorba
fejthetd, akkor e sor egyiitthatoi egyértelmiien meg vannak hatarozva.

© Minden egyenletesen konvergens trigonometrikus sor
Osszegfliggvényének Fourier-sora.

© Ha f € Li(—m, ) Fourier-sora egyenletesen konvergal, akkor f
folytonos és Spf(x) — f(x) Vx € (—m, ) esetén.
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Trigonometrikus Fourier-sor
Riemann-Lebesgue-lemma

Q Ha f € Ly(—m,7), akkor a, — 0 és b, — 0.
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Trigonometrikus Fourier-sor
Riemann-Lebesgue-lemma

Q Ha f € Ly(—m,7), akkor a, — 0 és b, — 0.
Q@ Haf e Li(a,b), —c0o<a<a<p<b< oo, akkor 4 — oo esetén

B B
/f sin(ux)dx — 0 és /f(x) cos(ux)dx — 0

«

a hatéarokra nézve egyenletesen.
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Trigonometrikus Fourier-sor
Riemann-Lebesgue-lemma

Q Ha f € Ly(—m,7), akkor a, — 0 és b, — 0.
Q@ Haf e Li(a,b), —c0o<a<a<p<b< oo, akkor 4 — oo esetén

B B
/f sin(ux)dx — 0 és /f(x) cos(ux)dx — 0

«

a hatéarokra nézve egyenletesen.
© Ha f € Ly(—m,m) és f € V(—m,m), akkor a, = O (%) és b, = O (2).
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Trigonometrikus Fourier-sor
Riemann-Lebesgue-lemma

Q Ha f € Ly(—m,7), akkor a, — 0 és b, — 0.
Q@ Haf e Li(a,b), —c0o<a<a<p<b< oo, akkor 4 — oo esetén

B B
/f sin(ux)dx — 0 és /f(x) cos(ux)dx — 0

«

a hatéarokra nézve egyenletesen.
© Ha f € Ly(—m,m) és f € V(—m,m), akkor a, = O (%) és b, = O (2).
o0 g
Ez altaldban nem javithato, hiszen ™5* ~ 3~ w ha x € (0, 2m)

n=1

(valéjaban egyenlGek).
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Trigonometrikus Fourier-sor
Riemann-Lebesgue-lemma

Q Ha f € Ly(—m,7), akkor a, — 0 és b, — 0.
Q@ Haf e Li(a,b), —c0o<a<a<p<b< oo, akkor 4 — oo esetén

B B
/f sin(ux)dx — 0 és /f(x) cos(ux)dx — 0

«

a hatéarokra nézve egyenletesen.
© Ha f € Ly(—m,m) és f € V(—m,m), akkor a, = O (%) és b, = O (2).
o0 g
Ez altaldban nem javithato, hiszen ™5* ~ 3~ w ha x € (0, 2m)

n=1

(valéjaban egyenlGek).
© Haa, =0 (L) ésb,=0(L) (példaul [sinx| = 2 — 4 5 Zmdy

T 4n2—1
n=1

a Fourier-sor konvergenciaja egyenletes.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle magfiiggvény és formula

™

SoF(x) = (F * Dy)(x) = 1/f(x— £)D,(£)dt, ahol
T
o 1
=)t
D,,(t):1+cost+c052t+-"+cosnt: w
2 2sin 5t
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle magfiiggvény és formula

™

Sof(x) = (F + D)(x) = & / F(x — £)Dy(t)dt, ahol
m
o 1
G
Dn(t) :1+cost+c052t+-~‘+cosnt: w
2 2sin 5t
/D,,(t)dt = g viszont V0 < § < 7 esetén /D,,(t)dt — 0.
0 5

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 37 / 128



Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Dirichlet-féle magfiiggvényre)

™

S (x) = jr/(f(x — )+ F(x + £))Da(t)dt,
0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Dirichlet-féle magfiiggvényre)

S (x) = jr/(f(x — 1)+ f(x + £))Da(t)dt,
0
e s
Sof(x) — c = ;/(f(x — )+ F(x + t) — 26)Da()d,
0

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 38 / 128



Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Dirichlet-féle magfiiggvényre)

™

S (x) = jr/(f(x — 1)+ f(x + £))Da(t)dt,
0

Sf(x) — ¢ = i/(f(x —t) + F(x + t) — 2¢)Dy(t)dt,
0

© Legyen ¢« (t) = f(x+t) + f(x — t) — 2f(x). Ekkor

SoF(x) — F(x) = % / 6:(£)Dn(t)dt.
0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Elsé Riemann-féle lokalizacios tétel

Ha f € Li(—m, ) és f(x) = 0 Vx € (a, b) esetén, akkor Vx € (a, b)-ra
Saf(x) — 0, valamint a konvergencia V(a+ d, b — 0) C (a, b) intervallumon
egyenletes.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Els6 Riemann-féle lokalizaciés tétel

Ha f € Li(—m, ) és f(x) = 0 Vx € (a, b) esetén, akkor Vx € (a, b)-ra
Saf(x) — 0, valamint a konvergencia V(a+ d, b — 0) C (a, b) intervallumon
egyenletes.

Masodik Riemann-féle lokalizaciés tétel

Ha f,g € Li(—m,7) és f(x) = g(x) Vx € (a, b) esetén, akkor
Fourier-soraik (a, b)-ben ekvikonvergensek, valamint az ekvikonvergencia
V(a+0,b— ) C (a, b) intervallumon egyenletes.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Els6 Riemann-féle lokalizaciés tétel

Ha f € Li(—m, ) és f(x) = 0 Vx € (a, b) esetén, akkor Vx € (a, b)-ra
Saf(x) — 0, valamint a konvergencia V(a+ d, b — 0) C (a, b) intervallumon
egyenletes.

Masodik Riemann-féle lokalizaciés tétel

Ha f,g € Li(—m,7) és f(x) = g(x) Vx € (a, b) esetén, akkor
Fourier-soraik (a, b)-ben ekvikonvergensek, valamint az ekvikonvergencia
V(a+0,b— ) C (a, b) intervallumon egyenletes.

Tehat egy fliggvény Fourier-soranak viselkedése egy pontban csak az adott
pont kdrnyezetében felvett fliggvényértékektdl fiigg.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dini-féle konvergencia kritérium

Ha valamely x € (—m, m)-re () 3t =0 egy kornyezetében integralhato,

ey Gl b o) t
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dini-féle konvergencia kritérium

Ha valamely x € (—m, m)-re () 3t =0 egy kornyezetében integralhato,

ey Gl b o) t

Specialisan:

Lipschitz-féle konvergencia kritérium

Ha valamely x € (—m, w)-re a t = 0 egy kornyezetében |p«(t)| < c|t|?,
(0 < a <1), akkor S,f(x) — f(x).
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Trigonometrikus Fourier-sor

Féléerintsk feltétele

Ha valamely x € (—m, m)-re létezik f(x ™) és f(xT), valamint léteznek a

i f(x—i—t)—f(x*), i f(x7)—f(x—1t)

t—0+ t t—0+ t

véges hatarértékek, akkor Spf(x) — 3(f(x~) + f(xT)).

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 41 / 128



Trigonometrikus Fourier-sor

Féléerintsk feltétele

Ha valamely x € (—m, m)-re létezik f(x ™) és f(xT), valamint léteznek a

i f(x—i—t)—f(x*), i f(x7)—f(x—1t)

t—0+ t t—0+ t

véges hatarértékek, akkor Spf(x) — 3(f(x~) + f(xT)).

Specialisan:

Differencial-feltétel
Ha valamely x € (—m, 7)-re 3f'(x), akkor S,f(x) — f(x).
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Trigonometrikus Fourier-sor

<C.

i sin k.
1IN KX
> M| <

k=1

Lemma: 3C (x-t6l és n-tél fliggetlen konstans), melyre
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Trigonometrikus Fourier-sor

ns'k
1IN KX
> T

k=1

Dirichlet—Jordan-tétel, 1829, 1881

Legyen f € Ly(—m, ), valamint f € V[a, b]. Ekkor
Q Vx € (a, b)-re Spf(x) = S(F(x7) + f(x1)),

<C.

Lemma: 3C (x-t6l és n-tél fliggetlen konstans), melyre
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Trigonometrikus Fourier-sor

ns'k
1IN KX
> T

k=1

<C.

Lemma: 3C (x-t6l és n-tél fliggetlen konstans), melyre

Dirichlet—Jordan-tétel, 1829, 1881

Legyen f € Ly(—m, ), valamint f € V[a, b]. Ekkor
Q Vx € (a, b)-re Spf(x) = S(F(x7) + f(x1)),
@ ha még f € C(a, b) is teljesiil, akkor Vx € [a— 4, b+ 4] (6 > 0)
intervallumon egyenletesen S,f(x) — f(x).
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Trigonometrikus Fourier-sor

Divergencia példak és a Luzin-sejtés

© (Du Bois Reymond, 1876) Példa folytonos fiiggvényre, melynek
Fourier-sora egy pontban divergal.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Divergencia példak és a Luzin-sejtés

© (Du Bois Reymond, 1876) Példa folytonos fiiggvényre, melynek
Fourier-sora egy pontban divergal.

@ Peélda folytonos fliggvényre, melynek Fourier-sora kontinuum
szamossagu, bar nullmértékii ponthalmazon divergal.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 43 / 128



Trigonometrikus Fourier-sor

Divergencia példak és a Luzin-sejtés

© (Du Bois Reymond, 1876) Példa folytonos fiiggvényre, melynek
Fourier-sora egy pontban divergal.

@ Peélda folytonos fliggvényre, melynek Fourier-sora kontinuum
szamossagu, bar nullmértékii ponthalmazon divergal.

© (Luzin-sejtés, 1915) Nincs folytonos fiiggvény, melynek Fourier-sora
pozitiv mértékii ponthalmazon divergal.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Divergencia példak és a Luzin-sejtés

© (Du Bois Reymond, 1876) Példa folytonos fiiggvényre, melynek
Fourier-sora egy pontban divergal.

@ Peélda folytonos fliggvényre, melynek Fourier-sora kontinuum
szamossagu, bar nullmértékii ponthalmazon divergal.

© (Luzin-sejtés, 1915) Nincs folytonos fiiggvény, melynek Fourier-sora
pozitiv mértékii ponthalmazon divergal.

O (Kolmogorov, 1926) Példa L;(—m, w)-beli figgvényre, melynek
Fourier-sora minden pontban divergens.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Divergencia példak és a Luzin-sejtés

© (Du Bois Reymond, 1876) Példa folytonos fiiggvényre, melynek
Fourier-sora egy pontban divergal.

@ Peélda folytonos fliggvényre, melynek Fourier-sora kontinuum
szamossagu, bar nullmértékii ponthalmazon divergal.

© (Luzin-sejtés, 1915) Nincs folytonos fiiggvény, melynek Fourier-sora
pozitiv mértékii ponthalmazon divergal.

O (Kolmogorov, 1926) Példa L;(—m, w)-beli figgvényre, melynek
Fourier-sora minden pontban divergens.

© (Steinhaus) Példa folytonos fiiggvényre, melynek Fourier-sora minden
pontban konvergens, de egyetlen intervallumon sem egyenletesen.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Carleson-tétel, 1966
Ha f € Ly(—m, m), akkor Spf(x) — f(x) m. m. .
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Trigonometrikus Fourier-sor

Carleson-tétel, 1966
Ha f € Ly(—m, m), akkor Spf(x) — f(x) m. m. .

Kovetkezmény: igaz a Luzin-sejtés.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Carleson-tétel, 1966
Ha f € Ly(—m, m), akkor Spf(x) — f(x) m. m. .

Kovetkezmény: igaz a Luzin-sejtés.

Hunt-tétel, 1968
Ha f € Lp(—m, ) (p > 1), akkor Spf(x) = f(x) m. m. .
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen —1 < x < 1. Ismert, hogy 1 — x + x> —x3 + ... = ﬁ Leibniz:

?

x = 1" miatt 1 —141—1+---=3% (valéjaban az &sszeg divergens).
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen —1 < x < 1. Ismert, hogy 1 — x + x> —x3 + ... = ﬁ Leibniz:

x— 1 mattl—-1+1—-1+4--- ;% (valéjaban az 6sszeg divergens).
2ad4 2 3 5 _1-x® _ _l4x x> 2

Raadasul 1 —x* +x° = x>+ = =5 = 13,55 z
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen —1 < x < 1. Ismert, hogy 1 — x + x> —x3 + ... = ﬁ Leibniz:
x— 1 mattl—-1+1—-1+4- ;% (valéjaban az 6sszeg divergens).

4 < 2 x—1"
Raadasul 1 — x2 4+ x3 — x> + .- %_i_,, = lJrl;sz SmaN %

Sorok Osszegzése

n
, ; . ’ _ 1
Legyen a, valés vagy komplex szamsorozat, s, = kzl ax és oy = kEl Sk
Ha 3 lim s,, akkor 3 lim o, valamint a hatarértékek megegyeznek.
n—oo n—oo

=~
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Trigonometrikus Fourier-sor

Legyen —1 < x < 1. Ismert, hogy 1 — x + x> —x3 + ... = ﬁ Leibniz:
x— 1 mattl—-1+1—-1+4- ;% (valéjaban az 6sszeg divergens).

4 < 2 x—1"
Raadasul 1 — x2 4+ x3 — x> + .- %_i_,, = lJrl;sz SmaN %

Sorok Osszegzése

n
. . " _ 1
Legyen a, valés vagy komplex szamsorozat, s, = kzl ax és oy = kEl Sk
Ha 3 lim s,, akkor 3 lim o, valamint a hatarértékek megegyeznek.
n—oo n—oo

=~

A tétel megforditasa nem igaz. Példal
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle magfliggvény és formula

1
anf(x):n+125k /fx—t t)dt, ahol
k=0
2
1 1 sin (241t
= = > 0.
Ka(t) n+1;Dk(t) 2(n+1)< sin £ =t
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle magfliggvény és formula

n
onf(x) = nilzskf /fx—t t)dt, ahol
k=0

2
1 < 1 sin (241t
= = > 0.
Ka(t) n+1 ZDk(t) 2(n+1) ( sin £ =t

k=0

™
[ Ka(t)dt = 5, viszont V0 < § < 7 esetén f Ka(t)dt — 0.
0 5
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle magfliggvény és formula

n
onf(x) = nilzskf /fx—t t)dt, ahol
k=0

n

(o1t 2
1 1 sin *———
K"(t):n+1ZD"(t):2(n+1)< sin £ ) =t

k=0 2

™
[ Kn(t)dt = %, viszont Y0 < § < 7 esetén f Ka(t)dt — 0.
5

S6t fennall Mn((S) = 0 Ig1<ax< K, (t) n—>_o>o 0 is.
<o<t<m
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle magfliggvény és formula

n
onf(x) = nilzskf /fx—t t)dt, ahol
k=0

n

(o1t 2
1 1 sin *———
K"(t):n+1ZD"(t):2(n+1)< sin £ ) =t

k=0 2

™
[ Kn(t)dt = %, viszont Y0 < § < 7 esetén f Ka(t)dt — 0.
5

Sét fennall M,(6) = o max Ka(t) == 0 is.
<

Az ezzel analdg allitas D,(t)-re nem igaz!
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Fejér-féle magfiiggvényre)

onf(x) = = /(f(x — )+ f(x + t))Kn(t)dt,

™
0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Fejér-féle magfiiggvényre)

™

onf(x) = i/(f(x —t) + f(x + t))Ka(t)dt,
0
e s
onf(x) —c = i/(f(x —t) + (x4 t) — 2c)Kn(t)dt,
0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Dirichlet-féle képletek (a Fejér-féle magfiiggvényre)

onf (x) = i/(f(x — )+ f(x + ) Kn(B)d,

0

e s
onf(x) —c = i/(f(x —t) + (x4 t) — 2c)Kn(t)dt,

0

o s
i) — () = ;lr/gbx(t)K,,(t)dt
0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Korlatos fuggvény Fejér-kozepe
Ha Vx-re m < f(x) < M, akkor m < g,f(x) < M teljesiil Vx-re és
Vn € N-re.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Korlatos fuggvény Fejér-kozepe
Ha Vx-re m < f(x) < M, akkor m < g,f(x) < M teljesiil Vx-re és
Vn € N-re.

Spf(x)-re az analég allitas nem igaz! (Lasd pl.: Gibbs-jelenség!)
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér tétele, 1900

atazi -\ & f(x)+F(xt
@ Ha valamely x-re létezik f(x™) és f(xT), akkor o,f(x) — %
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér tétele, 1900

@ Ha valamely x-re létezik f(x™) és f(xT), akkor o,f(x) — W
@ Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, akkor o,f(x) — f(x)
egyenletesen [a, b]-n.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér tétele, 1900

@ Ha valamely x-re létezik f(x™) és f(xT), akkor o,f(x) — W
@ Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, akkor o,f(x) — f(x)
egyenletesen [a, b]-n.

A Fejér-tétel egy kovetkezménye
Ha az S,f(x) konvergens egy olyan xo helyen, melyben f(x;") és f(x; ) is
leteznek, akkor S,f(xo) — M
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle approximéaciés tétel

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal egyenletesen megkdzelithetS Fejér-kdzepeivel.
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Trigonometrikus Fourier-sor
Fejér-féle approximéaciés tétel

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal egyenletesen megkdzelithetS Fejér-kdzepeivel.

Weierstrass masodik approximaciés tétele

| A\

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal megkdzelithets trigonometrikus polinomokkal.

\
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Trigonometrikus Fourier-sor
Fejér-féle approximéaciés tétel

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal egyenletesen megkdzelithetS Fejér-kdzepeivel.

Weierstrass masodik approximaciés tétele

| A\

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal megkdzelithets trigonometrikus polinomokkal.

\

Sét agy is, hogy a konvergencia egyenletes.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Fejér-féle approximéaciés tétel

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal egyenletesen megkdzelithetS Fejér-kdzepeivel.

| A\

Weierstrass masodik approximaciés tétele

Minden 27 szerint periodikus, folytonos fiiggvény tetszés szerinti
pontossaggal megkdzelithets trigonometrikus polinomokkal.

\

Sét agy is, hogy a konvergencia egyenletes.

Legesgue tétele a Fejér-kozepek konvergenciajardl
Ha f € Ly(—m,m), akkor |i_>m onf(x) =1f(x) m. m. .
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Trigonometrikus Fourier-sor

Ha f(x) nem periodikus:

Fourier-transzformalt

Ha f € L;(—o0,0), akkor legyen ?(x) = % i f(t)e~ ™t dt.
—00
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Trigonometrikus Fourier-sor

Ha f(x) nem periodikus:

Fourier-transzformalt

Ha f € L;(—o0,0), akkor legyen ?(x) = % i f(t)e~ ™t dt.
—00

Fourier-transzformalt tulajdonsagai

Q Linearitas: Ha h(x) = af (x) + bg(x), akkor hA(x) = af (x) + bg(x).

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok



Trigonometrikus Fourier-sor

Ha f(x) nem periodikus:

Fourier-transzformalt

Ha f € L;(—o0,0), akkor legyen ?(x) = % i f(t)e~ ™t dt.
—00

Fourier-transzformalt tulajdonsagai
Q Linearitas: Ha h(x) = af (x) + bg(x), akkor h(x) = af (x) + bg(x).

@ Konvolicios tétel: ﬁ?g = ?g—, ahol
(F+xg)(x) = % f f(x —t)g(t)dt.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Ha f(x) nem periodikus:

Fourier-transzformalt

Ha f € L;(—o0,0), akkor legyen ?(x) = % i f(t)e~ ™t dt.
—00

Fourier-transzformalt tulajdonsagai
Q Linearitas: Ha h(x) = af (x) + bg(x), akkor h(x) = af (x) + bg(x).
@ Konvoliciés tétel: ﬂ:g = f&, ahol
(Fre)(x) = A Z Fx — t)g(t)dr.

(e.9]

© Invertalhatésag: Ha f € L1(—o0,00) is teljesiil, £(x) = [ F(t)etdt.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Ha f(x) nem periodikus:

Fourier-transzformalt

Ha f € L;(—o0,0), akkor legyen ?(x) = % i f(t)e~ ™t dt.
—00

Fourier-transzformalt tulajdonsagai
Q Linearitas: Ha h(x) = af (x) + bg(x), akkor h(x) = a
@ Konvolicios tétel: ﬂ:g = ?fg, ahol
(F+8)() = % ] Flx— (o)

© Invertalhatésag: Ha f € L1(—o0,00) is teljesiil, £(x) = [ F(t)etdt.

Hang, kép (2 dimenzids valtozat) szlirése.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)

N—1 .
Legyenek fo, ..., fy_1 komplex szamok. F, = > fie 2Nt ahol

t=0
n=0,...,N—1.
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Trigonometrikus Fourier-sor

Diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)

N—1 .
Legyenek fo, ..., fy_1 komplex szamok. F, = > fie 2Nt ahol
t=0
n=0,...,N—1.
_ N—1 .
Inverz transzformacié: f, = % S Fre?™nt, ahol n=0,...,N—1.
t=0
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Trigonometrikus Fourier-sor

Diszkrét Fourier-transzformacié (DFT)

N—1 .
Legyenek fo, ..., fy_1 komplex szamok. F, = > fie 2Nt ahol
t=0
n=0,...,N—1.
_ N—1 .
Inverz transzformacié: f, = % S Fre?™nt, ahol n=0,...,N—1.
t=0

DFT: N2 szorzas — Gyors Fourier-transzformacié (FFT, Cooley-Tukey,
1965): Nlog, N szorzas.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Legendre-polinomok

Tekintsiik az L3[—1,1] Hilbert-teret és a 1, x, x2,... polinomsorozatot.
Ebbél a sorozatbdl a Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarassal nyert
Po, P1, P2, - - - sorozat tagjait Legendre-polinomoknak neveziink.

1 3 3 [5 1 5
pO(X):%7 pi(x) = EX’ p2(X):2\/;<2_2\/;'”
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Klasszikus ortogonalis polinomok
Legendre-polinomok

Tekintsiik az L3[—1,1] Hilbert-teret és a 1, x, x2,... polinomsorozatot.
Ebbél a sorozatbdl a Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarassal nyert
Po, P1, P2, - - - sorozat tagjait Legendre-polinomoknak neveziink.

_ 1 _ .2 _ 9 Pa 49
) = 5. pl(x)—\fzx, Pz(X)—Q\/;X 2\5
Rodrigues-formula

pa(x) = Co (62 — 1))

Ha C, = ﬁ akkor P,(1) =1 és

3 1
Po(x) =1, Pi(x)=x, Pz(x)zixz—g,...
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Klasszikus ortogonalis polinomok

A Legendre-polinomok néhany tulajdonsaga

© A Legendre-polinom minden nem negativ egész n esetén paros, illetve
paratlan fliggvény aszerint, hogy n paros, vagy paratlan.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok



Klasszikus ortogonalis polinomok

A Legendre-polinomok néhany tulajdonsaga

© A Legendre-polinom minden nem negativ egész n esetén paros, illetve
paratlan fliggvény aszerint, hogy n paros, vagy paratlan.

@ A Legendre-polinomoknak minden nemnegativ egész n esetén a
(—1,1) intervallumban n kiilonb&z6 valés gydke van.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

A Legendre-polinomok néhany tulajdonsaga

© A Legendre-polinom minden nem negativ egész n esetén paros, illetve
paratlan fliggvény aszerint, hogy n paros, vagy paratlan.

@ A Legendre-polinomoknak minden nemnegativ egész n esetén a
(—1,1) intervallumban n kiilonb&z6 valés gydke van.

© A Legendre-polinomok sorozata az Lp[—1, 1] Hilbert-térben zart
ortonormalt sorozat.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

A Legendre-polinomok néhany tulajdonsaga

© A Legendre-polinom minden nem negativ egész n esetén paros, illetve
paratlan fliggvény aszerint, hogy n paros, vagy paratlan.

@ A Legendre-polinomoknak minden nemnegativ egész n esetén a
(—1,1) intervallumban n kiilonb&z6 valés gydke van.

© A Legendre-polinomok sorozata az Lp[—1, 1] Hilbert-térben zart
ortonormalt sorozat.

Kovetkezmény: Barmely Lo[—1,1]-beli f(x) fiiggvény Legendre-sora
normaban konvergal f(x)-hez.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Salyfiiggvény

Legyen —oco < a < b < o0, p(x):[a,b] > Rés 0 < p(x) <K m. m..
Akkor mondjuk, hogy f € Lgp)[a, bl, ha f(x)\/p(x) € Lo[a, b]. Ha

Vn € N-re x" € Lgp)[a7 b], p(x)-et sulyfiiggvénynek nevezziik [a, b]-n.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 55 / 128



Klasszikus ortogonalis polinomok

Salyfiiggvény

Legyen —oo < a< b< o0, p(x):[a,b] > Rés0<p(x) <K m. m..
Akkor mondjuk, hogy f € Lgp)[a, bl, ha f(x)\/p(x) € Lo[a, b]. Ha

Vn € N-re x" € Lgp)[a, b], p(x)-et sulyfiiggvénynek nevezziik [a, b]-n.

|
N

Salyfliggvényre nézve ortonormalt polinomsorozat

Legyen p(x) sulyfiggvény [a, b]-n, p,(x) pedig pontosan n-nedfokl algebrai
b
polinom. Ha Yk € {0,1,...,n — 1}-re teljesiil [ x*p,(x)p(x)dx =0, a
a
pn(x) polinomsorozatot ortogonalisnak nevezziik a p(x) salyfliggvényre
b

nézve [a, b]-n. Amennyiben Vn € N-re fpn )p(x)dx =1 is igaz,

stlyfiiggvényre nézve ortonormalt poImomsorozatrc')I beszéliink.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elégséges feltétel ortonormalt polinomsorozat zartsagara Lg’)) [a, b]-ben

Legyen p(x) : [a, b] — R olyan sulyfiiggvény, melyre valamely M valés
szam mellett az e/l p(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon integralhaté.
Ekkor a p(x) sulyfiiggvényre nézve ortonormalt polinomsorozat zart az

Lgp) [a, b] Hilbert-térben.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

O Legendre: a= -1, b=1, p(x)=1.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

O Legendre: a= -1, b=1, p(x)=1.
@ Elssfaju Csebisev: a= —1, b=1, p(x) = -2

1—x

> -

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok



Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

O Legendre: a= -1, b=1, p(x)=1.

@ Elssfaju Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = \/117

© Masodfaja Csebisev: a=—1, b=1, p(x) = V1 — x>
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

O Legendre: a= -1, b=1, p(x)=1.

@ Elssfaju Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = \/17

© Masodfaji Csebisev: a=—1, b=1, p(x) =V
Q Jacobi: a= -1, b=1, p(x) = (1 —x)¥(1 —|—x)5, —-l1<a,BeR

[y
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

Legendre: a=—1, b=1, p(x) = 1.

Elséfaja Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = \/17

Masodfaja Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = V1 —
Jacobi: a= —1, b=1, p(x) = (1 — x)*(1 +x)?, —1 <a,B€R
e ™ —l<aelR

000 0O

Laguerre: a =0, b= o0, p(x) = x
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

Legendre: a=—1, b=1, p(x) = 1.

Elséfaja Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = \/17

Masodfaja Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = V1 —
Jacobi: a= —1, b=1, p(x) = (1 — x)*(1 +x)?, —1 <a,B€R
Laguerre: a =10, b =00, p(x) =x%e ", —-1<aeR.

©000 0O

Hermite: a = —o0, b =00, p(x) = e .
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Klasszikus ortogonalis polinomok

O Legendre: a= -1, b=1, p(x)=1.

@ Elssfaju Csebisev: a = —1, b=1, p(x) = \/17

© Masodfaji Csebisev: a=—1, b=1, p(x) =v1—
Q@ Jacobi: a=—1, b=1, p(x) = (1 — x)*(1 + x)?, —1<a,B€R
@ Laguerre: a=10, b=o00, p(x) =x“e*, —1<aeR.

x2

@ Hermite: a = —o0, b =00, p(x) =e~

Mind zartak a megfelel6 Hilbert-térben.
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

Q T,(x) = cos(narccos x)
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

Q T,(x) = cos(narccos x)
Q@ To(x)=1, Ti(x) =x
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

@ T,(x) = cos(narccos x)
Q To(X):l, Tl(X):X
©Q Thri(x)+ Tho1(x) = 2xTph(x)
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

Q T,(x) = cos(narccos x)

Q@ To(x)=1, Ti(x) =x

©Q Thri(x)+ Tho1(x) = 2xTph(x)

Q Fdegyiitthatéja n = 1,2,... esetén 2" 1. Legyen t,(x) = 'g:(_xl)_
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

Q T,(x) = cos(narccos x)

Q@ To(x)=1, Ti(x) =x

©Q Thri(x)+ Tho1(x) = 2xTph(x)

Q Fdegyiitthatéja n = 1,2,... esetén 2" 1. Legyen t,(x) = ot

© Gyokei: x, = cos (2k;,1)7r, k=0,1,...,n— 1 Csebisev-alappontok
(interpolacié!).
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Klasszikus ortogonalis polinomok

Elséfaja Csebisev-polinomok tulajdonsagai

@ T,(x) = cos(narccos x)
Q To(X):l, Tl(X):X
©Q Thri(x)+ Tho1(x) = 2xTph(x)

Q Fdegyiitthatéja n = 1,2,... esetén 2" 1. Legyen t,(x) = ot

@ Gyodkei: x, = cos (2k;,1)7r, k=0,1,...,n—1 Csebisev-alappontok

(interpolacié!).
O Minden 1-f8egyiitthatds, p,(x) : [-1,1] — R polinomra, melynek n
gyoke van [—1,1]-en 2,,%1 = [|tn]loo < ||Pnllco-
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Haar-rendszer (Haar Alfréd, 1909)
()—1 valamint n =0,1,... é&s1 < kK <27

Legyen xq

23 ha 2_ <x<k71/2,

22, ha KEL2 o< k|
0 egyebkent.

=
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Haar-rendszer (Haar Alfréd, 1909)

Legyen X()—l valamint n =0,1,... és 1 < k <27

, | 2 miax<ize
X =¢ _of ha 552 < x < X,
0 egyebkent.

A Haar-rendszer teljes ortonormalt sorozat L»[0,1]-ben, s6t minden
folytonos fiiggvényre vonatkozé Fourier-sora egyenletesen konvergél a
fliggvényhez.
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Rademacher-rendszer (Rademacher, 1922)

Legyen r,(x) = sgn(sin(2"7x)), ahol n € N és x € [0, 1].
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Rademacher-rendszer (Rademacher, 1922)

Legyen r,(x) = sgn(sin(2"7x)), ahol n € N és x € [0, 1].

A Rademacher-rendszer ortonormalt L>[0, 1]-ben, de nem teljes. (Walsh!)
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Rademacher-rendszer (Rademacher, 1922)

Legyen r,(x) = sgn(sin(2"7x)), ahol n € N és x € [0, 1].

A Rademacher-rendszer ortonormalt L>[0, 1]-ben, de nem teljes. (Walsh!)

Rademacher—Hincsin—Kolmogorov-tétel

n
Legyen c, valds szamsorozat. A > cxri(x) fliggvénysor akkor és csak
k=1
n
akkor konvergens majdnem mindeniitt, ha a ) c? sor konvergens.
k=1
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Tovabbi ortogonalis rendszerek

Rademacher-rendszer (Rademacher, 1922)

Legyen r,(x) = sgn(sin(2"7x)), ahol n € N és x € [0, 1].

A Rademacher-rendszer ortonormalt L>[0, 1]-ben, de nem teljes. (Walsh!)

Rademacher—Hincsin—Kolmogorov-tétel

n
Legyen c, valds szamsorozat. A > cxri(x) fliggvénysor akkor és csak
k=1

n
akkor konvergens majdnem mindeniitt, ha a ) c,f sor konvergens.
k=1

Kolmogorov-tétel

n
Legyen ¢, valés szamsorozat. A > +ci (az el6jelek véletlenszeriiek) sor
k=1

n
kz c2 < oo esetén konvergens, egyébként divergens 1 valésziniiséggel.
=1
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Walsh—Fourier-sorok

Legyen X = L1]0,1), vagyis f : [0,1) — R eleme a térnek, ha
3 [f(x)]dx < oo. Legyen

1
(Fg) = / F(x)g(x)dx.
0
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Walsh—Fourier-sorok

Legyen X = L1]0,1), vagyis f : [0,1) — R eleme a térnek, ha
3 [f(x)]dx < oo. Legyen

1
(Fg) = / F(x)g(x)dx.
0

Irjuk fel n € N-et és x € [0,1)-et kettes szamrendszerben:

(o]
n:an2k, ng € {0,1}, ke N
k=0

(e.)
X = Zxk27k71, xx €{0,1}, ke N
k=0
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Walsh—Fourier-sorok

Az L1[0,1) Hilbert-térben teljes ortonormalt rendszer a kdvetkezé:

Walsh-Paley-rendszer (Walsh, 1923; Paley, 1932)

o0
> Xkn

wp(x) = (=1)=0 | neN
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

N[
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

A=
N
Blw

—_
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

A=
Blw
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

Blw

o=
A=
ool w
N
oo| o1
oo~
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

o=
A=
ool w
N
oo| o1
Blw
oo~
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

o=
A=
ool w
N
oo| o1
Blw
oo~

—_
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Walsh—Fourier-sorok

A rendszer fiiggvényei:

o=
A=
ool w
N
oo| o1
Blw
oo~

—_
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Walsh—Fourier-sorok
Dirichlet-féle magfiiggvény

n—1 1
Saf(x) = F(K)wi(x) = (f * Dp)(x) = /f(x — t)D,(t)dt, ahol
k=0 0
n—1
Dn(x) = ) wi(x)
k=0
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Walsh—Fourier-sorok
Dirichlet-féle magfiiggvény

1
Saf(x) = F(K)wi(x) = (f * Dp)(x) = /f(x — t)D,(t)dt, ahol
0

Paley-lemma

2" hax <2 "
0 , egyébként.
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

© Onneweer (1970): Ha f folytonos és korlatos valtozasa [0, 1)-en, akkor
|i_>m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re. (A konvergencia egyenletes.)
n—o0
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

© Onneweer (1970): Ha f folytonos és korlatos valtozasa [0, 1)-en, akkor
|i_>m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re. (A konvergencia egyenletes.)
n—o0

@ Ha f folytonos [0, 1)-en, akkor |i_>m Sonf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

© Onneweer (1970): Ha f folytonos és korlatos valtozasa [0, 1)-en, akkor
Ii_)m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re. (A konvergencia egyenletes.)
n—o0

@ Ha f folytonos [0, 1)-en, akkor |i_>m Sonf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.
© Ha f € L41]0,1), akkor Ii_)m Sonf(x) = f(x) m. m. x €[0,1)-re.
n—o0
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre

© Onneweer (1970): Ha f folytonos és korlatos valtozasa [0, 1)-en, akkor
Ii_)m Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re. (A konvergencia egyenletes.)
n—o0

@ Ha f folytonos [0, 1)-en, akkor n||_>ngo Sonf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.
© Ha f € L41]0,1), akkor n||—>r2<> Sonf(x) = f(x) m. m. x €[0,1)-re.
O Haf e L,[0,1)és p > 1, akkor nli_}moo Spf(x) =f(x) m. m.

x € [0,1)-re.
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Walsh—Fourier-sorok

Az Ly-beli normakonvergencia természetesen itt is igaz.

Példak tovabbi konvergencia tételekre
© Onneweer (1970): Ha f folytonos és korlatos valtozasa [0, 1)-en, akkor
nI|_>n;O Spf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re. (A konvergencia egyenletes.)
@ Ha f folytonos [0, 1)-en, akkor n||_>ngo Sonf(x) = f(x) Vx € [0,1)-re.
Ha f € L1]0,1), akkor n||—>r2<> Sonf(x) = f(x) m. m. x €[0,1)-re.
O Haf e L,[0,1)és p > 1, akkor nli_}moo Spf(x) =f(x) m. m.
x € [0,1)-re.
@ Ha f € L1[0,1), akkor lim o,f(x) = f(x) m. m. x € [0,1)-re.

n—oo

©
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

/\

/ 1’-

[y
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

/\ -

[y
\
S

~-
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

— S3f

T
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

[y

/ Sof
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

FalN

[y
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

[N
/

[y
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

=

[y

/

S¢f

/

Dr.

Blahota Istvan

Ortogonalis polinomok

79 / 128



Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

f%

[y

7

Sgf

/
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

/ TN Sof

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 81 / 128



Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

%_x

[y

/

Sief
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Walsh—Fourier-sorok

Az f(x) =sin (m) + 0,1 és Walsh-Fourier soranak részletdsszegei:

N

T

Ssof
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Pontonkénti konvergencia Ly(a, b)-n
Legyen (a, b) véges intervallum, 1, ortonormalt sorozat az Ly(a, b)

o0
Hilbert-térben, és c, olyan komplex szamsorozat, melyre " |cn| < oc.
n=1

n
Ekkor a ) cxt) fuggvénysor m. m. abszolit konvergens.
k=1
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Pontonkénti konvergencia Ly(a, b)-n
Legyen (a, b) véges intervallum, 1, ortonormalt sorozat az Ly(a, b)

o0
Hilbert-térben, és c, olyan komplex szamsorozat, melyre " |cn| < oc.
n=1

n
Ekkor a ) cxt) fuggvénysor m. m. abszolit konvergens.

>~
I
—

A,

Konvergencia-rendszer
Akkor mondjuk, hogy v, C Ly(a, b) ortonormalt sorozat
o0 n

konvergenciarendszer, ha 3 [c,|?> < oo esetén > cxtbx m. m. konvergens.
n=1 k=1

4
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Pontonkénti konvergencia Ly(a, b)-n
Legyen (a, b) véges intervallum, 1, ortonormalt sorozat az Ly(a, b)

o0
Hilbert-térben, és c, olyan komplex szamsorozat, melyre " |cn| < oc.
n=1

n
Ekkor a ) cxt) fuggvénysor m. m. abszolit konvergens.

x=
[l
s

Konvergencia-rendszer
Akkor mondjuk, hogy v, C Ly(a, b) ortonormalt sorozat
o0 n

konvergenciarendszer, ha 3 [c,|?> < oo esetén > cxtbx m. m. konvergens.
n=1 k=1

A trigonometrikus (Carleson-tétel), a Rademacher- és a
Walsh—Paley-rendszer konvergencia-rendszer.
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Olevszkij—Uljanov-tétel

Minden teljes ortonormalt rendszernek van olyan atrendezése, amely nem
konvergencia-rendszer.
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Weyl-sorozat
A w, valés sorozatot Weyl-sorozatnak nevezziik, ha

(0]
W < wy < ..., limw, =00, & > |cn|?w, < 0co-bdl kdvetkezik, hogy
n=1

n
minden Ly-beli ¢, ortonormalt rendszerre > cxbx m. m. konvergens.
k=1
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Weyl-sorozat
A w, valés sorozatot Weyl-sorozatnak nevezziik, ha

(0]
W < wy < ..., limw, =00, & > |cn|?w, < 0co-bdl kdvetkezik, hogy
n=1

n
minden Ly-beli ¢, ortonormalt rendszerre > cxbx m. m. konvergens.
k=1

Példak Weyl-sorozatokra: n® (a > 0), v/n, log® n.
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Weyl-sorozat
A w, valés sorozatot Weyl- sorozatnak nevezziik, ha

wi < wr < ..., limw, = oo, és Z |cal?w, < 0o-bél kdvetkezik, hogy
n=1

minden Ly-beli ¢, ortonormalt rendszerre Z ckPx m. m. konvergens.
k=1

Példak Weyl-sorozatokra: n® (a > 0), v/n, log® n.

Rademacher—Menysov-tétel

Legyen (a, b) véges intervallum, 1), ortonormalt sorozat az Ly(a, b)
Hllbert térben, és ¢, olyan komplex szamsorozat, melyre

Z |cal? log? n < oco. Ekkor a Z ckk figgvénysor m. m. konvergens.
n=1 k=1
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Ortogonalis sorok pontonkénti konvergenciaja

Weyl-sorozat
A w, valés sorozatot Weyl- sorozatnak nevezziik, ha

wi < wr < ..., limw, = oo, és Z |cal?w, < 0o-bél kdvetkezik, hogy
n=1

minden Ly-beli ¢, ortonormalt rendszerre Z ckPx m. m. konvergens.
k=1

Példak Weyl-sorozatokra: n® (a > 0), v/n, log® n.

Rademacher—Menysov-tétel

Legyen (a, b) véges intervallum, 1), ortonormalt sorozat az Ly(a, b)
Hllbert térben, és ¢, olyan komplex szamsorozat, melyre

Z |cal? log? n < oco. Ekkor a Z ckk figgvénysor m. m. konvergens.
n=1 k=1

Vagyis log? n is Weyl-sorozat. Az eredmény nem javithaté!
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d

© w(d) monoton ndvekvé.
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d

© w(d) monoton ndvekvé.
@ Ha n e N, akkor w(nd) < nw(6).
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d

© w(d) monoton ndvekvé.
@ Ha n e N, akkor w(nd)

<
© Ha A\ > 0, akkor w(A\d) <

ne(9).
(A + 1w (9).
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d

© w(d) monoton ndvekvé.
@ Ha n e N, akkor w(nd) < nw(6).
@ Ha X\ > 0, akkor w(AJ) < (A + 1)w(9).

© Ahhoz, hogy az f(x) fiiggvény egyenletesen folytonos legyen /-n,
sziikséges és elégséges, hogy gimow(é) =0.
—
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Approximaciéelmélet

Folytonossagi modulus

Legyen | C R tetsz6leges (akar elfajuld) intervallum, § > 0, valamint
f(x): I — K. Ekkor legyen

w(0) =w(0,f) = sup [f(x)—f(y)|.

|x—y|<d

© w(d) monoton ndvekvé.

@ Ha n €N, akkor w(nd) < nw(9).

© Ha A\ > 0, akkor w(Ad) < (A + 1)w(9).

© Ahhoz, hogy az f(x) fiiggvény egyenletesen folytonos legyen /-n,
sziikséges és elégséges, hogy gi_r>n0w(6) =0.

Q Ha gim()@ =0, akkor f(x) konstans.
—
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Approximaciéelmélet

z

Jackson els@ tétele, 1911

Legyen f(x) : [-m, ] — K r-szer differencialhaté fiiggvény agy, hogy
|F((x)| <1 teljesiil Vx € [~m, 7] esetén. Ekkor Vn € NT-ra 3T, _1(x)
legfeljebb n — 1-ed fokd trigonometrikus polinom dgy, hogy

|f(x) — Too1(x)] < Crr Vx € [—m, .

n
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Approximaciéelmélet

Legyen f(x) ; [—7r,7r] — K r-szer differencialhaté figgvény agy, hogy
|F((x)| <1 teljesiil Vx € [~m, 7] esetén. Ekkor Vn € NT-ra 3T, _1(x)
legfeljebb n — 1-ed fokd trigonometrikus polinom dgy, hogy

|f(x) — Too1(x)] < % Vx € [—m, .

Akhiezer—Krein—Favard-tétel

4 1)k(r+1)
ot ()
7T

— (2k +1)r+1
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Approximaciéelmélet

Jackson els@ tétele, 1911

Legyen f(x) : [-m, ] — K r-szer differencialhaté fiiggvény agy, hogy
|F((x)| <1 teljesiil Vx € [~m, 7] esetén. Ekkor Vn € NT-ra 3T, _1(x)
legfeljebb n — 1-ed fokd trigonometrikus polinom dgy, hogy

|f(x) — Too1(x)] < % Vx € [—m, .

Akhiezer—Krein—Favard-tétel

4 1)k(r+1)
ot ()
7T

— (2k +1)r+1

Kovetkezmény: C, < max (5 %) < 1,58.
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Approximaciéelmélet

Jackson masodik tétele (Jackson—-Sztecskin egyenl6tlenség), 1911

Legyen f(x) : [—m,m] — K r-szer differencialhaté fiiggvény. Ekkor
Vn € Nt-ra 3T,_1(x) legfeljebb n — 1-ed foka trigonometrikus polinom
gy, hogy

[f(x) — To—1(x)] < Drw(5,f1)

. Vx € [—m,7].
n
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Approximaciéelmélet

Jackson masodik tétele (Jackson—-Sztecskin egyenl6tlenség), 1911

Legyen f(x) : [—m,m] — K r-szer differencialhaté fiiggvény. Ekkor
Vn € Nt-ra 3T,_1(x) legfeljebb n — 1-ed foka trigonometrikus polinom
gy, hogy

[f(x) — To—1(x)] < Drw(5,f1)

Vx € [—m,7].

nf

@ Ismert, hogy D, < 3.
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Approximaciéelmélet

Jackson masodik tétele (Jackson—-Sztecskin egyenl6tlenség), 1911

Legyen f(x) : [—m,m] — K r-szer differencialhaté fiiggvény. Ekkor
Vn € Nt-ra 3T,_1(x) legfeljebb n — 1-ed foka trigonometrikus polinom
gy, hogy

[f(x) — To—1(x)] < Drw(5,f1)

. Vx € [—m,7].
n

@ Ismert, hogy D, < 3.

@ Ha f(x) folytonos és r = 0, megkapjuk kdvetkezményként Weierstrass
masodik approximacids tételét.
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Approximaciéelmélet

Jackson masodik tétele (Jackson—-Sztecskin egyenl6tlenség), 1911

Legyen f(x) : [—m,m] — K r-szer differencialhaté fiiggvény. Ekkor
Vn € Nt-ra 3T,_1(x) legfeljebb n — 1-ed foka trigonometrikus polinom
gy, hogy

D,(,u(1 f(’))

no

[f(x) = Ta-1(x)] <

. Vx € [—m,7].
n

@ Ismert, hogy D, < 3.

@ Ha f(x) folytonos és r = 0, megkapjuk kdvetkezményként Weierstrass
masodik approximacids tételét.

© Analég allitas igaz algebrai polinomokra is (szintén Jackson
eredménye) = Weierstrass |.
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Approximaciéelmélet
Bohmann—Korovkin-tétel, 1952, 1953

Legyen A, : C[a, b] — CJa, b] linearis operatorok sorozata, melyre:
Q Vx € [a, b]-re Ay(f(x)) >0, ha f(x) >0,
@ ha k=0,1,2, akkor Vx € |[a, b]-re ILm An(x¥) = xk.
n—o0
Ekkor Vf € Cla, b] esetén Vx € [a, b]-re |i_>m An(f(x)) = f(x).
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Approximaciéelmélet
Bohmann—Korovkin-tétel, 1952, 1953

Legyen A, : C[a, b] — CJa, b] linearis operatorok sorozata, melyre:
Q Vx € [a, b]-re Ay(f(x)) >0, ha f(x) >0,
@ ha k=0,1,2, akkor Vx € |[a, b]-re ILm An(x¥) = xk.
n—o0
Ekkor Vf € Cla, b] esetén Vx € [a, b]-re |i_>m An(f(x)) = f(x).

Bernstein-polinomok

Legyen f € CJ0,1].
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Approximaciéelmélet
Bohmann—Korovkin-tétel, 1952, 1953

Legyen A, : C[a, b] — CJa, b] linearis operatorok sorozata, melyre:
Q Vx € [a, b]-re Ay(f(x)) >0, ha f(x) >0,
@ ha k=0,1,2, akkor Vx € |[a, b]-re ILm An(x¥) = xk.
n—o0
Ekkor Vf € Cla, b] esetén Vx € [a, b]-re |i_>m An(f(x)) = f(x).

Bernstein-polinomok
Legyen f € C[0,1].

Bo(F(x)) = k; F(2) (F)xka—nrt

B, : C[0,1] — C[0,1] linearis operatorok sorozata, melyre teljesiilnek a
Bohmann—Korovkin-tétel feltételei.
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Approximaciéelmélet

Weierstrass elsé approximacids tétele

Minden f € Cla, b] (—oo < a < b < o0) fliggvény tetszés szerinti
pontossaggal megkdzelithetd algebrai polinomokkal.
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Approximaciéelmélet
Weierstrass elsé approximacids tétele

Minden f € Cla, b] (—oo < a < b < o0) fliggvény tetszés szerinti
pontossaggal megkdzelithetd algebrai polinomokkal.

Stone-tétel

Legyen X kompakt metrikus tér és H a C(X,R) olyan lineéris altere,
melyre:

© a konstans fliggvények #H-ban vannak,
@ ha u € H, akkor ha |u| € H,
© 7H szétvalasztja X pontjait.

Ekkor H siiri C(X,R)-ban.
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Approximaciéelmélet

Miintz tétele
Minden f € CJ[0, 1] fiiggvény pontosan akkor kozelithet6 meg tetszés

m
szerinti pontossaggal és egyenletesen a ) ¢ix" polinomokkal, ahol
i=0

(e o)
0=np < nm < ... természetes szamok, ha ) ni = 0.
i=1 "
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Approximaciéelmélet

Legjobb approximéacié polinommal

En(f) = |nf If — Plloc = inf sup |f(x) — P(x)|, ahol P, jeldli az
pPeP n x&Dr
n-edfokd algebral polinomok halmazat.
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Approximaciéelmélet

Legjobb approximéacié polinommal

En(f) = inf ||f — P|loc = .inf sup |f(x) — P(x)|, ahol P, jeldli az
PeP, PEPn xc Dy
n-edfok algebrai polinomok halmazat.

v

Alternalé pontok tétele (Csebisev, 1854)

Legyen f € Cla, b] é&s P € P,. E,(f) = ||f — P||oc akkor és csakis akkor,
ha 3x1,...,Xxp42 € [a, b] melyre Vk € {1,...,n+ 2} esetén
f(xic) = P(xi) = (=1)*[[f — Plloo.
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Approximaciéelmélet
Remez-algoritmus, 1934

Q Legyen € > 0, i:1ésa§X1(i)<"‘<Xr(122<b'
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Approximaciéelmélet
Remez-algoritmus, 1934

Q Legyen € > 0, izlésagxl(i)<-~<x,(,22§b.
@ Oldjuk meg az f (x,((i)) — pl) (X,Ei)) = (—D)¥ED (k=1,...,n+2)

. n h .
linearis egyenletrendszert, ahol P()(x) = 3" aJ(-')xf (most 0° = 1).
j=0
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Approximaciéelmélet
Remez-algoritmus, 1934

Q Legyen € > 0, izlésagxl(i)<-~<x,(,22§b.

@ Oldjuk meg az f (x,((i)) — pl) (xlgi)) = (—D)¥ED (k=1,...,n+2)

linearis egyenletrendszert, ahol P(i)(x) => aJ(-i)Xj (most 00 = 1).
j=0
© Legyen a h()(x) = f(x) — PU)(x) fiiggvény abszolit értékének
maximumbhelye [a, b]-n ¢ Ekkor If — P(i)Hoo = ’h(i)(é(i))‘- Ha
|||f — PO — |E(i)\} < ¢, készen vagyunk.
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Approximaciéelmélet
Remez-algoritmus, 1934

Q Legyen € > 0, izlésagxl(i)<-~<x,(,22§b.

@ Oldjuk meg az f (x,((i)) — pl) (xlgi)) = (—D)¥ED (k=1,...,n+2)

linearis egyenletrendszert, ahol P(i)(x) => aJ(-i)Xj (most 00 = 1).
j=0
© Legyen a h()(x) = f(x) — PU)(x) fiiggvény abszolit értékének
maximumbhelye [a, b]-n ¢ Ekkor If — P(i)Hoo = ’h(i)(é(i))‘- Ha
|||f — PO — |E(i)\} < ¢, készen vagyunk.

© Egyébkent £()-t cseréljiik be a megfelels x\) helyére. A h()(x)
hibafiiggvény el6jelvaltasa maradjon meg! Noveljik i-t eggyel és
térjiink vissza a 2. lépésre.
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Approximaciéelmélet
Remez-algoritmus, 1934

Q Legyen € > 0, izlésagxl(i)<-~<x,(,22§b.

@ Oldjuk meg az f (x,((i)) — pl) (X,Ei)) = (—D)¥ED (k=1,...,n+2)

linearis egyenletrendszert, ahol P(i)(x) => aJ(-i)Xj (most 00 = 1).
j=0
© Legyen a h()(x) = f(x) — PU)(x) fiiggvény abszolit értékének
maximumbhelye [a, b]-n ¢ Ekkor If — P(i)Hoo = ’h(i)(g(i))‘- Ha
|||f — PO — |E(i)\} < ¢, készen vagyunk.

© Egyébkent £()-t cseréljiik be a megfelels x\) helyére. A h()(x)
hibafiiggvény el6jelvaltasa maradjon meg! Noveljik i-t eggyel és
térjiink vissza a 2. lépésre.

Az igy kapott polinomsorozat egyenletesen konvergal a legjobb kozelitéshez.
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Approximaciéelmélet

A 2. |épésben talalhat6 egyenletrendszer matrixos alakja:

f (Xl(i)> 1 Xl(i) o (Xl(,-))n . a((Ji)
= ag;i)
f (X,(,'Jrg) 1 X, (X,Sﬁz)” (—1)m+2 E()
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Approximaciéelmélet
Vandermonde-matrix

1 x5 . . . xl”_1
V =
1 x, x,’,”1
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Approximaciéelmélet
Vandermonde-matrix

1 x5 . . . xl”_1
V =
1 x, x,’,”1
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Approximaciéelmélet
Vandermonde-matrix

1 x5 . . . xl”_1
V =
1 x, X1

A Vandermonde-matrix determinansa

vi= JI xi-x)

1<j<i<n

Igy kiilonbdzs alappontokhoz tartozé Vandermonde-determinans nullatél
kiilonb6z6, s6t ha x; < -+ < x,, akkor |V| > 0.
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Approximaciéelmélet

Approximaci6 racionalis figgvényekkel — Padé-approximacio

Legyen a < 0 < b és f(x) akarhanyszor differencialhaté (a, b)-n,

p(x) = a0+ arx+...amx™ és q(x) = by + byx + ... bx¥, ahol by = 1.
Keressiik azt az Ry, (x) = % fiiggvényt, melyre £("(0) = R,(:)k(O)
teljesil Vn € {0,1,..., m+ k} esetén.
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Approximaciéelmélet

Approximaci6 racionalis figgvényekkel — Padé-approximacio

Legyen a < 0 < b és f(x) akarhanyszor differencialhaté (a, b)-n,

p(x) = a0+ arx+...amx™ és q(x) = by + byx + ... bx¥, ahol by = 1.
Keressiik azt az Ry, (x) = % fiiggvényt, melyre £("(0) = R,(:)k(O)
teljesil Vn € {0,1,..., m+ k} esetén.

Ekvivalens feltételek

Ha f(x)-et MacLaurin-sora el6allitja, R, x(x) = % pontosan akkor f(x)

Padé-fiiggvénye, ha f(x) — Rmk(x) = O(x™+k+1), ahol x — 0, ami pedig
éppen akkor teljesiil, ha f(x)q(x) — p(x) = O(x™+*+1), szintén x — 0
esetén.
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Approximaciéelmélet

Padé-egyiitthatok tétele

S8 o
Ha f(x) Maclaurin-sora )" ¢jx/ = f(x), a Padé-fiiggvény egyiitthatdit a
=0
min{t,k}
Z Ct—ibi = & (t:07-"7m) (1)
i=0
min{t,k}
Y aib =0 (t=m+1,...,m+k) (2)
i=0
egyenletrendszer adja (amennyiben megoldhatd).
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Approximaciéelmélet

Példak:
o In(x+1) _ x | x2 o lex o
Q@ Ha m= k=1, akkor = fl—i—f—T—-nNH%X(xfO—ban
hatarértéket vesziink).
Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 99 / 128



Approximaciéelmélet

Példak:
141
Q@ Ha m =k =1, akkor '“(’;H) :1—§—|—’§—2—--~z Jrgi
hatarértéket vesziink).

1z _ e X X
Q@ Ham=1és k=2, akkor sinx = x e T v vl

(x = 0-ban
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Approximaciéelmélet

Példak:
© Ham=k =1, akkor N1 _ 1 _

X

LR X
3 1+§x

(x = 0-ban

NI %

hatarértéket vesziink).

1z _ e X X
Q@ Ham=1és k=2, akkor sinx = x e T v vl

A Padé-approximacié tulajdonsagai
O A kozelités a 0 koriil a legjobb, nem egyenletes.
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Approximaciéelmélet

Példak:
2 -~ 1+%X

Q@ Ha m=k =1, akkor In()jl):l—%"'x?_”"‘“u%x

(x = 0-ban
hatarértéket vesziink).

1z _ e X X
Q@ Ham=1és k=2, akkor sinx = x e T v vl

A Padé-approximacié tulajdonsagai

O A kozelités a 0 koriil a legjobb, nem egyenletes.

@ Altalaban nem legjobb racionalis kdzelits fiiggvényt adja (mint az
altalanositott Remez-algoritmus), de elég j6 és egyszerd, igy elterjedt.
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Interpolacié

Adottak a ¥1(x), ..., ¥n(x) : [a, b] — R an. alapfiiggvények.
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Interpolacié

Adottak a ¥1(x), ..., ¥n(x) : [a, b] — R an. alapfiiggvények.

Alapfiiggvények interpolaciés polinomja

Ismerjiik f(x) : [a, b] — R értékeit az xq, ..., xy € [a, b] kiilonboz6
alappontokban. Keressiik az ci, ..., ¢, konstansokat, melyek azt az

L(x) = ckthu(x)
k=1

altalanositott polinomot allitjak els, melyre
L(xi) = f(x), Vie{l,..,N}.

Ekkor L(x) fiiggvényt az alapfiiggvények interpolaciés polinomjanak
nevezziik.
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Interpolacié

Az n és N viszonya.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis poli 101 / 128



Interpolacié

Az n és N viszonya. Mostantdl legyen n = M.
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Interpolacié

Az n és N viszonya. Mostantdl legyen n = M.

A

n

> atbr(xi) = f(x), Vi€ {1,...n}

k=1

egyenlségeket matrixos alakban is felirhatjuk:

¢1(X1) e wn(Xl) 1 f(Xl)

i) - ) )\ G F(xn)
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Interpolacié

Polinom interpolacié

Yi(x) = X1 je {1,...,n} (most 0° = 1)
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Interpolacié

Polinom interpolacié

Yi(x) = X1 je {1,...,n} (most 0° = 1)

Vandermonde-matrix!
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Interpolacié

Polinom interpolacié

Yi(x) = X1 je {1,...,n} (most 0° = 1)

Vandermonde-matrix!

Unicitas és egzisztencia

Polinom interpolacié esetén — n kiilonbdz6 alappontot véve — mindig létezik
legfeljebb n — 1-edfokl interpolacids polinom, és az egyértelmd.

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 102 / 128



Interpolacié

No

[HEY

[HEY
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Interpolacié

No

=
N
(6]

[HEY
M~
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Interpolacié

Elsallitjuk azon /;(x) fiiggvényeket, melyekre

1 hak=i
"'(Xk):{ 0 hak#i.
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Interpolacié

Elsallitjuk azon /;(x) fiiggvényeket, melyekre

1 hak=i
"'(Xk)_{ 0 hak#i.

llyen, n — 1-edfokd polinomot kapunk igy:

li(x) = (x = x1)ee.(x = xi—1) (X — Xi31)--.(x — xn)
I (Xi o Xl)-..(X,' - Xi—1)(X,' - Xi+1)...(X,' — Xn)
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Interpolacié

Elsallitjuk azon /;(x) fiiggvényeket, melyekre

1 hak=i
"'(Xk)_{ 0 hak#i.

llyen, n — 1-edfokd polinomot kapunk igy:

li(x) = (x = x1)ee.(x = xi—1) (X — Xi31)--.(x — xn)
I (Xi o Xl)-..(X,' - Xi—1)(X,' - Xi+1)...(X,' — Xn)
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Interpolacié

Jeldlje Li,....n) @z Xk, -, Xn (1 < k < n) alappontok éltal generalt
Lagrange-interpolaciés polinomot (L) = f(xk)).
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Interpolacié

Jeldlje Li,....n) @z Xk, -, Xn (1 < k < n) alappontok éltal generalt
Lagrange-interpolaciés polinomot (L) = f(xk)).

Neville-féle iteralt interpoléci6 tétele

Ha 1 < k < n, akkor

1 Lik,...n-1)(X) xk —x
Xn — Xk L(k—i—l,...,n)(x) Xp — X

L(k,...,n)(X) =
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Interpolacié

Jeldlje Li,....n) @z Xk, -, Xn (1 < k < n) alappontok éltal generalt
Lagrange-interpolaciés polinomot (L) = f(xk)).

Neville-féle iteralt interpoléci6 tétele
Ha 1 < k < n, akkor

1

Xnp — Xk

Lk, ..n-1)(X) xic —x
Liksa,..m)(x)  xn—x

L(k,...,n)(X) =

Médszer

x1 x1—x Ly

x2 x2—x Loy Lap

x3 x3—x Ly L3 Lappg)

xg xa—x Ly Leay Less Lapzsae
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Interpolacié

Tekintsitk az a < x3 < ... < x, < b alappontokat. Jeldlés:

n

w(x) = H(x — Xj).

J=1
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Interpolacié

Tekintsitk az a < x3 < ... < x, < b alappontokat. Jeldlés:

n

w(x) = H(x — Xj).

J=1

A polinom interpolacié hibabecslése |.

Legyen az f fliggvény n-szer differencialhaté az [a, b] intervallumon. Ekkor
Vx € [a, b]-hez 3¢ € [a, b], hogy

_ i)

n!

w(x).

f(x) = L(x)
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Interpolacié

Egyenletes konvergencia
Legyen L,(x) az a < xln) <. < x,(,") < b alappontrendszerre illeszkedd
polinom interpolacics fiiggvénysorozat. Ha IM > 0, melyre |f(")(x)| < M™
teljesiil Vx € [a, b] esetén, akkor

lim [|f(x) — Ly(x)|lcc = 0.

n—oo0
V.

108 / 128
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Interpolacié

Legyen

h= — )
k:{?i);il(xk-i-l Xk)

Segédtétel
Ha x € [a, b], akkor
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Interpolacié

Legyen

h= — )
k:{?f");il(xk-i-l Xk)

Segédtétel
Ha x € [a, b], akkor

v
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Interpolacié

Hibabecslés Csebisev alappontokkal

Tegyiik fel, hogy |f(")(x)| < M, teljesiil Vx € [—1,1] esetén. Ha az
interpolacié alappontjai Csebisev-félék, akkor Vx € [—1,1]-ra

M,
on=1lpl’

[F(x) = L] <
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Interpolacié

Hibabecslés Csebisev alappontokkal

Tegyiik fel, hogy |f(")(x)| < M, teljesiil Vx € [—1,1] esetén. Ha az
interpolacié alappontjai Csebisev-félék, akkor Vx € [—1,1]-ra

M,
on=1lpl’

[F(x) = L] <

Ha a [—1,1] intervallum helyett tetszéleges [a, b] valédi intervallumot
vesziink, az el6z6 tétel analog feltételeivel X, = xk% + %b alappontokkal

Vx € [a, b]-ra

£~ L] < M2 3"

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 110 / 128



Interpolacié

Inverz interpolacid

(XmYn)

(Xz,}’2)

1, 51)
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Interpolacié

Inverz interpolacid

a1, 1)
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Interpolacié

Inverz interpolacid

1, 51)
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Interpolacié

Inverz interpolacid

1, 51)
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Interpolacié

Inverz interpolacid
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Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kozt
polinomokkal interpolalunk.
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Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kozt
polinomokkal interpolalunk.

A kdbds spline egyenlete

( s1(x), ha a=x <x<x

s(x), ha x < x < x3

Snfl(X)a ha xp—1 <x<x,=0b
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Kobos spline interpolacio

A spline interpolacié alapotlete, hogy a szomszédos alappontok kozt

polinomokkal interpolalunk.

A kdbds spline egyenlete

( s1(x), ha a=x <x<x
s(x), ha x < x < x3
S(x) =
Snfl(X)a ha xp—1 <x<x,=0b
ahol

si(x) = ai(x = x)° + bi(x = x)? + ci(x — %) + d;

Vie{1,2,...,n—1}.
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
QO S(x))=yi Vie{l2,...,n},
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
QO S(x))=yi Vie{l2,...,n},
Q si(xi) =si—1(xi)) Vie{2,3,....,n—1} (5(x) € C[a, b]),
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
Q@ S(xi))=yi Vie{l,2,...,n},
Q si(xi) =si—1(x;) Vie{2,3,....,n—1} (S(x) € Cla,b]),
Q si(xj)=s_,(x) Vie{2,3,....,n—1} (5'(x) € Cla,b]),
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Kobos spline interpolacio

A kdbos spline négy definialé tulajdonsaga
Q@ S(xi))=yi Vie{l,2,...,n},
Q si(xi) =si—1(x;) Vie{2,3,....,n—1} (S(x) € Cla,b]),
Q si(xj)=s_,(x) Vie{2,3,....,n—1} (5'(x) € Cla,b]),
Q s'(xj))=s"1(x;) Vie{2,3,....,n—1} (5"(x) € C[a, b]).
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Kobos spline interpolacio

Az egyszerliség kedvéért mostantdl tételezziink fel ekvidisztans
alappontvalasztast, tehat h = xj11 — x;, Vi € {1,2,..,n — 1} esetén.
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Kobos spline interpolacio

Az egyszerliség kedvéért mostantdl tételezziink fel ekvidisztans
alappontvalasztast, tehat h = xj11 — x;, Vi € {1,2,..,n — 1} esetén.

si(x)-ek egyiitthatoi

S Mit1 — M;
' 6h

M.

bi = 7’
Y1 =Y Miy1 + 2M;
G = —h
h 6

d = i
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Kobos spline interpolacio

Az egyszerliség kedvéért mostantdl tételezziink fel ekvidisztans
alappontvalasztast, tehat h = xj11 — x;, Vi € {1,2,..,n — 1} esetén.

si(x)-ek egyiitthatoi

g = M- M
' 6h
M.
b = 7’
Y1 =Y Miy1 + 2M;
G = —h
h 6
di = i
ahol  M; +4M; 1 + My = 62! )4;21 Yit

(M = s/ (x)) = S"(x})) Vie{l,2,..,n—1}
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Kobos spline interpolacio

Utébbi dsszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 0 0 0 0 O Ma y1—2y2+y3
0 1 4 1 0 0 0 O M3 y2 —2y3 +ya
0 0 1 4 0 0 0 O My y3 —2ya+ys
. . . . . 6 .
T h?
0o 0 o0 o 4 1 0 0 Mp_3 Yn—a —2Yn—3 t yn—2
0o 0 o0 O 1 4 1 0 Mp_2 Yn—3 — 2¥n—2 + Yn—1
0O 0 0 O 0 1 4 1 Mp_1 Yn—2 —2Yn—1+Yn
M’l
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Kobos spline interpolacio

Utébbi dsszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 o0 0 0 0 o Mo
0 1 4 1 0 0 0 0 Ms
0 0 1 4 0 0 0 0 Mg
0 0 0 © 4 1 0 0 Mn_3
0 0 0 O 1 4 1 o0 Mp_>»
0 0 0 © 0 1 4 1 Mp_1

Mpn

yi—2y2+y3
Y2 —2y3 +ya
¥3 —2ya+ys

Yn—a —2Yn—3 t yn—2
Yn—3 — 2¥n—2 + Yn—1
Yn—2 — 2¥n—1+¥n

A linearis egyenletrendszer alul-determinalt: a bal oldali matrixnak n

oszlopa és n — 2 sora van.
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Kobos spline interpolacio

Utébbi dsszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 o0 0 0 0 o Mo
0 1 4 1 0 0 0 0 Ms
0 0 1 4 0 0 0 0 Mg
0 0 0 © 4 1 0 0 Mn_3
0 0 0 O 1 4 1 o0 Mp_>»
0 0 0 © 0 1 4 1 Mp_1

Mpn

yi—2y2+y3
Y2 —2y3 +ya
¥3 —2ya+ys

Yn—a —2Yn—3 t yn—2
Yn—3 — 2¥n—2 + Yn—1
Yn—2 — 2¥n—1+¥n

A linearis egyenletrendszer alul-determinalt: a bal oldali matrixnak n

oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kdbds spline tipus

O Természetes spline
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Kobos spline interpolacio

Utébbi dsszefiiggést matrixos alakba irva:

My

1 4 1 0 0O 0 0 O Mo y1—2y2+y3

0 1 4 1 0O 0 0 O M3 Y2 —2y3 +ya

0 0 1 4 0O 0 0 O Mg ¥3 —2ya+ys

. =0

0 0 0 0 . . . 4 1 0 0 Mp_3 Yn—a —2¥n—3+ Yn—2
0 0O 0 O . . . 1 4 1 0 Mp_»> Yn—3 — 2¥n—2 +Yn—1
0 0O O O 0 1 4 1 Mp_1 Yn—2 —2¥n—1 +Yn

A linearis egyenletrendszer alul-determinalt: a bal oldali matrixnak n
oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kdbds spline tipus

O Természetes spline

@ Parabolikus lefutasa spline
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Kobos spline interpolacio

Utébbi dsszefiiggést matrixos alakba irva:

My
1 4 1 o0 0 0 0 o Mo
0 1 4 1 0 0 0 0 Ms
0 0 1 4 0 0 0 0 Mg
0 0 0 © 4 1 0 0 Mn_3
0 0 0 O 1 4 1 o0 Mp_>»
0 0 0 © 0 1 4 1 Mp_1

Mpn

yi—2y2+y3
Y2 —2y3 +ya
¥3 —2ya+ys

Yn—a —2Yn—3 t yn—2
Yn—3 — 2¥n—2 + Yn—1
Yn—2 — 2¥n—1+¥n

A linearis egyenletrendszer alul-determinalt: a bal oldali matrixnak n

oszlopa és n — 2 sora van.

Néhany gyakori kdbds spline tipus

O Természetes spline
@ Parabolikus lefutasa spline
© Kobos lefutasi spline
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline

My =M,=0

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

10 . . .000 Mo
141 .. .000 Ms

14 .. .000 My
000 1 My_3
0 0O 1 1 Mp_o
000 1 Mp_1

Dr. Blahota Istvan Ortogonalis polinomok 120 / 128



Kobos spline interpolacio

Parabolikus lefutasi spline

/\//1 = M2 és Mn—l = Mn
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Kobos spline interpolacio

Parabolikus lefutasi spline

/\//1 = M2 és Mn—l = Mn

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

510 ...000 Mo
1 1 ...000 Ms
014 ...000 M,
000 10 My_3
000 1 4 1 M,_»
000 1 Mp_1
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Kobos spline interpolacio

Kobos lefutasi spline

/\//1 = 2/\//2 — M3 és 2/\/’,-,_1 — Mn_2 = M,,
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Kobos spline interpolacio

Kobos lefutasi spline

/\//1 = 2/\//2 — M3 és 2/\/’,-,_1 — Mn_2 = M,,

Az egyenl6ség bal oldala ekkor igy alakul (a jobb oldal nem valtozik):

6 00 ...000 Mo,
141 ...000 Ms
014 ...000 Ma
000 10 My_3
000 1 4 1 My_»
000 . 0 Mp_1
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Kobos spline interpolacio
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Kobos spline interpolacio

Természetes spline

Y '
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Kobos spline interpolacio
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Kobos spline interpolacio

Kobds lefutasa spline

NV |
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Kobos spline interpolacio

Természetes, és kobds lefutasa spline
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Utdszé
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Késziilt IATEXBeamer, TikZ, PDFIATEX, Maxima és Gnuplot segitségével.

Ha barmilyen hibat talal a prezentaciéban, kérem jelezze a blahota@nyf.hu cimen! K&szénom!
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