Fejezetek az euklideszi geometriabol

Ebben a fejezetben euklideszi térben dolgozunk: vagyis mindvégig feltételezziik, hogy érvényes
az abszolut geometria axiomarendszee €s az euklideszi parhuzamossag axioma.

12. Parhuzamos térelemek

T1: Ha két parhuzamos egyenes egyike metszegy sikot, akkor azt a masik egyenes is metszi.
T2: Ha két egyenes olyan, hogy minden sik, amely metszi az egyiket, metszi a masikat is,
akkor a két egyenes parhuzamos egymassal.

Az egyenesek parhuzamossaganak értelmezésébol kozvetlentl adodott, hogy a parhuzamossag
reflexiv és szimmetrikus relacid. Az aldbbi tételbdl kovetkezik, hogy euklideszi térben a
tranzitivitas is teljeslil, s ennélfogva euklideszi térben az egyenesek parhuzamossaga
ekvivalencia relaci6.

T3: Ha két egyenes mindegyike parhuzamos egy harmadikkal, akkor az elsé kettd is
parhuzamos egymassal.

Ratériink a sikok parhuzamossagatranzitivitasanak vizsgalatara.

T4: Egy egyenest metszo6 sik az egyenessel parhuzamos sikot is metszi.

T5: Két parhuzamossik egyikét metsz0 egyenes metszi a masikat is.

T6: Ha két sik olyan, hogy minden egyenes, amely metszi az egyiket, metszi a masikat is,
akkor a két sik parhuzamos egymassal.

T7: Euklideszi térben a sikok parhuzamossagaekvivalencia relacio.

Az a ¢és b parhuzamos egyenesek sikjaban az a hataregyenesii és b —t tartalmazoé félsik
valamint a b hatdregyenesili és a —t tartalmazo félsik metszeteként el6allo sikrészt savnak
nevezzik.

A sav konvex alakzat, mivel konvex halmazok (félsikok) metszete.

Két parhuzamos félegyenes egyezd iranyu, ha vagy egy egyenesre illeszkednek ¢és egyik
tartalmazza a masikat, vagy pedig nem egy egyenesre illeszkednek és a két félegyenes a
kezddpontjaikat 6sszekotd egyenes azonos oldalan van; ellenkezd esetben a két parhuzamos
félegyenes ellentétes iranyu.

Ha két sz0g szarai paronként egyezd (ellentétes) iranyuak, akkor egyallasu (valto-) szogekrdl
beszéliink.

T8: Ugyanazon sikban 1évd egyallast (valto-) szogek egyenldk.

T9: Az egyallasu (valto-) szogek atérben is egyenldk.

13. Izometriak 11

Elsoként egy rogzitett sikbeli tengelyes tiikrozések (mint specialis sikizometridk) szorzataként
el6alld leképezések tulajdonsagainak vizsgalataval foglalkozunk. Emlékeztetiink r4, hogy két
tengelyes tlikr6zés szorzata az a leképezés, amely a két tengelyes tiikkr6zés egymas utani
végrehajtasa révén adodik. S minthogy minden tengelyes tiikr6zés izometria és az izometriak
halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot, ezért egyrészt a tengelyes tliikrozések szorzata is
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izometria, masrészt a tengelyes tlikrozések szorzasa soran az asszociativitast kiilon indoklas
nélkiil mindig hasznélhatjuk. A jelolések egyszeriisitése céljabol a szorzas miiveleti jelét nem
fogjuk kiirni.
T1: Ha két kiillonb6z6é egyenesre vonatkozd tengelyes tiikkrozés szorzatanak van fixpontja,
akkor a tengelyek metszok és az egyértelmiien 1étez6 fixpont a tengelyek metszésportja.
T2: Két (nem feltétleniil kiilonb6z0) tengelyes tiikrdzeés szorzatanem tengelyes tiikrozés.
Rogzitett sikban egy adott pontra illeszkedd egyenesek halmazat illetve egy adott egyenessel
parhuzamos egyenesek halmazat sugarsornak nevezziik. Az adott pontot illetve az adott
egyenest a sugarsor centrumanaknevezziik
Egy sugarsort a centruma, vagy metsz0 egyenesek esetén barmely két eleme illetve parhuzamos
egyenesek esetén barmelyeleme egyértelmiien meghatarozza.
T3: Egy sugarsor harom (nem feltétleniil kiilonbozd) elemére vonatkozd tengelyes tiikkrozés
szorzata egy olyan tengelyes tiikr6zés, melynek tengelye szirtén eleme az adott sugarsornak.
T4: Négy (nem feltétleniil kiilonb6z0) tengelyes tliikr6zés szorzata mindig helyettesithetd két
tengelyes tlikrozés szorzataval.
Péaros szamu tengelyes tiilkrozés szorzata helyettesithetd két (nem feltétleniil kiillonb6zo)
tengelyes tiikrozés szorzataval. Pératlan szdmu tengelyes tiikr6zés szorzata vagy egyetlen
tengelyes tiikrozés, vagy helyettesithetd harom tengelyes tiikr6zés szorzataval.
Az elobbiek szerint barmely sikizometria eldallithatd vagy paros vagy paratlan szdmu tengelyes
tiikr6zés szorzataként.
Ha egy izometria paros (paratlan) szamu tengelyes tiikr6zés szorzata, akkor paros (paratlan)
izometrianak mondjuk. A paros izomtridt masként mozgasnak nevezziik.
T5: A mozgéasok halmaza a szorzdsra nézve olyan csoportot alkot, ami a sikizometridk
csoportjanak részcsoporfa.
T6 (a mozgasok fixpont tétele): Ha egy mozgéasnak van két fixportja, akkor az identitas.
T7 (a mozgasok alaptétele): Két adott félegyenesbdl allo rendezett par esetén egyértelmiien
1étezik olyan mozgas, amely az elsét a méasodikba viszi at.
Ugyanazon sik két kiilonboz6 egyenesére torténd tengelyes tiikkrozés szorzatat

- valddi elforgatasnak (valodi rotacidnak) nevezziik,ha a két egyenes metszo,

- valddi eltolasnak (valodi transddcionak) nevezziik, ha a két egyenes parhuzamos.
Valodi elforgatas esetén a két tengely metszéspontjat a valodi elforgatas kozéppontjanak
(centrumanak) nevezziik.
Valodi eltolas esetén a tengelyekre merdleges egyenesek sugarsorat a valddi eltolas irdnyanak
nevezziik.
Egy sikizometriat elforgatasnak (eltolasnak) neveziink, ha az valddi elforgatas (valddi eltolas)
vagy pedig identitas. Az identikus elforgatas esetén a sik barmely pontja tekinthet6 az elforgatas
centrumdnak, tovabbd az identikus eltolas esetén a sik barmely rogzitett egyenesével
parhuzamos egyenesek sugarsora tekinthetd az eltolas iranyanak.
Paros sikizometria (vagyis egy sikmozgas) csak elforgatas vagy eltolas lehet.
T8: Két tengelyes tiikrozés sorrendje akkor és csak akkor cserélheté fel, ha a tengelyek
egybeesnek vagy merdlegesek egymasra.
Ha két egyenes merdlegesen metszi egymast, akkor a rajuk vonatkozo tengelyes tiikrozések
szorzatat kozéppontos tiikrozésnek nevezziik. A tengelyek metszéspontjat a kozéppontos
tiikr6zés kozéppontjanak (centrumanak) nevezziik.
Jelolése: a, b L ,allb és an b= {0} esetén po.
Ezen értelmezes szerint a kozéppontos tiikkrozés specialis valodi elforgatas.
T9 (specidlis mozgasok fixpontjai):

1) Egy valodi elforgatas soran a centrum fix és tovabbi fixpont nincs.

2) Egy valodi eltolas soran egyetlen fixpont sincs.
Ebbdl a tételbdl adodik, hogy valodi elforgatas soha nem helyettesithetd valodi eltolassal.
Ennélfogva megallapithato, hogy egy sikmozgas vagy identitds, vagy valodi elforgatds, vagy
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valodi eltolas, tovabba ha egy sikizometridnak van fixpontja, akkor az vagy identitds, vagy
tengelyes tiikrozés, vagy valodi elforgatas.

T10 (eltolas invarians egyenesei): Egy valddi eltolas invaridns egyeneseinek halmaza
megegyezik avalddi eltolds iranyaval.

T11 (elforgatéds invaridns egyenesei):

1) Valdodi elforgatasnak akkor és csak akkor létezik invaridns egyenese, ha a valodi
elforgatas kdzéppontos tiikrozés.

2) Kozéppontos tiikrozésnél egy egyenes akkor és csak akkor invarians, ha az illeszkedik a
centrumra.

Az O kozéppontu tikrozésnélaz O # P pont P’ képére P— O — P’ és OP’= OP teljesiil.
A kozéppontos tiikrozés négyzete identitas: a kozéppontos tiikrozés involutorikus leképezés.
T12 (szabad tengelyvalasztas):

1) Adott centrumu elforgatas (irdnyu eltolas) két tengelyes tiikkrozés szorzataként torténd
eléallitasakor az egyik tengely az elforgatas centrumara illeszkedd (az eltolas iranyara
merdleges) tetszlleges egyenes lehet, melynek rogzitése utan a masik tengely
egyértelmiien létezik.

2) Egy adott elforgatasnal (eltolasnal) a tengelyek szOge (tavolsaga) a tengelyek
megvalasztasatol fliggetleniil mindig ugyanaz.

T13 (elforgatas és eltolds mértéke):

1) Egy O kozéppontu elforgatas soran egyértelmiien létezik olyan ¢ [1 [0, 1] valds szam,
hogy barmely P # O pont esetén m(POP’l) = t.

2) Egy eltolas soran egyértelmiien létezik olyan ¢ = 0 valds szdm, hogy barmely P pont és
P’ képe esetén PP’ =1.

Az eldbbi tételben szerepld ¢ szamot az elforgatas (eltolas) mértékének nevezziik.

Valddi elforgatasnal 0 <z < 11, kdzéppontos tiikrozésnél ¢ =Tt identikus forgatasnal pedig ¢
= 0. Valddi eltolasnal #> 0 ¢és identikus eltolasnal ¢ = 0.

Az O kozépponti ¢ mértéki (szogl) elforgatas jeldlése: po, .

Ha a ¢ mértéki (tdvolsagn) eltolasndl az (4, B) U E x E rendezett pontparra AB =t ¢és az
AB egyenes invarians, akkor az 4 pont képea B pont: ezt az eltolast T s —vel jeldljiik.
T14: Kozéppontos tiikrozésnél bammely egyenes parhuzamosa képével.

T15: Egy sikban a kozos centrumu elforgatdsok kommutativ csoportot alkotnak, amely a
mozgasok csoportjanak részcsoportja.

T16 (kozéppontos tiikkrozés és eltdas kapcsolata):

1) Két kiilonbdzd centrumu kozéppontos tiikkrozés szorzata egy valodi eltolas, melynek
irdnya a centrumok 0sszekotd egyenese €s tavolsaga a centrumok tavolsaganak
kétszerese.

2) Minden eltolas felbonthatd két kdzéppontos tiikkrozés szorzatara. Az egyik kozéppontos
tiikkr6zés centruma tetszdleges pont lehet, melynek rogzitése utdn a masik kézéppontos
tiikkr6zés centruma egyértelmiien létezik.

T17: Eltolasnal barmely egyenes parhuzamos a képével.

T18: Harom kdzéppontos tiikrozes szorzata egyetlen kozéppontos tiikrozés.

T19: Kozéppontos tiikkrozés €s eltolds szorzata (barmely sorrendben) egyetlen kézéppontos
tiikrozés.

T20: Egy sikban az eltolasok kommutativ csoportot alkotnak, amely a mozgasok csoportjanak
részcsoportja.

T21 (az eltolasok alaptétele): Adott rendezett pontpar esetén egyértelmiien l1étezik olyan
eltolas, amely az elsé pontot a méasodikba viszi at.

Harom tengelyes tiikrozés szorzatat vizsgalva ebben a fejezetben mar foglalkoztunk azzal a
specialis esettel, amikor a harom tengely ugyanazon sugarsornak az elemei (T3 tétel).
Kovetkezzen most az dltalanos eset, amikor a harom tengely nem egy sugéarsorbol valo: a harom
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tengely kozott van kettd egymassal parhuzamos vagy pedig a harom tengely koziil barmely
kettd metszi egymast.
T22: Ha harom tengelyes tiikrozés tengelyei nem egy sugarsorbol valok, akkor a rajuk
vonatkoz6 tengelyes tiikrozések szorzata helyettesithetd egy tengelyes tiikrozés és egy olyan
valddi eltolas szorzataval, amelyre az eltolds irdnya parhuzamos a tiikrozés tengelyével.
Az eldbbi tételben szerepld tengelyes tiikkrozés €s eltdas sorrendje felcserélhetd.
Egy valddi eltolés és egy tengelyes tiikr6zés szorzatat (barmely sorrendben) valodi csusztatva
tiikr6zésnek nevezziik, ha az eltolds irdnya parhuzamos a tiikrozés tengelyével.
Csusztatva tiikrozésen egy valddi csusztatva tiikrozést értliink, vagy pedig egy tengelyes
tiikr6zést, ha az eltolas identitas.
Csusztatva tiikrozésnél az eltolas és a tengelyes tiikkr6zés sorrendje felcserélhetd.
T23 (a sikizometridk osztalyozasa): A sik valamely izometridja vagy elforgatas, vagy eltolas,
vagy csusztatva tliikrozés.
A tovabbiakban réviden Osszefoglajuk a térizometriak alaptulajdonsagait.
A tér két kiilonb6z6 sikjara torténd tiikrozés szorzatat
- valddi eltolasnak nevezziik, ha a két sik parhuzamos,
- tengely koriili elforgatasnak nevezziik, ha a két sik metszo.
Valédi eltolas esetén a két sikra merdleges egyenesek halmazat a valddi eltolds irdnydnak
nevezzik, a két sik tavolsaganak kétszeresét pedig a valddi eltolas mértékének. Ha a két sik
egybeesd, akkor az eltolds identitds, melynek irdnyatetszdleges és mértéke 0.
Tengely koriili elforgatas esetén a két sik metszésvonala az elforgatds tengelye, és a két sik
szO0gének a kétszerese az elforgatds mértéke. Ha a két sik merdleges egymasra, akkor a tengely
koriili elforgatas négyzete identitas: tehat ekkor a tengely koriili elforgatds involutorikus. Ez a
specialis tengely koriili elforgatds egy térbeli tengelyes tiikkrozés.
Egy tengely koriili elforgatas és egy olyan eltolds szorzatat, amelyre az eltolds iranya
parhuzamos az elforgatas tengelyével, csavarmozgasnak nevezziik. A tengely koriili elforgatas
és az eltolas is specidlis csavarmozgasok.
Egy sikra vonatkoz6 tiikkrozés és a sikra merdleges tengelyli elforgatas szorzatat forgatva
tikkr6zésnek nevezziik. Ha az elforgatas mértéke 71U, akkor a forgatva tiikkr6zés négyzete
identitas: tehat ekkor a forgatva tiikkr6zés involutorikus. Ennek a specidlis forgatva tiikkrozésnek
a neve térbeli kozéppontos tiikrozés, melynek centruma azonos a szobanforgd egyenes és sik
doféspontjaval.
Egy sikra vonatkozo tiikr6zés és a sikkal parhuzamos iranyt eltolas szorzatat térbeli csusztatva
tiikrozésnek nevezziik. A tiikrozés €s eltolas sorrendje felcserélhetd.
T24 (az eltolasok tulajdonsagai):
- A térbeli eltolasok kommutativ csoportot alkotnak, amely a térizometriak csoportjanak
részcsoportja.
- Eltolasnal barmely egyenes (sik) parhuzamos a képével.
- Avwalddi eltolasnak nincs fixpontja.
- Az eltolas invaridns egyeneseinek halmaza megegyezik az eltolds iranyat alkotod
egyenesek halmazaval.
- Adott rendezett pontpar esetén egyértelmiien létezik olyan eltolas, amely az elsé pontot a
masodikba viszi at.
T26 (a térizometriak osztalyozasa): A tér valamely izometridja vagy csavarmozgas, vagy
forgatva tlikrozés, vagy csusztatva tiikkrozes.

14. Paralelogrammak

22



Haaz A4, B, C és D négy kiilonb6zo és egysika pont koziil barmely harom nem kollinearis,
tovabba az int 4B, int BC, intCD ¢és int 4p halmazok paronként diszjunktak, akkor az
AB O BC OCD 0O DA halmazt négyszognek (négyszogvonalnak) nevezziik.
Jelolése: ABCDE .
Az A, B, C és D pontok a négyszog cslcsai, az 4B, BC, CD ¢ p4 szakaszok a
négyszog oldalai, az 4C ¢és Bp szakaszok pedig az 4tloi. Egy oldal (4tld) végpontjait
szomszédos (szemkdzti) csucsoknak nevezziik. Két oldal szomszédos (szemkozti), ha
metszetiik nem {ires (iires). Az ABCU, BCDU, CDAU és DABU szdgek a négyszog belsd
szogei, melyeket rendre BL, CU, DU és AU is jelolhet.
Egy négysz0g a sajat sikjat két részre osztja, melyek koziil az egyik nem tartalmaz félegyenest.
Ezt a részt a négyszog belsejének nevezziik. Egy négyszognek €s belsejének az egyesitésével
eldalld halmazt négyszogtartomanynak nevezziik, de ha nem okoz félreértést, akkor erre is
hasznalhatjuk a négyszog elnevezést.
A tovabbiakban olyan specialis négyszogekkel foglalkozunk, melyeket valamilyen szimmetria,
a meghatarozo adatok kozotti egyenldség, vagy az oldalaik valamilyen kiilonleges helyzete
(parhuzamossag vagy nerdlegesség) jellemzi.
Ha egy négyszog két-két szemkozti oldala parhuzamos egymaéssal, akkor a négyszoget
paralelogrammanak nevezziik.
Az értelmezés szerint barmely paralelogramma (mint négyszogtartomany) eldallithato két sav
kozos részeként, s ennélfogva a paralelogramma konvex négyszaog.
T1 (paralelogramma tételek): Egy négyszog akkor €s csak akkor paralelogramma, ha

- két-két szemkozti oldala parhuzamos,

- két-két szemkdzti oldala egyenld,

- két-két szemkozti szoge egyenld,

- két szemkozti oldala parhuzamos és egyenlo,

- két atlgja felezi egymast,

- kdzéppontosan szimmetrikus.
A fenti tételben felsorolt barmelyik feltételbdl kovetkezik az Osszes tobbi. A bizonyitasbol
adodnak még az alabbiak:

- aparalelogramma szomszédos szdga kiegészitd szogek,

- aparalelogrammat barmelyik atloja két egybevago haromszogrebontja fel,

- a paralelogramma szimmetria kozéppontja azonos az atlok metszéspontjaval, amit a

paralelogramma kozéppontjanak neveziink.

A paralelogramma két szemkdzti oldalanak felezépontjait 0sszekotd szakaszt a paralelogramma
kozépvonalanak nevezziik. Minden paralelogramménak két kozépvonala van.
T2: A paralelogramma barmely kdzépvonala parhuzamos és egyenld a nem felezett oldalakkal,
tovabba athalad a paralelogramma kozéppontjan €s ez a felezdpontja.
Ha egy paralelogrammanak az egyik szoge derékszog, akkor minden szoge derékszog. Az ilyen
négyszoget téglalapnak nevezziik.
T3: A téglalap rendelkezik a paralelogramma Gsszes tulajdonsagéaval és méga kovetkezokkel:

1) minden szoge derékszdg (vagy: mindenszoge egyenld),

2) atloi egyenldk,

3) tengelyesen szimmetrikus a kdzépvonalaira.
Ha egy paralelogramma két szomszédos szoge egyenld, akkor a paralelogramma téglalap, mivel
a paralelogramma szomszédos szdgei kiegészitd szogek €és az egymassal egyenld kiegészitd
szogek derékszogek.
Egy négyszog akkor és csak akkor téglalap, ha 4tloi egyenlok és felezik egymast.
Ha egy paralelogrammanak két szomszédos oldala egyenld, akkor a paralelogramma minden
oldala egyenld. Az ilyen négyszoget rombusznak nevezziik.
T4: A rombuszrendelkezik a paralelogramma 6sszes tulajdonsagaval és még a kovetkezokkel:

1) minden oldala egyenld,

2) atloi felezik a szogeket,
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3) atloi merdlegesek egymasra,

4) tengelyesen szimmetrikus az atloira.
Egy négyszog akkor és csak akkor rombusz, ha 4tl6i merdlegesen felezik egymast.
Ha egy paralelogrammanak két szomszédos oldala egyenl6 és egyik szoge derékszog, akkor a
paralelogrammara egyidejlileg teljesiil, hogy minden oldala egyenlé és minden szdge
derékszog. Az ilyen négyszoget négyzetnek nevezziik.
A négyzet tekinthetd egyenld oldala téglalapnak vagy derékszogii rombusznak.
T5: A négyzet egyidejlileg rendelkezik a téglalap és a rombusz 6sszes tulajdonsagaval és még a
kovetkezdvel:

- forgasszimmetrikus a kozéppontjara (a kdzéppontja koriili 90°-os elforgatis a négyzetet

onmagara képezi le).

Egy paralelogramma akkor és csak akkor négyzet, ha atloi egyenldk €s merdlegesek.
Egy négyszog akkor és csak akkornégyzet, ha atléi egyenldk és merdlegesen felezik egymast.
A téglalap, rombusz és négyzet specidlis paralelogrammak, de helytelen lenne azt mondani,
hogy egy paralelogramma vagy téglalap, vagy rombusz, vagy négyzet, vagy pedig altalanos
paralelogramma.

15. A parhuzamos szelok tételei

T1 (a parhuzamos szeld tétele): Ha egy valodi szog szarait parhuzamos egyenesekke metssziik
el, akkor az egyik szaron keletkezd szakaszok aranya megegyezik a masik szaron keletkezd
megfeleld szakaszok aranyaval.

T2 (a parhuzamos szeldk tételének megforditasa): Ha két egyenes egy valodi szog szaraibol
olyan szakaszokat vag le, amelyeknek az aranya mindkét szaron ugyanaz, akkor a két egyenes
parhuzamos egymassal.

T3 (a parhuzamos szelok tételének alkalmazasa): Egy valodi szog szarait metszo
parhuzamosokbol a széarak altal kimetszett szakaszok ardnya megegyezik a parhuzamosok altal
az egyes szarakbdl lemetszett szakaszok aranyaval.

Ennek a fejezetnek valamennyi allitasa helyes akkor is, ha nem a szdg szarairdl, hanem a szarak
egyeneseirdl van sz6. Ha pedig két parhuzamos egyenest vennénk adottnak, akkor azokat
parhuzamosokkal elmetszve paralelogramméak adddnanak, s igy a fenti allitasok konnyen
belathatok.

16. Hasonlosagi transzformaciok

H=F vagy HUOP eseténa ¢: H -~ H, P  ¢(P)= P’ bijektiv leképezést hasonlosagi
transzformacionak (hasonlosagnak) nevezziik, ha barmely P, O [l H esetén P’Q’= kIPQ , ahol
k egy pozitiv valos szam, amit a hasonldsag ardnydnak neveziink.

Ezen értelmezEs szerint barmely P, Q L1 H esetén P’Q’: PQ = k, azaz a hasonlosag aranytarto
bijekcid.

k =1 esetén a hasonldsag egybevagosag, k> 1 (k<1) esetén pedig nagytas (kicsinyités).

H = E esetén a hasonlésag térbeli, mig H [ P esetén sikbeli.
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A kovetkez0 tétel allitasai sikban és térben egyarantérvényesek.
T1 (a hasonldsagok alaptulajdonsagai):

1) Az egybevagdsagok pontosan az 1 aranyu hasonldsagok.

2) Egy k aranyués egy m aranyu hasonlosag szorzata klst aranyu hasonlosag.

3) Egy k aranyu hasonlésag inverze 1/k aranyu hasonldsag.

4) A hasonlosagok halmazaa szorzasranézve csoportot alkot.

Ha H=F vagy H[ P esetén O [J H egy rogzitett pont €s k egy adott pozitiv valds szam,

akkor a &: H — H leképezést, amelyre O O tovabba barmely P [ H\ {O} esetén P
dP)=P 0 oP és OP’ = kIOP teljesiil, O centrumi k aranyu centralis nyujtasnak

nevezzik. Jelolése: Ooy .

k =1 esetén a centralis nyjtas identitds, k> 1 (k<1) esetén pedig nagyitas (kicsinyités).

k# 1 eseténa centrum fix és tovabbi fixpont nincs.

A centrumon athalado6 egyenesek invariansak

H =FE esetén a centralis nyU;jtés térbeli, mig H [J P esetén sikbeli.

A centralis nyujtas a szakaszfelmérés tétele (2/T8) szerint bjektiv.

T2 (a centralis nyjtas tulajdonsagai): A centralis nyujtas

ugyanakkora aranyu hasonldsag,

minden egyenest vele parhuzamos egyenesbe visz at,

megtartja akozott van relaciot,

minden félegyenes vele egyez0 iranyu félegyenesbe visz at.

Ennek alapjan az is megallapithatd, hogy a centralis nyu;jtés

- acentrum és egy megfeleld pontpar megadasa esetén egyértelmiien meghatarozott,

- szogtartd (bamely szog képe vele egybevagd szog),

- péarhuzamossagtartd (parhuzamos egyenesek képei is parhuzamosak egymassal).
Megjegyezziik még, hogy kozos (kiilonb6z0) centrumu két centralis nyujtds szorzata egy
centralis nyUjtads (egy centralis nyUjtas vagy eltolds). Azonos centrumu centralis nyujtas és
centralis tiikrozés szorzataesetén a sorrend felcserélheto.
Kozéppontos hasonlosagnak (homotécianak) nevezziik a centralis nyujtast, vagy az azonos
centrumu centralis ny(jtas és centralis tiikkr6zés szorzatat.
Jelolése: hO,k = 60,/( vagy hO,k = Po EBO,k = 60,k [po .
A hor homotéciacentruma az O pont, ardnya pedig k& vagy —k (tehat eldjeles azarany).
A homtécia centruma fix és a centrumon athaladé egyenesek invariasak.
Ha a homotécia ardnya negativ, akkor barmely félegyenes képe vele ellentétes iranya
félegyenes.
Haa /ho; homotécia esetén az O-ra illeszked6 valamely a egyenesnek f:a — R egy olyan
koordinatazasa, amelyre f(O) =0 ¢ésbarmely P [ a\ {O} esetén f(P) = p, akkor f(P’) =kp
teljesil.
A homotécia értelmezésébdl adodik azaldbbi tétel:
T3 (a homotécia alaptulajdonsagai):

1) Ko6z6s centrumu £ és m aranyu homotécidk szorzata ugyanazon centrumu km

aranyt homotécia.

2) Egy k aranyt homotéciainverze 1/k aranyu €s ugyanazon centrumt homotécia.

3) A kozos centrumui homotécidk halmaza a szorzésra nézve csoportot alkot.

T4: Minden hasonldsag eldallithatd egy ugyanakkora aranyu és tetszdleges centrumu
homotécia valamint egy egybevagag szorzataként.

Az elébbi tétel szerint minden hasonlosag egyenestarto, rendezéstartd €s szogtard.

T5 (a hasonlosdgok fixpont tétele): Egybevagosagtol kiilonbozd barmely hasonlosagnak
egyértelmiien létezik fixpontja.

T6: Egybevagosagtol és kozéppontos hasonldsagtol kiilonbozd barmely sikbeli hasonldsag
esetén, ha egy ABCD paralelogramma képe az A’B’C’D’ paralelogramma, tovabba
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AB N A'B' ={P}, CD nC'D'={Q}, AD nA'D'={R} é BC nB'C' ={S}, akkora
hasonlosag egyértelmiien létez6 O fixpontja azonos a PO és RS  egyenesek
metszéspontjaval.
Ugyanazon sikban a kozos centrumu elforgatas és homotécia szorzatat forgatva nyujtasnak,
tovabba egy homotécia és annak centrumara illeszkedd tengelyti tengelyes tiikrozés szorzatat
tiikrozve nyujtasnak nevezziik.
Az eldbb definialt szorzatleképezésekben a tényezdk sorrendje felcserélhetd, s ennek
megfeleléen beszélhetnénk nyujtva forgatasrol €s nyyjtva tiikkrozésrol is.
T7 (a sikbeli hasonlosagok osztalyozasa): A sik minden hasonlésaga vagy egybevagosag, vagy
forgatva nyujtas, vagy tiikkrozve nyujtas.
T8 (a hasonlosagok alaptétele): Ha az ABCA < DEFA megfeleltetésnél a két haromszog
megfeleld szogei egybevagok, akkor 1étezik olyan hasonlosag, amelyre 4°’=D, B'’=E¢és C’=
F teljesiil. Ha a két adott haromszdg egysikt, akkor ebben a sikban ez a hasonlosag
egyértelmi.
A fejezet hatralévo részébenrdviden osszefoglaljuk a térbeli hasonlosagok tulajdonsagait.
A térben egy egyenes koriili elforgatas és egy az elforgatas tengelyére illeszkedd centrumi
homotécia szorzatat térbeli forgatva nyujtasanak nevezzik.
T9 (a térbeli hasonldsdgok osztadlyozdsa): A térben minden hasonlosag vagy egybevagosag,
vagy forgatva nyujtas.
A térben két alakzatot hasonloénak neveziink, ha van olyan hasonlésagi transzformacio, amely az
egyiket a masikra képezi le. Jelolése: ~.
T10: Az alakzatok hasonlosaga ekvivalencia relacio.
T11 (a haromszdgek hasonlosaganak alapesetei): Két (nem feltétleniil kiilonb6zd) haromszog
hasonlo, ha 1étezik kozottiik olyan megfeleltetés, amelynél
1) amegfeleld oldalak aranya egyenld,
2) két-két megfeleld oldal aranyaegyenlo €s az altaluk bezart megfeleld szogek is egyenlok,
3) két-két megfeleld oldal ardnya egyenld és a nagyobbik oldallal szemkozti megfeleld
szogek is egyenldk,
4) amegfeleld szogek egyenldk.
T12: A derékszogli hadromszog atfogéhoz tartozd magassaga a haromszoget két olyan
haromszogre bontja, amelyek mindegyike hasonl6 az eredeti hdromszoghoz.
A hasonldsag tranzitivitdsa miatt a két részharomszogis hasonld egymashoz.
T13 (a pitagoraszi tételcsoport):
1) Magassagtétel: A derékszogl haromszog atfogdhoz tartozd magassaga mértani kdzepe a
befogok atfogora esé merdleges vetiileteinek.
2) Befogotétel: A derékszogli haromszog barmelyik befogdja mértani kdzepe az atfogonak
¢s a befogo atfogora esé merdleges vetiiletének.
3) Pitagorasz — tétel: A derékszogl haromszog atfogdjanak négyzete egyenld a befogok
négyzeteinek az sszegével.
4) Pitagorasz — tétel megforditdsa: Ha egy haromszognek van olyan oldala, amelynek
négyzete egyenld a masik két oldal négyzeteinek az Osszegével, akkor a haromszog
derékszogl és ezaz oldal az atfogdja.

17. A szabadvektorok vektortere
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Ebben a fejezetben az eltoldsok csoportjara és a homotécidk halmazara épitkezve
megkonstrualjuk a szabadvektordk vektorterét.

Egy (4 ,B) U E x E rendezett pontpart iranyitott szakasznak neveziink, melynek A4 a
kezddpontja és B a végpontja.

Az (A, B) irdnya 4 = B esetén tetszdleges.

Az eltolasok alaptétele (13/T21) szerint adott (4, B) iranyitott szakasz esetén egyértelmiien
1étezik olyan eltolds, amely az 4 pontota B pontba viszi at: ezt az eltolast T, 5 —vel jeloljiik,
amelyre tehét T4 5 (4) =B.

Adott 4 és B pontok esetén 45 szabadvektornak nevezziik mindazon (P, Q) iranyitott
szakaszok halmazat, amelyekre T, 5 (P) = Q teljesiil.

Jelolése: 4p = {(P Q) UEXE Dty 5(/P)=0}

(P. Q)0 4B esetén (P Q) -t az 4B szabadvektor egyik reprezentansanak nevezziik.
Minthogy a T 5 eltolds az 4 pontot B —be viszi 4t, ezértaz 4B szabadvektortaz (4, B)
iranyitott szakasz is reprezentalhatja.

Az 4B szabadvektor (143 [I-vel jelolt hosszan az 4B = 0 valds szamot értjiik, ami a
13/T13 tétel 2) része szerint fiiggetlen a reprezentans kivalasztasatol.

Az (4, A) reprezentansu szabadvekort nullvektornak nevezziikés O -val jeldljiik.

Két szabadvektor egyenld, ha van kdzos reprezentansuk.

Tehat 4B =cCD , ha létezik (P. Q) gy, hogy (P. Q) 4B ¢és (P Q) CICD is teljesil.
Ennek alapjan 1., 5 (P) = Q ¢és T« p(P) = Q, s igy azeltolasok alaptétele (13/T21) miatt T4,
8 =Tc.p-

Tl: FQU 4B « PO =AB < Tpo=Tup.

A tér Osszes szabadvektoranak halmazat V —vel jeloljiik. Ha V' elemeinek megadéasakor nem
utalunk reprezentansra, akkor V elemeit jeldlhetjiik kovér vagy aldhtzott kisbetiikkel: azaz  a
UV vagy a UV ugyanaztjeldli.

A kovetkezd tételek kapcesolatot 1étesitenek a tér szabadvektorainak ¥ halmaza és a tér dsszes
eltolasainak T halmaza kozott.

T2: Av:V -~ T, 4B  v(AB) =Tu 5 leképezés bijekdd.

Az alabbiakban értelmezziik a szabadvektorok dsszeadasat.

Az (4, B) —velilletve (B, C)—vel reprezentdlt 4p illetve BC szabadvektorok dsszegén
az (A, C) —vel reprezentalt 4C szabadvektort értjik: 4B +BC =A4C .

A szabadvektorok 0sszegét definidlo elobbi Osszefliggést haromszogszabalynak nevezziik.

T3: A szabadvektorok halmaza az Osszeaddsra nézve kommutativ csoportot alkot: azaz (V,
+) Abel csoport.

T4: A T2-ben értelmezett v: V - T leképezés izomorfizmusa (V,+) és (T, -) Abel
csoportok kozott.

T5: 4B =CD ~ AC =BD .

T6 (a szabadvektor elemi fogalma): Az 4B és CpD szabadvektorok akkor és csak akkor
egyenldk, ha AB = CD tovabbdaz 4p és CD félegyenesek azonos iranyuak.

Az alabbiakban értelmezziik a szabadvektordk skaldrral valo szorzasat.

Ha AOR\{0} és O :E - E,P O(P) =P egy tetszéleges centrumi és A eldjeles
aranyt homotécia, akkor az R x V' — V miiveletet skalarral valo szorzasnak nevezziik és a
kovetkezoképpen értelmezziik:

1) DQDV esetén 0 [al =—O

2) (A,B) Ula esetén Ald =3,(A4) 0,(B) = A'B'.
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A fenti értelmezés fliggetlen a homotécia centrumanak megadésatol, tovabba a 17/T6 tétel
szerint fiiggetlen a szabadvektor reprezentdnsdnak megvalasztasatd.
Ugyanis 0 4' p' 0= A4z [0tovabba A >0 (A <0) eseténaz 4B és A4'B'
szabadvektorok egyezd (ellentétes) iranyuak.
T7: A  szabadvektorok Osszeaddsa ¢s skalarral vald szorzasa rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal: (V', +) kommutativ csoport, tovabba barmely a , b0V és A, u OR
esetén

1) AMa+b) = Aa+Ab

2) A+ Wa = Aa+pa

3) AWa = A(Ha)
4) 1ld = a
teljesiil.
Az eldbbi tétel alapjan megallapithatd, hogy (V, +) vektortér az R test felett.
T8 (a linearis fiiggdség geometriaijelentése):
1) Egy szabadvektor akkor és csak akkor alkot linedrisan fliggd rendszert, ha nullvektor.
2) Két szabadvektor akkor és csak akkor alkot linearisan fiiggd rendszert, ha egy egyenesen
reprezentalhatok.
3) Harom szabadvektor akkor és csak akkor alkot linedrisan fiiggd rendszert, ha egy sikon
reprezentalhatok.
4) A szabadvektorok barmely legalabb négytagi vektorrendszere linedrisan fliggd: a
szabadvektorok vektortere harom dimenzids.

18. Affin leképezések

Els6ként utalunk arra, hogy az ,,Izometridk I” cimi fejezetben az affin leképezésre az alabbi
értelmezést adtuk:
A tér vagy egy sik egyenedart6 bijekcidjat affin leképezésnek nevezziik.
Ezt az értelmezést megtartva a tovabbiakban kapcsolatot 1étesitiink a tér affin leképezései és a
szabadvektorok vektorterének linedris izomorfizmusai kozott. A targyalds térbeli lesz, de
minden fogalom éstétel konnyen atvihet a sikba is.
T1 (az affin leképezések fététele): Az  E -~ E,P  f(P) = P’leképezés akkor és csak akkor
affin leképezés, ha teljesiti az alabbi két feltételk:

1) tetszoleges 4, B, C, D pontokra 4B =CD esetén A'B' =cC' D' , vagyis barmely

(esetleg elfajuld) paralelogramma képe is (esetleg elfajulo) paralelogramma,

2) az VsV, PO= f») =P O leképezés linearis izomorfizmus.
A fenti tétel 1) részében elfajuld paralelogramma akkor all eld, ha a négy adott pont egy
egyenesre illeszkedik. Az 1) rész mas megfogalmazasban: Parhuzamos egyenesek képei is
parhuzamosak. Tehat az affin leképezés parhuzamossagtarto.
A tér négy pontjat altalanos helyzetiinek nevezziik,ha nem komplandrisak.
Egy sik harom pontjat 4ltalanos helyzetiinek nevezziik, ha nem kollinearisak.
T2 (az affin leképezések alaptétele):
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1) Ha {4,, B;, C;, D;} és {4, B, C,, D;} két éltalanos helyzetii pontnégyes az E
térben, akkor egyértelmtien 1étezik olyan f: E — E affin leképezés, amelyre f(4,) =4,
Jf(B) =B, {C) =C; ¢s (D) =D:.

2) Ha {4,, B;, C;} és {4., B, C>} két altalanos helyzetli pontharmas egy a sikban,
akkor egyértelmiien létezik olyan f: o — o affin leképezés, amelyre f(4,) = 4, f(B)) =
Bz és f(C]) = C2 .

Haaz 4B egyenes B —tdlkiilonbozé valamely P pontjara 4P = ACEB,ahol A DR\ {-1}
adott valos szam, akkor azt mondjuk, hogy a P pontaz (4, B) iranyitott szakaszt A aranyban

osztja. Ezta A valds szamotaz A, B és P pontok osztoviszonyanak nevezzik és (4BP) —vel
jeloljik.

Az osztdviszony értelmezése szerint (4BP)# -1, (ABP)=0 < P=A4, (ABP)>0 « A—P-
B és (ABP)<0 = PO 4B \ AB ,tovabba (ABP)=(4ABQ) = P=0Q.

Ha (ABP)=\ és O egy rogzitett pont, akkor OP =(OA4 + ALOB) /(1 +A).

T3: Minden affin leképezés osztoviszonytarto.

Megforditva: Minden osztoviszonytartd bijekcio affin leképezés.

Egy sikbeli affin leképezést tengelyes affinitdsnak neveziink, ha van egy pontonként fix
egyenese. Ha az affinitds nem identitas, akkor ezt a pontonként fix egyenest az affinitas
tengelyének nevezziik. Identitas esetén a sik barmely egyenese tengelynek nevezheto.

Az affin leképezések alaptételének 2) része szerint a tengelyes affinitast egyértelmiien
meghatdrozza a tengely (vagyis annak két kiilonbozé pontja, amelyek fixpontok lévén
egybeesnek a képeikkel) valamint atengelyre nem illeszked6 barmely pont és annak a képe.

Az affin leképezés tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy

- tengelyes affinitdsnal a tengellyel parhuzamos egyenes képe is parhuzamosa tengellyel,

- atengellyel nem parhuzamos egyenes ésképe a tengelyt ugyanabban a pontban metszi.
T4: Barmely tengelyes affinitdsnal 1étezik olyan g egyenes, hogy a tengelyre nem illeszkedd
tetszOleges P pontra és P’ képére pp Mg teljesiil.

Az elébbi tételben szerepld g egyenes altal meghatarozott sugarsort a tengelyes affinités
iranyanak nevezzik.

T5: Egy sikbeli affinitas vagy hasonlosag, vagy tengelyes affinitas és hasonlosag szorzata.

T6 (az affin leképezések fixpont tétele): Ha f* E — E egy affin leképezés és ker(f —id )
= {0 }, akkor f—nek egyértelmiien Iétezik fixpontja.

Az eldbbi tételt alkalmazhatjuk a hasonlosagok fixpont tételének (16/TS) 4altalanos érvényti
bizonyitasara.

T7 (a hasonlésagok fixpont tétele): Izomorfiatol kiillonb6zé barmely hasonlosagnak
egyértelmiien létezik fixpontja.

T8 (a sikbeli affin leképezések osztalyozasa): Haegy sikbeli affin leképezésnek

1) nincs fixpontja, akkor az egy eltolas és egy tengelyes aftinitas szorzata,

2) egy fixpontja van, akkor az egy tengelyes affinitds és egy olyan forgatva nyujtas szorzata,

amelynek centrumailleszkedik a tengelyre,

3) két fixpontja van, akkor az egy tengelyes affinitas, melynek tengelye a két fixpontra

illeszkedd pontonként fix egyenes.
Az elébbi tétel 2) részében a forgatva nyujtas kicserélhetd egy tiikrozve nyujtasra, de ezt egy
masik tengelyes affinitassal szorozva kapjuk ugyanazt az affinitést.

29



