1. HAROMSZOGGEOMETRIA
1.1. Nevezetes egyenlétlenségek

Fagnano feladata: Bizonyitandd, hogy adott hegyesszdgli haromszdgbe irt legkisebb kertiletii
haromszog cstcsai azadott haromszog magassagainak talppontjaival esnek egybe.

Fagnano tiizi ki és oldja meg 1775-ben differencidlszamitasal. H.A. Schwarz 6t tengelyes
tiikrozéssel, Fejér Lipot kettdvel oldja meg 1900-ban.

Kozépiskolai geometriai feladatok gylijteménye 1. kotet 353. és 354. feladatok.

Hajos: Bevezetés a geometridba 155-15. old.

Pelle: Geometria 137-138. old.

Coxeter: A geometriak alapjai 37-38. old.

Sain: Matematika torténeti feladatok 210-211. old.

Kazarinoff: Geometriai egyenldlenségek 113-115. old.

Forum Geometricorum, 2004/199-201. old.

Fermat feladata: Adott hegyesszogli haromszog belsejében szerkesztendd olyan pont, amelyre
a csucsoktol mért tavolsagok 0sszege alehetd legkisebb.

Ezt a pontot Fermat-pontnak nevezziik. (Szerkesztésére két mod is kell!)

Coxeter: A geometridk alapjai 38-39. old.

Megjegyzés: Az adott haromszdgnek nem feltétlen kell hegyesszoglinek lennie. Elegendd, ha
csak azt koveteljiikk meg, hogy a legnagyobb szdge 120°-nal kisebb.

A Klasszikus haromszog egyenldtlenség: Egy haromszog barmely két oldalanak Osszege
nagyobb a harmadik oldalnal.

Kovacs: Geometria 8.5. tétel.

Hajos: Bevezetés a geometriaba 59. old.

Pelle: Geometria 52-53. old.

Alkalmazas a sulyvonalakra: A haromszdg sulyvonalainak Osszege a keriilet és a keriilet
haromnegyed részekozé esik (Kozépiskolai geometriai feladatok gytijteménye I, 178, 179).

Erdds-Mordell egyenlétlenség: Egy haromszog belsejében vagy hatarvonalan 1évé barmely
pontra a csuicsoktol mért tavolsagok dsszege legalabb kétszerese az oldalaktol mért tdvolsagok
Osszegének. Egyenldség pontosan akkor van, ha a hiromszdg szabalyos és ez a pont a
haromszog kozépportja.

Erdds Pal tiizi ki 1935-ben, s még ugyanezen €v februarban a KéMal kozli Mordell megoldéasat
(ugyanezt az American Math. Monthly 1937-ben kozli). Kazarinoff 1945-ben adja az els6 elemi
megoldast. A tételnek szamos bizonyitdsa ismert, a legijabbak a Forum Geometricorum
elektronikus folyodiratban jelennek meg ( 2001/7-8. old., 2004/67-68.. old.).

1.2. Nevezetes pontok, egyenesek és korok

Hajos: Bevezetés a geometridba 149-155. old.
Pelle: Geometria 134-147. old.

Oldalfelez6é meréleges

Definicid: Az oldal felezOpontjan athalado és azoldalra merdleges egyenes.

Tulajdonsédg: Azon pontok halmaza (az oldalt tartalmazé sikban), amelyek az oldal
végpontjaitol egyenld tavolsagra vannak.

Tétel: A haromszog oldalfelezd merdlegesei egy pontra illeszkednek.

A haromszog oldalfelezd merdlegeseinek metszéspontja egyenld tavol van a haromszog
mindhérom csucsatol, igy ez egy olyan kor kdzéppontja, amely athalad a hdromszdg csticsain.



Ezt a kort a hiaromszog korilirt korének nevezziik, amelynek kozéppontja hegyesszogi
haromszog esetén a haromszogon beliil, derékszogli haromszog esetén az atfogd felezési
pontjaban, tompaszogli haromszogesetén pedig a haromszdgon kiviil van.

b
Tétel: Az a, b, coldala, T teriiletii haromszdg kortilirt kdrének sugara R = %.

a b c

Tétel: Altalanos szinusz tétel: —— =—— =—— =2R
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Magassagvonal

Definicié: A haromszog egy csucsabol a szemkozti oldalra bocsatott merdleges egyenes a
csucshoz (vagy oldalhoz) tartozd magassagvonal.

A magassagvonalnak a csucs és a szemkozti oldal egyenese kozotti szakaszat magassagnak
nevezziik.

Hegyesszogli haromszdg mindharom magassaga a hdromszogdn beliill van. Derékszogi
haromszog egyik befogojahoz tartozdé magassag a masik befogo, az atfogéhoz tartoz6 magassag
pedig a haromszogon belill van. Tompaszogli haromszog esetén a tompaszoggel szemkozti
oldalhoz tartozé magassag a haromszogon beliil, mig a két hegyesszoggel szemkozti oldalhoz
tartoz6 magassag a haromszogon kiviil van.

Tétel: A haromszog magassagvonalai egy pontra illeszkednek.

A héromszdg magassagvonalainak metszéspontjdt a hdromszég magassagpontjanak (orto-
centrumanak) nevezziik.

Hegyesszogli haromszog magassagpontja a haromszégon beliil, derékszogli haromszog
magassagpontja a derékszog csGcsaban, tompaszogli haromszog magassagpontja a
haromszo6gon kiviil van.

Ha egy haromszog nem derékszdgii, akkor csticsai a magassagponttal egyiitt ortocentrikus
pontnégyest alkotnak: barmely harom pont altal meghatarozott haromszdg magassagponta a
negyedik pont. Egy ortocentikus pontnégyes négy kiilonbdz6 haromszoget hatairozmeg.

Stlyvonal

Definicio: A haromszog egyik csucsat aszemkdzti oldal felezOpongaval 6sszektd szakasz.
Béarmely haromszog mindharom sulyvonala a haromszdgon belil halad.

Tétel. A haromszdg stlyvonalai egy portra illeszkednek.

A haromszog sulyvonalainak metszéspontjat a haromszog sulypontjanak (baricentruménak)
nevezziik, ami mindharom sulyvonalnak a csucstol tdvolabbi harmadolo pontja. A haromszog
sulypontja mindig a haromszog belsgében van.

A stulyvonalak a haromszoget hat egyenl? teriiletli haromszogre osztjak fel. A haromszog harom
sulyvonaldbol mindig szerkeszthetd egy haromszog. A haromszog stulypontjanak helyvektora a
csucsok helyvektorainak szamtani kdzepe (Hajos: 301. old.).

Szogfelezo

Definici6: Ha 4, B és O nem egy egyenesre illeszkedd pontok, akkor az ©4 hataregyenesti B
pontot tartalmazo félsik és az OB hataregyenesii 4 pontot tartalmazo félsik kozos részét AOB
konvex szogtartomanynak (szognek) nevezziik.

Definici6é: Egy szogtartomany felezéje a szdg csticsabol kiinduld az a félegyenes, amely a
szoget két egyenld szdgre osztja.

Tulajdonsag: Azon pontok halmaza (a szogtartomanyt tartalmazo sikban), amelyek a szog
szaraitol egyenlo tavolsagra vannak.

A szogfelezd mindig a szdgtartomanyban halad és a szognek szimmetria tengelye.

Tétel: A haromszog belsé szogfelezdi egy pontra ileszkednek.

A haromszog belsd szogfelezdinek metszéspontja egyenld tavol van a haromszég mindharom
oldalatol, igy ez egy olyan kor kdzéppontja, amely érinti a haromszog oldalait. Ezt a kort a
haromszog beirt korének nevezziik,amelynek kézéppontja mindig a haromszogon beliil van.



2T
a+b+c’
Definicié: Két konvex sz0g egymas kiegészitdé szdge, ha 0sszegiik 180°. Két konvex szog
egymas mellékszoge, ha egyiittesen egy félsikot alkotnak, vagyis egyik szaruk kozos és a masik
kettd egy egyenest alkot. (Minden mellékszog egyuttal kiegészitd szog is, de megforditva nem
igaz!) A haromszog egy belsd szogének barmelyik mellékszogét a tekintett csucsnal 1évo kiilsd
szognek nevezzik.
Tétel: A haromszog egyik csucsanal 1évo belsd és masik két csticsanal 1évo kiilsd szogének
felez6i egy pontra illeszkednek.
Ez a pont egyenld tavol van a belsd szoggel szemkdzti oldaltol és a belsd szog két szaratdl, igy
ez a pont egy olyan kor kozéppontja, amely érinti a szobanforgd oldalt és a két szogszart. Ezt a
kort a tekintett oldalt érinté hozzairt kornek nevezziik
Tétel: Az a, b, c oldalu, 2s = a+b+c keriiletli és T teriiletli haromszog a oldalat érintd

)

Tétel: Az a, b, ¢ oldalu, T teriiletli haromszog beirt korének sugara » =

hozzairt korének sugara r», = (Hasonloan: 7, = és r, =

s—a s—b s—c

Euler-egyenes

Tétel: A haromszdg magassadgponta, sulypontja és koriilirt korének kozéppontja egy egyenesre
illeszkedik.

Euler igazolja 1765-ben analtikus eszkdzokkel.

A sulypont a masik két pont kozott van: azok Osszekotd szakaszanak a korilirt kor
kozéppontjahoz kdzelebbi harmadol6 pontja.

E harom nevezetes pont egyenesét Euler-egyenesnek nevezziik.

Az Euler-egyenest e harom pont koziil barmely kettd egyértelmiien meghatarozza. Szabalyos
haromszog esetén ez a harom pont egybeesik, s ekkor nem 1étezik Euler-egyenes. Egyenldszara
haromszog Euler-egyenese az alap felez6 merdlegesével, derékszdgii haromszogé az atfogohoz
tartozé stlyvonal egyenesével esik egybe. Altalanos haromszog Euler-egyenese csucsoktol
kiilonbdzd pontokban metszi az oldalak egyeneseit: mindhdrmat vagy csak kett6t. Ez utobbi
pontosan akkor lehetséges, ha a hdromszognek van olyan oldala, amelyen nyugvo két belso
szOg tangenseinek szorzata3-mal egyenld: az Euler egyenes ezzel az oldallal parhuzamos.

Feuerbach-kor (kilencpontos kor)

Tétel: A haromszog oldalainak felezOpontjai, magassagainak talppontjai és a magassagpontot a
csucsokkal 0sszekdtd szakaszok felezépontjai egy korre illeszkednek.

Ezt a kort Feuerbach-kornek (vagykilencpontos kornek) nevezziik.

Hajos: Bevezetés a geometriaba 303-3(4. old.

Pelle: Geometria 139-140. old.

Coxeter — Greitzer: Az Gjra felfedezett geometria42-45. old.

A Feuerbach-Xkort a kilenc pont koziil barmely harom egyértelmiien meghatarozza: példaul a
magassagpontot a csucsokkal Osszekotd szakaszok felezdpontjai. Ebbdl adodik, hogy a
Feuerbach-kdr a haromszog koriilirt korének a képe anndl a kdzéppontos hasonlosagnal,
amelynek centruma a magassagpont és aranya ‘2, s igy a Feuerbach-kor kozéppontja felezi a
magassagpont €s a koriilirt kor kdzéppontjanak 6sszekotd szakaszat, sugara pedig a koriilirt kor
sugaranak a fele.

Torténeti érdekesség, hogy Euler 1765-ben a kilenc pont koziil hatot ismert: kivéve a
magassagpont ¢és a csucsok 0sszekotd szakaszainak felezO pontjait. Az elsd teljes bizonyitast
Poncelet adta 1821-ben. Hogy ezt a kort mégis Feuerbach-kornek nevezik, annak oka az, hogy
0 1822-ben egy ujabb tulajdonsaggal bdvitette: A kilencpontos kor érinti a haromszog beirt
korét és mindharom hozzairt korét.

Adott ortocentrikus pontnégyes esetén el6allé négy haromszog barmelyikének Feuerbach-kore
tartalmazza a masik harom haromszog oldalfelez6 pontjait és magassagainak talppontjait is: egy



ortocentrikus pontnégyes négy haromszogének azonos a Feuerbach-kore, ami tehat dsszesen 16
nevezetes kort érint.

Wallace-egyenes (Simson-egyenes)

Tétel: A haromszog oldalainak egyeneseire a koriilirt kor tetszdleges pontjabdl bocsatott
merdlegesek talppontjai egy egyenesreilleszkednek.

Ezt az egyenest a tekintett ponthoz tartozd Wallace-egyenesnek nevezziik. (Tehat egy
haromszognek végtden sok Wallace-egyenese van.)

Wallace igazolta 1797-ben, majd Simson Gjra felfedezte a tételt.

A héaromszog egy csucsdhoz tartozd Wallace-egyenes a csticson athaladdo magassagvonallal, a
csucspontnak a korilirt kor kozéppontjara vonatkozo tiikkorképéhez tartozd Wallace-egyenes
pedig a cstuicesal szemkozti oldal egyenesével esk egybe.

Hajos: Bevezetés a geometriaba 439-440. old.

Pelle: Geometria 134-135. old.

Coxeter — Greitzer: Az Gjra felfedezett geometria 71-73. old.

Reiman: Fejezetek az elemi geometriabol 55-56. old.

Steiner — Lehmus tétel

Definicié: A haromszdg belsé szogfelezdinek a cstcs €és a szemkozti oldal kozotti szakaszat
szogfelezd szakasznak nevezziik.(Ha nem okoz félreértést, akkor ezt is szogfelezonek!)
Segédtétel. Az a, b, ¢ oldalu haromszog Yy bels6 szogéhez tartozo szogfelezd szakasznak a

\/ab[(a +b)* —c ]

a+b
A Matematika Tanitasa, 2001, 4. szam, 6-9. old.
Tétel: Ha egy haromszog két belsd szogfelezd szakasza egyenld hosszu, akkor ez a haromszog
egyenldszaru.
Ezt a tételt Lehmus 1840-ben kiildi el Jacob Steinernek, aki arra tisztdn geometriai bizonyitast
ad. (A fenti segédtétel egy algebrai bizoryitashoz vezet!).

hossza f,, =

1.3. A talpponti hiromszog

Definici6: A hegyesszogli haromszog magassagainak talppontjai altal meghatarozott
haromszog.

Segédtétel: A hegyesszogli haromszogbdl a talpponti haromszdg oldalai altal levagott
haromszogek hasonlok az eredeti haromszoghoz.

Segédtétel: A hegyesszogili haromszdg magassagvonalai felezik a talpponti haromszog belsé
szogeit.

Tétel: A hegyesszogli haromszog magassagpontja a talpponti hdromszdg beirt korének
koézéppontja.

Coxeter — Greitzer: Az Gjra felfedezett geometria 37. old.

Definicié: Legyen P az ABC héaromszog sikjanak tetszdleges pontja, €s jelolje 4, By, Ci a
BC, CA, AB egyenesekre P-bol bocsatott merdlegesek talppontjait. Ekkor az A4,B,C,
(esetleg elfajuld) haromszoget az ABC haromszdg P pontra vonatkozd altalanos talpponti
haromszogének nevezzik.

Ha a tekintett pont egy hegyesszdgli hdromszdg magassdgpontja, akkor a fentebb mar
megismert talpponti haromszdghoz jutunk vissza. Ha a tekintett pont a haromszog korilirt
korének a kozéppontjaval azonos, akkor az altalanos talpponti haromszog csticsai az oldalfelezd
pontok. Ha pedig a tekintett pont rajta van a haromszog koriilirt korén, akkor az altalanos
talpponti hdromszog elfajulo: a csucspontok egy Wallace-egyenesre illeszkednek.



Tétel: Az a, b, ¢ oldali ABC haromszdg P pontra vonatkoz6 A;B,C; éltalanos talpponti

haromszogének oldalai 4, B, = p, B,C, =2 up, C 4, -5 [BP, ahol R az ABC
2R 2R 2R

haromszog koriilirt korének a sugara.

Tétel: Az ABC haromszdg P pontra vonatkozd 4;B,C; altaldnos talpponti haromszdgének a

P> Rz\

teriilete t(A,B,C,) =‘ [Z(ABC) -

4R?
t(4,B,C\)=0 = OP=R < PUk(ABC), vagyis ekkor az A, B, C; kollinearis pontok
rajta vannak a P ponthoz tartoz6 Wallace-egyenesen.

Coxeter — Greitzer Az Ujra felfedezett geometria,46-50. old.
A Matematika Tanitasa, 2001, 5. szam 8-9. old.

1.4. Derékszogi haromszogre vonatkozo tételek (pitagoraszi tételcsoport)

Pitagorasz-tétel

- algebrai megfogalmazds: A derékszogli haromszog atfogdjanak négyzete egyenld akét
befogd négyzeteinek Osszegével.

- _geometriai megfogalmazds: A derékszogl haromszog atfogga folé rajzolt négyzet terti-
lete egyenld akét befogd folé rajzolt négyzet teriil¢einek dssze-
gével.

Pitagorasz-tétel megforditdsa: Ha egy hdromszdgnek van olyan oldala, amelynek négyzete
egyenld a masik két oldal négyzetének az 0sszegével, akkor a haromszog derékszogl €s ez az
oldal az atfogo.

Pitagorasz-tétel altalanositasa: Ha a derékszogli haromszog oldalai folé hasonld sikidomokat
rajzolunk, akkor a befogok folotti sikidomok teriileteinek az dsszege egyenld az atfogod folotti
sikidom teriiletével.

E tételnek szamos tovabbi altalanositasa van.

Befogotétel
-algebrai megfogalmazas: A derékszoglh haromszogbarmely befogdja mértani kdzepe az at-
fogonak és a befogo atfogora esdé merdleges vetiiletének.
-geometriai megfogalmazds: A derékszogli haromszdg barmely befogdja folé rajzolt négyzet
teriilete egyenld annak atéglalapnak a tertiletével, amelynek egyik
oldala az atfog6 és masik oldala a befogonak az atfogoéra esé me-
réleges vetiilete.

Magassagtétel

- algebrai megfogalmazis: A derékszogli haromszog atfogdhoz tartoz6 magassaga a két be-
fogo atfogora esd merdleges vetiileteinek a mértani kozepe.

- geometriai megfogalmazds: A derékszogli haromszogmagassaga folé rajzolt négyzet terii-
lete egyenld egy olyan téglalap teriiletével, amelynek oldalai az
atfogd azon két része, amelyekre az atfogdt a magassag talp-
pontja osztja.

Logikai kapcsolatok:

- aPitagorasz-tétel és abefogdtétel ekvivalens allitasok

- a Pitagorasz-tételbdl és a befogdtételbdl is kovetkezik a magassagtétel, de megforditva

nem, csak ha a Thalész-tételt hozzavessziik.



1.5. Altalanos haromszogre vonatkozé aranyossagi tételek

Tétel: A haromszog egy oldalanak és hozzatartozdé magassaganak szorzata filiggetlen az oldal
kivélasztasatol.

Hajos: Bevezetés a geometriaba, 122. old.

Tétel: A haromszog barmely belso szogének felezdjea szoggel szemkozti oldak két olyan részre
osztja, amelyek ardnya egyenld aszoget kdzrefogd két oldal aranyaval.

Megforditas: Ha a haromszog egy oldalat valamely bels6 pont az oldallal szemkozti szoget
kozrefogd két oldal aranyédban osztja, akkor az oldallal szemkozti sz6g cstcsabdl kiinduld és
ezt a pontot tartalmazo6 félegyenes felezi a szobanforgd szoget. Ugyanez jeldlésekkel: Ha az
ABC haromszogre Dlint AB esetén AD : DB = AC : BC, akkor m(ACDL) = m(BCDL).

Tétel: A haromszog belsd szogfelezdinek metszéspontja mindharom szdgfelezd szakaszt két
részre osztja: a csucs melletti rész tigy ardnylik a masik részhez, mint a szdget kozrefogd két
oldal 6sszege a harmadik oldalhoz. (K&zépiskolai geom. feladatok gytjt. I, 1258. feladat)
Tétel: Ha a haromszog valamely kiilsd szogének felezdje metszi a szoggel szemkdzti oldal
egyenesét, akkor a metszéspontnak az oldal végpontjaitdl mért tavolsdgai ugy aranylanak
egymashoz, mint a szemkozti csticsbol ezekheza végpontokhoz vezetd oldalak.

Hajos: Bevezetés a geometriaba, 123. old.

Ha a haromszog egyenl6szara, akkor a szarszog barmelyik kiilsé szogének felezdje parhuzamos
az alappal.

1.6. Apolloniosz - kor

Tétel: Azon pontok halmaza egy sikban, amelyeknek ezen sik két adott pontjatél mért
tavolsagainak aranya 1-t6l kiilonb6z0 adott pozitiv szam, egy kor.

Definici6: Ezt a kort Apolloniosz-kdrnek nevezziik.

A tétel szerint az Apolloniosz-kor szimmetrikus a két adott pont 6sszek6td egyenesére, tovabba
az Apolloniosz- kort egyértelmlien meghatarozza a két adott pont és az arany értéke: ezek
ismeretében az Apolloniosz-kor megszerkeszthetd. Ha a két adott pont 4 és B , valamint az
arany értéke m>1, akkor az Apolloniosz-kor 4B egyenesre illeszked6 CD atméréjének

végpontjaira Cint 4B és D4R\ AB , mikdzben AC =—+1 LHB és AD=——-IL[HB, s
m m —
. .. r m : (1)
ennélfogva az Apolloniosz-kor sugarara r = ———[HB teljesiil.
m? —

Hajos: Bevezetés a geometriaba, 124-125. old.
Coxeter: A geometridk alapjai, 100-101. old.
Feladat: Adott 4 és B pontok, valamint m = 3/2 ardny esetén Apolloniosz-kor szerkesztése.
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