Kombinatorika és Grafelmélet

Ez az eloadésvazlat remélhetGen segiti a vizsgara valé felkésziilést, de nem pédtolja az eléadéast. Vizsgan
lehetnek olyan kérdések, amelyekrol ez a jegyzet nem szdl.
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1. 5 gyerek hanyféle sorrendben iilhet le egy padra? Egy asztal koré?
2. Hényféle lottéhuzas lehetséges a 90-bél 5-6t lottén?
3. Hanyféleképp lehet kitolteni a totdszelvényt?

4. Egy 5 {0s tarsasag tagjai kozott 3 kiilonb6z6 konyvet sorsolnak ki. Hanyféleképp végzodhet a sorsolds,
ha a) egy személy csak egy konyvet nyerhet; b) egy személy tobb konyvet is nyerhet?

5. Egy 5 f6s tarsasig tagjai kozott 3 egyforma pénzérmét sorsolnak ki. Hényféleképp végzdédhet a
sorsolds, ha a) egy személy csak egy érmét nyerhet; b) egy személy tobb érmét is nyerhet?

6. Haromféle fagyibdl hanyféle 5 gombdcos kelyhet lehet Gsszeallitani?

7. Hanyféle sorrendje van a MATEM ATIK A sz6 betiiinek?

8. Az 1, 2, 3, 4, 5 szdmoknak irjuk fel egy olyan permuticidjit, amelyben az inverziok szama 4.
Legfeljebb hany inverzi6 lehet egy permutaciéban?
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10. 13 mérkozéses totoszelvénybdl legkevesebb mennyit toltsiink ki, hogy biztosan legyen 5 talalat?
11. Szdmold &ssze, hany pozitiv osztdja van a 72-nek!

12. Szdmold 6ssze, hany pozitiv osztdja van 16 200-nak!

Kalmar Lészlé6 Matematikaverseny orszdgos dontdje, 1991., 5. osztalyosok versenye

Gyakorlé feladatok

1. Egy jégbarlang bejaratatdél o6t tton juthatunk el az elsd terembe, innen hat Ut vezet a mésodikba,
majd innen harom 1t a harmadikba. Hanyféle iton juthatunk el az elsé terembdl a harmadik terembe?
(A)3 (B) 5 (C) 18 (D) 30 (E) 90

2. Hany egyenes hizhaté egy kocka nyolc csiicsan at uigy, hogy minden egyenes két cstcsot tartalmaz-
zon?

(A) 4 (B) 12 (C) 20 (D) 24 (E) 28

3. 4 fiu és 3 lany ugy ilt le egy 7 személyes padra, hogy sem két lany, sem két fii nem {ilt egymas

mellett. Hany {ltetési sorrend képzelheto el?

(A) 24 (B) 30 (C) 35 (D) 21 (E) 144
4. Hanyféleképp tudsz sorbarakni 5 egybevagd haromszoglapot, melyek koziil 2 piros és 3 kék?
(A) 11 (B) 10 ()9 (D) 8 (E) 74

5. Hany olyan haromjegy(i szdm van, amelynek egyik és csak az egyik szdmjegye a) 5-6s; b) 07
6. Hany olyan hiromjegy( szdm van, amely szdmban van/nincs a) 5-6s; b) 0 szdmjegy?
7. Hany olyan négyjegyl pozitiv egész szam van, amelyben szerepel a 0 szamjegy?
Zrinyi Tlona Matematikaverseny megyei forduléja, 1993., 5. osztalyosok versenye
8. Hany olyan hatjegyii pozitiv egész szam van, amelyben a szamjegyek Osszege 37

Zrinyi Ilona Matematikaverseny megyei forduldja, 1997., 6. osztdlyosok versenye



9. Hény olyan haromjegyi pozitiv egész szdm van, melynek minden szamjegye kisebb, mint 47
Zrinyi Ilona Matematikaverseny megyei forduléja, 1996., 5. osztilyosok versenye

10. Adott a sikon 10 pont ugy, hogy koziiliikk semelyik harom sincs egy egyenesen. Hany olyan egyenes
van, amely az adott pontok koziil ketton atmegy?

11. Az 1, 2, 2, 3, 3, 3 szadmjegyek kiilonb6z6 sorrendjeivel hany
a) 6-jegyll szdm; b) 6-jegyli paros szam képezhets?

12. n elem harmadosztalyu ismétléses és ismétlés nélkiili variaciéi szamanak kiilonbsége 65. Hatarozzuk
meg n értékét!

13. Adott a sikon 20 pont, amelyek koziil barmely harom nem illeszkedik egy egyenesre. Hany harom-
szoget hataroznak meg ezek a pontok?

14. Egy csomag magyar kartyabol kihizunk 10 lapot. Hany esetben lesz a kihtzott lapok kozott

a) legalabb 7 z6ld; b) legfeljebb 7 zdld?
15. Az 5-6s lottén hany olyan hizas lehetséges, amelyben a kihtzott szdmok kozott
a) szerepel a 7 és a 13; b) nem szerepel a 7 és a 137

Rekurzié, teljes indukcio

Hanoi tornyai, Fibonacci-sorozat

1. A bal fels6 sarokbdl indulva eldre, ill. lefele l1épkedve hényféleképpen olvashato ki a
KOMBINATORIK A 267
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2. Hanyféleképpen olvashatja le Kriszta kedvenc macskaja nevét az abrardl, ha csak jobbra vagy lefelé
léphet?
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3. Hanyféle tuton olvashat6 ki az ABACU S sz6 az abran?

4. Valaki Ggy megy fel a 1épcson, hogy egy-egy 1épésével vagy 1, vagy 2 lépcséfokot 1ép 4t. Hanyféle-
képpen juthat fel a 10. 1épcséfokra?

5. Hényféleképpen lehet egy 2 x 10-es téglalapot 2 x 1-es domindkkal kirakni?

6. Hany olyan nyolc szambdl allo, csak 0-t vagy 1-et tartalmazé sorozat van, amelyben nem fordul el6
két szomszédos 1-es?

7. Mutassuk meg, hogy egy négyzet feldarabolhaté n db négyzetre, ahol n > 6.

8. Mutassuk meg, hogy egy haromszog feldarabolhaté n db, hozza hasonlé haromszogre, ahol n > 6.
9. Mutassuk meg, hogy 1 +2+3+---+n= %

10. Mutassuk meg, hogy (1 + z)™ > 1+ nz, han € N és « > —1 (Bernoulli-egyenltlenség).



11. Igazoljuk, hogy 6 | n® —n, n=1,2,...
12. Igazoljuk, hogy p | n? — n, ahol p primszdm, n € N (kis Fermat-tétel).
13. Mutasd meg, hogy 2'00 4 3100 < 4100,

Kalmar Léaszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 2004., 7.
14. Mutassuk meg, hogy 2" > n?, ha n > 4 egész szam.
15. Hol a hiba a kévetkez6 bizonyitasban?
Allitds: Béarmely n pozitiv egészre ™' = 1, ahol a > 0 tetszéleges szam.

Bizonyitds: Han = 1, akkor a" ! =a'~! =a" = 1.

Ha feltessziik, hogy a tétel igaz az 1, 2, ... , n esetre, akkor azt kapjuk, hogy

amt=1 = gn = % = L = 1; tehdt a tétel (n + 1) esetére is igaz.

16. Igazoljuk a kovetkez6 oszthatdsdgokat.
a)d|m™m+3"t n=1,2..., £) 1762 +19" — 27+l n=1,2,..
b)9| ™ +3n—-1,n=12..., 2)9[n+(n+1)3+(n+2)3 n=
c)7|5-9" 42403 =12 ..., h) 7|3+l pont2 n =12 ...,
d) 17| 7.5t 4230+l i =12, ..., i) 133 [ 1172 4 1227+ n =0, 1, ..
e) 195232 4331 n=12..., j)16132"*2 480 -9, n=1,2 ...

osztélyosok versenye

*

1,2 ...,

*

17. Néhany egyenes a sikot tartoményokra bontja. Mutassuk meg, hogy ezek a részek két szinnel

kiszinezhetSk 1gy, hogy az oldalszomszédos tartoméanyok kiillonb6zo szintiek legyenek.

Binomialis tétel, polinomialis tétel. Halmazrendszerek

Pascal haromszog. Binomiélis tétel és bizonyitasa.

Az () + (D) + () + (5) + -+ (1) = 2" dsszefiiggést igazoljuk 3-féle médon:
— az n-elemii halmaz részhalmazait 6sszeszamolva elemszam alapjéan;
— teljes indukcidéval,

— binomiélis tétellel.

1. Szamolja ki a binomidlis tétel segitségével!

a) (z —1)3; b) (a +2)% c) 1,024 d) 1,015 e) 99%; f) 9993.

2. Bizonyitsa be a binomidlis tétel segitségével a kdvetkezd Gsszefiiggéseket!
a) () + (1) + )+ )+ + () =27
D)) - +G) -G+ + =0 (0) =0
o) (o) +2(1) +22(3) +2°(5) +--- +2"(7) = 3"
3. Igazolja az alabbi Gsszefiiggéseket!
a) (i) = (.2 b) (i) + (1) = ) o) (i) = (G20 d) (i

4. (a + b+ c)* kifejtése utdn mennyi az ab, ab’c, ... egyiitthatéja?

)(2) = (G-

5. Adjuk meg az {1,2,3,4,5,6} halmaznak minél t6bb olyan részhalmazdt, hogy koziiliik barmely

kettének az unidja kiadja az alaphalmaszt.

6. Adjuk meg az {1,2,3,4,5,6} halmaznak minél t6bb olyan részhalmazat, hogy koziilitkk semelyik

kettének se legyen kozos eleme.

7. Adjuk meg az {1,2,3,4,5,6} halmaznak minél t6bb olyan részhalmazat, hogy koziiliik barmely

kettonek egy kozos eleme legyen.

8. Adjuk meg az {1,2,3,4,5,6} halmaznak minél t6bb olyan részhalmazit, hogy koziiliik barmely

kettének egy kozos eleme legyen, &m barmely harom halmaznak ne legyen kozos eleme.

9. Adjuk meg a természetes szamoknak harom olyan részhalmazat, hogy barmely szam szerepel leg-
alabb részhalmazban, és barmely két halmaznak végtelen sok kozos eleme van, mig a harom halmaznak

nincs kozos eleme.



10. Adjuk meg az {1,2,3,4,5} halmaznak minél t6bb olyan részhalmazat, hogy koziilik egyik se
tartalmazza részként valamely masikat.

11. Egy matematikaversenyen 6 feladatot tliztek ki. Barmely két versenyzot valasztjuk, mindegyiknek
van olyan feladata, amellyel a masik nem foglalkozott. Ezt a feltételt betartva adjon meg olyan rendszert,
amelyben minél tobb versenyz6 vesz részt. (Sperner-rendszer)

Skatulya-elv, logikai szita

1. Legalabb mekkora létszamu az az osztaly, ahol biztosan van két olyan didk, akinek ugyanannyi foga
van?

2. Egy fickban 10 fekete és 10 barna, ugyanolyan méretii zokni van. Hény darabot kell taldlomra
kivenni, hogy biztosan legyen koztiik egy pér (azonos szinii) zokni?

3. Egy zsdkban 10 par fekete és 10 par barna, ugyanolyan méretli kesztyi van. Hany darabot kell
taldlomra kivenni, hogy biztosan legyen koztiik egy par (azonos szinil) keszty{i?

4. Egy zsdkban 11 piros, 8 fehér és 6 fekete golyé van. Hany goly6t kell kivenni véletlenszertien, hogy
biztosan legyen kozte

a) fehér vagy fekete;

b) fehér és fekete;

¢) két kiillonbozd szin;

d) valamelyik szinb6l mind;

e) két szinbdl mindegyik;

f) valamelyik szinbdl hédrom?

5. Leirtam az Gsszes haromjegytli pozitiv egész szamot egy-egy kartyara, és egy iires kalapba tettem
Oket. Legkevesebb hany szamkartyat kell becsukott szemmel kihtizni ahhoz, hogy biztosan legyen kozottitk
kettd, melyben megegyezik a szamjegyek Gsszege?

6. Mutasd meg, hogy 6t, 10-nél nagyobb primszam koziil mindig kivélaszthato kettd, melyek kiillonbsége
oszthaté 10-zel!

7. Egy szabdlyos (egyenld oldali) haromszog alaki céltédbla oldala 1 m. A céltabldt 10 16vés eltalalta.
Igazold, hogy van két olyan taldlat, amelyek 34 cm-nél kozelebb vannak egymashoz.

Kalméar Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1984., 5. osztdlyosok versenye

8. Egy 8 cm oldali négyzetbe talalomra berajzolunk 260 pontot. Bizonyitsd be, hogy a pontok ko6zott
biztosan lesz kettd, amelyek egymastél mért tavolsdga 1 cm-nél kisebb.

Kalmar Laszlé Matematikaverseny megyei forduléja, 1984., 7. osztalyosok versenye

9. Hany olyan szdm van az 1, 2, 3, ..., 99, 100 szdmok kozott, amely a 2, 3 és az 5 szamok koziil
a) legaldbb az egyikkel oszthat6? b) csak az egyikkel oszthatd? c) legfeljebb kettdnek tobbszorose?
d) pontosan kettének tobbszorose? e) egyikkel sem oszthatd?

10. Egy 30 f6s osztédly tanuldi harom nyelvet tanulnak: angolt, németet és franciat. Minden didk lega-
14bb egy nyelvet tanul: angolt 14-en, németet 15-en, franciat 11-en, pontosan két nyelvet pedig Gsszesen
6-an. Hanyan tanuljdk mindhdrom nyelvet?

(A) 0 (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) 5

11. Egy fordit6 asztalan 1év6 12 db konyv koziil 7 db nem francia nyelvii és 4 db regény. A regények
koziil 3 db nem francia nyelvii. Hany olyan konyv van, amely francia nyelvili, de nem regény?

(A)3 (B) 4 (©)5 (D) 6 (E) 7

12. Hény olyan pozitiv egész szam van, amely osztdja a 2000 vagy a 2005 szamok valamelyikének?



Algoritmusok

Rendezés, maximélis elem kivélasztasa, két elsé kivalasztdsa, elsé és utolsd kivalasztdasa. Ladapako-
ls. I’Jtvonaltervezés7 legrévidebb 1t keresése. Egy csoportban a legtobb ember kivalasztisa gy, hogy
barmely ketté ismerje egymadst. Két ember kozott ismeresésokon keresztiil a legrovidebb kapcsolat. Bu-
dapestrél mely févarosokba lehet eljutni repiilével, akar tobbszori atszalldssal? Az n szdm primszam-e?
Anagrammakészités. Hogyan fog oroszldnt a matematikus?

1. a) 3;
b) 9;
c) 27 érme kozill egy hamis, s ez konnyebb, mint a mésik kettd, amelyek egyenld silytak. Egy kétkari
mérlegen silyok felhasznélasa nélkiil egy mérlegeléssel keresd ki koziiliik a hamis érmét.
Hogyan lehet ezt megtenni?
— kartyatrikk

2. Van 8 db, paronként kiilonbo6z6 sulyd golyonk és egy kétkart mérleglink. Valaszd ki koziilitkk minél
kevesebb mérlegeléssel

a) a legkénnyebb golydt;

b) a legkdnnyebb és a legnehezebb golydt;

C) a két legnehezebb gOlyét! (Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1994., 7. osztdlyosok versenye)

3. Hamis pénzek: 10 lada pénz kozott az egyik laddban csupa 11 grammos érme van, a tobbiben 10
grammosak az érmék. Okos Domokosnak csak egyetlen mérésre van lehetosége, s azutan tudnia kell, hogy
melyik a nehezebb érméket tartalmazé lada.

A méréshez kap egy egykaru mérleget mérosilyokkal.

Hogyan taldlja meg a nehezebb érméket tartalmazo ladat?

4. A hamis mérleg: Egy isten hita mogotti helyen, egy kis boltban venni szeretnénk 1 kg lisztet. A
boltban van kétkari mérleg, vannak mérésilyok, és van liszt is nagyobb mennyiségben.

Azonban, ha a mérleg mindkét serpenydjébe egy-egy 1 kg-os mérdsilyt tesziink, a mérleg nyelve nincs
egyensulyban. Barhogyan is szeretnénk, nem tudjuk a mérleget hitelesen bedllitani, hamisan mér a mérleg.

Hogyan tudunk kimérni 1 kg lisztet?

5. Az euklideszi algoritmus segitségével hatdrozza meg az alabbi szamparok legnagyobb kozos osztéjat.
a) 91, 169 b) 96, 320 c) 315, 2475 d) 802, 2005 e) 3737, 131313

6. Egy iizletnek 10 bérondot széllitottak és hozzajuk egy kiilon boritékban 10 kulcsot. Minden kulccsal
csak egy borond nyithaté. Legkevesebb hany probalkozassal taldlhatjuk meg biztosan a 10 bérénd mind-
egyikéhez a megfelel6 kulcsot?

(A) 10 (B) 45 (C) 55 (D) 90 (E) 100

7. Harom rablé: Két rablé, Tédor és Domokos gy szokott megosztozni a zsdkményon, hogy az egyik
kétfelé osztja azt, és a mésik azt a részt veszi el, amelyiket akarja. Ez igy igazsdgos, mert mindkettonek
megvan a lehetGsége arra, hogy megszerezze a zsdkmany felét.

Ez igy ment éveken &t, amikor is befogadtdk maguk kozé Jeromost, s ettdél kezdve harmasban jartak
fosztogatni. A régi osztozkoddsi médszer helyett 1j eljarasra van sziikség.

Hogyan osztozkodjon a harom rablé, ha azt szeretnék biztositani, hogy barmelyikiik megkapja a zsak-
many harmadat, barmit is csinal a masik ketto?

8. Egy fontos ,,titkos” jelentést 10 oldalra gépeltek le és az egyes oldalakat megkapta egy-egy ember
és hazavitte. Mind a 10 embernek van telefonja.

Hogyan lehetne minél kevesebb telefonbeszélgetéssel megszervezni, hogy a jelentés teljes tartalmat mind
a 10 ember megismerje? (A telefonbeszélgetéskor a két ember az Gsszes rendelkezésre 4llé informéciét
kolesénosen kicseréli.)

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1993., 8. osztalyosok versenye

9. Atkelés. Tudor, Vidor, Szendi és Szundi egy sotét, sziik alagtton szeretnének atjutni. Van egy
néhany percig ég6 lampdasuk. Tudor 1, Vidor 2, Szendi 4 és Szundi 5 perc alatt képes megtenni a tdvot. A
sotétben félnek, ezért az alagitban ldmpas nélkiil nem mehetnek és a sziik alagutban egyszerre legfeljebb
ketten férnek el.

Szervezd meg az atkelést gy, hogy a lampéast minél kevesebb ideig kelljen hasznalni.



10. Vérvizsgalat: Bergengocia harcban all a szomszédos Burkusorszaggal. Bergengdécia kis orszag, sze-
gény orszdg, kicsi hadserege van. 128 s a hadsereg. A kivald hirszerzésnek koszonhetéen megtudjik, hogy
a burkusok alattomos mdédon megfert6zték az egyik bergengéc katonat egy nagyon veszélyes virussal. A
virus 10 napi lappangds utdn tovabb fertézi a virushordozé katonaval érintkezéket. Gyorsan cselekedniiik
kell.

Barmilyen kivalé is a hirszerzés, nem tudjak, hogy melyik ez a fertézott katona. Ha megtalaljak, akkor
gondos orvosi kezeléssel a fert6zés megéllithaté, és a katona is meggydgyithato.

Nem marad mas szamukra, mint hogy vért vesznek a katondktol, és a vérhez alkalmas reagenst adva,
kideriil, hogy van-e a vérben virus, vagy sem. Sajnos ez lassi eljards, 1 nap kell, mire vegyszer hatdsa
értékelhetd. Ez a vizsgalat, a reagens vegyszer rdadasul nagyon koltséges. Ha egyesével mind a 128 katonan
elvégzik a vizsgalatot, a hadsereg koltségvetése csddbe jut.

Hogyan lehetne a vizsgalatok szamat jelentGsen csokkenteni, akar 10-nél kevesebb vizsgalattal megta-
lalni a fert6zott katonat?

11. Bajnokséag-szervezés. Szervezd meg egy 8 csapatbdl allé bajnoksdg forduldit tigy, hogy mindenki
mindenkivel egy mérkézést jatsszon, és minden forduléban 4 mérkézést jatsszanak.

Euler-kor, Hamilton-kor

Nagyapaim dédapjai ugyanazok-e, mint dédapaim nagyapjai?

K&nigsbergi hidak (1736). Egy vonallal megrajzolhaté dbrék. (Az els6 grafelméleti monografiat Kénig
Dénes irta, 1936-ban.)

Hamilton koér: dodekaéder-jaték.

7oz

Graf: pontokbdl és bizonyos pontokat Gsszekoto élekbdl allo alakzat.

Véges graf: ha pontjainak szama véges.

Hurokél: az olyan él, amelynek két végpontja azonos.

Egyszerii graf: az olyan graf, melyben nincs t6bbszoros él és hurokél.

Euler-vonal: olyan zirt vonal, amely a graf minden élét pontosan egyszer futja be. (Euler-kor és
Euler-iit fogalma is.)

Hamilton-kor: olyan kor, amely a graf minden csticsan egyszer és csak egyszer halad at.

Pont (csics) fokszama (foka): amennyi él indul abbdl a pontbdl.

Tétel: Egy G grafban akkor és csak akkor van Euler-kor, ha G minden pontjanak fokszdma paros,
és G Osszefliiggd. A G Osszefiiggd grafban akkor és csak akkor van Euler-ut, ha két csicsanak fokszama
paratlan és a tobbi fokszam péaros.

Hamilton-kor 1étezésére tobb elégséges feltételt adtak. JOl kezelheto sziikséges és elégséges feltétel
azonban nem ismeretes.

Tétel: [Dirac] Ha egy n ponti G grafban minden pont foka legaldbb n/2, akkor a grafban létezik
Hamilton-kor.

A grafelmélet egyszeru tételei

Teljes graf: az olyan véges graf, amelynek barmely két csicsa kozott pontosan egy él vezet.

Regularis graf: ha egy graf minden pontjanak fokszama ugyanaz a k szam, akkor a grafot k-adfoku
regularis grafnak nevezziik.

6sszefﬁgg6 graf: ha egy graf barmely csicsabdl barmely méasikba eljuthatunk egyméshoz csatlakozo
éleken, akkor Osszefiiggl grafrél beszéliink.

Komplementer graf: Egy adott G graf komplemente az a G’ gréf, melynek a csticsai ugyanazok,
mint G-nek, tovabba a két grafnak nincs kozos éle, és egyiitt teljes grafot alkotnak.

Részgraf: a G’ a G részgrafja, ha G’ a G bizonyos éleibél és csiicsaibdl all.

Izolalt pont: olyan cstics, amelynek a fokszama 0.

Izomorf grafok: a G és G’ grafok izomorfak, ha az 1, 2, ... , n szdmokkal mindkét graf csicsai ugy
megszamozhatdk, hogy mindkét grafban ugyanott legyenek élek. (Tehdt, ha i és j kozott van él G-ben,
akkor G'-ben is, illetve ha G-ben nincs él i és j kozott, akkor G’-ben sincs.)



1. Adjon meg olyan 8 cstcsu Osszefiiggd egyszeri grafot, amelynek 16 éle van.
2. Adjon meg olyan nem Osszefiiggd 6 csuicsu grafot, amely graf minden csicsanak 2 a fokszama.

3. Egy graf csucsai: 2, 3, 4, 6, 8, 9; kosd Ossze, ha van 1-nél nagyobb kozos osztdja. Van-e a gréafnak
teljes négyszoge? Van-e Euler-vonala, Hamilton-kore a grafnak?

4. Adjon meg 6 csicsu 3-adrendii reguldris grafot.

5. Adjon meg olyan 4 cstcsu grafot, amely izomorf a komplementerével.

=]

. Rajzolja fel az Osszes 3 csicsu paronként nem izomorf egyszerdi grafot.

B\

. Rajzoljon fel olyan 5 csticst grafot, amelyben nincs haromszog, és nincs 3 izolalt pont.

. Tétel: Minden grafban a fokszamok Osszege paros.

. Tétel: Minden grafban paros a paratlan fokszamu pontok szama.

n(n—1) )

2

1

2

3. Tétel: A legalabb 2-ponti egyszeril grafnak van két azonos fokszamu pontja.
4. Tétel: A teljes n-graf éleinek szdma

5

. Tétel: Graf vagy komplementere 0sszefliggo.

8. Mutassuk meg, hogy véges griafban mindig van két olyan pont, amelyek fokszama megegyezik. (Ha
megengediink tobbszoros éleket, akkor az allitds nem igaz. Keressiink ellenpélddt. )

9. Egy teremben 30 ember gytilt 6ssze. Vannak kozottiik olyanok, akik ismerik egymaést, és olyanok
is, akik nem (az ismeretség kolesonds). Mutassuk meg, hogy a 30 ember kozott van 2 olyan, akiknek a
teremben azonos szdmu ismerdse van!

Kalmar Léaszlé6 Matematikaverseny orsziagos dontdje, 1998., 5. osztalyosok versenye

10. Adott a stkon 100 pont, amelyek kozott semelyik hdrom nincs egy egyenesen. A pontokat 6sszek6td
szakaszok mindegyikét pirosra vagy kékre festjik.
Igazold, hogy van a pontok kozott legaldbb kettd olyan, amelybdl azonos szamu piros szakasz indul kil

Varga Tamds Matematikaverseny orszdgos dont8je, 1994/95., 7. osztdlyosok versenye

11. Egy tarsasdgban némely emberek kezet fogtak egymassal. Mutassuk meg, hogy biztosan van ko-
zottiik kettd, aki ugyanannyi emberrel fogott kezet.

12. a) Van-e olyan 10 pontu gréaf, amelyben minden pont fokszdma 37
b) Van-e olyan 11 pontu graf, amelyben minden pont fokszéma 37

13. Egy 7 csucsu grafban az élek szama 15, és 6 csticsanak a fokszamai rendre: 3, 3, 4, 4, 5, 5. Mennyi
a hetedik cstics fokszama?

14. Felsorolom egy 5 csicsu egyszerti graf csicsainak fokszamait, 6t kiilonbozé esetet. Ezek koziil az
egyik kakukktojas, mert nem létezik olyan graf. Melyik ez?
(A)1,1,1,1,0 (B) 2,2,2,2,2 (C)3,3,3,3,3 (D) 2,2,3,3,4 (E)2,2,2,4,4

15. Kés6 este egy autébuszon heten utaztak, mindenki a végallomason szallt le. A jatékos kedvii sofér
mindegyik utastél megkérdezte, hdny embert ismer utastarsai koziil. Sorra a kovetkezd valaszokat kapta:
1, 2,3, 6,5, 3, 1. A sof6r rovid gondolkodas utdn réjott, valaki nem mondott igazat. Hogyan okoskodott
a sof6r? (Az ismeretség kolcsonos!)

Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja 1993., 7. osztalyosok versenye



Sikbeli grafok. Grafok szinezése

A harom haz—harom kut probléma. Sikbarajzolhaté grafok.

Kuratowski-tétel: Egy graf pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha nem tartalmaz teljes 6tszog részgra-
fot, és nincs 3 haz—3 kit részgrafja.

Négyszin-sejtés. (Ma mar: négyszintétel.)

1852-ben Francis Guthrie Britannia térképén a gréfsadgokat szinezve azt taldlta, hogy 3 szin kevés ehhez,
mig 4 szinnel j6l szinezhetd a térkép (azaz, a szomszédos tartoméanyok kiilonbozé szintiek). Hamarosan
eljutott a kérdés matematikusokhoz (De Morgan, Hamilton), hogy vajon kiszinezhets-e minden térkép
4 szinnel. 1879-ben Kempe ko6z0lt egy bizonyitast erre, amelyrél 1890-ben Heawood megmutatta, hogy
hibds, &m azon az tton 5 szinre igazolhaté az éllitds. A kutatdsok arra vezettek, hogy 1476 alapesetet
kell megvizsgalni, és ez 1976-ban megtortént. Appel és Haken szamitégépet is hasznédlva bebizonyitotta
a négyszinsejtést. A szamitégép 1200 éran at dolgozott, a bizonyitds 800 oldalas. A ,,szép bizonyitast”
még ma is keresik.

Kromatikus szam. Egy graf csicsait ugy szinezziik, hogy ha két csicsot él kot Ossze, akkor azok
kiilénbo6z6 szintiek. Az ilyen szinezéshez sziikséges szinek minimalis szama a graf kromatikus szama.

1. Adott egy graf:

a) a csuesai: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Két csticsot kosson ssze, ha a hozzdjuk tartozé szémok szorzata péros.
b) a csticsai: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Két csticsot kosson ssze, ha a hozzdjuk tartozé szdmok Osszege paros.
c) a csicsal: 2, 3, 4, 6, 8, 9; kdss Gssze két csicsot, ha van 1-nél nagyobb kozos osztdja.

A kapott graf sikbarajzolhaté-e?

Van-e Euler-vonala?

Van-e Hamilton-kore?

Van-e teljes négyszoge?

Mennyi a kromatikus szama?

2. Rajzoljon fel olyan 6 cstuicsu gréafot, amelynek kromatikus szama 2, ill. olyat, amelynek 3.

3. Rajzolja meg a 3 haz-3 kut graf komplementerét.
A 3 haz—-3 kut paros graf-e? Miért?

Mennyi a kromatikus szdma a 3 haz—3 kuat grafnak?
Van-e Euler vonala a 3 héz-3 kut grafnak?

Van-e Hamilton kore a 3 haz-3 kut grafnak?

4. Van-e olyan 8 éli, 6 csicsu graf, amely nem rajzolhaté sikba?

Az Euler-féle poliédertétel. Fagrafok

Euler poliéder tétele: Ha egy konvex poliéder csucsainak, lapjainak és éleinek szamat rendre c, [ és
e jeloli, akkor

c+l=e+2

Bizonyitjuk.

Fagraf: osszefiiggd, kormentes, egyszerii graf.

Tétel: Az n szogponti G graf akkor és csak akkor fagréf, ha
(a) Osszefiiggd és kormentes;
vagy (b) barmely két pontjat egyetlen it koti Ossze;
vagy (c) osszefliggd és barmely élét elhagyva, két komponensii grafot kapunk;
vagy (d) Osszefiiggd és n — 1 éle van;
vagy (e) Osszefliggs és n — 1 éle van.



Tétel: Ha egy legaldbb 2 pontu Gsszefliggé grafnak kevesebb éle van, mint pontja, akkor a grafnak
van els6fokd pontja.

Tétel: Minden legalabb 2 ponti fiban van legaldabb két elséfoku pont.

Tekintsiik a leghosszabb utat. Ennek mindkét végpontja elséfokd pont. Tegyiik fel, hogy az egyik
végpont nem elséfoki, azaz vezet beldle még egy €l a fa valamely pontjaba. Az tut tobbi pontjadba nem
vezethet, hiszen ekkor kort tartalmazna a fa. Ha pedig egy tjabb pontba vezet az él, akkor az eredeti
utat ezzel megtoldva egy hosszabb utat kapnank, ez pedig ellentmond a feltevésnek.

Tétel: Az n-pontu egyszerli 6sszefiiggd grafnak legaldbb n — 1 éle van.
Biz. indukcidval.

Tétel: Egy n-ponta Osszefliggd graf pontosan akkor fa, ha n — 1 éle van.

Széls6érték-problémak: Ramsey, Turan

Széls6érték-problémak:
n csucsu grafban legfeljebb hany él lehet, ha az sikbeli graf?
n csucsu grafban legfeljebb hany él lehet, ha a graf kromatikus szama 27

1. Rajzoljon egy 7 csucsu, kormentes grafot a lehetd legtobb éllel.
2. Legfeljebb hény éle van egy 10 csicsid, haromszogmentes grafnak?
3. Legfeljebb hany éle van egy 12 csucsu, négyszogmentes grafnak?

Turan-tétele: az n csicsu grafban maximalisan ["72] él lehet anélkiil, hogy haromszoget tartalmazzon.

Ramsey-tipusu feladatok

Legel0szor 1894-ben rendezték meg a ma Kiirschak-versenynek nevezett matematikaversenyt kozépis-
kolasoknak. Az 1947. évi verseny harom feladatdnak egyike a kovetkezo:

1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy hattagi tarsasidgnak mindig van vagy harom olyan tagja, akik
egymadssal ismeretségben vannak, vagy harom olyan tagja, akik k6zott nincs két ismeretségben levé.

A feladatra a bizonyitast Friderikusz Sandor: Szigorian nyilvdanos (Budapest, 1988) c. kényvébél idéz-
zilk, az Erdés Pallal, a ,,magyar matematika utazé nagykovetével” készitett riportbdl: Egy Erddés-felad-
vany: egy vacsora vendégeit taldlomra valasztjuk ki a telefonkonyvbél, de az elfogadott szabaly, hogy vagy
legalabb haromnak ismernie kell egymast, vagy legalabb 3-nak nem szabad ismernie egymast. Legalabb
hany vendég kell ahhoz, hogy eleget tegyiink ezeknek az elfogadott szabalyoknak?

Az Erdds-féle megoldas a kovetkezd: kezdjiik egy 6 tagu asztaltarsasaggal. Az olvasé képzelje magat
kozéjiik. Ha a masik 5 vendégre néz, akkor vagy legalabb 3 ismerést 1at, vagy legalabb 3 ismeretlent.
Mondjuk, hogy 3 ismeretlennel il szemkézt (a bizonyitds ugyis egyforma). Vegyiik sorra a lehet8ségeket:
a) mindhdrom vendég ismeri egymést — tehdt 6k alkotjdk az ismerésok hdrmasdt; b) a 3 ember ko6ziil nem
mindenki ismeri a tobbit, lennie kell tehat kozottiik 2-nek, aki még nem taldlkozott. Mivel 6n nem ismeri
Gket, dnnel egylitt ez a paros a kélcsonés ismeretlenek harmasat alkotja.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy 6 vendég mindig elég hozza, hogy eléforduljon az egyik vagy a ma-
sik harmas. Azt is be lehet bizonyitani, hogy 5 vendég nem mindig elég. Az egész feladvany egyelére
pofonegyszeriinek latszik. De nem sokdig marad az.

Tegytik fel, hogy nem 3, hanem 4 kdlcsénds ismerdst vagy kolesénés ismeretlent akarunk latni a vacso-
ranal! Némi eréfeszitéssel ra lehet jonni a megolddsra: legalabb 18 vendégre van sziikség. Es ha legalabb
5 kélcsondsen ismerdst vagy ismeretlen jelenlétét ohajtjuk? Itt mar megdll a tudomany. Senki sem tudja
pontosan meghatarozni a sziikséges vendégszamot. ErdGs Pal szerint a valasz valahol 42 és 55 k6z6tt van.
Alh’télag 40 napig tarto szamitas vezetett ehhez a becsléshez, de pontos eredmény nincs.

Na és ha 6 kolcsonés baratot vagy idegent akarunk meghivni? A probléma szinte mar komikus: a helyes
vendégszam 100 koriil van. A kérdés kézvetlen megkozelitésére nincsen maéd.

Staar Gyula: A megélt matematika (Gondolat, 1990) c. kétetben {rja a kovetkezdket az Erdds Pallal
készitett beszélgetésben (A vildgegyetemi tanér): ErdSs hdtat fordit a tdbldnak. — Legyen n és k pozitiv
egész szam — mondja. Legyen n az a minimalis vendégszam, amely biztositja k szamu kélcsonos ismerds
vagy ismeretlen jelenlétét. Ha megjelenne egy gonosz szellem, s igy szélna: ,,Mondd meg az n értékét, ha
k értéke 5, maskiilonben elpusztitom az emberiséget!” — akkor tandcsos lenne munkaba allitani a vildg



minden szamitégépét, hogy megoldjak a feladatot. Ha azonban a gonosz szellem k = 6-hoz tudakolja az n
értékét, akkor jobb, ha inkabb a gonosz szellemet probaljuk meg eltenni lab aldl. Ha pedig, majd egyszer,
pusztan gondolkodassal megleljiik a helyes valaszt, nem kell tobbé félniink téle, mert olyan okosak lettiink,
hogy mar nem arthat nekiink.

Ugyanerr6l mds kontosben a Népszabadsdg 1985. szeptember 13-i (pénteki) szdmdban is olvashatunk:
Egyszer, az azéta elhunyt Szalai Sdndor akadémikus, a neves szociolégus izgatottan telefonalt egyik
matematikusunk, T. S6s Vera lakdsdra. (Igaz, mikor nem volt izgatott Szalai Séndor?) Elmondta, hogy
szazszamra végeztek felméréseket kézépiskolasok kozott, és minden osztalyban taldltak legalabb négy
egymassal baratkozo vagy éppen legalabb négy egymastol elzarkozo didkot. Ha mas szociologus foglalkozik
ezzel a kérdéssel, bizonydra szép elmélet sziiletik belble a ,,klikkekrdl”. Szalai azonban matematikusként
kezdte palyajat, és megvolt benne a matematikai intelligencia: ez tétette f6l vele a kérdést, hogy vajon
szociologiai vagy logikai, illetve matematikai térvényszeriiség van-e a hattérben.

Az utébbirdl van szé. Szalai ezt nem ismerhette, aminthogy nem minden matematikus ismeri: ez a
Ramsey-tétel, illetve mara mar a Ramsey-elmélet egyik tétele, amellyel T. Sés Vera még iskolaskoraban,
egy Kiirschak-matematikaversenyen talalkozott. Ez az oka az emlitett , klikkekk”, illetve ,,antiklikkekk”
szilikségszerti létrejottének.

Erezhet a Ramsey-tételben az, amit a filozofus Hegel fogalmazott meg: ,, Mennyiségi vdltozds mindségi
vdltozdst eredményez.”

Ha jobban megnézziik, akkor észrevessziik a hasonldsédgot az 1. Feladat és az 1993-ban a Kalmar LdszI6
Matematikaverseny orszagos dontdjén 8. osztalyosoknak kittizott kovetkezo feladat kozott:

2. Feladat. Adott a sikon 6 pont, ezek koziil semelyik 3 sem esik egy egyenesbe. Ketten, A és B
felvaltva meghtuznak egy-egy adott pontpart 6sszekotd, még be nem rajzolt szakaszt, A pirossal, B kékkel.
Az veszit, aki el6szor kénytelen olyan szakaszt meghtzni, hogy igy sajat szinével haromszog keletkezik.
Lehet-e dontetlen ebben a jatékban? Es 5 pont esetén?

Ramsey-tétel: Minden 6 ponti grafban van 3 olyan pont, hogy barmely kettd kozott fut él, vagy van
3 olyan pont, hogy koztiik nem fut él.

Minden (n, k) természetes szdmpdarhoz létezik olyan R(n, k) természetes szdm, hogy barmely R(n, k)
ponti grifban vagy van n pontu teljes részgraf, vagy van k pontu iires részgraf, azaz k izolélt pont (k
olyan pont, melyek koziil semelyik kett6 sincs Osszekotve).

R(3;3) = 6, R(3:4) = 9, R(3;5) = 14, R(3;6) = 18, R(3;7) = 23, R(3;8) = 28, R(3;9) = 36,
R(4;4) = 18, R(4;5) = 25, 43 < R(5;5) < 52, 102 < R(6;6) < 169.

A hazassagi probléma

A hdzassédg-problémat Kénig Dénes vetette fel. Arthur kirdly udvardban él n lovag és n udvarholgy.
A kirdly szeretné 6sszehdzasitani ket oly médon, hogy minden hézassdg kolcsdnds szimpatidra épiiljon,
ezért megbizza Merlint, a vardzslot, mondja meg, lehetséges-e ez.

A bizottsagi elnékdok problémaja. Tekintsiink néhdny bizottsagot és azok tagjait. Egy ember szerepelhet
tobb bizottsdgban is. Minden bizottsag élére elnokot kell valasztani a tagjai koziil gy, hogy egy ember
legfeljebb egy bizottsagnak legyen az elnoke.

Ez a hozzarendelési feladat, melynek megolddsdra (maximadlis élszamu parositds) hatékony algoritmust
ismeriink, ezt nevezik magyar mdédszernek.

Kénig—Hall-tétel (hdzassagi tétel): Egy n nd és n férfi alkotta gréfban, ha minden k& szdmui né
legaldbb k férfit ismer, akkor van lehetdség a pédrositdsra (hdzasparok kijelolésére).

Paros graf: ha a csicsok két kozos elem nélkiili halmazba oszthatok tgy, hogy élek csak kiillonbozé
halmazba tartozé cstucsokat kotnek Gssze.

Parositas: az éleknek egy olyan P halmaza, ha semelyik két élnek sincs kozos végpontja

Fluggetlen élrendszer: paronként kozos pont nélkili élek.

Lefogé ponthalmaz: minden él legalabb egyik végpontja a lefogé ponthalmazban van.

Ko6nig Dénes tétele: Minden paros grafban a fliggetlen élek maximélis szama egyenlé a lefogd pontok
minimélis szaméval.



