KONVEX GEOMETRIA

Tantargykod: MTB2104

Konvex burok. Képtar probléma

Konvex alakzatok kozos része (metszete) is konvex.
Egy alakzat konvex burka az alakzatot tartalmazé konvex alakzatok metszete. (Szemléletesen: ha egy
alakzat koré gumiszalagot feszitiink ki, akkor a zsinér a konvex burok alakjit veszi fel.)

1. Egy 6 oldalu konvex sokszog szogei kozott legfeljebb hany hegyesszog lehet?

2. Egy 6 oldalu sokszog szogei kozott legfeljebb hany hegyesszog lehet?
(Egy n-oldalu sokszogben legfeljebb [%"] + 1 hegyesszog lehet.)

3. Mutassuk meg, hogy minden sokszbgben van olyan &tl6, mely a sokszog belsejében halad.

4. Tgazoljuk, hogy egy n-oldalu sokszog belsé szogeinek Gsszege (n — 2) - 180°.

5. Adott a sikon 6 pont, koziiliikk semelyik harom sem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy kiva-
laszthaté kozilik hdrom olyan pont, amelyek altal meghatarozott haromszognek van egy legalabb 120°-o0s
szoge!

6. Adott a sikon 6 pont, kozililkk semelyik harom sem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy ki-
vélaszthaté koziilitk két olyan (nem feltétleniil diszjunkt) ponthdrmas, amelyek dltal meghatdrozott két
haromszogben a legkisebb szog kiilonb6z6.

Tegyiik fel, hogy egy muzeum igazgatdja biztositani akarja, hogy a mizeum minden pontjat folyama-
tosan Orizze egy Or. Az 6roknek rogzitett érhelyiik van, de meg tudnak fordulni. Hany 6rre van sziikség?
(Victor Klee, 1973)

7. Képtar-probléma: Hény &r sziikséges egy 9 fali mizeumhoz? (Egy n-oldald sokszégben mindig

kivéalaszthatd [%] olyan pont, hogy ezekbél a sokszdg barmely pontja lathatd.)

Mas valtozatok: Tegytik fel, hogy minden 6r a miuzeum egy falat feliigyelheti, az 6r tehat sétal a fala
mentén és mindent lat, amit a fal mentén latni lehet egy pontbdl. Ekkor [%] sétalé falor elég az Grzéshez.

Egy n-oldali ortogonalis sokszog védelméhez [%] teremdr mindig elég.

Vizsgaljak az ortogondlis bértonudvar falainak kiilsé védelmét is, és mas problémakat.

8. Rajzoljatok egy négyzetracsos (,,kockds”) papirra olyan sokszogeket (lehetnek konkédv sokszogek is),
amelyek oldalegyenesei rdcsegyenesek. Azt tapasztaljatok, hogy minden ilyen sokszog oldalainak szdma

paros. Indokoljatok meg, miért!  Kalmér Laszlé Matematikaverseny megyei forduldja, 1985., 5. osztalyosok versenye
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A sik parkettazasa

Egy adott sokszoggel a stk parkettazhatd, ha az egész sikot ilyen sokszogekkel hézagtalanul és atfedés
nélkiil (egyrétiien) leborithatjuk.

9. Melyek azok a szabalyos sokszogek, amelyekkel a sik parkettdzhaté?

10. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen
a) haromszoggel b) négyszoggel ¢) kozéppontosan szimmetrikus hatszoggel
lehet parkettazni.

11. Bizonyitsuk be, hogy 6-nédl nagyobb oldalszamu konvex sokszoggel nem lehet parkettdzni.

12. Lehet-e szabdlyos 6tsz0g és tizszog alaku lapokbdl parkettat késziteni?
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A Sperner lemma

13. Sperner lemma. Egy H hiaromszog belsejét bontsuk fel hdromszogekre gy, hogy egyetlen belso
héromszog oldaldn se legyen haromszogesics. Az igy kapott csucsokat szinezziikk az 1, 2, 3 szinekkel,
kikétve, hogy H harom csicsa kiillonbozé szinl legyen. A H oldalain levo csicsok szine megegyezik az
oldal valamelyik végpontjanak a szinével, H bels6 cstucsainak szinezése tetszOleges.

Ekkor van olyan haromszog H belsejében, melynek csucsai kiillonb6z6 szintiek.

14. Egy konvex tizszog belsejében felvettiink 12 pontot. Az igy kapott pontokat egymassal és a sokszog
csucsaival egymast nem metsz6 egyenes szakaszokkal kotottik 6ssze mindaddig, amig a sokszogtartoméanyt
haromszogekre daraboltuk. Hany haromszog keletkezett igy?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontéje, 1992., 6. osztilyosok versenye

15. Egy hiromszog belsejében felvesziink néhdny pontot. A felvett pontokat egymassal és a hdromszog
csucsaival ugy kotjik Ossze egyenes szakaszokkal, hogy az 0sszekoto szakaszok a haromszog belsejében
ne messék egymadst és a haromszoget ,,kis” haromszogekre bontsak. Igazoljuk, hogy a kis haromszogek

‘ P . |
szama mindig paratlan! Kalmér Lészlé Matematikaverseny orszagos dontdje, 1992., 7. osztalyosok versenye

16. Az dbran lathaté hatszoget haromszogekre bontottuk ugy, hogy a koévetkezd
két tulajdonsdg igaz: a) két hdromszognek vagy van kozos oldala — ekkor az egyik
haromszog fehér, a mésik vonalazott — vagy csak kozos csicsa van, vagy nincs k6zos
pontja; b) a hatszdg mindegyik oldala egy vonalazott haromszog egyik oldala.

Fel lehet-e ugyanigy haromszogekre bontani egy konvex Otszoget?

Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dont8je, 1994., 7. osztdlyosok versenye
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Euler poliédertétele

Egy konvex poliéder éleinek szamat jelolje e, lapjainak szamét [, csticsainak szamét c. Ekkor [ + ¢ = e + 2.
17. Mutassuk meg, hogy egy konvex poliéder lapszogeinek Osszege csak az élek és a lapok szamatol
fiigg. (= 2(E — L) - 180°)
18. a) Bizonyitsuk be, hogy egy poliéder éleinek szdma legalabb 6.
b) Igazoljuk, hogy nincs olyan poliéder, melynek 7 éle van.
¢) Mutassuk meg, hogy barmely 7-nél nagyobb szdmra van olyan poliéder, melynek annyi éle van.
19. A focilabda olyan test, melyet 32 oldallap hatarol, s minden lapja szabalyos
Otszog vagy szabdlyos hatszog. Hany éle van e testnek?
20. Hény szabdlyos test 1étezik? (Szabdlyos test:= egybevdgd szabdlyos sokszogla-
pokbdl &ll; és minden csticsban ugyanannyi lap taldlkozik.)
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Két feladat

21. Melyik allitas igaz?

(A) Ha a P sokszog benne van a @ sokszogben, akkor P teriilete kisebb, mint @ teriilete.

(B) Ha a P sokszdg benne van a @ sokszogben, akkor P keriilete kisebb, mint @ keriilete.

(C) Ha a P sokszog konvex és benne van a @) sokszogben, akkor P keriilete kisebb, mint @) keriilete.

22. Egy konvex gorbének P kozéppontja, ha a gorbe barmely P-n &tmené hurja egyenl6 hosszi. Lehet-e
egy zart gérbének harom kozéppontja?

A Természet Vildga 1988. 8. szamaban olvashatjuk Neumann Jdnos levelét Fejér Lipéthoz: ,,Nevezete-
sebb matematikai eredmény nincs, csak kisebb feladatokkal foglalkoztam. Ezek koziil vald pl. ez, amelyiket
még nem sikeriilt elintéznem: Egy convex A gérbének P kozéppontja, ha A-nak minden P-n 4&tmend hirja
egyenld hosszu. Lehet-e egy és ugyanazon convex goérbének két egymastol kiilonboz6 kozéppontja?”



Racsgeometriai feladatok

Bizonyitsuk be az alabbi dllitasokat!
23. A racsharomszog teriiletének kétszerese egész szam.

24. Minden racssokszog teriiletének kétszerese egész.
25. Egy racssokszog tertilete nem lehet kisebb %—nél.

26. Ha a racssokszog a hataran h, belsejében b szdmu racspontot tartalmaz, akkor 2b + h — 2 fires
racsharomszogre vaghaté szét, barmilyen szétvagas esetén.

27. Minden iires racsharomszog teriilete %

28. (Pick-képlet) Ha a racssokszog hatdrdan h, belsejében b szamu rédcspont van, akkor tetiilete

h
——1
b+2

29. Ha egy racshéromszog teriilete egész, akkor a hataran a csicsokon kiviil is van réacspont.
30. Az iires konvex récsnégyszog paralelogramma.

31. Ha egy racsharomszog hatarain a csticsokon kiviil nincs rdcspont, és a belsejében levo racspontok
egy egyenesen sorakoznak, akkor ez az egyenes tartalmazza a haromszog egyik silyvonaldt.

32. Az iires konvex racssokszog vagy haromszog vagy paralelogramma.

33. Az A és B racspontok tévolsdga d, az AB szakaszon nincs racspont. Ebben az esetben nincs olyan
racspont, amely az AB egyenestél é—nél kisebb tavolsagra lenne.

34. Csak négyoldalu szabalyos récssokszog 1étezik.
35. Az egyenl6 oldald récssokszog oldalainak szadma péros.
36. Minkowski tétele: Ha egy origéra szimmetrikus konvex sokszog teriilete nagyobb 4-nél, akkor a

belsejében vagy a hatdran tartalmaz még legalabb egy origdtdl kiilonb6z6 racspontot.
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A Jensen—egyenl6tlenség alkalmazasai

Ha az f(z) fiiggvény az [a;b] intervallumon (alulrdl) konvex, akkor z,y € [a; b] esetén

f<sc +y> <@+ W)
2 2
37. Alkalmazzuk a Jensen—egyenlGtlenséget az =" fiiggvényre, és a logaritmusfiiggvényre.

38. Mutassuk meg, hogy adott korbe irt haromszogek koziil a szabalyos haromszog kertilete a legna-
gyobb.

39. Mutassuk meg, hogy adott korbe irt haromszogek koziil a szabalyos haromszog teriilete a legna-
gyobb.

40. Mutassuk meg, ha «, 3, v egy hegyesszogii haromszog szogei, akkor
tga+ttgf+tgy > 3v3

41. Mutassuk meg, hogy egy adott kor koré irhaté haromszogek kozil a szabdlyosnak legkisebb a
teriilete.

42. Mutassuk meg, ha «, 3, v egy haromszog szogei, akkor

3
cosa +cos B+ cosy < 5



A sik és a tér felosztasai. Darabolasok

43. Legfeljebb hény részre (tartoményra) bonthatja fel a korlapot 7 hurja?

44. Legfeljebb hany tartomanyra bontja fel a sikot
a) 7 egyenes; b) 7 kor; ¢) 7 haromszog; d) 7 négyzet?

45. Legfeljebb hany tartomdanyra bontja fel a teret 7 sik?

46. Hany részre osztjak a teret a kocka lapsikjai? Hany részre osztjak a teret a tetraéder lapsikjai?

47. A kockdt a) harom sikkal; b) négy sikkal vdgd szét 8 egyforma részre!

48. Egy 6 cm éli kocka minden cstcséat levagjuk egy-egy olyan sikkal, amely a cstiicsbdl kiindulé éleket
a csicstol 2 cm tavolsagra metszi. Hany lapja, éle és csticsa van az igy kapott testnek?

Kalméar Laszlé Matematikaverseny, 5. osztdlyosok versenye: 1988. megyei forduld; 1994. orszagos donté
Zrinyi Ilona Matematikaverseny megyei forduléja 1995., 6. osztalyosok versenye

49. Lehet-e a kockdt egy sikkal igy metszeni, hogy a sikmetszet a) szabdlyos héromszog; b) szabdlyos
hatszog legyen?
50. Fel lehet-e darabolni egy kockat egybeviagé guldkra? Fel lehet-e darabolni 3 egybeviagd gulara?
51. Egy kockat tetraéderekre darabolunk. Legalabb hany tetraédert kapunk?
Kalmér Lészlé Matematikaverseny orszagos dontdje 1995., 8. osztalyosok versenye
52. Egy 3 cm éli kockat fel kell darabolnunk 1 cm éli kockédkra. Egy-egy védgas utan a kapott darabokat
elmozgathatjuk, masképp tehetjiik egymas mellé, és a kovetkezd vagasnal ezeket egytitt vagjuk at.
Legkevesebb hany vagds sziikséges ahhoz, hogy 27 darab 1 cm éli kockat kapjunk?
53. Hogyan lehet szétvagni egy négyzetet 20 kisebb (nem feltétleniil azonos méretii) négyzetre? Keress
tobb megoldést!
54. Fel lehet-e darabolni egy kockat 20 kockéra? Es 50 darab kockéra?
Kalmar Laszlé Matematikaverseny orszagos dontGje 1993., 7. osztélyosok; megyei forduldja 2000., 5. osztalyosok versenye
55. Fel lehet-e darabolni egy kockat 48 kockara? Fel lehet-e darabolni egy kockat 49 kockara?
Megjegyzés. Megmutathatd, hogy egy kocka mindig feldarabolhaté n darab kisebb kockara, ha n > 48.

Erdekes feladat annak vizsgalata, hogy n < 48 esetén mely n értékek esetén lehet egy kockat feldarabolni
n darab kisebb kockara.
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Alakzatok szétvagasa kisebb atméroji részekre

Egy alakzat atmérdje d, ha az alakzat barmely két pontjanak a tavolsiaga legfeljebb d, és van két
olyan pontja, melyek tavolsdga d.

Léassuk be az alédbbi éllitdsokat!

56. Barmely zart, konvex gorbének van négy olyan pontja, melyek egy négyzet csicsai.

57. Egyetlen vagassal két palacsinta mindegyike elfelezheto.

Megjegyzés: A feladat 3-dimenzids altalanositdsa a Sonkdsszendvics-tétel: Ha fehér kenyérbdl, sotét
kenyérbol és egy szelet sonkabol szendvicset készitiink, akkor be lehet allitani a kés lapjat egy olyan
stkba, hogy a kés egyszerre vagja ketté mindharom réteget gy, hogy mindharmat elfelezi.

58. Magyarorszag négyzetbe foglalhato.

59. (P4l Jend [1920]) Bérmely d 4tmérdjii sikidom belefoglalhaté egy olyan szabélyos hatszogbe, mely-
nek a szemkozti oldalai kozti tavolsag egyenl6 d-vel.

60. (Borsuk [1933]) Bérmely d atmérdjii sikidom felbonthaté hdrom, d-nél kisebb dtmérdjii részre.
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A Happy End probléma

A fiatal egyetemista, Klein Eszter 1932-ben észrevette, hogy 5 pontb6l mindig ki lehet vélasztani né-
gyet, melyek egy konvex négyszog csucsai. Eszter elvitte a feladvanyt a barataihoz, akik kozépiskolds
koruk éta ismerték egymadst, hiszen mindnyajan KéMal-oztak. Ez egy 0jszert kérdés volt, izgalmasnak
talaltak, egykettore igazoltak.

A fiuk érdekl6dését kiilon fokozta az, hogy a kérdés egy lanytol szarmazik. A probléma altalanositdsara
keresték a vélaszt. Makai Endre és Turan P4l hamarosan belattdak, ha kilenc pontot szérnak szét a sikon,
ezek mindig meghataroznak egy konvex Otszoget.

Erdés Pél és Szekeres Gyorgy igazoltdk, hogy barmely n-re 1létezik f(n) tgy, hogy ha a sikon adott f(n)
altalanos helyzetli pont, akkor koziiliik kivdlaszthaté n pont tigy, hogy azok egy konvex n-szog csicsai.
(Egy ponthalmaz dltaldnos helyzetii, ha semelyik hdrom pontja sincs egy egyenesen.)

Bizonyitottak, hogy 272 +1 < f(n) < (2:__24) + 1.

Erdos a feladatot Happy End probléméanak keresztelte el. Néhany évvel késébb ugyanis Klein Eszter
és Szekeres Gyorgy Osszehazasodtak, és kozel hetven évig éltek boldog hazassagban.

A Happy End probléma sziiletése utan évtizedekkel, 1978-ban kezdték vizsgdlni az élesebb &llitast.
Igaz-e, hogy barmely n-re létezik g(n) dgy, hogy ha a sikon adott g(n) altaldnos helyzetii pont, akkor
koziiliik kivdlaszthaté n pont gy, hogy azok egy iires konvex n-szog cstcsai. (Azaz a sokszog belsejében
nincs tovéabbi pont a ponthalmazbdl.)

A Happy End probléma vizsgdlatabdl egy 1j tudoményag sziiletett, a kombinatorikus geometria.

Klein Eszter feladatanak valtozatai felbukkannak a K6MaL pontversenyében és kozépiskolds versenye-
ken, mig az iires sokszoges példak még nem szerepeltek versenyeken.

61. Adott a sikon 5 pont, koziiliik semelyik harom sem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy
kivalaszthat6 koziliik négy olyan pont, amelyek konvex négyszog csucsait alkotjdk.

62. Adott a sikon 5000 pont, melyek koziil semelyik harom sincs egy egyenesen. Mutassuk meg, hogy
van 1000 olyan konvex négyszog, melyek csiicsai ezek koziil a pontok koziil valdk, és a négyszogeknek
nincs kozos pontjuk.

63. Adott a sikon n pont (n > 4), koézilik semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe. Bizonyitsuk be,

hogy legalabb %(Z) olyan konvex négyszog van, amelyeknek csicspontjai az adott pontok koziil valdk.

64. Adott a sikon 22 pont, koziiliik semelyik harom sincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy parokba
oszthatdk ugy, hogy az egy parba tartozokat 6sszekotd szakaszoknak legalabb 5 kiillonb6z6 metszéspontja
legyen.

65. Adott a stkon 9 pont, koziiliikk semelyik hiarom sem esik egy egyenesre. Bizonyitsuk be, hogy
kivalaszthatd koziiliik 6t olyan pont, amelyek konvex 6tszog csiicsait alkotjak.

Megjegyzés: Konvex 0tszoghtz a feladat szerint 9 pont kell. Erdés—Szekeres—Makai sejtik (1933),
hogy konvex n-szoghoz 272 + 1 pont kell, ez n = 3, 4 és 5 esetén pontos. Hatszogre ez a sejtés 17-es
korlatot ad. Erdos és Szekeres eredményébol adédik, hogy 71 pont elég, ezt lehet tudni 1935 éta. 1996-ban
jutottak oda, hogy 70 pont is elég, majd ezt 1997-ben 37-re csokkentették. A sejtés 17-et mond.

Ures konvex sokszogek: Jelolje g(n) azt a legkisebb szdmot, amelyre teljesiil, hogy g(n) altalinos
helyzeti pont koziil mindig kivalaszthaté tires konvex n-szog.

66. Igazoljuk, ha m &altalanos helyzet pont koz6tt van iires konvex n-szog, akkor N > m pont kozott
is van.

67. Igazoljuk, hogy ¢(3) =3 és g(4) = 5.

68. Igazoljuk, hogy van olyan N, amelyre a sik barmely N altalanos helyzetii pontja kézott van tires
konvex 5-sz6g. (Bizonyitott, hogy ¢(5) = 10.)

Az {ires hatszog kérdése megvélaszolatlan, nem tudjuk, hogy van-e olyan N, amelyre a sik barmely N
altalanos helyzeti pontja kozott mindig taldlunk tires konvex 6-szoget.

Meglepd, hogy barmely N-re van N &ltaldnos helyzetli pont, melyek kozott nincs iires konvex 7-szog.
(Horton, 1983)
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Helly tétele

69. Egy mezon négy kecske legel, kotéllel kikotve egy karéhoz. A kotelek elég hossziak ahhoz, hogy
gazdajuk a fejéshez barmely harmat egy helyre tudja gylijteni. Van-e olyan hely, ahovd mind a négy
kecske Gsszeterelhet6?

70. Ha a sik négy konvex halmaza koziil barmely haromnak van koz0s pontja, akkor mind a négynek
is van.

Helly tétele: Ha a sik konvex A, Ay, ..., A, (n > 4) halmazai kozil barmely hdromnak van k6zos
pontja, akkor az 6sszesnek is van.

71. Kovacséknal egy este sok vendég fordult meg. Nem volt olyan, aki tdvozott és djra visszatért.
Barmely ketto taldlkozott egymaéssal a lakdsban. Igaz-e, hogy volt olyan idépont, amikor mindnyajan
egyszerre Kovacséknal voltak?

72. Egy céllovéedzé meséli kollégajanak: ,,Edzés utdn mindig megnézem a l6lapot. Nem baj, ha a
puska félrehord, mert ha a taldlatok egy helyen vannak, megdicsérem a fitit. De ha akéar csak harom
lyukat latok, amik nem férnek el egyiitt egy tizforintos alatt, még fél 6rat kell gyakorolnia a célratartast.”

,En szigoribb vagyok, mert ndlam az Osszes taldlatnak el kell férnie egy tizforintos ald.” — mondja a
masik edz6.

Melyikdjiik a szigorubb?

73. Mutassuk meg, ha az Ay, Az, ..., A, pontok kozil barmely harom egyszerre lefedhet6 egy r
sugaru korrel, akkor az Gsszes is belefoglalhaté egy r sugard korbe.

74. Mutassuk meg, ha egy haromszog leghosszabb oldala d hossziisiagu, a hdromszog befoglalhato egy

% sugaru korbe.

Jung tétele: Ha egy (nem feltétleniil konvex) sokszog barmely két cstcsdnak tédvolsdga legfeljebb d,
akkor e sokszog befoglalhaté egy % sugaru korbe.

75. Mutassuk meg, ha egy korvonal véges szamu, félkornél rovidebb ive koziil barmely haromnak van
kozos pontja, akkor az Osszesnek is van.

76. Adott hat korlemez a sikon, koziiliik ketté pirosra, kettd fehérre és kettd zoldre van szinezve.
Tudjuk, hogy barhogyan is valasztunk is ki egy pirosat, egy fehéret és egy zoldet, van kozos pontjuk.
Mutassuk meg, hogy vagy a piros, vagy a fehér, vagy a zold koroknek is van kozos pontjuk.

77. Négy félsik egytittesen lefedi a sikot. Bizonyitsuk be, hogy kivéalaszthato koziiliik 3, amelyek egytitt
lefedik a sikot.
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