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3.5.. A NEGYZETESEN INTEGRALHATG FUGGVENYEK TERE (AZ L*-TER ) 5714

Bizonyz’tds. Legyen (f,) 1L} tetszOleges Cauchy-sorozata, azaz: bir ely € > 0-hoz létezik
olyan n(e) > 0, hogy minden 1,12 > n(e) esetén

| fo = f 2= /X o= Pl (3.1)

Vilasszuk indexck egy (ny) sorozatds, hogy

1
- fﬂk+1|dﬂ <z

” fm, _fn;c+1 ”le./;{If d o

Ekkor Beppo Levi-tétel miatt X-en az

| foi] + | frs _“I Fad + . sigy az  f, + (frz — Joa) + ...

sor is m.m. konvergens, tovébbs legyen f(z) = limgmoq fo, (z). {fn) tehdt (f,) egy
majduem mindeniitt konvergeng részsorozata. '

Megmutatjuk, hogy { Frd i
létezik olyan n(g) > 0, ho

—

minden k,[ > n{e)esetén

1@ = fueaute) <.

A Fatou-lemma, hiatt itt elvégezhett az integraliel alatt az { — oo hatdrdtmenet és ekkor

kapjuk, hogy;
[( @) — F(&)idula) < e,

dja, hogy f € L' & Jry = f LY-ben. De akkor (fu) maga is konvefgéul f-hez
. : O

ami,
L#ben.

%5, A négyzetesen integralhaté fuggvények tere (az
- L%tér) |

Az el6bb beldttuk, hogy 1! teljes normalt (metrikus) tér {igy Banach-tér), de L' nem |

cuklideszi tér, mert a fenti norma nem szarmaztathatd skaldris szorzatbsl.

Most egy nem csak normaélt, hanem euklidessi teret fogunk definidlni. Ez lesz a
négyzetesen integralhaté fiiggvények tere. .

Az (X, A, ) absztrakt mértéktérbs] indulunk ki, melyen adottak az f: X — R,
mérhetd figgvények (m.m értelmezve X-en). Az egyméssal ekvivalens fiiggvényeket
azonosnak tekintjiik.

3.5.1. Definicié. Egy 7 : X — R, mérhets fiiggvényt négyzetesen integréthatonak
nevezzik, ha az L «f 2d integral Wetezik ds viges. Az ilyen fliggvények halmazst az L2 (X)
vagy 1.2 szimbdlummal jelslitik.

egralban is konvergdl f-hez. (3..1) miatt barmely £ > 0-hoz
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3.5.2. Tétel. K¢t négyzetesen integrdlhatd figguény szorzata integrdlhatd.

Bizonyitds. Ez kivetkezik az | f (z)g(z) < ifkc)*;gﬁ@, egyenlétlenségbdl és az L—integré.i _
tulajdonsdgaibdl. _ ]

3.5.3. Megjegyzés. Egy véges mértékds téren négyzetesen integrdlhatéd fiiggvény in-
tegralhatd.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 3.5.2. Tételt a g = 1 fuggvényre, ami négyezetesen integral-
haté, ha a tér véges mértékii. O

3.5.4. Tétel. Két L2-beli Figguény Gsszege is az L2 térbe tartorik.

Bizonyitds. Ez nyilvinvald az (J+9?=fr+2fg+4° egyenldség, az 3.5.2. Tétel és a
L~integril tulajdonsigai alapjdn. . |

3.5.5. Tétel. Ha f € L%, c € R tetszdleges, akhor ef € 1.2
Bizonyitds. [y (cf)?du = J5 2 12du = ¢ Jy FPdp < oo adja az 4llitast. O

3.5.6. Megjegyzés. L2 vektortér a figgvények szokdsos Gsszeaddsdra és a skaldrral vald
szorzas miiveletére nézve.

Bz’zonyz’tcis. A 3.54. és a 3.5.5. Tételek segitségével kdnnyen ellendrizhetjiik a vektortér
axiémadinak teljestilését. 0

3.5.7. Definicid. Az f és g L2beli Higgvinyek skaldris szorzatan az
(9= [ f@lg@)auta)

szamot értjiik. Ellendrizhetjiik, hogy a skaldris szorzat definicijdban szerepld négy tula-
jdonsig valdban teljesiil. (Az {(f,f) >0, ha Ff#0 teljestiléséhez felhaszndljuk, hogy nem
teszlink killénbséget egymdssal ekvivalens fiiggvények kozbtt, fay a tér nulleleme most is
a majdnem mindeniitt nulldt folvevd filggvények osztdlya, .)

3.5.8. Definicié. Az L? euklideszi tér a négyéetesen integralhatd, egymdssal ekvivalens
figgvényosztalyoknak az a vektortere, amelyekben az (f,g) = [, x f(x)g(z)du(x) szerint
definidljuk a skaldris szorzatot.

3.5.9. Megjegyzés. Az L2 euklideszi térben (mint mindegyikben} igaz a Cauchy-Bunya-
kovszkij- és a Minkowski (hdromszig) egyenlétlenség. Fzek atakja most

( [{ fga’ﬂ)z < ( /X fgd;u) ( /X de,u) , (C-B)
\/fX(erg)?dﬂ < \/fx Frdp+ m_ oD
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3.5.10. Definicié. Az f € L? normdja

Hﬂm:¢ﬁﬂ=MLF@,

mig az f,g € 1. elemek tdvolsdga:

dUﬂ%=Hf~ghwq{LU~gﬂm.

Nyilveinva‘lé, hogy az itt definjlt norm4val és metrikéval az L? euklideszi tér normélt,
illetve metrikus tér (hiszen ez minden euklidessi térben igaz).

3.5.11. Definicié. Az ( fn) L? metrikus térbeli sorozat konvergens 1L2-ben, ha létezik
[ € L?, hogy barmely = > (0-hoz 16tezik n(e) € N, hogy tetszleges n > 7(g) esetén

Hh—ﬂw:‘Lm—ﬂmm;

Mivel az {f,) L?beli sorozat konvergencidja az f flggvényhez azzal ekvivalens, hogy
WMy os 5 {fn = £)2dp = 0, ezért az L.2-beli konvergencigt négyzetintegrdlra (vagy kbzép-
ben) vald konvergencidnak is nevezziik.

3.5.12. Tétel. Ha az {f,) L2-beli sorozat négyzetintegrdlra konvergdl az f € 1.2 elemhez,
akkor f, — f mértékben,

Bizonyilds. Legyen o > 0 tetszdleges, Ay(o) = X(|f, — f| > o). akkor Jie(Fo = £)2du >
fAn(a)(f” — I 2 a*m(An(0)) > 0 a feltéte] miatt adja, hogy m (A, (7)) — 0, ami adja az

allitast. 0o

4.5.13. Megjegyzés. Ha f, — f kézépben, akkor létezik olyan (fax), hogy fo. — f
m.m. .

Bizonyitds. Az el6z8 tétel és a Riesz-féle kivalasztasi tétel adja az all{tdst. 0
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3.5.14. Megjegyzés. Legyen (f,) olyan, hogy f, : 0,1] - R,

n ha0<z<i .
Julz) = (neN).
0 egyébként

fao—0 pontonként, de f, /4 0 n'égyzetintegrélra.
3.5.15. Definicié. Az (f,) Cauchy-sorozat L%ben, ha

Ve>03dnle), Yn,m>ne) = fo - fr lre<e. (*)
3.5.16. Tétel. Ha m(X) < co, akkor L2(X) teljes metrikus tér(azaz Hilbert-tér).

Bizonyitas. Legyen {f,) Cauchy- sorozat L2(X), ekkor (*} igaz. Mivel (M)-b8l g =1 és
m(X) < oo esetén

( /X Fdw)? < m(X) fX iy,

igy

/X [fol@) — frn(z)du(z) < \/m(X)\/ /X (f;(m) — fml(2))2du(z) < e7/m(X)

teljesil], azaz (f,) az L' metrikdra nézve is Cauchy-sorozat, .

Megismételve az L'-tér teljességének bizonyitdsakor alkalmazott gondolatmenetet, v4-
lasszuk ki { f)-bél egy olyan { fn,) vészsorozatot, mely m.m. konvergil egy f fiiggvényhez.
Ha % és [ elég nagy, akkor -

/(fnk - f?’u)Qdﬂ <€
X .

teljestil. Alkalmava a Fatou-lemmat az | — oo hatdrdtmenettel, {gy

](f'”-k _f)zd#<5
Jx .

k(')"ve’_ckezik, ami adja, hogy f € 1.2 és, hogy Jry — f négyzetintegrdlra. Ha pedig egy
Cauchy-sorozatnak van konvergens részsorozata, akkor a sorozat is konvergens és ugyanc-
sak f a hatarértéke. |

3.5.17. Megjegyzés. Eddig tébbszir kihasznaltuk, hogy m(X) <. Ha X =R és a
mérték a Lebesgue-mérték, tgy m(X) = co. '
Ekkor pl. az f(z) = ﬁ (z € R) nem integrélhaté R-en, de négyzetesen integralhatd.

Az
ha |z| <n

1
fn(2) = { 0 ha [z{ >n
szerint definidlt (f,.) sorozat L2(R)-ben konvergdl (-hoz, de I} (R)-ben nem konvergens.
Ugyanakkor L2(X) akkor is teljes, ha m(X) = co. (Ld. Kolmogorov-Fomin: A
figevényelmélet és a funkciondlanalizis clemet.)
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